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➞ ❘♦♠❛♥♦ ❆✳ ❘✉♣♣✳ ❆❧❧❡ ❘❡❝❤t❡ ✈♦r❜❡❤❛❧t❡♥✱ ❛✉❝❤ ❞❛s ❞❡s ❛✉s③✉❣s✇❡✐✲
s❡♥ ◆❛❝❤❞r✉❝❦s✱ ❞❡r ❛✉s③✉❣s✇❡✐s❡♥ ♦❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❲✐❡❞❡r❣❛❜❡✱ ❞❡r ❙♣❡✐✲
❝❤❡r✉♥❣ ✐♥ ❉❛t❡♥✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣s❛♥❧❛❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣✳ ❋ür ◆✉t③✉♥❣s✲
❛♥❢r❛❣❡♥ ✇❡♥❞❡♥ ❙✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❘♦♠❛♥♦ ❆✳ ❘✉♣♣ ✭r♦♠❛♥♦✳r✉♣♣❅✉♥✐✈✐❡✳❛❝✳❛t✮✳

❱♦r✇♦rt

❉✐❡s ✐st ❞❡r ❡rst❡ ❇❛♥❞ ❡✐♥❡s ❞r❡✐❜ä♥❞✐❣❡♥ P❤②s✐❦❦✉rs❡s✳ ❱❡r✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❞❡♥
③✇❡✐t❡♥ ✭❘♦♠❛♥♦s P❤②s✐❦❦✉rs ✷✮ ✉♥❞ ❞r✐tt❡♥ ❇❛♥❞ ✭❘♦♠❛♥♦s P❤②s✐❦❦✉rs ✸✮
✇❡r❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ♠✐t ❘P❑✷ ❜③✇✳ ❘P❑✸ ❛❜❣❡❦ür③t✳

❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ❞❡s P❤②s✐❦❦✉rs❡s ❜❡✲
✇✉sst ❣❡r✐♥❣ ❣❡❤❛❧t❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❙t✉❞✐❡♥❛♥❢ä♥❣❡r♥ ❩❡✐t ❣❡❣❡❜❡♥✱ ▲ü❝❦❡♥
✐♥ ✐❤r❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❑❡♥♥t♥✐ss❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♠❡✐st ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐s❝❤❡♥ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ❞❡s ❡rst❡♥ ❙❡♠❡st❡rs ③✉ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡s ❑♦♥✲
③❡♣t ❤♦✛❡ ✐❝❤✱ ❞❡r t②♣✐s❝❤❡♥ ❋r✉str❛t✐♦♥ ❥❡♥❡r P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r ✈♦r③✉❜❡✉❣❡♥✱
❞✐❡ ✈♦♥ ❙❝❤✉❧t②♣❡♥ ❤❡r❦♦♠♠❡♥✱ ❛♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣
♥✐❝❤t ✐♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ st❛♥❞✳ ▼✐t ❞❡♠ ❋♦rts❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛❡s
✇❡r❞❡♥ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❑❡♥♥t♥✐ss❡ ❜❡♥öt✐❣t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❙❝❤✉❧✇✐ss❡♥
ü❜❡rst❡✐❣❡♥✳ ❉❛❤❡r ✇✉r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡ ❑❡♥♥t♥✐ss❡ ✐♥ ❞❡♥ ♠✐t ▼★
✭✇♦❜❡✐ ★ ❡✐♥❡ ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞❡ ◆✉♠♠❡r ✐st✮ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥
❊r❣ä♥③✉♥❣s❦❛♣✐t❡❧ ❦♥❛♣♣ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡st❡❧❧t✳

❉✐❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞❡s ❙t♦✛❡s ✇❡✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ✈✐❡❧❡r P❤②s✐❦❧❡❤r❜ü❝❤❡r
❛❜✳ Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡s❡ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❛♥ ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣✳
❙t❛tt❞❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ✭❍②♣♦t❤❡✲
s❡♥❜✐❧❞✉♥❣✱ ❊rst❡❧❧✉♥❣ ❛❜str❛❦t❡r ▼♦❞❡❧❧❡✱ ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥
✉s✇✳✮ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r ✈♦r❧ä✉✜❣❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ▲✐❝❤t❡s ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤t ✭❑❛♣✳
✶✮✳ ❊s ❢♦❧❣t ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣t✐❦ ✭❑❛♣✳ ✷✮✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❲❛❤❧ ❣✐❜t ❡s ❞r❡✐ ❣❡✲
✇✐❝❤t✐❣❡ ●rü♥❞❡✿ ❊rst❡♥s ✐st s✐❡ ❛✉s ❞❡r ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ P❡rs♣❡❦t✐✈❡ ❤❡r❛✉s r✐❝❤✲
t✐❣✳ ❩✇❡✐t❡♥s s❡t③t ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣t✐❦ ❛❧s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ❘üst③❡✉❣ ♥✉r
❑❡♥♥t♥✐ss❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡r ▼✐tt❡❧s❝❤✉❧❡ ✈♦r❛✉s✳ ❉r✐tt❡♥s
❧❡❣t ❞✐❡ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡ ❱❡rtr❛✉t❤❡✐t ♠✐t ❞❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥
❆r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ s♦✇✐❡ ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥❡♥ ❞❡♥ ●r✉♥❞st❡✐♥ ❢ür ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ✈♦♥
❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t✳

❆✉s ●rü♥❞❡♥ ❞❡r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ③✇❡❝❦s ❋♦❦✉ss✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ✇❡s❡♥t✲
❧✐❝❤❡♥ ❆s♣❡❦t❡✱ ✇✐r❞ ❞✐❡▼❡❝❤❛♥✐❦ ✭❑❛♣✳ ✸✲✺✮ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛r❣❡❜♦t❡♥✱ ❞❛✲
❢ür ❛❜❡r ✈♦♥ ❆♥❢❛♥❣ ❛♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉r tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡
✇✐r❞ s✐❡ ♠✐t ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✭❑❛♣✳ ✸✮ ❡rö✛♥❡t✳ ❉✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦✲
r✐❡ ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ❛✉s ❞❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡♥ P♦st✉❧❛t❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✱
s♦♥❞❡r♥ ❛✉s ❞r❡✐ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ P♦st✉❧❛t❡♥ ü❜❡r ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡
❢ür ❞✐❡ ❞❛r❛♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❉②♥❛♠✐❦ ✭❑❛♣✳ ✹✮ ✐st ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣s✲
❣röÿ❡✳ ❉✐❡ ③❡♥tr❛❧❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✱ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s✱
✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❆✉s❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡r ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❦♦♥✲
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s❡q✉❡♥t ③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦♦♠♠t ❞❡♠ ❑r❛❢t❜❡❣r✐✛ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❞✐❡
③❡♥tr❛❧❡ ❘♦❧❧❡ ③✉✱ ❞✐❡ ❡r ✐♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✭❑❛♣✳ ✺✮ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤
❡✐♥♥✐♠♠t✳

■♥ ❑❛♣✳ ✻ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❚❤❡♠❡♥ ❛✉s ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♣❤②✲
s✐❦ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❩✐❡❧ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❞❡♥ ❇♦❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡
❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ③✉ ❜❡r❡✐t❡♥✳ ❉❡♠ P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r ✇❡r✲
❞❡♥ ❤✐❡r❜❡✐ ❡✐♥✐❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ t②♣✐s❝❤❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣s✇❡✐s❡♥ ✉♥❞
t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ✐❤♠ ♥✉♥♠❡❤r ✈❡rtr❛✉t❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ♣rä✲
s❡♥t✐❡rt✳ ❉❛s ③❡♥tr❛❧❡ Pr♦❜❧❡♠✱ ♠✐t ❞❡♠ s✐❝❤ ❞✐❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❚❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✭❑❛♣✳ ✼✮ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t✱ ✐st ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ✐♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐✲
s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ❜❡st✐♠♠t❡r Pr♦③❡ss❡✳ ▼✐t ❞❡r
t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❞ ❡rst♠❛❧s ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ❡✐♥✲
❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❛♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛s ▼✉st❡r ❣❡❧❡❤rt✱ ✇✐❡ ♥❡✉❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥
t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✇❡✐❝❤❡ ✐❝❤ ✈♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❲❡❣
❛❜✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ③✉♥ä❝❤st ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❲är♠❡ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❙t❛tt❞❡s✲
s❡♥ ✇✐r❞ s❝❤♦♥ ❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡s❡ ❡①t❡♥✲
s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ❞❡r ❙❝❤❧üss❡❧❜❡❣r✐✛ ❞❡r
❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✐st✳ ❯♥t❡r ❞❡♥ ❙❝❤❧❛❣✇♦rt❡♥ ✒❈❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✏ ✭❑❛♣✳
✽✮ ✉♥❞ ✒❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✏ ✭❑❛♣✳ ✾✮ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ③✇❡✐ ❇❡✐s♣✐❡✲
❧❡ ❢ür ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✈♦rst❡❧❧t✳ ❑❛♣✳ ✶✵ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t
❚r❛♥s♣♦rt♣❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ✉♥❞ ❑❛♣✳ ✶✶ ♠✐t ❞❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❙tör✉♥❣❡♥ ❞❡s
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts ✐♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t✳

❩✉r ◆♦t❛t✐♦♥ s❡✐ ❛♥❣❡♠❡r❦t✱ ❞❛ss ❡s ❞❡r ❑❧❛r❤❡✐t ✇❡❣❡♥ ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt
✐st✱ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥ ❞✉r❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❋♦r♠❡❧③❡✐✲
❝❤❡♥ ❞❛r③✉st❡❧❧❡♥✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ tr❛❞✐t✐♦♥s❣❡♠äÿ ❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡ ❇✉❝❤✲
st❛❜❡♥ ❤✐♥③✉♥✐♠♠t ✉♥❞ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙❝❤r✐❢t❛rt❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✐st ❞❡r ❩❡✐✲
❝❤❡♥✈♦rr❛t ③✉ ❦❧❡✐♥✱ ✉♠ s❡❧❜st ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❡✐♥❡s ❆♥❢ä♥❣❡r❧❡❤r❜✉❝❤s ③✉ ✉♠❢❛s✲
s❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ♥♦❝❤ ♠✐t ■♥❞✐③❡s ❜❡❤❡❧❢❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▲❡❤r❜✉❝❤
✉♥ü❜❧✐❝❤❡ ♦❞❡r ✉♥ü❜❡rs✐❝❤t❧✐❝❤❡ ❋♦r♠❡❧s②♠❜♦❧❡ ✈❡r♠❡✐❞❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ ✇❡❧❝❤❡
❞❛s ▲❡s❡♥ ❡✐♥❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❡rs❝❤✇❡r❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✱
❞❛r❢ ♠❛♥ s✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r s♣❛rs❛♠ ❡✐♥s❡t③❡♥✳ ❙❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❍♦♠✲
♦♥②♠❡✱ ❞✳❤✳ ❣❧❡✐❝❤♥❛♠✐❣❡ ❙②♠❜♦❧❡ ❢ür ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❜③✇✳ ●röÿ❡♥✱
❧❡✐❞❡r ♥✐❝❤t ✈ö❧❧✐❣ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈✐❡❧❡ ●❡❜✐❡t❡ ❞❡r P❤②s✐❦ ✐♥ ❡✐♥❡♠
❇✉❝❤ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ♠ö❝❤t❡✳ ❙♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛s ❋♦r♠❡❧③❡✐❝❤❡♥ ρ
✐♥ ❑❛♣✳ ✻ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡✱ ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✵✳✾ ❛❜❡r ❞❡♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐✲
❞❡rst❛♥❞✳ ■♠ ❑♦♥t❡①t ❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❉②♥❛♠✐❦ ✭❑❛♣✳ ✹✮ st❡❤t E ❢ür ❞✐❡
❊♥❡r❣✐❡✱ ✐♠ ❑♦♥t❡①t ❞❡s ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✭❑❛♣✳ ✻✳✶✳✶✮ ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t ❡s ❛❜❡r ❞❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E✳ ❙✐❡ ♠üss❡♥ ❞❛❤❡r ❧❡r♥❡♥✱ ❛✉s ❞❡♠ ❑♦♥✲
t❡①t ❤❡r❛✉s ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡ ●röÿ❡ s✐❝❤ ❡✐♥ ❋♦r♠❡❧③❡✐❝❤❡♥ ❜❡③✐❡❤t✳
❯♠▼✐ss✈❡rstä♥❞♥✐ss❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✱ ❤❛❧t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇✉❝❤
❛♥ ❞✐❡ ▲❡✐t❧✐♥✐❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡✐♥❡♠ ❋♦r♠❡❧③❡✐❝❤❡♥ ③✉③✉♦r❞♥❡♥❞❡♥ ❇❡❣r✐✛❡ ❜③✇✳
●röÿ❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❧♦❦❛❧❡♥ ❑♦♥t❡①t ❡✐♥❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧s ♥✐❝❤t ü❜❡rs❝❤♥❡✐✲
❞❡♥✳

❆✉s ❑♦st❡♥❣rü♥❞❡♥ ✐st ❞✐❡s❡ ❉r✉❝❦✈❡rs✐♦♥ ✐♥ s❝❤✇❛r③✲✇❡✐ÿ✲r♦t ❣❡❤❛❧✲



■■■

t❡♥✳ ❊✐♥❡ ❋❛r❜✈❡rs✐♦♥ st❡❤t ③✉♠ ❍❡r✉♥t❡r❧❛❞❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳ ■❝❤ ✈❡r✇❡♥❞❡
❞✉r❝❤❣❡❤❡♥❞ ❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❊❚❍ ❩ür✐❝❤ ❛✉❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❞❡✉ts❝❤❡♥ ❙♣r❛❝❤r❛✉♠
❡♠♣❢♦❤❧❡♥❡♥ ❉❡③✐♠❛❧♣✉♥❦t ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❞❛s ♥✉r ✐♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ✉♥❞ Öst❡rr❡✐❝❤
ü❜❧✐❝❤❡ ❉❡③✐♠❛❧❦♦♠♠❛✳ ❆❧❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ●❛tt✉♥❣s✲ ♦❞❡r ❇❡r✉❢s❜❡③❡✐❝❤♥✉♥✲
❣❡♥ s✐♥❞ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤ ❣❡s❝❤❧❡❝❤ts♥❡✉tr❛❧ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✳

▲❥✉❜❧❥❛♥❛✱ ❞❡♥ ✶✹✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✵
❘♦♠❛♥♦ ❘✉♣♣

❉❛♥❦s❛❣✉♥❣

❆♥ ✈♦r❞❡rst❡r ❙t❡❧❧❡ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ❢ür P❤②s✐❦ ❛♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐✲
tät ❲✐❡♥ ❞❛♥❦❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐r ❋r❡✐❤❡✐t ❣❛❜✱ ❞✐❡s❡♥ ✉♥❦♦♥✈❡♥t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❑✉rs ❞❡♥
P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡♠❡st❡r ✈♦r③✉tr❛❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✐❤♥ ❛✉s ❞❡r ❧❡❤r❡♥❞❡♥ Pr❛①✐s ❤❡r❛✉s ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✳ ■♥ ❞❡♥ ❡rst❡♥
❏❛❤r❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ✐❝❤ ❞✐❡ ❱♦r❧❡s✉♥❣ ❣❡❤❛❧t❡♥ ❤❛❜❡✱ ✇❛r ❞❡r ❑✉rs ❡✐♥❡ ♣❡r♠❛✲
♥❡♥t❡ ❇❛✉st❡❧❧❡✱ ❞❡♥♥ ✐❝❤ ❤❛tt❡ ❦❡✐♥ ❱♦r❜✐❧❞ ✉♥❞ ❦❡✐♥ ▲❡❤r❜✉❝❤✱ ❛✉❢ ❞❛s ✐❝❤
♠✐❝❤ stüt③❡♥ ❦♦♥♥t❡✱ ✉♥❞ s♦ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❛✉❝❤ ♠❡✐♥❡♥ ❙t✉❞❡♥t❡♥ ❞❛♥❦❡♥✱ ✇❡❧✲
❝❤❡ ❞✐❡ ●❡❞✉❧❞ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ❤❛❜❡♥✱ ♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r ❛✉s❣❡r❡✐❢t❡♥ ■❞❡❡♥
✉♥❞ ❞❡♥ ✈✐❡❧❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ③✉ ❢♦❧❣❡♥✳ ❉❛s ❏♦s❡❢✲❙t❡❢❛♥✲■♥st✐t✉t ✐♥ ▲❥✉❜❧❥❛♥❛
✉♥❞ ❞✐❡ ◆❛♥❦❛✐ ❯♥✐✈❡rs✐tät ✐♥ ❚✐❛♥❥✐♥ ❤❛❜❡♥ ♠✐r ●❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❛s
▼❛♥✉s❦r✐♣t ✐♥ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ✇❡✐t❡r ③✉ ✈❡r❜❡ss❡r♥✳

■❝❤ ❞❛♥❦❡ ❇♦❣❞❛♥ P❛♠♠❡r✱ ❍❡r❜❡rt ❍❛rt❧✱ ❆♥❣❡❧✐❦❛ ❆♠❜r✉s❝❤ ✉♥❞ ❊✇❛
P❛rt②❦❛✲❏❛♥❦♦✇s❦❛✱ ❞✐❡ ♠✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❆♥❢❡rt✐❣✉♥❣ ❞❡r ❇✐❧❞❡r ✉♥t❡rstüt③t ❤❛✲
❜❡♥✳ ❆❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛③✉ ❜❡✐❣❡tr❛❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❚✐♣♣❢❡❤❧❡r✱ ❙❝❤❧❛♠♣❡r❡✐❡♥ ♦❞❡r s❛❝❤✲
❧✐❝❤❡ ❋❡❤❧❡r ❛✉s③✉♠❡r③❡♥✱ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❛♥❦❡♥✱ ✐♥s✲
❜❡s♦♥❞❡r❡ ❍❛♠❡❞ ❇❛r③❡❣❛r✱ ❋r❛♥③ ❊♠❜❛❝❤❡r✱ ❉❛r❦♦ ❍❛♥③❡❧✱ ❍❡✐♥③ ❑❛❜❡❧❦❛✱
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❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r P❤②s✐❦

✶✳✶ ❍②♣♦t❤❡s❡♥

❉❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ▲✐❝❤t ❤❛t ▼❡♥s❝❤❡♥ s❝❤♦♥ s❡✐t ❥❡❤❡r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t✳ ❉✐❡ ❚♦r❛✱
●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡s ❥ü❞✐s❝❤❡♥ ●❧❛✉❜❡♥s✱ ❣❡❤t ❜❡r❡✐ts ❛❜ ❞❡♠ ❞r✐tt❡♥ ❙❛t③ ❛✉❢ ❞❛s
▲✐❝❤t ❡✐♥✿

❉✐❡ ❙ät③❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣❡♥✳ ❙✐❡ s❡t③❡♥ ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss
❞✐❡ ✐♥ ✐❤♥❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❇❡❣r✐✛❡ ✭✇✐❡ ●♦tt✱ ▲✐❝❤t✱ ❣✉t ✉s✇✳✮ ❢ür ❞❡♥ ❘❡③✐✲
♣✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❇♦ts❝❤❛❢t s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ s✐♥❞✳ ●❧ä✉❜✐❣❡ ✈❡rtr❛✉❡♥ ❞❡♥ ●❧❛✉✲
❜❡♥ssät③❡♥ ✐❤r❡r r❡❧✐❣✐ös❡♥ ●❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t✳ ❉✐❡ ❞❛s ♥✐❝❤t t✉♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❯♥✲
❣❧ä✉❜✐❣❡ ❛♥❣❡s❡❤❡♥✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ s✐❡ ❣❛r ❞❡♥ ●❧❛✉❜❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡♥ ●♦tt ❛❧s ❇❛✲
s✐s❛♥♥❛❤♠❡ ♥✐❝❤t ❛❦③❡♣t✐❡r❡♥✱ ❛❧s ●♦tt❡s❧❡✉❣♥❡r✳ ▼❛♥❝❤❡ ❘❡❧✐❣✐♦♥❡♥ ✈❡r✲
❧❛♥❣❡♥ ❡✐♥❡ ❜❡❞✐♥❣✉♥❣s❧♦s❡ ❯♥t❡r✇❡r❢✉♥❣ ✉♥t❡r ❞✐❡ ●❧❛✉❜❡♥s❛✉ss❛❣❡♥ ✉♥❞
✲tr❛❞✐t✐♦♥❡♥✱ ❛❤♥❞❡♥ ❡✐♥❡♥ ❆❜❢❛❧❧ ✈♦♠ ●❧❛✉❜❡♥ ♠✐t ❙tr❛❢❡♥ ♦❞❡r ❡r❤❡❜❡♥

✶
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❡✐♥❡♥ ❆❧❧❡✐♥✈❡rtr❡t✉♥❣s❛♥s♣r✉❝❤ ❞❡r ❲❛❤r❤❡✐t✱ ✇♦♠✐t ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ Ü❜❡r✲
③❡✉❣✉♥❣❡♥ ✕ ❡❣❛❧ ✇❡❧❝❤❡ ✕ ✈♦♥ ✈♦r♥❡ ❤❡r❡✐♥ ❛❧s ❢❛❧s❝❤ ❣❡❜r❛♥❞♠❛r❦t s✐♥❞✳
❘❡❧✐❣✐ös❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ✉♥✈❡rrü❝❦❜❛r ✉♥❞ ✇❛❤r ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✳ ❊✐♥❡
❊r✇ä❣✉♥❣ ❛♥❞❡r❡r ❆✉ss❛❣❡♥ st❡❤t ♥✐❝❤t ③✉r ❉✐s♣♦s✐t✐♦♥✳

❉✐❡ ●r✉♥❞❤❛❧t✉♥❣ ❥❡♥❡r ▼❡♥s❝❤❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✇✐❞♠❡♥
✇♦❧❧❡♥✱ ✐st ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡✳ ■❤r❡♥ ❛❧s ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ✉♥❞
❇❡❤❛✉♣t✉♥❣❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ◆❛t✉r❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ③✉❣r✉♥✲
❞❡✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ●❧❛✉❜❡♥s❛✉ss❛❣❡♥ st❡❤❡♥ s✐❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤ ✉♥t❡r s❦❡♣✲
t✐s❝❤❡♠ ❱♦r❜❡❤❛❧t✿ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ♥✉r s♦ ❧❛♥❣❡ ❛❧s ❣ü❧t✐❣ ❛♥❣❡s❡❤❡♥✱ ✇✐❡ ✐❤♥❡♥
♥✐❝❤ts Ü❜❡r③❡✉❣❡♥❞❡s ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✳ ❊✐♥❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ✇✐r❞ ❖✛❡♥❤❡✐t ③✉❣❡✲
❜✐❧❧✐❣t ✉♥❞ ❚r❛❣❢ä❤✐❣❦❡✐t ❛❜✈❡r❧❛♥❣t✳ ❖✛❡♥❤❡✐t ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❡s ❥❡❞❡r③❡✐t
♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ③✉ ❡r✇ä❣❡♥✳ ❊s ✐st ❥❡❞❡r③❡✐t ♠ö❣❧✐❝❤✱
❡✐♥❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ③✉ ✈❡r✇❡r❢❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❡✐♥③✉♥❡❤♠❡♥✳
❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡♠ ❱❡rtr❛✉❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❢r✉❝❤t❜❛r❡
❍②♣♦t❤❡s❡♥ ✐♠ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❉✐s❦✉rs ❞✉r❝❤s❡t③❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❲✐s✲
s❡♥s❝❤❛❢t❧❡r s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❆r❣✉♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❊✐♥s✐❝❤t ✈♦♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ü❜❡r③❡✉❣❡♥
❧❛ss❡♥✳ ❚r❛❣❢ä❤✐❣❦❡✐t ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✇❡✐tr❡✐❝❤❡♥❞❡ ❙❝❤❧üss❡
❡r♠ö❣❧✐❝❤t✱ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❣❡♣rü❢t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✈✐❡❧❢❛❝❤ ü❜❡r♣rü❢t ✇✉r❞❡♥
✉♥❞ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ❜❡✇ä❤rt ❤❛❜❡♥✳ ❊✐♥❡ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❣❡❤t ✐✳❆❧❧❣✳
✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡r ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❛✉s✱ ❞❡♥ P♦st✉❧❛t❡♥ ❜③✇✳ ❆①✐♦✲
♠❡♥ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥
❍②♣♦t❤❡s❡♥✱ ❞✐❡ ❧♦❣✐s❝❤ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡ ❞ür❢❡♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✇✐❞❡rs♣r❡✲
❝❤❡♥ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛✉s ✐❤♥❡♥ ❣❡③♦❣❡♥❡♥ ❙❝❤❧üss❡ ♥✐❝❤t✳

▼✐t ✇❛❝❤s❡♥❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞❡r ❋❛❧❧ ❡✐♥tr❡t❡♥✱ ❞❛ss ❡✐✲
♥❡s ❞❡r P♦st✉❧❛t❡ ♦❞❡r ❡✐♥ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❙❝❤❧✉ss ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣
❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉❛♥♥ ♠✉ss ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ✈❡r✇♦r❢❡♥ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ♥❡✉❡♥
❚❤❡♦r✐❡ ❣❡s✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❞✐❡ ❛❧t❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❛❜❡✐ ♥✐❝❤t
✐♥ ❇❛✉s❝❤ ✉♥❞ ❇♦❣❡♥ ✈❡r❞❛♠♠❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣s✲
s❝❤❛t③✱ ❛✉s ❞❡♠ ✐❤r❡ P♦st✉❧❛t❡ ✐♥❞✉③✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ ❥❛ ♥✐❝❤t ❣❡ä♥❞❡rt ❤❛t✳ ■♠
❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥❡✉❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❣❡❦❧ärt❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥✱ ✉♥t❡r ❞❡♥❡♥
❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤ ✇❛r✱ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ä❧t❡r❡ ❚❤❡♦r✐❡♥ ♦❢t
✇❡✐t❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❡t✇❛ ✇❡✐❧ s✐❡ s✐❝❤ ❢ür ❣❡✇✐ss❡ ❊✐♥s✐❝❤t❡♥ ❛❧s ❜❡q✉❡♠❡r ♦❞❡r
③✉❣ä♥❣❧✐❝❤❡r ❡r✇❡✐s❡♥✳

❆✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ◆❛t✉r❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❛❧s♦ ③✉♥ä❝❤st ❍②✲
♣♦t❤❡s❡♥ ✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤t ❞✐❡ ❘❡❛❧✐tät ❞❛r❛✉s ③✉ ❞❡✉t❡♥✳ ❯♠ ❡✐♥ ❱❡rstä♥❞♥✐s
❢ür ❞✐❡s❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✱ s♦❧❧ ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❱♦r✲
❣❛♥❣s✇❡✐s❡ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ♥❛❝❤✈♦❧❧③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ✇✐r ✈♦♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❯r✲
❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞❛s ▲✐❝❤t ❛✉s❣❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❞❡s ▼❡♥s❝❤❡♥ ♠✐t ◗✉❡❧✲
❧❡♥ ❞❡s ▲✐❝❤t❡s ❜❡s❝❤rä♥❦t❡ s✐❝❤ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❛✉❢ ❙♦♥♥❡✱ ▼♦♥❞✱ ❙t❡r♥❡ ✉♥❞
❞❛s ❋❡✉❡r✳ ▼✐t ✐❤r ❡♥❣ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✇❛r st❡ts ❞✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✈♦♥ ❉✉♥❦❡❧❤❡✐t✿
❲♦ ▲✐❝❤t ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥ ❡r❢❛❤r❡♥✱ ✉♥❞ tr❡t❡♥ ✇✐r ✐♥ ❞❡♥
❙❝❤❛tt❡♥ ❞❡r ❊r❞❡ ❡✐♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❡s ◆❛❝❤t✳ ❍❡✉t❡ st❡❤❡♥ ✉♥s ✈✐❡❧ ❜❡q✉❡♠❡r❡
▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ③✉♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✐❡r❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✿ ③✳ ❇✳ ●❧ü❤❧❛♠♣❡♥✱ ▲❡✉❝❤t✲
❞✐♦❞❡♥ ✉♥❞ ▲❛s❡r✳ ▼✐t ✐❤♥❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞r❡✐ ❤✐❡r ❛❧s ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡



❑❆P■❚❊▲ ✶✳ ❉■❊ ▼❊❚❍❖❉❊ ❉❊❘ P❍❨❙■❑ ✸

❯r✲❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❡♥s❝❤❤❡✐t ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤✈♦❧❧③✐❡❤❡♥✿

✶✳ ▲✐❝❤t✇❡❣❡ s✐♥❞ ●❡r❛❞❡♥✳

✷✳ ▲✐❝❤t ❦❛♥♥ ▲✐❝❤t ❢♦❧❣❡♥❧♦s ❞✉r❝❤❞r✐♥❣❡♥✳

✸✳ ▲✐❝❤t ✐st ✐♥st❛♥t❛♥ ❞❛✳

✶✳ ❣❡r❛❞❡✳ ❉✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ü❜❡r ❞❛s ▲✐❝❤t ✐st ❥❡♥❡ ✈♦♥ ❞❡r ●❡✲
r❛❞❧✐♥✐❣❦❡✐t ✐❤r❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣✳ ❙✐❡ ✐st ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ❱❡r♠❡ss✉♥❣s✲
t❡❝❤♥✐❦✱ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❡✐♥ ❏ä❣❡r ü❜❡r ❑✐♠♠❡ ✉♥❞ ❑♦r♥ ③✐❡❧t✱ ❞❛♥♥
❣❡❤t ❡r ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞❛s ▲✐❝❤t✱ ❞❛s ❞❛ ③✉ ✐❤♠ ❦♦♠♠t✱ ❡✐♥❡♥ ❣❡r❛✲
❞❡♥ ❲❡❣ ❣❡❣❛♥❣❡♥ ✐st✳ ◆✐❝❤t ③✉❧❡t③t ♥❡❤♠❡♥ ❆str♦♥♦♠❡♥ ❜❡✐♠ ❉❡✉t❡♥
✈♦♥ ❍✐♠♠❡❧s❡rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ❛♥✱ ❞❛ss ❞❡r ▲✐❝❤t✇❡❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣
✉♥❞ ❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❡✐♥ ❣❡r❛❞❡r ✐st✳

✷✳ ❞✉r❝❤❞r✐♥❣❜❛r✳ ❉✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❤✐♥✲
❞✉r❝❤❣❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ♠❛♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱
❦❡♥♥t ♠❛♥ ❛✉s ❛♥❞❡r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ❆❧❧t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣ ♥✐❝❤t✳ ❲❛s✲
s❡rstr❛❤❧❡♥ ❞✉r❝❤❞r✐♥❣❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ❢♦❧❣❡♥❧♦s ❛♥❞❡r❡
❲❛ss❡rstr❛❤❧❡♥✳ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡✐♥❛♥❞❡r ❦r❡✉③❡♥✱ ♦❤♥❡
❞❛ss ❡✐♥❡ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡ ❇❡❡✐♥✢✉ss✉♥❣ ❡r❦❡♥♥❜❛r ✐st✳

✸✳ ✐♥st❛♥t❛♥✳ ❖❜ ▲✐❝❤t ❡✐♥❡ ❡♥❞❧✐❝❤❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✉♠ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
❖rt ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ③✉ ❣❡❧❛♥❣❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ♦❤♥❡ ✇❡✐t❡r❡s ❢❡stst❡❧✲
❧❡♥✳ ▲✐❝❤t s❝❤❡✐♥t ❘ä✉♠❡ ✐♥st❛♥t❛♥ ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ●❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❞❛s ▲✐❝❤t✱
❡r❢ü❧❧t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❉✉♥❦❡❧❤❡✐t ❞❡♥ ❘❛✉♠ s❝❤❡✐♥❜❛r ✐♥st❛♥t❛♥✿ ❯♥s❡r❡ ❇❡✲
♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥ ♥✐❝❤t ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✉♥❦❡❧❤❡✐t ♥❛❝❤ ❞❡♠
❆❜s❝❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♠
❘❛✉♠ ✒❛✉s❜r❡✐t❡t✏ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳
❉✐❡ ❇❡r❡❝❤t✐❣✉♥❣✱ ❞❡♥♥♦❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ③✉ s♣r❡❝❤❡♥✱ ❞✐❡
✈♦♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❛✉s❣❡❤t✱ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡r ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❯rs❛❝❤❡✲
❋♦❧❣❡✲❇❡③✐❡❤✉♥❣✿ ➘♥❞❡rt ♠❛♥ ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ❡✐♥❡r ❍❛♥❞✱ ✐♥❞❡♠
♠❛♥ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❞❡r ❍❛♥❞ ä♥❞❡rt✱ ❞❛♥♥ ✐st ✉rsä❝❤❧✐❝❤ ❞❡r ❲✐❧❧❡♥s✐♠♣✉❧s
❞❛✱ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❞❡r ❍❛♥❞ ③✉ ä♥❞❡r♥✳ ❉❡♠ ❢♦❧❣t ❞❛♥♥ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s
❙❝❤❛tt❡♥s✳ ❉❛s ❧❡❣t❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❞❡r ❆♥t✐❦❡ ❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss
▲✐❝❤t s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✐♥st❛♥t❛♥ ❛✉s❜r❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✳ ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ❤❛t ✈❡rs✉❝❤t✱
❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❡✐♥❡r ✐♥st❛♥t❛♥❡♥ ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ③✉ ❢❛❧✲
s✐✜③✐❡r❡♥✳ ❊r ❜❧❡♥❞❡t❡ ❡✐♥❡ ▲❛t❡r♥❡ ❛✉❢ ✉♥❞ ❡✐♥ ✇❡✐t ✈♦♥ ✐❤♠ ❡♥t❢❡r♥t❡r
●❡❤✐❧❢❡ s♦❧❧t❡ s❡✐♥❡ ▲❛t❡r♥❡ ❛✉❢❜❧❡♥❞❡♥✱ s♦❜❛❧❞ ❡r ❞❛s ▲✐❝❤t ✈♦♥ ●❛❧✐❧❡✐s
▲❛t❡r♥❡ ❡r❦❛♥♥t❡✱ ✉♥❞ s♦ ❞❛s ▲✐❝❤ts✐❣♥❛❧ ③✉ ✐❤♠ ③✉rü❝❦s❝❤✐❝❦❡♥✳ ●❛✲
❧✐❧❡✐ ♠❛ÿ ❞✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆❜s❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❲✐❡❞❡r❡✐♥tr❡✛❡♥ ❞❡s
▲✐❝❤ts✐❣♥❛❧s✳ ❯♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❘❡❛❦t✐♦♥s③❡✐t ❞❡s ●❡❤✐❧❢❡♥
❜❧✐❡❜ ❦❡✐♥❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ♠❡❤r ü❜r✐❣✱ ❞✐❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ♠✐t ❡✐✲
♥❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❤ätt❡ s♣r❡❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❘❡♥é ❉❡s❝❛rt❡s
❡♥ts❝❤✐❡❞ s✐❝❤ ❞❛❤❡r ✶✻✷✵ ❢ür ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✱ ❞❛ss s✐❝❤ ▲✐❝❤t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤
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s❝❤♥❡❧❧ ❛✉s❜r❡✐t❡t✱ ❛❧s♦ ✐♥st❛♥t❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖rt ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❣❡❧❛♥❣t✳
❉❛s ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥
❘❡s✉❧t❛t ✈♦♥ ●❛❧✐❧❡✐ ✐♠ ❊✐♥❦❧❛♥❣ ✐st✳ ❉❛ s✐❡ ❜✐s ✶✻✼✻ ♥✐❝❤t ❢❛❧s✐✜③✐❡rt
✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r s✐❡ ❤✐❡r ✈♦r❡rst ❛❦③❡♣t✐❡r❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞
✉♥s❡r❡ ✈♦r❧ä✉✜❣❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ▲✐❝❤ts r❡✐♥❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✿ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡
❖♣t✐❦✳ ❉✐❡s❡ ✐st ❡✐♥❡ st❛t✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❩❡✐t ✉♥❞
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t ✈♦r❦♦♠♠❡♥✳

❉✐❡ ❞r❡✐ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ◆❛t✉r❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥ st❡❧❧❡♥ ✇✐r ❛❧s ✈♦r❧ä✉✜❣❡ ❍②♣♦t❤❡✲
s❡♥ ü❜❡r ❞❛s ▲✐❝❤t ❛♥ ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣ ✉♥s❡r❡r Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥✳ ❙tr❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥
✐st ❛✉s ❤❡✉t✐❣❡r ❙✐❝❤t ❦❡✐♥❡ ❞❛✈♦♥ r✐❝❤t✐❣✿ ■♠ ❙❝❤✇❡r❡❢❡❧❞ ✈❡r❧ä✉❢t ▲✐❝❤t ✒❣❡✲
❦rü♠♠t✏✱ ❡s ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t ✭❣❡r✐♥❣❢ü❣✐❣✮ ♠✐t s✐❝❤ s❡❧❜st ✉♥❞ ❤❛t ❡✐♥❡ ❡♥❞❧✐❝❤❡
❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❩✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❛❜❡r ❛❧❧ ❞❛s ❡rst
❡✐♥♠❛❧ ✐❣♥♦r✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ✉♥s❡r❡r ❡rst❡♥ ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡
❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ▲✐❝❤t❡s ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳

ε = −vα

✶✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦

❉✐❡ P❤②s✐❦ s❡t③t ❇❡❣r✐✛❡ ♥✐❝❤t ❛❧s s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✈♦r❛✉s✱ s♦♥❞❡r♥ ❢♦r❞❡rt
❡✐♥❡ ❇❡❣r✐✛s❦❧är✉♥❣✳ ❋ür ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ♦❜✐❣❡♥ P♦st✉❧❛t❡♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥
❖♣t✐❦ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❇❡❣r✐✛❡ ❞❡r ●❡r❛❞❧✐♥✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ●❡r❛❞❡♥ ✇✐r❞ ❞❛s ❞✉r❝❤
❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❡❧❡✐st❡t✳ ❉✐❡ ✐♠ ✹✳ ❏❤✳ ✈✳ ✉✳ ❩✳ ✭✹✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ✈♦r ✉♥s❡r❡r
❩❡✐tr❡❝❤♥✉♥❣✮ ✈♦♥ ❊✉❦❧✐❞ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡
ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❛❜str❛❦t❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠✿ ❞❡♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠✳ ❙✐❡
❦❧ärt ✉✳❛✳ ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ●❡r❛❞❡✱ ❲✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ❙tr❡❝❦❡✳ ❉✐❡ ●❡r❛❞❡ ✇✐r❞ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛❧s ❦ür③❡st❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s❧✐♥✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✳
❋❡r♥❡r ③✐❡❤t ❞✐❡ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❧♦❣✐s❝❤❡ ❙❝❤❧üss❡ ❛✉s ♥✉r ✇❡♥✐❣❡♥ ✐♠
❱♦r❛✉s ❣❡s❡t③t❡♥ ●r✉♥❞❛♥♥❛❤♠❡♥✱ ✐❤r❡♥ ❆①✐♦♠❡♥✳ ❉✐❡s❡♥ ❙❝❤❧üss❡♥ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞❛s ❆ttr✐❜✉t ✒✇❛❤r✏ ③✉♦r❞♥❡♥✳ ■❤♥❡♥ ✇✐❞❡rs♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❆✉ss❛❣❡♥ s✐♥❞
❢❛❧s❝❤✳ ✒❲❛❤r✏ ✉♥❞ ✒❢❛❧s❝❤✏ s✐♥❞ ❆ttr✐❜✉t❡✱ ❞✐❡ ♥✉r ❛♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ❢ür ▼❛✲
t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ❢ür ❚❤❡♦❧♦❣✐❡ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧❡♥✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤
❛✉s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ●rü♥❞❡♥✳

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ s✐♥❞ ✉✳❛✳ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉ss❛❣❡♥
✇❛❤r✿

❼ ❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧s✉♠♠❡ ✐♠ ❉r❡✐❡❝❦ ✐st ✶✽✵➦✳

❼ ❉❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❑r❡✐s✉♠❢❛♥❣ ③✉ ❑r❡✐s❞✉r❝❤♠❡ss❡r ✐st ❞✐❡ ❩❛❤❧ π✳

❼ ❊s ❣✐❧t ❞❡r ▲❡❤rs❛t③ ❞❡s P②t❤❛❣♦r❛s ✭✻✳ ❏❤✳ ✈✳ ✉✳ ❩✳✮✳

❆♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✉♥s❡r❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ▲✐❝❤ts st❡❧❧t s✐❝❤ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦✱ ❡✐♥❡r ✒r❡✐♥❡♥✏ ●❡✐st❡s✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t✱ ✉♥❞ ❞❡r ✒❞r❡❝❦✐❣❡♥✏ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥✲
s❝❤❛❢t ♥✉♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❛r✿ ❉✐❡ P❤②s✐❦ ❣❡❤t ✈♦♥ ❞❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❛✉s✱ ❞❛ss
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❢ür ❞❡♥ r❡❛❧❡♥ ❘❛✉♠✱ ❞✳❤✳ ❢ür ❞❡♥ ❘❛✉♠ ❣❡♠äÿ ✉♥s❡r❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❜③✇✳ ❢ür
❞❡♥ ❘❛✉♠✱ ❞❡♥ ✇✐r ♠✐t ✉♥s❡r❡♥ ❙✐♥♥❡s♦r❣❛♥❡♥ ✉♥❞ ■♥str✉♠❡♥t❡♥ ❡r❦✉♥❞❡♥✱
❞✐❡ ❆①✐♦♠❡ ❞❡s ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠s ❡r❢ü❧❧t s✐♥❞✳ ❉❛s ✐st ❦❡✐♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡
❆✉ss❛❣❡ ♠❡❤r✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✳ ▼✐t ✐❤r ✇✐r❞ ❞❡r ❊✉✲
❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ③✉♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ♣❤②s✐s❝❤ ❡r❢❛❤r❜❛r❡♥ ❘❛✉♠s
❡r❦❧ärt✳ ❉❛♠✐t s❡t③t ♠❛♥ ③✉❣❧❡✐❝❤ ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥
❘❛✉♠ ❧♦❣✐s❝❤ ❛❜❧❡✐t❜❛r❡♥ ❙❝❤❧üss❡ ❢ür ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❡r❦✉♥❞❜❛r❡♥ ❘❛✉♠
❡❜❡♥❢❛❧❧s ✇❛❤r s✐♥❞✳ ❱♦r ❞❡♠ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞ ❞❡r ❇❡❣r✐✛❡ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦✲
♠❡tr✐❡ ❤❛t ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡✱ ❞❛ss ▲✐❝❤t✇❡❣❡ ●❡r❛❞❡♥ s✐♥❞✱ ♥✉♥ ❡✐♥❡♥ ❦♦♥❦r❡t❡♥
❙✐♥♥✿ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ③✇❡✐ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ P✉♥❦t❡ ❞✉r❝❤❧ä✉❢t✱ ❞❛♥♥ ③❡✐❝❤♥❡t
❞❡r ▲✐❝❤t♣❢❛❞ ❞✐❡ ❦ür③❡st❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s❧✐♥✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ✐❤♥❡♥ ❛✉s✳

❉✐❡ ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠s ♠✐t ❞❡♠ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠
❡r♠ö❣❧✐❝❤t ✉♠❣❡❦❡❤rt✱ ❞✐❡ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♠ ❙❝❤✉❧✉♥t❡rr✐❝❤t ❣r❛✲
♣❤✐s❝❤ ③✉ ♣räs❡♥t✐❡r❡♥✳ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❤✐❡r❜❡✐ ❛❧❧❡✐♥
♠✐t ❩✐r❦❡❧ ✉♥❞ ▲✐♥❡❛❧ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♥
❊r❢❛❤r✉♥❣ ❡r❧❡✐❝❤t❡rt ❞❛s ❆✉✣♥❞❡♥ ✉♥❞ ❢ör❞❡rt ❞✐❡ ❆❦③❡♣t❛♥③ ❞❡r ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙ät③❡✳ ❉♦❝❤ ❦❡✐♥❡ ❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❩✐r❦❡❧ ❦♦♥str✉✐❡rt❡♥ ✒❑r❡✐s❡✏ s✐♥❞
❑r❡✐s❡ ✐♠ str❡♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥❡✳ ❖❜ ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙ät③❡ ✇❛❤r
s✐♥❞✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ♥✐❡♠❛❧s ❞✉r❝❤ s♦❧❝❤❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤✲❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥
❑♦♥str✉❦t✐♦♥❡♥ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥✳ ❉❛s ❊t✐❦❡tt✱ ✇❛❤r ③✉ s❡✐♥✱ ❦❛♥♥ ❣r✉♥❞sät③✲
❧✐❝❤ ♥✐❡ ❡✐♥❡r ❊r❦❡♥♥t♥✐s ③✉❦♦♠♠❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣
❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇✉r❞❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❞✳❤✳ ✐♠ ◆❛❝❤❤✐♥❡✐♥✳ ❉✐❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥✲
❣ü❧t✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❞❛s ❛♣♦❞✐❦t✐s❝❤❡ ❲❛❤r❤❡✐ts❛ttr✐❜✉t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧❧❡✐♥ ❛✉s ❞❡r
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ❜③✇✳ ❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡♥ ❢ü♥❢
❆①✐♦♠❡♥ ❊✉❦❧✐❞s✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❣❡s❡t③t s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ❤❛❜❡♥ ❛❧❧❡ ❞❛r❛✉s ❧♦❣✐s❝❤
❣❡❢♦❧❣❡rt❡♥ ❙ät③❡ ❡✐♥❡♥ ❲❛❤r❤❡✐ts❣❡❤❛❧t ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡
❩✇❡✐❢❡❧ ❛♥ ❞❡r ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠s ♠✐t ❞❡♠ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥
❘❛✉♠ ❤❛t✱ s✐♥❞ s✐❡ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❢ür ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ✇❛❤r✳

▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆①✐♦♠❡ s✐♥❞ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ♥✐❝❤t ✇✐❞❡r❧❡❣❜❛r✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ❤❛✲
❜❡♥ ♠✐t ◆❛t✉r❡r❢❛❤r✉♥❣ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✐❝❤ts ③✉ t✉♥✳ ❙✐❡ ♠üss❡♥ ♥✉r ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r
✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ s❡✐♥✳ ❆♥s♦♥st❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s✐❡ ❛❧s ❢r❡✐❡ Pr♦❞✉❦t❡ ❞❡s ♣❤❛♥✲
t❛s✐❡❜❡❣❛❜t❡♥ ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡♥ ●❡✐st❡s ❡✐♥❢❛❝❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❡s
❞❡♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❜❡❧✐❡❜t✳ ▼✐t ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ✐st ❞❛s ❛♥❞❡rs✳
❙✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ◆❛t✉r❜❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❩❡♥tr❛❧❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ P❤②s✐❦ ✐st ❡s✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♠ ♣❤②s✐✲
❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡♥ts♣r✐♥❣❡♥❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❧üss❡ ❡✐♥❡r Prü❢✉♥❣ ❞✉r❝❤
❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ③✉ ✉♥t❡r③✐❡❤❡♥✳ ❏❡ ❤ä✉✜❣❡r ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❡✐♥❡r
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ Prü❢✉♥❣ ✉♥t❡r③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡ ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ❜❡✇ä❤rt❡✱ ❞❡st♦
❣röÿ❡r ✇✐r❞ ❞❛s ❱❡rtr❛✉❡♥✱ ❞❛s ♠❛♥ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❜r✐♥❣t✳

❲❛s ♥✉♥✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡s ❚❛❣❡s ❡✐♥❡ ◆❛t✉r❜❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❣❡♠❛❝❤t ✇✐r❞✱ ❞✐❡
✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡♥❦♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r
❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t❄ ❲❡❧❝❤❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❤ätt❡ ❡s✱ ✇❡♥♥
▼❡ss✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ❚❛❣❡s ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥ ❉r❡✐❡❝❦ ❣✐❜t✱ ❞❡ss❡♥ ❲✐♥❦❡❧s✉♠♠❡
③✇❡✐❢❡❧s❢r❡✐ ✉♥❞ ✉♥❜❡str❡✐t❜❛r ❣röÿ❡r ❛❧s ✶✽✵➦ ✐st❄ ❉❛ ❥❡❞❡r ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐✲



❑❆P■❚❊▲ ✶✳ ❉■❊ ▼❊❚❍❖❉❊ ❉❊❘ P❍❨❙■❑ ✻

s❝❤❡♥ ❙❝❤❧üss❡ ❛✉s ❞❡♥ ❆①✐♦♠❡♥ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❜❡③✇❡✐❢❡❧❜❛r
✇❛❤r ✐st✱ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❆✉s❣❛♥❣s❤②♣♦t❤❡s❡ ♥✐❝❤t ③✉✲
tr❡✛❡♥❞ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ♥✐❝❤t ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤ s❡✐♥ ❦❛♥♥✳ ❊s
❣❡♥ü❣t ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❜❡stät✐❣t❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐r❣❡♥❞❡✐✲
♥❡r ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❡rs❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠
✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐③✐tät ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠✲
❡s ③✉ ❋❛❧❧ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✳ ❆♥❣❡s✐❝❤ts ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✉♥❣❡❤❡✉❡r ✈✐❡❧❡♥ ✈♦r✲
❤❡r✐❣❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐③✐tät
❜❡stät✐❣t❡♥✱ ♠❛❣ ❞✐❡s❡s ❤❛rt❡ ❱❡r❞✐❦t ❡rst❛✉♥❡♥✳ ❆❜❡r ❛✉s ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱
❞❛ss s❡❤r ✈✐❡❧❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ③✉✈♦r ♠✐t ❞✐❡s❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ✐♠
❊✐♥❦❧❛♥❣ ✇❛r❡♥✱ ❧ässt s✐❝❤ ♥✉r s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✱ ❞❛ss ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ③✉✈♦r ❛♥❣❡✲
✇❛♥❞t❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s✲ ✉♥❞ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡♥ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐③✐tät
❞❡s ❘❛✉♠❡s ❡✐♥❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✇❛r✳

❉✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❜❧❡♠❦r❡✐s ❞❡s ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s✲
❢r❡✐ ❉❡♥❦❜❛r❡♥ ✉♥❞ ❞❡s ❞✉r❝❤ ❢♦r♠❛❧❡ ❇❡✇❡✐s❡ ❧♦❣✐s❝❤ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❆❜❧❡✐t✲
❜❛r❡♥✳ ■❤r❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡ ❍❡✐♠❛t ✐st ❞❡r ❘❛t✐♦♥❛❧✐s♠✉s✳ ❉✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r
P❤②s✐❦ ✐st ❞❛s s✐♥♥❧✐❝❤ ❊r❢❛❤r❜❛r❡ ✉♥❞ ❞❛s ❞❛r❛✉s ✭❞✉r❝❤ ◆❛❝❤❞❡♥❦❡♥✮ ❊r✲
s❝❤❧✐❡ÿ❜❛r❡✳ ❉❛s ③✇❡✐t❡✱ ❞❛s ❊rs❝❤❧✐❡ÿ❜❛r❡✱ ❤❛t ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ s❡✐✲
♥❡ ❍❡✐♠❛t ✐♠ ❘❛t✐♦♥❛❧✐s♠✉s✳ ❍✐♥③✉ ❦♦♠♠t ❛❜❡r ❞❛s ❡rst❡r❡✱ ❞✐❡ s✐♥♥❧✐❝❤❡
❊r❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❡r❡♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡ ❍❡✐♠❛t ❞❡r ❊♠♣✐r✐s♠✉s ✐st✳ ❉✐❡ ●r❡♥③❡♥
❞❡r ❊r❦❡♥♥t♥✐s ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡✐♥ ✭✦✮ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❞❡s
♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡♥ ❉❡♥❦❡♥s ❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐s
✇❡r❞❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡rs❡✐ts ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❡s❡t③t✱ ✇❡✐❧ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❇❡❢✉♥❞❡
❛✉s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❉❡♥❦♣r♦③❡ss❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥✱ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❞✉r❝❤ ❞✐❡
●r❡♥③❡♥ ❞❡r ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡♥ ❙✐♥♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❛✉s ❞❡♠ ❊♠♣✐r✐✲
s❝❤❡♥ s❝❤ö♣❢t✳ ❙✐❡ ❤❡✐ÿt ❥❛ ♥✐❝❤t ③✉❧❡t③t P❤②s✐❦✱ ✇❡✐❧ s✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ P❤②s✐s❝❤❡s
❜❡③✐❡❤t ❜③✇✳ ❛✉❢ ❡✐♥❡ r❡❛❧ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ◆❛t✉r ✭❘❡❛❧✐s♠✉s✮✳ ❊✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
❆✉ss❛❣❡ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡rs❡✐ts ❞❛r❛♥ s❝❤❡✐t❡r♥✱ ❞❛ss s✐❡ ♥✐❝❤t ✇❛❤r ✐st✱ ❛❧s♦ ❜❡✐
❞❡r ❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥ ❉❡♥❦❢❡❤❧❡r ❜❡❣❛♥❣❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts
❞❛r❛♥✱ ❞❛ss s✐❡ ♥✐❝❤t r✐❝❤t✐❣ ✐st✱ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ◆❛t✉r❜❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❢❛❧s✐✜③✐❡rt
✇✉r❞❡✳ ❊✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ ❦❛♥♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ✇❛❤r s❡✐♥✱ ❛❜❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ♥✐❝❤t
r✐❝❤t✐❣✳ ❉✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✐✳❆❧❧❣✳ ♠❡❤r❡r❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱
❞✐❡ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❛❧❧❡ ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ s✐♥❞✳ ❉✐❡ P❤②s✐❦ s❝❤❧✐❡ÿt ❞✉r❝❤
❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❋❛❧s✐✜❦❛t✐♦♥ ❥❡♥❡ ❛✉s✱ ❞✐❡ ✐♠ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉r ❊r❢❛❤r✉♥❣ s✐♥❞✱
❛❧s♦ ✉♥r✐❝❤t✐❣ s✐♥❞✳ ●❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❡✐♥❡s ❥❡♥❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧✲
❧❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❆✉s❧❡s❡♣r♦③❡ss ✒ü❜❡r❧❡❜❡♥✏✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ♥✐❝❤t ✐♠
❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉r ❊r❢❛❤r✉♥❣ st❡❤❡♥✱ ❞❛♥♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ✉♠ ❛❧s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s
P❛r❛❞✐❣♠❛ ✐♥ ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▲❡❤r❜ü❝❤❡r ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ③✉ ✇❡r❞❡♥✳

❇✐s ❆♥❢❛♥❣ ❞❡s ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts s❝❤✐❡♥ ❞✐❡ ❊✉❦❧✐❞✐③✐täts❤②♣♦t❤❡s❡ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✉♥✉♠str✐tt❡♥ ✉♥❞ ❤❛tt❡ s✐❝❤ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❜❡✇ä❤rt✳ ■♥
s❡✐♥❡♠ ❲❡r❦ ✒❑r✐t✐❦ ❞❡r ❘❡✐♥❡♥ ❱❡r♥✉♥❢t✏ s❡t③t❡ ❞❡r P❤✐❧♦s♦♣❤ ■♠♠❛♥✉✲
❡❧ ❑❛♥t s♦❣❛r ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ❞❡r ❡✐♥③✐❣ ❞❡♥❦❜❛r❡ ✉♥❞
❞❛♠✐t ❞❡r ❡✐♥③✐❣ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❘❛✉♠ s❡✐✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣❡rt❡ ❡r✱ ❞❛ss ❡r ❛ ♣r✐♦r✐
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❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ●❛✉ÿ✱ ❇♦❧②❛✐ ✉♥❞ ▲♦❜❛ts❝❤❡✇s❦✐ ③❡✐❣t❡♥ ❥❡✲
❞♦❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❘ä✉♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐
❞❡♥❦❡♥ ❧✐❡ÿ❡♥✳ ❉❛❤❡r ✇❛r ❜❡r❡✐ts ❣❡❣❡♥ ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✉♥t❡r P❤②✲
s✐❦❡r♥ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❣✉t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛❧❧❡✐♥✐❣❡ ❉❡♥❦♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❡✐♥❡s ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥
❘❛✉♠❡s✱ ✇✐❡ ❞❛s ✈♦♥ P❤✐❧♦s♦♣❤❡♥ ❞❡r ❑❛♥ts❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❡✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦♥
❆rt❤✉r ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡r✱ ❜❡❤❛✉♣t❡t ✇✉r❞❡✱ ❢❛❧s❝❤ ✇❛r✳ ❉❡r P❤②s✐❦❡r ✉♥❞ P❤✐✲
❧♦s♦♣❤ ▲✉❞✇✐❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥ st❡❧❧t❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡①♣❧✐③✐t ❦❧❛r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ■❞❡♥t✐✲
✜❦❛t✐♦♥ ❞❡s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠s ♠✐t ❞❡♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
❘❛✉♠ ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✐st
✭❬▲✉❞✇✐❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥✭✶✾✵✺✮❪✮✿

✒Ü❜❡r❤❛✉♣t ✇❛r ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡r ✐♥ ❞❡♠✱ ✇❛s ❡r ❛❧s ❛♣r✐♦r✐s❝❤ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡✱
♥✐❝❤t ❜❡s♦♥❞❡rs ❣❧ü❝❦❧✐❝❤✳ ❙♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❡r ❛❧s ❛♣r✐♦r✐s❝❤ ❦❧❛r✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❛✉♠
❞r❡✐ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣❡♥ ❤❛t✳ ❍❡✉t❡ ✇✐ss❡♥ ❞✐❡ ❋♦rs❝❤❡r✱ ❞❛ss ✒❛ ♣r✐♦r✐✏ ❡✐♥ ♠❡❤r
❛❧s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❘❛✉♠ ❞❡♥❦❜❛r✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❡✐♥ ♥✐❝❤t ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r ❘❛✉♠
♥✐❝❤t ✉♥❞❡♥❦❜❛r ✐st✳ ◆❛tür❧✐❝❤ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞❛r✉♠✱ ♦❜ ❞❡r ❡r❢❛❤✲
r✉♥❣s❣❡♠äÿ❡ ❘❛✉♠ ❡✐♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r ✐st ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱ ❡s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✈✐❡❧♠❡❤r
❞❛r✉♠✱ ✇❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡✈✐❞❡♥t✱ ✇❛s ❜❧♦ÿ❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ss❛t③ ✐st✳✏

❯♠ ✶✽✷✵ ❢ü❤rt❡ ●❛✉ÿ ❡✐♥❡ s♣❡❦t❛❦✉❧är❡ ❱❡r♠❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡s ❣r♦ÿrä✉♠✐❣❡♥
❉r❡✐❡❝❦s ❞✉r❝❤✳ ❙♦✇♦❤❧ ✇❛s ❞✐❡ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡s ❉r❡✐❡❝❦s ❜❡tr❛❢ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡
Prä③✐s✐♦♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣✱ ❜❧✐❡❜ s✐❡ ❢ür ❢❛st ❡✐♥ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ✉♥ü❜❡rtr♦✛❡♥✳ ▼❛♥
❦❛♥♥ s❡✐♥❡ ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡ ❛❧s ❡rst❡♥ ❡r♥st ③✉ ♥❡❤♠❡♥❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥
❚❡st ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐③✐täts❤②♣♦t❤❡s❡ ❛♥s❡❤❡♥ ✭❬▼❛① ❏❛♠♠❡r✭✶✾✻✵✮❪✮✳ ❉❛ s✐❝❤ ✐♠
❘❛❤♠❡♥ s❡✐♥❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉r ❍②♣♦t❤❡s❡
❡r❣❛❜✱ ❤❛tt❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❱❡r❛♥❧❛ss✉♥❣ ③✉ ❜❡③✇❡✐❢❡❧♥✱ ❞❛ss ❞❡r
❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ❡ ❘❛✉♠ ❡✐♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r ✇❛r✳

❊rst ❞✐❡ ✈♦♥ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ✐♠ ❏❛❤r ✶✾✶✺ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛✲
t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ③❡✐❣t❡ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❛✉❢✱ ❞❛ss ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❘❛✉♠❦rü♠✲
♠✉♥❣ ❜❡✇✐r❦❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❧üss❡ ❛✉s s❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❤❛❜❡♥
❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❇❡✇ä❤r✉♥❣s♣r♦❜❡ ❜❡st❛♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✱ ❞❛ss ❞❡r ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤ ✐st✱ ✐st ♥❛❝❤ ❤❡✉t✐❣❡♠ ❑❡♥♥t♥✐sst❛♥❞ ❛❧s♦ str❡♥❣
❣❡♥♦♠♠❡♥ ♥✐❝❤t r✐❝❤t✐❣✳ ❋ür ✐r❞✐s❝❤❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ✐st ❞❡r ❊✛❡❦t ❞❡r ❘❛✉♠✲
❦rü♠♠✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ s♦ ✇✐♥③✐❣✱ ❞❛ss ❡r ❤✐❡r ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❛✉ÿ❡r ❆❝❤t ❣❡❧❛ss❡♥
✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇ä♥❞❡♥ ❞✐❡s❡s ❡✐♥❢ü❤r❡♥❞❡♥ ❇✉❝❤s
s♦❧❧ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥
❘❛✉♠❡s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳

✶✳✸ ◗✉❛♥t✐✜③✐❡r✉♥❣

❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❈❤❛r❛❦t❡r③✉❣ ❞❡r ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✐st ✐❤r ❇❡str❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ◆❛t✉r
♥✐❝❤t ♥✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ q✉❛♥t✐t❛t✐✈✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ✐♠ ●❡❧ä♥❞❡ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❆❜③ä❤❧❡♥ ❞❡r
❙❝❤r✐tt❡ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❡r ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❱♦r❣❛♥❣ ✐st ❤✐❡r❜❡✐ ❞❛s ❱❡r❣❧❡✐❝❤❡♥✱
❜❡✐ ❞❡♠ ❞❛s ▼❡r❦♠❛❧ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦t❡s ✭❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣✮ ❛❧s ❞❛s s♦✉♥❞s♦ ❱✐❡❧✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶✿ ✭❛✮ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s♠❡ss✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧✳ ▼✐t ❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r

❊r❧❛✉❜♥✐s ❞✉r❝❤ ❞❛s P♦rt❛❧ ▼✐➟♦➧♥✐❦ó✇ ❙t❛r❡❥ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ❘♦❧♥✐❝③❡❥ ❘❡tr♦❚❘❆❑❚❖❘

✭❜✮ ❘✐❝❤t✉♥❣s♠❡ss✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❚❤❡♦❞♦❧✐t✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✐st ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss
s✐❝❤ ▲✐❝❤t ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ❛✉s❜r❡✐t❡t✳ ❉✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ (θ, φ) ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P♦❧❛r✲
✇✐♥❦❡❧ θ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡r ✈❡rt✐❦❛❧❡♥ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ✭❩❡♥✐t✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❆③✐♠✉t✲
✇✐♥❦❡❧ φ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♥ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ q✉❛♥t✐✜③✐❡rt✳ ❉❛s ❛✉s
❞❡♠ ❆r❛❜✐s❝❤❡♥ st❛♠♠❡♥❞❡ ❲♦rt ✒❩❡♥✐t✏ ❜❡❞❡✉t❡t ✒❑♦♣❢r✐❝❤t✉♥❣✏

❢❛❝❤❡ ❞❡s ▼❡r❦♠❛❧s ❡✐♥❡s ❛♥❞❡r❡♥ ❖❜❥❡❦t❡s ✭❞✐❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡✮ ❡r❦❛♥♥t ✇✐r❞✳

▼❡ss✇❡rt❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐t ❡r♠✐tt❡❧t✳

❉❛s s❡t③t s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❦❡✐t ❞❡r ▼❡r❦✲
♠❛❧❡ ✈♦r❛✉s✱ ❞✳❤✳ ❞❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✉ss s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡
❜❡③✐❡❤❡♥✳ ❋❡r♥❡r ♠✉ss ♠❛♥

✶✳ ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ✉♥❞

✷✳ ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳

◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ✉♥s ❡✐♥✐❣❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❱♦r❣❛♥❣s✇❡✐s❡ ❛♥s❝❤❛✉✲
❡♥✳

▲ä♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❖rts♣✉♥❦t❡♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ▲ä♥❣❡♥♠❡s✲
s✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣❡ ❘✐❝❤t✈♦rst❡❧❧✉♥❣ ❢ür ✉♥s❡r❡ ❤❡✉✲
t✐❣❡ ▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t ❞❡r ❉✐st❛♥③✱ ❞❛s ▼❡t❡r ✱ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❞❡s ▼❡♥s❝❤❡♥✳
❉✐❡ ❆r♠❡❡♥ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ❲❡❧t ❤❛tt❡♥ ❙❝❤r✐tt③ä❤❧✲❙♣❡③✐❛❧✐st❡♥✳ ❊s ✐st ❡rst❛✉♥✲
❧✐❝❤✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❙❝❤r✐tt③ä❤❧❡r ✈♦♥ ❆❧❡①❛♥❞❡r
❞❡♠ ●r♦ÿ❡♥ ✈♦r ♠❡❤r ❛❧s ✷✸✵✵ ❏❛❤r❡♥ ❞✐❡ ❊t❛♣♣❡♥str❡❝❦❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ▼❛❦❡✲
❞♦♥✐❡♥ ✉♥❞ ■♥❞✐❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ◆✉♥ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❜❡✐ ▼❡♥s❝❤❡♥
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❉✐st❛♥③❛♥❣❛❜❡ ✇✐r❞ s✐❝❤❡r ❜❡ss❡r✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡
♦❜❥❡❦t✐✈✐❡rt ✉♥❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐ts❧ä♥❣❡ ❜❡③✐❡❤t✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥
❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧ ♠✐sst ✭❆❜❜✳ ✶✳✶❛✮✱ ❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✇♦❤❧✲
❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❣❡❡✐❝❤t ✇♦r❞❡♥ ✐st✳
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❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✶✿ Prä✜①❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❩❡❤♥❡r♣♦t❡♥③❡♥
Prä✜① P♦t❡♥③

✲ ✶
❞❡③✐ ✶✵−1

❝❡♥t✐ ✶✵−2

♠✐❧❧✐ ✶✵−3

Prä✜① P♦t❡♥③

✲ ✶
❞❡❦❛ ✶✵1

❤❡❦t♦ ✶✵2

❦✐❧♦ ✶✵3

Prä✜① P♦t❡♥③

♠✐❦r♦ ✶✵−6

♥❛♥♦ ✶✵−9

♣✐❝♦ ✶✵−12

❢❡♠t♦ ✶✵−15

Prä✜① P♦t❡♥③

♠❡❣❛ ✶✵6

❣✐❣❛ ✶✵9

t❡r❛ ✶✵12

♣❡t❛ ✶✵15

❍✐st♦r✐s❝❤ ✇✉r❞❡♥ s❡❤r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ✉♥❞ ♦❢t ♥✉r r❡❣✐♦♥❛❧ ❣❡❜rä✉❝❤❧✐✲
❝❤❡ ▲ä♥❣❡♥♠❛ÿ❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❊✐❝❤❜❡❤ör❞❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❍❡✉t❡ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t ♠❛♥ ❞❛s ▼❡t❡r ❛❧s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ✳ ❲✐❡ ❞❛s ▼❡t❡r ❤❡✉t③✉✲
t❛❣❡ ❛❧s ❊✐❝❤♥♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✱ ❦❛♥♥ ❡rst ✐♥ ❑❛♣✳ ✸✳✻✳✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳
❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞❛✈♦♥ ♥❛❝❤ ✇❡❧❝❤❡♠ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡♥♠❡ss✉♥❣ t❛tsä❝❤❧✐❝❤
❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛❧❧❡ ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥t❡ ❢ür ❣❡r❛❞❡ ❙tr❡❝❦❡♥
❛❧s ▲✐♥❡❛❧❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳ ▲✐♥❡❛❧❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛❧s ❣❡r❛❞❡ ▼❛ÿstä❜❡ ✈♦rst❡❧✲
❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ▲ä♥❣❡♥s❦❛❧❛ ✈❡rs❡❤❡♥ s✐♥❞✳ ▲ä♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛♥♥ ③✳❇✳
♠✐t ❡✐♥❡♠ ❩✐r❦❡❧ ❛❜tr❛❣❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▲✐♥❡❛❧ ❜❡st✐♠♠❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❩✐r❦❡❧ ❛❜♥✐♠♠t ✉♥❞ ❢❡stst❡❧❧t✱ ❞❛ss
♠❛♥ ❞❡♥ ❩✐r❦❡❧ ③❡❤♥ ▼❛❧ ❛❜tr❛❣❡♥ ♠✉ss✱ ❜✐s ♠❛♥ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ▼❡t❡r ❡rr❡✐❝❤t✱ ❞❛♥♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❥❡❞❡r ❞✐❡s❡r ③❡❤♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡ ❡✐♥❡♠
❉❡③✐♠❡t❡r✳ ✒❉❡③✐✲✏ ✐st ❡✐♥❡s ❞❡r ❣❡❜rä✉❝❤❧✐❝❤❡♥ Prä✜①❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡r ❊✐♥✲
❤❡✐t ✈♦r❛♥st❡❧❧t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❩❡❤♥❡r♣♦t❡♥③❡♥ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐t ❛♥❣❡❜❡♥ ✇✐❧❧ ✭s✳
❚❛❜✳ ✶✳✶✮✳ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s ▼❛ÿ❡s ❞❡r ▲ä♥❣❡ ❡r❢♦❧❣t❡ ü❜❡r ♠❡❤r❡r❡ ❩✇✐✲
s❝❤❡♥s❝❤r✐tt❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❢ür ❛♥❞❡r❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥ ❤✐st♦r✐s❝❤ ✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r
❲❡✐s❡ ✈♦❧❧③♦❣✿

✶✳ ❉❡r ❡rst❡ ❙❝❤r✐tt ✐st ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♥ ♦❞❡r s✉❜❥❡❦✲
t✐✈❡♥ ▼❛ÿ ③✉ ❡✐♥❡♠ ♦❜❥❡❦t✐✈✐❡rt❡♥ ▼❛ÿ✱ ❡t✇❛ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♦❜❥❡❦t✐✈✐❡rt❡
▼❡ss✈♦rs❝❤r✐❢t✳

✷✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ss❝❤r✐tt ❜❡st❡❤t ✐♥ ❞❡r ❊rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ Ü❜❡r❡✐♥✲
❦ü♥❢t❡♥✱ ❛❧s♦ ✈♦♥ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✇✉r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❛✉❢ ❞❡r ❊❜❡♥❡
✈♦♥ ❘❡❣✐♦♥❡♥ ✉♠❣❡s❡t③t ✉♥❞ ♠ü♥❞❡t❡♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
❡✐♥❡r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥❦♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❞❡♠ ❙②stè♠❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❞✬✉♥✐tés ✭❦✉r③✿ ❙■✲❙②st❡♠✮✳

▲❡❞✐❣❧✐❝❤ ▲✐❜❡r✐❛✱ ▼②❛♥♠❛r ✉♥❞ ❞✐❡ ❯❙❆ ❤❛❜❡♥ s✐❝❤ ❞❡♠ ❙■✲❙②st❡♠ ♥♦❝❤
♥✐❝❤t ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❡s ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❞r❡✐ ▲ä♥❞❡r ♠❛♥❝❤✲
♠❛❧ ♥öt✐❣✱ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ③✉ ❦♦♥✈❡rt✐❡r❡♥✳ ❲✐❡ ❣❡♥❛✉ ♠❛♥ ❞❛❜❡✐ s❡✐♥ ♠✉ss✱ ❤ä♥❣t
s❡❤r ✈♦♥ ❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣ ❛❜✳ ✶✾✾✾ ✈❡r❣❧ü❤t❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ◆❆❙❆✲
❙♦♥❞❡ ✒▼❛rs ❈❧✐♠❛t❡ ❖r❜✐t❡r✏✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ss♦❢t✇❛r❡ ✈♦♥ ▲♦❝❦❤❡❡❞
▼❛rt✐♥ ✭❞❛s ✐st ❞✐❡ ❋✐r♠❛✱ ❞✐❡ ❙ü❞❦♦r❡❛ ♠✐t ✐❤r❡♥ ❆❜✇❡❤rr❛❦❡t❡♥ ✈♦r ♥♦r❞✲
❦♦r❡❛♥✐s❝❤❡♥ ❆♥❣r✐✛sr❛❦❡t❡♥ s❝❤üt③❡♥ s♦❧❧✮ ✐♥ ❞❡r ❯❙✲❑r❛❢t❡✐♥❤❡✐t ✭❧❜❢✮ ❛✉s✲
❣❡❧❡❣t ✇❛r✳ ❉✐❡ ◆❆❙❆ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❙■✲❊✐♥❤❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ r✐❝❤t✐❣❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥✲
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❦♦♥✈❡rs✐♦♥ ✇är❡ ❣❡✇❡s❡♥✿ 1 lbf = 4.4482216152605N✳ ❉✐❡ ❑♦st❡♥ ❞❡r ❢❡❤❧❡r✲
❤❛❢t❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥❦♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡tr✉❣❡♥ r✉♥❞ ✷✵✵ ▼✐❧❧✐♦♥❡♥ ❊✉r♦✳

❲✐♥❦❡❧✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❡❧❧ ♠✐sst ♠❛♥ ❲✐♥❦❡❧ ✐♠ ●r❛❞♠❛ÿ ✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❡♠
✈♦❧❧❡♥ ❯♠❢❛♥❣ ❡✐♥❡s ❑r❡✐s❡s ❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ✸✻✵➦ ③✉♦r❞♥❡t ✉♥❞ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧
❞✉r❝❤ ❇r✉❝❤t❡✐❧❡ ❞❛✈♦♥ ❛♥❣✐❜t✳ ❉✐❡ ❩❛❤❧ 360 ✇✉r❞❡ ❞❡s❤❛❧❜ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ✇❡✐❧
♠❛♥ s✐❡ ❞✉r❝❤ ✶✱✷✱✸✱✹✱ ✉s✇✳ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣ t❡✐❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ❛❧s♦ ❜❡q✉❡♠ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡
❲✐♥❦❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ❇r✉❝❤t❡✐❧❡♥ ❞❡s ✈♦❧❧❡♥ ❑r❡✐s✇✐♥❦❡❧s ❛♥❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳
❊✐♥ ❑r❡✐s❜♦❣❡♥ s✱ ❞❡r ❡✐♥ ❱✐❡rt❡❧ ❞❡s ✈♦❧❧❡♥ ❑r❡✐s❡s ❜❡trä❣t✱ r❡♣räs❡♥t✐❡rt
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α ✈♦♥ α = 360➦/4 = 90➦✳ ❲✐♥❦❡❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r
❛✉❝❤ ❞✐r❡❦t ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s

α = s/r

❞❡s ❑r❡✐s❜♦❣❡♥s ③✉♠ ❑r❡✐sr❛❞✐✉s r ❛♥❣❡❜❡♥✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❛♥❣❛❜❡ ✐♠
❇♦❣❡♥♠❛ÿ ✳ ❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧♠❡ss✉♥❣ ✇✐r❞ ❤✐❡r❜❡✐ ❛✉❢ ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ③✉✈♦r ❞❡✜♥✐❡rt❡
▲ä♥❣❡♥♠❡ss✉♥❣ ③✉rü❝❦❣❡❢ü❤rt✳

■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✐st ❞❛s ▼❛ÿ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s ❡✐♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡ ●röÿ❡ ✱
❛❧s♦ ❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ❩❛❤❧✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ♠✉ss ❑❧❛r❤❡✐t ❞❛rü❜❡r ❤❡rrs❝❤❡♥✱ ♦❜ ❡✐♥ ❲✐♥✲
❦❡❧ ✐♠ ●r❛❞♠❛ÿ ♦❞❡r ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳ ❉❛❤❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ✐♠
❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❞✐❡ ▼❛r❦❡ ✭❡♥❣❧✳ ✒t❛❣✏✮ ✒❞❡❣✏ ♦❞❡r ❞❛s ●r❛❞s②♠❜♦❧ ✒➦ ✏✱ ✉♠ ❦❧❛r③✉✲
st❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ✐♠ ●r❛❞♠❛ÿ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱ ✉♥❞ ❢ür ❞❛s ❇♦❣❡♥♠❛ÿ
❞✐❡ ▼❛r❦❡ ✒r❛❞✏✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞❛s ▼❡t❡r ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❛rst❡❧❧t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼❛r✲
❦❡♥ ♥✉r ❍✐❧❢s♠❛ÿ❡✐♥❤❡✐t❡♥✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♠ ❙■✲❙②st❡♠ ❞❡✜♥✐❡rt✳
❚r❛❞✐t✐♦♥❡❧❧ ✇✐r❞ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ 1➦ = 1deg ✐♥ ✻✵ ❲✐♥❦❡❧♠✐♥✉t❡♥ ✉♥t❡rt❡✐❧t
✭1➦ = 60′✮✳ ❊✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧♠✐♥✉t❡ ✇✐r❞ ♠✐t 1′ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ✐♥ ✻✵ ❲✐♥❦❡❧s❡✲
❦✉♥❞❡♥ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✭1′ = 60′′✮✳ ❉✐❡s❡ ❯♥t❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐st ♠❛♥❝❤♠❛❧ r❡❝❤♥❡r✐s❝❤
✉♥❜❡q✉❡♠✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❲✐♥❦❡❧ ❛✉❝❤ ❞❡③✐♠❛❧ ❛♥❣❡❜❡♥✱ ③✳❇✳ 30′ = 0.5➦✳
❉❛ ✇✐r ✈♦r❛✉ss❡t③❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❛✉♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤ ✐st✱ ❤❛t ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ❞❡s ✈♦❧✲
❧❡♥ ❑r❡✐s✉♠❢❛♥❣ ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ ❞❡♥ ❲❡rt 2π ❜③✇✳ 2π rad✳ ❊✐♥ ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥
✾✵➦ ✐♠ ●r❛❞♠❛ÿ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛❤❡r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♠ ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ π/2 ✐♠
❇♦❣❡♥♠❛ÿ✳

❘✐❝❤t✉♥❣❡♥✳ ❊✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✐♠ ❘❛✉♠ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❲✐♥❦❡❧♠❡ss✉♥❣❡♥
r❡❧❛t✐✈ ③✉ ③✇❡✐ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣❡♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈ ❡r❢❛sst ✇❡r❞❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✳✶❜ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ♣♦❧❛r❡♥ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥
P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ θ ✉♥❞ ❞❡♥ ❆③✐♠✉t✇✐♥❦❡❧ φ✳

❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧✳ ❉❡r ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧ Ω ✐st ❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❲✐♥❦❡❧ ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ
❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ∆A ❛✉❢ ❞❡r ❙♣❤är❡ ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ♠✐t ❞❡♠
❘❛❞✐✉s r ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t❡ ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧ ✐st

∆Ω = ∆A/r2 .
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✷✿ ✭❛✮ ❉❡r ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧ ∆Ω = ∆A/r2 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❣❡✲
❦rü♠♠t❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ∆A ❞❡r ✈♦♠ ❑❡❣❡❧ ❜❡r❛♥❞❡t❡♥ ❑✉❣❡❧❦❛❧♦tt❡ ✉♥❞ ❞❡♠ ❘❛✲
❞✐✉s r ❞❡r ❑✉❣❡❧✳ ●❡❤t ✈♦♥ ❞❡r s✐❝❤ ✐♠ ❩❡♥tr✉♠ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥
▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❡✐♥ ▲✐❝❤t✢✉ss ∆Φv ✐♥ ❞❡♥ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ (θ, φ) ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠✇✐♥✲
❦❡❧ ∆Ω✱ s♦ str❛❤❧t s✐❡ ♠✐t ❞❡r ▲✐❝❤tstär❦❡ Iv = ∆Φv/∆Ω ✐♥ ❞✐❡s❡ ❘✐❝❤t✉♥❣✳
✭❜✮ ❱✐s✉❡❧❧❡ P❤♦t♦♠❡tr✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❙❝❤❛tt❡♥♠❡t❤♦❞❡✳ ❊✐♥ ❙t❛❜ ❡♥t✇✐r❢t ③✇❡✐
❍❛❧❜s❝❤❛tt❡♥✳ ❖❜ ❍❡❧❧✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❋❛r❜❡ ❞❡r ❍❛❧❜s❝❤❛tt❡♥ ❞❡r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥
❆ ❜③✇✳ ❇ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❧ässt s✐❝❤ ✈✐s✉❡❧❧ s❡❤r ❣✉t ❡♥ts❝❤✐❡❞❡♥

■♥ ❆❜❜✳ ✶✳✷❛ ✇✉r❞❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ∆A ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧❦❛❧♦tt❡ ❣❡✇ä❤❧t✳
❉❡r ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧ ✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s ✉♥❞ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ✒t❛❣✏ ❙t❡r❛❞
❜③✇✳ ✒sr✏ ♠❛r❦✐❡rt✳ ❉✐❡ ✈♦❧❧❡ ❑✉❣❡❧♦❜❡r✢ä❝❤❡ A = 4πr2 ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡♠
❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧ Ω = A/r2=4πr2/r2 = 4π ❜③✇✳ Ω = 4π sr✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡
▼❛r❦❡ ❤✐♥③✉❢ü❣t✳

❊✐♥❤❡✐t❡♥ ❞❡r ✈✐s✉❡❧❧❡ P❤♦t♦♠❡tr✐❡✳ ❩✉ ❞❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ❞❡s ▲✐❝❤ts✱
❞✐❡ ❞❛s ❆✉❣❡ ✇❛❤r♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ❣❡❤ör❡♥ s❡✐♥❡ ❙tär❦❡ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❋❛r❜❡✳ ❇✐s
▼✐tt❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ✇❛r❡♥ ❞✐❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♥ ❊✐♥❞rü❝❦❡ ❞✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ▼ö❣❧✐❝❤✲
❦❡✐t✱ ❞✐❡s❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ❞❡♥♥ ❢ür r❛❞✐♦♠❡tr✐s❝❤❡ ▼❡s✲
s✉♥❣❡♥ ❢❡❤❧t❡♥ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❇❡❣r✐✛❡ ✇✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ▲❡✐st✉♥❣✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡ ✐❝❤ ■❤♥❡♥ ❞❛s ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡ ●r✉♥❞♣r✐♥③✐♣ ❡✐♥❡r
✈✐s✉❡❧❧❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s♠❡t❤♦❞❡ ❜③✇✳ ❆❜❣❧❡✐❝❤♠❡t❤♦❞❡ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❡r❧ä✉t❡r♥✱
❜❡✐ ❞❡♠ ❤✐❡r s♣❡③✐❡❧❧ ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❞✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣✉t s♣❡③✐✜✲
③✐❡rt❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞❦❡r③❡ q✉❛♥t✐✜③✐❡rt ✇✐r❞✳

❉❡r ♣❤②s✐♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❊✐♥❞r✉❝❦ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ❛✉❢ ▼❡♥s❝❤❡♥ ✐st ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ♥✐❝❤t ♦❜❥❡❦t✐✈✐❡r❜❛r✳ ❖❜❥❡❦t✐✈✐❡r❜❛r ✐st ❤✐♥❣❡❣❡♥✱ ♦❜ ③✇❡✐
▲✐❝❤t❡✐♥❞rü❝❦❡ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❉✐❡ ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡ ❙❡❤❡♠♣✜♥❞✉♥❣ ✐st
s♦✇♦❤❧ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❉✐s❦r✐♠✐♥✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋❛r❜❡✐♥❞rü❝❦❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ✈♦♥
❍❡❧❧✐❣❦❡✐ts❡✐♥❞rü❝❦❡♥ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤ ❧❡✐st✉♥❣s❢ä❤✐❣✳ ❉❛s ✐st ❞❡r ❆♥s❛t③♣✉♥❦t
❞❡r ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♥ P❤♦t♦♠❡tr✐❡✳ ❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ✈♦r❣❡st❡❧❧✲
t❡♥ ▼❡ss❣röÿ❡♥ s✐♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ■♥❞❡① ✒v✏ ❢ür ✒✈✐s✉❡❧❧✏ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s
s♦❧❧ ❞❛r❛♥ ❡r✐♥♥❡r♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✉r❝❤ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤✲
s♣r✐♥③✐♣ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡♥✳
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❉❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡ ▲✐❝❤t✢✉ss Φv ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t
▲✉♠❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥✿

[Φv] = Lumen = lm .

◆♦t❛t✐♦♥ ✭●röÿ❡♥ ✉♥❞ ❊✐♥❤❡✐t❡♥✮✿ ❋ür ●röÿ❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❊✐♥❤❡✐t ♦❞❡r ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ●röÿ❡ ③✇✐s❝❤❡♥
❡❝❦✐❣❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❣❡s❡t③t✳ ❍✐♥t❡r ❞❡♠ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ❢♦❧❣❡♥ ❞✐❡
❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙■✲❊✐♥❤❡✐t ✭❤✐❡r✿ ▲✉♠❡♥✮✱ ✐❤r❡ ❆❜❦ür③✉♥❣ ✭❤✐❡r✿
❧♠✮ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ❛✉❝❤ ✐❤r❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❛s✐s❡✐♥❤❡✐✲
t❡♥ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥✳

❉❡r t♦t❛❧❡ ▲✐❝❤t✢✉ss ❡✐♥❡r ◗✉❡❧❧❡ ✈❡rt❡✐❧t s✐❝❤ ✐✳❆❧❧❣✳ ❛✉❢ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡
❘❛✉♠r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❙tär❦❡✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❘❛✉♠✲
✇✐♥❦❡❧ ∆Ω ❡♥t❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ▲✐❝❤t✢✉ss❡s ♠✐t ∆Φv ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛♥♥
❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❞❡s ✐♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ (θ, φ) ❛❜❣❡str❛❤❧t❡♥
▲✐❝❤ts ❞✉r❝❤

Iv =
∆Φv

∆Ω
.

❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ▲✐❝❤tstär❦❡ ✐st ❞✐❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❙■✲❇❛s✐s❡✐♥❤❡✐t ❈❛♥❞❡❧❛✿

[Iv] = Candela = cd = Lumen/Sterad = lm/sr .

❉✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❡✐♥❡r t②♣✐s❝❤❡♥ ❍❛✉s❤❛❧ts❦❡r③❡ ❜❡trä❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ Iv ≈
1Candela✳ ❙✐❡ ❣✐❜t ❞❛❤❡r ❡✐♥❡♥ t♦t❛❧❡♥ ▲✐❝❤t✢✉ss Φv = 4π sr Iv ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r
12 lm ❛❜✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣✮✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❧♦ÿ ❡✐♥❡ ❣r♦❜❡ ❘✐❝❤t✈♦rst❡❧❧✉♥❣
❢ür ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❦♦♠♠✉♥✐③✐❡r❡♥ ✇✐❧❧✱ ❣✐❜t ♠❛♥ ♥✉r ❞✐❡ ●rö✲
ÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❡✐♥❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡ ❛♥✳ ❉❛♠✐t ✐st ❣❡♠❡✐♥t✱ ❞❛ss
♠❛♥ ♥✉r ❞✐❡ ❩❡❤♥❡r♣♦t❡♥③ ✉♥❞ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❢ü❤r❡♥❞❡ ❩✐❢✲
❢❡r ❞❡r ●röÿ❡ ♠✐tt❡✐❧t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐♠ ♦❜✐❣❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ③✉r ❱❡r❡✐♥❢❛✲
❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤s ♥✉r ❞✐❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡s ▲✐❝❤t✢✉ss❡s ❡✐♥❡r
❍❛✉s❤❛❧ts❦❡r③❡ ❛♥❣❡❜❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ ❞❛♥♥ s❛❣t ♠❛♥✱ ❞❛ss s✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ●rö✲
ÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ Φv ≈ 1× 101 lm ❜③✇✳ ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣ ❜❡✐ 10 lm
❧✐❡❣t✳

❚r✐✛t ❡✐♥ ▲✐❝❤t✢✉ss ∆Φv ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ∆A ❛✉❢✱ s♦ r✉❢t ❡r ❞♦rt
❡✐♥❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡

Ev = ∆Φv/∆A

❤❡r✈♦r✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ♣r♦ ❊♠♣❢ä♥❣❡r✢ä❝❤❡ ❛✉❢✲
tr❡✛❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤t✢✉ss✳

❉✐❡ ●r✉♥❞✐❞❡❡ ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤tstär❦❡ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥
✭✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡♥✮ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥✿ ▼❛♥ ♥✐♠♠t ❛♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❑❡r③❡ ✐s♦tr♦♣ ❧❡✉❝❤✲
t❡t✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤ ✐st✳ ❊♥t③ü♥❞❡t ♠❛♥
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③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡ ❑❡r③❡♥✱ ❞❛♥♥ ❜❡❧❡✉❝❤t❡♥ ❥❡❞❡ ✉♥t❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ✭❣❧❡✐✲
❝❤❡ ❆❜stä♥❞❡ ✉s✇✳✮ ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡r ❙tär❦❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤
❞❡r ❋❛r❜❡✐♥❞r✉❝❦ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ✈✐s✉❡❧❧ ❛❧s ❣❧❡✐❝❤ ❡♠♣❢✉♥❞❡♥✳ ❱♦r❛✉s❣❡✲
s❡t③t✱ ❞❛ss ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s✉♠stä♥❞❡ ✉♥❞ ❋❛r❜❡✐♥❞r✉❝❦ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❘❛✉♠✲
✇✐♥❦❡❧ ❡♥ts❡♥❞❡t✱ ❞❛♥❛❝❤ ❜❡♠❡ss❡♥✱ ♦❜ ♠❛♥ ③✇❡✐✱ ❞r❡✐ ♦❞❡r ♠❡❤r ❑❡r③❡♥
❜❡♥öt✐❣t✱ ✉♠ ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ❞❡r ▲✐❝❤tstär❦❡ ③✉ ❡♠♣✜♥❞❡♥✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥
▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❞❛❞✉r❝❤ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉ s♣❡③✐✜③✐❡r✲
t❡ ❙t❛♥❞❛r❞❦❡r③❡ ✉♥❞ ❣❡♥❛✉ s♣❡③✐✜③✐❡rt❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s✉♠stä♥❞❡ ❢ür ❡✐♥❡♥
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❤❡r❛♥③✐❡❤t✳

❊✐♥❡ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡ ▼♦❞❡❧❧✲▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❤❛t ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♠ ❦❡✐♥❡ ❘✐❝❤✲
t✉♥❣s♣rä❢❡r❡♥③ ✭❣❡♥❛✉ ❞❛s ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ✒♣✉♥❦t❢ör♠✐❣✏✮ ✉♥❞ str❛❤❧t
✐♥ ❛❧❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤ ✈✐❡❧ ▲✐❝❤t ❛❜✳ ❲❡♥♥ s✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧
♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r ❜❡✜♥❞❡t✱ s♦ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥✲
❞❡♠ ❘❛❞✐✉s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ r−2 ❛❜✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❞❡r ❑✉❣❡❧ q✉❛❞r❛✲
t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s ③✉♥✐♠♠t ✉♥❞ ❞❡r ▲✐❝❤t✢✉ss ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ✐st✳ ❯♠ ❞❡♥
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❍❡❧❧✐❣❦❡✐ts❡✐♥❞r✉❝❦ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ 2m ③✉ ❡r③✐❡❧❡♥✱ ❞❡♥ ♠❛♥
♠✐t ❡✐♥❡r ❑❡r③❡ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ 1m ❡r③✐❡❧t✱ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ❛❧s♦ ✈✐❡r ❑❡r③❡♥✳

■♥ ❆❜❜✳ ✶✳✷❜ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤❛tt❡♥♠❡t❤♦❞❡ ③✉r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤tstär❦❡ ❞❛r✲
❣❡st❡❧❧t✳ ❊✐♥ ❙t❛❜ ✇✐r❢t ③✇❡✐ ❍❛❧❜s❝❤❛tt❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ss❝❤✐r♠✳ ❉❡r
❞♦rt✐❣❡ ▲✐❝❤t❡✐♥❞r✉❝❦ st❛♠♠t ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s ♥✉r ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥
❆ ♦❞❡r ❇✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❍❛❧❜s❝❤❛tt❡♥s ❜❡✐❞❡ ◗✉❡❧❧❡♥ ❆✰❇ ③✉♠
▲✐❝❤t❡✐♥❞r✉❝❦ ❜❡✐tr❛❣❡♥ ♦❞❡r ✐♠ ❑❡r♥s❝❤❛tt❡♥❜❡r❡✐❝❤ ❣❛r ❦❡✐♥❡✳ ❲❡♥♥ s♦✇♦❤❧
❋❛r❜✲ ❛❧s ❛✉❝❤ ❍❡❧❧✐❣❦❡✐ts❡✐♥❞r✉❝❦ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ❍❛❧❜s❝❤❛tt❡♥
❛✉❢ ❞❡♠ ❙❝❤✐r♠ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✱ ❞❛♥♥ ❤❛❜❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥
❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲✐❝❤tstär❦❡✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡s ♠✐t ❢❛r❜❣❧❡✐❝❤❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ③✉ t✉♥
❤❛t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❆❜st❛♥❞s❣❡s❡t③ Ev ∝ r−2 ❢ür ❞❡♥ ❆❜❣❧❡✐❝❤ ✉♥❞
❞❛♠✐t ③✉r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤tstär❦❡ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✳

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❙tr❛❤❧❡♥♠♦❞❡❧❧s ❞❡s ▲✐❝❤ts ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛s ✈♦♥ ▲✐❝❤t✲
q✉❡❧❧❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡ ▲✐❝❤t ❛❧s ❡✐♥ ❇ü♥❞❡❧ ✈♦♥ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✈♦rst❡❧❧❡♥✳ Ü❜✲
❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ s♦✱ ❞❛ss s✐❡
❞❡♠ ▲✐❝❤t✢✉ss ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❞❡s ▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧s r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❞✐❡
❋❧✉ss❧✐♥✐❡♥ ❞❡s ▲✐❝❤t❡s✳ ❙♣ät❡r ✇❡r❞❡♥ ❙✐❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❞❡r ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣
❞✐❡♥❡♥❞❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❦❡♥♥❡♥❧❡r♥❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❙tr♦♠❧✐♥✐❡♥ ✢✐❡ÿ❡♥❞❡r
●❛s❡ ✉♥❞ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ♦❞❡r ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❧✐♥✐❡♥✳ ❖♣t✐s❝❤❡ ●❡❣❡❜❡♥✲
❤❡✐t❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❙tr❛❤❧❡♥ ❞❛♥♥ ❞❛❞✉r❝❤ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❙❦✐③③❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❋❛✉str❡❣❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞♦rt
✒♠❡❤r ▲✐❝❤t ✐st✏✱ ✇♦ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❡r ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❤ö❤❡r ✐st✳

✶✳✹ ◆ä❤❡r✉♥❣

❆✉s ❞❡r ❙✐❝❤t ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❧✐❡❢❡r♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❡①❛❦t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜③✇✳ ❡①❛❦t❡
❩❛❤❧❡♥✳ ❆❜❡r ♠ö❝❤t❡ ♠❛♥ ✐♠♠❡r ❞❛s ❡①❛❦t❡ ❊r❣❡❜♥✐s ❛✉sr❡❝❤♥❡♥❄ ❊s ❣✐❜t
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❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✷✿ ❲✐❝❤t✐❣❡ ◆ä❤❡r✉♥❣s❢♦r♠❡❧♥ ❡✐♥✐❣❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❢ür x ≪ 1

1
1+x ≈ 1− x

ln(1 + x) ≈ x

sinx ≈ tanx ≈ x

cosx ≈ 1− 1
2x

2

√
1 + x ≈ 1 + 1

2x

exp(x) ≈ 1 + x

sinhx ≈ tanhx ≈ x

coshx ≈ 1 + 1
2x

2

❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ●rü♥❞❡♥✱ ✇❛r✉♠ ♠❛♥ s✐❝❤ st❛tt❞❡ss❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ◆ä❤❡r✉♥❣
❜❡❣♥ü❣t✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐t ❢ür ❡✐♥❡ ❛✉❢✇❡♥❞✐❣❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣
❡rs♣❛r❡♥ ♠ö❝❤t❡✳ ❉❛ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ♠✐t
❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t s✐♥❞ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✳✻✮✱ ✐st ❡s ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❣❡✇✐ss❡r ❘❡❣❡❧♥ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤❛✉s ③✉❧äss✐❣✱ ✒✉♥❣❡♥❛✉✏ ③✉ r❡❝❤♥❡♥✳

❉✐❡ ❩❛❤❧ π✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ✇✐❡ ❡s ✐♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t
❢ür ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ▼❡ss✉♥❣ ♥öt✐❣ ✐st✱ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❜❡✐ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥
❢ür ❞✐❡ ❩❛❤❧ π ❡✐♥❡ ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❡✐♥s❡t③❡♥✳ ▲✐❡❣t ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡
❙❝❤ät③❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐ ✶✪✱ ❞❛♥♥ ❣❡♥ü❣t ❡s✱ ❢ür ❞✐❡ ❩❛❤❧ π ✭❞✐❡
❥❛ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡♥ ❉❡③✐♠❛❧st❡❧❧❡♥ ❤❛t✮ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞r❡✐ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡
❙t❡❧❧❡♥ ✈❡r❦ür③t❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ π ≈ 3.14 ③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✳

◆ä❤❡r✉♥❣s❢♦r♠❡❧♥ ❢ür ❡✐♥✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ■♥ ❚❛❜✳ ✶✳✷ s✐♥❞ ❞✐❡ ◆ä✲
❤❡r✉♥❣s❢♦r♠❡❧♥ ❡✐♥✐❣❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❆✉s❞rü❝❦❡ ✐♥ P♦t❡♥③❡♥ ❡✐♥❡r ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡♥ ●röÿ❡ x ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥ exp(x) = ex

❧ässt s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ex ≈ 1+x ♥ä❤❡r♥✳ ❉✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣❡♥ ❣❡❧t❡♥ ❢ür
x ≪ 1✳ ❉❛s ❙②♠❜♦❧ ✒≪✏ ❜❡❞❡✉t❡t ✒s❡❤r ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥✏✱ ❞✳❤✳ x ≪ 1 ❜❡❞❡✉t❡t
❤✐❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●röÿ❡ x s❡❤r ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ ✶ ❛✉s❢❛❧❧❡♥ s♦❧❧✳ ❆❧s ❆r❣✉♠❡♥t ❞❡r
❲✐♥❦❡❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❙✐♥✉s ✭sin✮✱ ❑♦s✐♥✉s ✭cos✮ ✉♥❞ ❚❛♥❣❡♥s ✭tan✮ ✐st ✐♥ ❚❛❜✳
✶✳✷ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ x ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ ❡✐♥③✉s❡t③❡♥✳ ◆ä❤❡rt ♠❛♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ♠❡❤r❡r❡ ❞❛r✐♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ s♦ ♠✉ss ♠❛♥
❛✉s ❑♦♥s✐st❡♥③❣rü♥❞❡♥ ❞❛r❛✉❢ ❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ st❡ts ❜✐s ③✉ ●❧✐❡❞❡r♥ ❣❧❡✐✲
❝❤❡r P♦t❡♥③ ✐♥ x ♥ä❤❡rt ✉♥❞ ❦❡✐♥❡s ❞❛✈♦♥ ✈❡r❣✐sst✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣
❜❡✐ ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣st❡♥ P♦t❡♥③ ❛❜❜r✐❝❤t✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥
◆ä❤❡r✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭❋✉♥❦t✐♦♥s❛r❣✉♠❡♥t✮✿ Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✇✐r❞ ❞❛s ❆r❣✉♠❡♥t ❡✐♥❡r
❋✉♥❦t✐♦♥ ✐♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❤✐♥t❡r ❞❡♠ ❋✉♥❦t✐♦♥s❜❡③❡✐❝❤♥❡r ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
■st ❞❛s ❋✉♥❦t✐♦♥s❛r❣✉♠❡♥t ❞❡r ❑♦s✐♥✉s❢✉♥❦t✐♦♥ α✱ s♦ s♦❧❧t❡ ♠❛♥ ❛❧s♦
cos(α) s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡s ♥✐❝❤t ③✉ ▼✐ss✈❡rstä♥❞♥✐ss❡♥ ❦♦♠♠❡♥ ❦❛♥♥✱
❧ässt ♠❛♥ ❞✐❡ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❜❡✐ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛❜❡r ✇❡❣✲
❢❛❧❧❡♥ ✉♥❞ s❝❤r❡✐❜t ❞❛❤❡r ③✳❇✳ ♥✉r cosα✳ ❇❡✐ ❞❡r ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥
eα = exp(α) ❧ässt ♠❛♥ ❞✐❡ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥
♥✐❝❤t ✇❡❣✳



❑❆P■❚❊▲ ✶✳ ❉■❊ ▼❊❚❍❖❉❊ ❉❊❘ P❍❨❙■❑ ✶✺

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✸✿ ●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❣r♦ÿ❡♥ ③✉ ❦❧❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧♥ α ü❜❡r✱ ✇❡r❞❡♥
❇♦❣❡♥❧ä♥❣❡ s✱ ❙❡❦❛♥t❡ s̄ ✉♥❞ ●❡❣❡♥❦❛t❤❡t❡ a ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ✳
❋❡r♥❡r ✇❡r❞❡♥ ❘❛❞✐✉s r ✉♥❞ ❆♥❦❛t❤❡t❡ c ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❣❧❡✐❝❤

◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧✳ ❆❜❜✳ ✶✳✸ ③❡✐❣t ❞❛s ❙❡❣♠❡♥t ❡✐♥❡s ❑r❡✐s❡s
♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r s♦✇✐❡ ❡✐♥ r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣❡s ❉r❡✐❡❝❦✳ ❉❛s ❑r❡✐ss❡❣♠❡♥t ❤❛t
❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α✱ s❡✐♥❡ ❇♦❣❡♥❧ä♥❣❡ ✐st s ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❙❡❦❛♥t❡ s̄✳ ❉✐❡ ●❡❣❡♥❦❛t❤❡t❡
❞❡s r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣❡♥ ❉r❡✐❡❝❦s ③✉♠ ❲✐♥❦❡❧ α ✐st a✱ ❞✐❡ ❆♥❦❛t❤❡t❡ c ✉♥❞ ❞✐❡
❍②♣♦t❡♥✉s❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r✳ ❆✉❣❡♥s❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❣✐❧t st❡ts s > s̄ > a s♦✇✐❡
r > c✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❛✉s ❆❜❜✳ ✶✳✸ ❛❜❧❡s❡♥ ❦❛♥♥✱ ❣✐❧t ❢ür ❣❡♥ü❣❡♥❞ ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧
α ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡

s ≈ s̄ ≈ a

r ≈ c

α = s/r ≈ sinα ≈ tanα

✶✳✺ Prä♣❛r❛t✐♦♥ ✉♥❞ ▼❡ss✉♥❣

❊✐♥❡r ▼❡ss✉♥❣ ❣❡❤t ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❱♦r❜❡r❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❜③✇✳
❣ü♥st✐❣❡♥ ▼❡ss✲❙✐t✉❛t✐♦♥ ✈♦r❛✉s✳ ❉✐❡s❡ ❱♦r❜❡r❡✐t✉♥❣ ♥❡♥♥t ♠❛♥ Prä♣❛r❛✲
t✐♦♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ●❡r❛❞❧✐♥✐❣❦❡✐t ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡
●❡♦❞äs✐❡ ❜③✇✳ ❱❡r♠❡ss✉♥❣st❡❝❤♥✐❦ ♥✉t③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ♣❛r❛❧❧❡❧❡s ✉♥❞ ✐♥ s❡✐♥❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤st ❡♥❣ ❜❡❣r❡♥③t❡s
▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧ ♣rä♣❛r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡♠ ❩✐❡❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱
✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✳✹ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❘♦❤r ❞❡r ▲ä♥❣❡ d ♠✐t ③✇❡✐ ❇❧❡♥❞❡♥ ❛♥
❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❊♥❞❡♥ ❛♥♥ä❤❡r♥✳

❉✐❡ ❡rst❡ ❜❡❣r❡♥③t ✐♥ ❞❡r ❇❧❡♥❞❡♥❡❜❡♥❡ ❞✐❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ❞❡s ❙tr❛❤✲
❧❡♥❜ü♥❞❡❧s✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡ s❝❤❛❧t❡t st❛r❦ ❞✐✈❡r❣❡♥t❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❛✉s ✉♥❞ ❜❡✲
❣r❡♥③t s♦ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♠ ❞❡♥ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❞❡s ❇ü♥❞❡❧s ✈♦♥ ❞❡r ❩❡♥tr❛❧r✐❝❤✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✹✿ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❑♦❧❧✐♠❛t♦rr♦❤r ♠✐t ③✇❡✐ ❇❧❡♥❞❡♥ ❞❡r
❇r❡✐t❡ w ✐♠ ❆❜st❛♥❞ d✳ ❉✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐✈❡r❣❡♥③ α ✐st ❞❡r ❣röÿt❡ ◆❡✐❣✉♥❣s✇✐♥✲
❦❡❧✱ ❞❡♥ ❡✐♥ ❙tr❛❤❧ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧s ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ str✐❝❤♣✉♥❦t✐❡rt
❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❆❝❤s❡ ❞❡s ❑♦❧❧✐♠❛t♦rs ❤❛❜❡♥ ❦❛♥♥

t✉♥❣ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ P❛r❛❧❧❡❧❛✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❇ü♥❞❡❧s
✈❡r❜❡ss❡rt✳ ❉❛s P❛r❛❧❧❡❧❛✉sr✐❝❤t❡♥ ❡✐♥❡s ❇ü♥❞❡❧s ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥✳ ❊✐♥
▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧ ✇✐r❞ ✉♠s♦ ❜❡ss❡r ❦♦❧❧✐♠✐❡rt✱ ❥❡ ❡♥❣❡r ❞✐❡ ❇❧❡♥❞❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞❡st♦
✇❡✐t❡r s✐❡ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❡♥t❢❡r♥t st❡❤❡♥✳ ❆❧s ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ●üt❡ ❡✐♥❡r ❑♦❧❧✐♠❛✲
t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ Ö✛♥✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ β ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥ ♦❞❡r ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐✈❡r❣❡♥③
α = β/2✳ ❉❛ ♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ♦❤♥❡❤✐♥ ❦❧❡✐♥❡ Ö✛♥✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ❛♥✲
str❡❜t✱ ❣❡♥ü❣t ❡s✱ ❞✐❡s❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r ❲✐♥❦❡❧ ❛❜s❝❤ät③❡♥✳ ❋ür
❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✳✹ ❣❡③❡✐❣t❡ ❑♦❧❧✐♠❛t♦rr♦❤r ❜③✇✳ ❱✐s✐❡r ♠✐t Ö✛♥✉♥❣s❞✉r❝❤♠❡ss❡r
w ✉♥❞ ▲ä♥❣❡ d ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐✈❡r❣❡♥③ ✐♥ ❞✐❡s❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❞✉r❝❤ α ≈ w/d ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐❞❡ ❇❧❡♥❞❡♥ ❡✐♥❡s ❱✐s✐❡rs ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ w = 1mm ❜r❡✐t s✐♥❞ ✉♥❞ ✐❤r ❆❜st❛♥❞ d = 1m ❜❡trä❣t✱ ❞❛♥♥
❜❡trä❣t ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐✈❡r❣❡♥③ ✉♥❣❡❢ä❤r α ≈ w/d = 0.001 rad = 1× 10−3 rad✳

❉✐❡ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ♠✐tt❡❧s ③✇❡✐❡r ❇❧❡♥❞❡♥ ❤❛t ❞❡♥
◆❛❝❤t❡✐❧✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ❞❡r ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❆❜♥❛❤♠❡
❞❡s ▲✐❝❤t✢✉ss❡s ❜❡③❛❤❧t✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ✈❡rs✉❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ Prä♣❛r❛t✐♦♥ s♦ ③✉
❣❡st❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss❛✉❢❣❛❜❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣ü♥st✐❣❡♥ ❑♦♠♣r♦✲
♠✐ss ③✇✐s❝❤❡♥ ▲✐❝❤t✢✉ss ✉♥❞ ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥s❣üt❡ ❡r③✐❡❧t✳

❉✐❡ ❜❡st❡ ❦♦❧❧✐♠✐❡rt❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❣r♦ÿ❡r ▲✐❝❤tstär❦❡✱ ❞✐❡ ❞❡♥
❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r♥ ❞❡r ❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡♥ ❆♥t✐❦❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❛♥❞✱ ✇❛r ❞✐❡ ❙♦♥✲
♥❡✳ ❉❛s ❙♦♥♥❡♥❧✐❝❤t ❢ä❧❧t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✐✈❡r❣❡♥③✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r 0.01 rad =
1 × 10−2 rad ❛✉❢ ❞✐❡ ❊r❞❡ ❡✐♥✱ ✇❛s ✉♥❣❡❢ä❤r ❡✐♥❡♠ ❤❛❧❜❡♥ ●r❛❞ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳
❉❛s ✐st ❢❛st s❝❤♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉ ♥❡♥♥❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✐st ❞❡r ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ✐♠ ❙♦♥✲
♥❡♥❧✐❝❤t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❦❧❡✐♥❡r❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❛✉❝❤ r❡❝❤t s❝❤❛r❢✳

❉✐❡s❡ ❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ❞❡r ✒❙♦♥♥❡♥str❛❤❧❡♥✏ ✇✉r❞❡ ❝❛✳ ✐♠ ✸✳
❏❤✳ ✈✳ ✉✳ ❩✳ ✈♦♥ ❊r❛t♦st❤❡♥❡s ③✉r ❡rst❡♥ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❊r❞✉♠❢❛♥❣s ✉♥❞ ❞❡s
❆❜st❛♥❞❡s ③✇✐s❝❤❡♥ ❊r❞❡ ✉♥❞ ▼♦♥❞ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✿ ■❤♠ ✇❛r ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss
❡✐♥ t✐❡❢❡r ❇r✉♥♥❡♥ ✐♥ ❆ss✉❛♥ ❞❛s ❙♦♥♥❡♥❧✐❝❤t ③✉r ▼✐tt❛❣s③❡✐t ❞❡r ❙♦♠♠❡rs♦♥✲
♥❡♥✇❡♥❞❡ r❡✢❡❦t✐❡rt❡✳ ❉❛ ❆ss✉❛♥ ♥❛❤❡③✉ ❛✉❢ ❞❡♠ ❲❡♥❞❡❦r❡✐s ❧✐❡❣t✱ ❢ä❧❧t ❞❛s
❙♦♥♥❡♥❧✐❝❤t ❞❛♥♥ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❊r❞♦❜❡r✢ä❝❤❡ ❛✉❢✳ ❊r ❦❛♥♥t❡ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❞❡s
❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s ③✉r ▼✐tt❛❣s③❡✐t ✐♥ ❆❧❡①❛♥❞r✐❛ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥
❜❡✐❞❡♥ ❖rt❡♥✱ ✇♦r❛✉s ❡r ❞❡♥ ❊r❞✉♠❢❛♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✺✿ ✭❛✮ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❊r❞✉♠❢❛♥❣s ❞✉r❝❤ ❊r❛t♦st❤❡♥❡s✳ ✭❜✮ ▼❡s✲
s✉♥❣ ❞❡s ❆❜st❛♥❞s ❊r❞❡✲❙♦♥♥❡ ❞✉r❝❤ ❆r✐st❛r❝❤

✐st ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✳✺❛ s❦✐③③✐❡rt✳ ❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✇❛r s❡✐♥❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡r
❙♦♥♥❡♥str❛❤❧❡♥ str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ♥✐❝❤t r✐❝❤t✐❣ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s❜❡st✐♠✲
♠✉♥❣ s❡❤r ✉♥❣❡♥❛✉✳ ❆❜❡r ❞❡♥♥♦❝❤ ✇❛r ❞✐❡s❡ ▼❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡ ❙t❡r♥st✉♥❞❡ ❞❡r
▼❡♥s❝❤❤❡✐ts❣❡s❝❤✐❝❤t❡✳ ■♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ❦♦♠♠t ❡s ♦❢t ♥✐❝❤t ❞❛r❛✉❢ ❛♥✱ ❞❛ss ♠❛♥
❡①❛❦t ♠✐sst✱ ♦❞❡r ❞❛ss ✕✇✐❡ ✐♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❛❧❧✕ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡♥str❛❤❧❡♥ ❡①❛❦t
♣❛r❛❧❧❡❧ ✇är❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❣❡♥❛✉ ❣❡♥✉❣ s✐♥❞✱ ✉♠
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡s ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ③✉ ❡✐♥❡r ♥❡✉❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ✈♦r③✉st♦✲
ÿ❡♥✿ ❊r❛t♦st❤❡♥❡s ❣❡❧❛♥❣ ❡s ü❜r✐❣❡♥s✱ ❞❡♥ ❊r❞✉♠❢❛♥❣ ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣
❦♦rr❡❦t ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳

❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ♥✉♥♠❡❤r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❊r❞r❛❞✐✉s ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✈♦♥
❞❡r ❊r❞❡ ③✉♠ ▼♦♥❞ ❛✉s ❞❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ▼♦♥❞✲ ✉♥❞ ❙♦♥♥❡♥✜♥st❡r✲
♥✐s ❡rs❝❤❧♦ss❡♥✳ ❱♦r ♠❡❤r ❛❧s ✷✵✵✵ ❏❛❤r❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❆r✐st❛r❝❤ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡
❞✐❡s❡r ❇❛s✐s❧✐♥✐❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❊r❞❡ ③✉r ❙♦♥♥❡ ❞✉r❝❤
❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆✉s♠❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡s ❉r❡✐❡❝❦s✳ ❉❛③✉
♠❛ÿ ❡r ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ β ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙✐❝❤t❧✐♥✐❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ▼♦♥❞ ✉♥❞ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ③✉
❡✐♥❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t✱ ❛❧s ❡r ✈♦r ❙♦♥♥❡♥✉♥t❡r❣❛♥❣ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡①❛❦t❡♥ ❍❛❧❜✲
♠♦♥❞ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✳✺❜ s❦✐③③✐❡rt✱ ❢ä❧❧t ❞❛♥♥ ❞❛s ▲✐❝❤t
❞❡r ❙♦♥♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❙✐❝❤t❧✐♥✐❡ ❊r❞❡✲▼♦♥❞ ❡✐♥✳ ❉❛♠✐t s✐♥❞ ❡✐♥❡ ❙❡✐t❡
✉♥❞ ③✇❡✐ ❲✐♥❦❡❧ ❞❡s ❉r❡✐❡❝❦s ❜❡❦❛♥♥t ✉♥❞ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❞❡r
❙♦♥♥❡✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✸✿ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ s❡✐t ♠❡❤r ❛❧s ✷✵✵✵ ❏❛❤r❡♥ ❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞
❊r❞✉♠❢❛♥❣ ❝❛✳ 40 000 km = 4× 104 km

❉✐st❛♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊r❞❡ ✉♥❞ ▼♦♥❞ ❝❛✳ 400 000 km = 4× 105 km

❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡r ❊r❞❜❛❤♥ ❝❛✳ 300Millionen km = 3× 108 km

❆✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❢rü❤❡♥ ◆❡✉③❡✐t ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡
▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ▲❛♥❞✈❡r♠❡ss✉♥❣✳ ❆❜❜✳ ✶✳✻❛ ✐❧❧✉str✐❡rt ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❊♥t❢❡r✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✻✿ ✭❛✮ ❉✐❡ ❉✐❣❡❞❛❣s ❤❡❧❢❡♥ ❞❡♠ ❊r✜♥❞❡r ❏❛♠❡s ❲❛tt ❜❡✐ ❞❡r
▲❛♥❞✈❡r♠❡ss✉♥❣✳ ❉❡r ❈♦♠✐❝ ✐st ❑✉❧t ❜❡✐ ❞❡♥ ●❡♦♣❤②s✐❦❡r♥✳ ▼✐t ❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r

❊r❧❛✉❜♥✐s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❚❡ss❧♦✛ ❱❡r❧❛❣✱ ◆ür♥❜❡r❣✳ ✭❜✮ ❙t❡r♥❡ ✐♠ ❯♠❦r❡✐s ✈♦♥ ❡✐♥✐✲
❣❡♥ P❛rs❡❝ ✉♠ ✉♥s❡r ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠ ❙✳ ❉✐❡ ❑r❡✐s❡ ❧✐❡❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ➘q✉❛t♦r❡❜❡♥❡✳
❉✐❡ ❊❜❡♥❡ ❞❡r ❊❦❧✐♣t✐❦ s❝❤♥❡✐❞❡t s✐❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r str✐❝❤♣✉♥❦t✐❡rt❡r ▲✐♥✐❡

♥✉♥❣s♠❡ss✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s✱ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡
❙tr❡❝❦❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ▼❡ss❧❛tt❡ ❣❡s❡❤❡♥ ✇✐r❞✳ ❙✐❡ ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❞❡r ❲✐♥❦❡❧
✉♠ s♦ ❦❧❡✐♥❡r ✇✐r❞✱ ❥❡ ✇❡✐t❡r ❞✐❡ ▼❡ss❧❛tt❡ ❡♥t❢❡r♥t ✐st✳

❆❧s ❲✐♥❦❡❧♠❡ss❣❡rät ✇✐r❞ ♠❡✐st ❡✐♥ ❚❤❡♦❞♦❧✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇✐❡ ❡r ③✳❇✳
✐♥ ❆❜❜✳ ✶✳✶❛ ❣❡③❡✐❣t ✐st✳ ❊r ❤❛t ③✇❡✐ ❉r❡❤❦r❡✐s❡✱ ❡✐♥❡♥ ❍♦r✐③♦♥t❛❧❦r❡✐s ✉♥❞
❡✐♥❡♥ ❱❡rt✐❦❛❧❦r❡✐s✱ ❞❡r❡♥ ❉r❡❤❛❝❤s❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤
✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t s❝❤♥❡✐❞❡♥✳ ❩✇❡✐ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❤❡✐ÿ❡♥ ♥♦r♠❛❧ ❜③✇✳ ♦r✲
t❤♦❣♦♥❛❧ ❜③✇✳ r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ 90◦ ♠✐t✲
❡✐♥❛♥❞❡r ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ ❙❡♥❦r❡❝❤t ❜③✇✳ ✈❡rt✐❦❛❧ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✱
✇❡♥♥ s✐❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❧♦❦❛❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧s ✐st✳ ▼❛♥ ❡r♠✐tt❡❧t
s✐❡ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❙❡♥❦❜❧❡✐ ❜③✇✳ ❙❡♥❦❧♦t✳ ❊✐♥❡ ✇❛❛❣❡r❡❝❤t❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ st❡❤t
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r s❡♥❦r❡❝❤t❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ✇✐r❞ ③✳❇✳ ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❛ss❡r✇❛❛❣❡
❜❡st✐♠♠t✳ ❩✉r Prä♣❛r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❚❤❡♦❞♦❧✐t❡♥ ❣❡❤ört✱ ❞❛ss ❡r ③✉❡rst ♠✐t ❞❡♠
▲♦t s♦ ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉r❡❤❛❝❤s❡ ❞❡s ❍♦r✐③♦♥t❛❧❦r❡✐s❡s s❡♥❦r❡❝❤t
st❡❤t✳ ❉✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ③✉ ❞❡r ③✉♠ ❊r❞♠✐tt❡❧♣✉♥❦t ③❡✐❣❡♥❞❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r
❉r❡❤❛❝❤s❡ ✇❡✐st ③✉♠ ❩❡♥✐t ✉♥❞ ✐st ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ ϑ✱
❞❡r ❛♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧t❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❱❡rt✐❦❛❧❦r❡✐s❡s ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❡r ❲✐♥❦❡❧ φ ✐♥
❞❡r ✇❛❛❣❡r❡❝❤t❡♥ ❊❜❡♥❡ ❜③✇✳ ❞❡r ❍♦r✐③♦♥t❛❧❡❜❡♥❡ ✇✐r❞ ❛♠ ❍♦r✐③♦♥t❛❧❦r❡✐s
❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✉♥❞ ❤❡✐ÿt ❆③✐♠✉t✇✐♥❦❡❧ ✳ ❉❛s ❛r❛❜✐s❝❤❡ ❲♦rt ✒❛s✲s✉♠✠✉t✏ ❜❡❞❡✉t❡t
✒❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥✏✳

❉✐❡ ❡rst❡ ❦♦s♠✐s❝❤❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s❜❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ◆❡✉③❡✐t ✇✉r❞❡ ✐♠ ✶✼✳
❏❤✳ ❞✉r❝❤ ❈❛ss✐♥✐ ♠✐t ❡✐♥❡r ✐r❞✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❧✐♥✐❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❊r ❜❡st✐♠♠t❡
❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❞❡r ▼❛rs ✈♦♥ P❛r✐s ✉♥❞ ❈❛②❡♥♥❡ ✭●✉❛②❛♥❛✮ ❛✉s ❜❡✲
♦❜❛❝❤t❡t ✇✐r❞✱ ❛❧s♦ ♠✐t ❡✐♥❡r s❡❤r ❣r♦ÿ❡♥ ❇❛s✐s❧✐♥✐❡✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ t❡rr❡str✐s❝❤❡



❑❆P■❚❊▲ ✶✳ ❉■❊ ▼❊❚❍❖❉❊ ❉❊❘ P❍❨❙■❑ ✶✾

❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❛✉ ❣❡♥✉❣ ❜❡❦❛♥♥t ✇❛r✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❑❡♣✲
❧❡rs❝❤❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡s❡t③❡ ❞✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊r❞❡ ✉♥❞ ❙♦♥♥❡
❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉✐❡s❡r ♠✐tt❧❡r❡ ❘❛❞✐✉s ❞❡r ❊r❞❜❛❤♥ st❡❧❧t ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❆str♦♥♦♠✐❡
✇✐❝❤t✐❣❡ ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ❆str♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❛r ✭❛✉ ❂ ❛str♦♥♦♠✐❝ ✉♥✐t✮✿

1Astronomische Einheit = 1 au ≃ 1.5× 1011m.

❉✐❡ ✶✾✼✼ ❣❡st❛rt❡t❡ ❙♦♥❞❡ ❱♦②❛❣❡r ✶✱ ❞❛s ❞❡r③❡✐t ❛♠ ✇❡✐t❡st❡♥ ✐♥s ❲❡❧t❛❧❧
✈♦r❣❡❞r✉♥❣❡♥❡ ❖❜❥❡❦t✱ ③✉ ❞❡♠ ♥♦❝❤ ❋✉♥❦❦♦♥t❛❦t ❜❡st❡❤t✱ ❤❛t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
✐♥③✇✐s❝❤❡♥ ✭❜✐s ③✉♠ ❏❛❤r ✷✵✷✵✮ ♠❡❤r ❛❧s 140 au ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t✳

❉❡r ❘❛❞✐✉s ❞❡r ❊r❞❜❛❤♥ ✐st ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❇❛s✐s❧✐♥✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s❜❡✲
st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ♥ä❝❤st❡♥ ❙t❡r♥❡✳ ❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❦♦s♠✐s❝❤❡♥ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s✲
♠❡ss✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❛✉✢ös✉♥❣ ❞❡r ❚❡❧❡s❦♦♣❡
❜❡❣r❡♥③t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❆✉✢ös✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❲✐♥❦❡❧s❡❦✉♥❞❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛♠✐t
❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥ ✈♦♥ r✉♥❞ 200 000 au ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❤❡✐ÿt P❛r✲
s❡❝ ✭P❛r❛❧❧❛①❡♥s❡❦✉♥❞❡✮✿

1Parsec = 1 pc ≃ 3× 1016m.

❉❡r ③✉ ✉♥s ♥ä❝❤st❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙t❡r♥ ✭Pr♦①✐♠❛ ❈❡♥t❛✉r✐✮ ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❡t✇❛s ♠❡❤r ❛❧s 1 pc ✈♦♥ ✉♥s ❡♥t❢❡r♥t✳ ❆❜❜✳ ✶✳✻❜ ③❡✐❣t ❞✐❡ ✉♥s ❛♠ ♥ä❝❤st❡♥
❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠❡✱ ❞❡r❡♥ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥ ❛❧❧❡s❛♠t ♠✐tt❡❧s ❚r✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙♣ät❡st❡♥s ❛✉❢ ❞❡r ❙❦❛❧❛ ❞✐❡s❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥
✇✐r❞ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s✱ ✇❛s ♠❛♥ ❛❧s ▼❡ss✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ♥✐❝❤ts ❛❧s ❡✐♥❡
❣✉t❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✿

❆❧❧❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥✦

✶✳✻ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t

P❤②s✐❦❡r♥ st❡❤❡♥ ❞r❡✐ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✱ ✉♠ ③✉ ❡✐♥❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✲
✈❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ◆❛t✉r ③✉ ❦♦♠♠❡♥✿

✶✳ ❘❛t❡♥

✷✳ ❙❝❤ät③❡♥

✸✳ ❋❛❝❤♠ä♥♥✐s❝❤❡s ✉♥❞ ✈♦rs❝❤r✐❢ts♠äÿ✐❣❡s ❙❝❤ät③❡♥

❉❛s ❢❛❝❤♠ä♥♥✐s❝❤❡ ✉♥❞ ✈♦rs❝❤r✐❢ts♠äÿ✐❣❡ ❙❝❤ät③❡♥ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ▼❡ss❡♥✳ ❊s
❧✐❡❣t ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❞❡s ❙❝❤ät③❡♥s ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡s ▼❡ss❡♥s✱ ❞❛ss ❞❡♠ ❊r❣❡❜✲
♥✐s ✐♠♠❡r ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛♥❤❛❢t❡t✳ ❉❛❤❡r ❜❡st❡❤t ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣
st❡ts ❛✉s ❡✐♥❡r ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ●röÿ❡ ✭▼❡ss✇❡rt✮ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡r
❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✭▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✮✳ ❏❡ ✇❡✐t❡r ♠❛♥ ❡s ✐♥
❞❡r ❑✉♥st ❞❡s ❙❝❤ät③❡♥s✱ ❛❧s♦ ❞❡s ▼❡ss❡♥s✱ ❜r✐♥❣t✱ ❞❡st♦ ♠❡❤r ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡r ❉❛t❡♥ ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ●üt❡ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ st❡✐✲
❣❡r♥✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ③✉✈♦r ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ✐st ❡✐♥❡ ❢❛❝❤♠ä♥♥✐s❝❤❡ Prä♣❛r❛t✐♦♥
❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❡✐♥❡r ❣✉t❡♥ ❙❝❤ät③✉♥❣✳
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❙②st❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼❡ss❢❡❤❧❡r✳ ❋ür ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ P❤②s✐❦❡r ✐♥ ❞❡r
❘❡❣❡❧ ▼❡ss✇❡rt✲❙❝❤ät③✐♥str✉♠❡♥t❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ♠❡✐st ❦✉r③ ❛❧s ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥✲
t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊s ❦❛♥♥ ✐♥ ❞❡r Pr❛①✐s ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡s ❛✉s✇ä❤❧t✱
✇❡❧❝❤❡s ♥✐❝❤t ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣✱ ♥✐❝❤t ❣✉t ❣❡♥✉❣ ❣❡❜❛✉t ♦❞❡r s❝❤❧❡❝❤t ❣❡❡✐❝❤t ✐st✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ♠❡❤r❡r❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ ❤❛t ✭❞✐❡s❡ ❲❛❤❧ ❤❛t ♠❛♥
❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r✮ ✉♥❞ s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❢❡❤❧❡r❤❛❢t❡ ❞❛r❛✉s ❛✉s❣❡s✉❝❤t ❤❛t✱ ❞❛♥♥
❤❛t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❋❡❤❧❡r ❜❡❣❛♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ❢❛❝❤♠ä♥✲
♥✐s❝❤ ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ❛✉s s♦❧❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r♥ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥❡♥♥t
♠❛♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼❡ss❢❡❤❧❡r ✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞r❛✉❢ ❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st✱
❞❛ss s✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✉♥❞ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❤❡r❛✉s✜♥❞❡t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥
♠❛♥ s✐❡ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ✈❡r♠❡✐❞❡♥ ♦❞❡r ③✉♠✐♥❞❡st r❡❞✉③✐❡r❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡♥ ❇❛✉ ❞❡s ■♥str✉♠❡♥ts ♦❞❡r ❞✐❡ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡ ❜③✇✳ ✲♠❡t❤♦❞✐❦
✈❡r❜❡ss❡rt✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ❞❛s ❚❡❧❡s❦♦♣ ❡✐♥❡s ❚❤❡♦❞♦❧✐t❡♥ ❡✐♥❡ s②st❡♠✲
❜❡❞✐♥❣t❡ ▼✐ss✇❡✐s✉♥❣ ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ♦❞❡r ♥❛❝❤ ❧✐♥❦s ✈♦♥ ❞❡r ③✉ ✈✐s✐❡r❡♥❞❡♥
❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❉✐❡s❡ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼❡ss❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ■♥str✉♠❡♥ts
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❛s ❋❡r♥r♦❤r ✉♠ ✶✽✵➦ ✉♠ s❡✐♥❡
❍♦r✐③♦♥t❛❧❛❝❤s❡ ❞r❡❤t ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✉♠ ✶✽✵➦ ✉♠ ❞✐❡ ❱❡rt✐❦❛❧❛❝❤s❡✳ ❊✐♥❡
❧✐♥❦❡ ▼✐ss✇❡✐s✉♥❣ ❣❡❤t ❞❛♥♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ r❡❝❤t❡ ▼✐ss✇❡✐s✉♥❣ ü❜❡r✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛❤❡r ❛✉s ❜❡✐❞❡♥ ▼❡ss✇❡rt❡♥ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❜✐❧❞❡t✱ ♠✐tt❡❧t s✐❝❤
❞✐❡ ▼✐ss✇❡✐s✉♥❣ ❤❡r❛✉s✳

❩✉❢❛❧❧s❜❡❞✐♥❣t❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧❧❡ s②st❡♠❛t✐✲
s❝❤❡♥ ▼❡ss❢❡❤❧❡r ❜❡s❡✐t✐❣t ❤❛t ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●üt❡ ❞❡r
Prä♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤❢ü❤rt✱ ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ③✇❡✐ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳
❲❡♥♥ ❡✐♥ ●❡♦♠❡t❡r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐♠ ●❡❧ä♥❞❡ ❞✉r❝❤❢ü❤rt✱ ❞❛♥♥
❤ä♥❣t ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ✇✐❡✈✐❡❧ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❞❡r ●❡♦♠❡t❡r ❤❛t ✉♥❞ ✇✐❡
✈✐❡❧ ▼ü❤❡✱ ❙♦r❣❢❛❧t ✉♥❞ ❩❡✐t ❡r ❢ür ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ ❛✉❢✇❡♥❞❡t✳ ❉❛s ❘❡s✉❧t❛t
❦ö♥♥t❡ ❞❛✈♦♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ♦❜ ❡r ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❦✉r③ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❙tr❡✐t ♠✐t s❡✐✲
♥❡♠ ❱♦r❣❡s❡t③t❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ❤❛t ♦❞❡r ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤③❡❝❤t❡♥ ◆❛❝❤t✱ ♦❜
❡r ❡✐♥❡♥ ❑❛✛❡❡ ❣❡tr✉♥❦❡♥ ❤❛t ♦❞❡r ♦❜ ❡r ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❆r❜❡✐tst❛❣❡s ✐♠ ●❡✲
❧ä♥❞❡ ♠ü❞❡ ❣❡✇♦r❞❡♥ ✐st✳ ❙♦❧❝❤❡ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t s②st❡♠❛t✐s✐❡r❜❛r
✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼❡ss✇❡rt❡ ✉♥❞ ▼❡ss❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡s ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❉❡♥♥
❧ä❣❡♥ s②st❡♠❛t✐s✐❡r❜❛r❡ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ ✈♦r✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥
❚r❡♥❞ ❡r❦❡♥♥❡♥ ✇ür❞❡ ♦❞❡r ❡s ✐r❣❡♥❞✇✐❡ s❝❤❛✛❡♥ ✇ür❞❡✱ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss s②s✲
t❡♠❛t✐s❝❤ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞❛♥♥ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ✐❤♥ ❛✉❝❤ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❦♦rr✐❣✐❡r❡♥✱
❞✳❤✳ ❡s ✇ür❞❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r ❡✐♥❡s s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡rs ❤✐♥❛✉s❧❛✉❢❡♥✳

▼❛♥ ♠✉ss s✐❝❤ ❧❡✐❞❡r ♠✐t ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡ ❛❜✜♥❞❡♥✱ ❞❛ss ▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡
✐✳❆❧❧❣✳ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❱✐❡❧③❛❤❧ ❦♦♠♣❧❡①❡r ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞✐❡
♠❛♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ✉♥t❡r ❑♦♥tr♦❧❧❡ ❤❛t✳ ■♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥
♥✉r ❞✐❡ ❆❝❤s❡❧♥ ③✉❝❦❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢❣❡❜❡♥✱ ✇❡✐t❡r ♥❛❝❤ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❯rs❛❝❤❡♥
③✉ s✉❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ♠❡✐st ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ❜❡❣r❡♥③t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ s❝❤✇❛♥❦❡♥❞❡♥
▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡✱ ❞✐❡ tr♦t③ ❛❧❧❡r ❇❡♠ü❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r
❦♦♥tr♦❧❧✐❡rt❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ③✉ ❧❛ss❡♥✱ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ③✉❢ä❧❧✐❣✳
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❉❛♠✐t s♦❧❧ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t s❡✐♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❆♥str❡♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r✲
♥❡❤♠❡♥ ✇✐❧❧✱ s✐❡ ✇❡✐t❡r ③✉ s②st❡♠❛t✐s✐❡r❡♥✳

❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r
✇❡✐t❡r s②st❡♠❛t✐s✐❡r❡♥ ❦❛♥♥ ♦❞❡r ✇✐❧❧✱ ❤❡✐ÿ❡♥ ③✉❢ä❧❧✐❣ ✳

❲❛s ✐st ❩✉❢❛❧❧❄ ❉❛ss ♠❛♥ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❛❧s ③✉❢ä❧❧✐❣ ❞❡❦❧❛r✐❡rt✱ ❧✐❡❣t ♦❢t
❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✈♦r ❞❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❱✐❡❧③❛❤❧ ❦♦♠♣❧❡①❡r ❊✐♥✢üss❡
❡✐♥❢❛❝❤ ❦❛♣✐t✉❧✐❡rt✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ✇är❡ ❡s ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❣❡✇✐ss❡ ❊✐♥✢✉ss✲
❢❛❦t♦r❡♥ ❞✉r❝❤ ✈❡r♠❡❤rt❡ ❆♥str❡♥❣✉♥❣ ❜❡ss❡r ③✉ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❡♥✱ ❛❜❡r ♠❛♥
❡♥ts❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❜❡✇✉sst ❞❛❢ür✱ ❞❛r❛✉❢ ③✉ ✈❡r③✐❝❤t❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞❡r ❞❛③✉ ♥ö✲
t✐❣❡ ❆✉❢✇❛♥❞ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ③✉ ❦❧är❡♥❞❡♥ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣ ♥✐❝❤t r❡❝❤t❢❡rt✐❣❡♥
❧✐❡ÿ❡✱ ❡s ✉♥s✐♥♥✐❣ ✇är❡ ♦❞❡r ③✉❤❛✉s❡ ❞✐❡ ❑✐♥❞❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ✇❛rt❡♥✳ ❆❜❡r s❡❧❜st
✇❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡r❡✐t ✇är❡✱ ❛❧❧❡ ❆♥str❡♥❣✉♥❣❡♥ ❛✉❢ s✐❝❤ ③✉ ♥❡❤♠❡♥✱ s♦ ❧ässt s✐❝❤
❞❛s ❩✐❡❧ ❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❑♦♥tr♦❧❧❡ ❡✐♥❡r ▼❡ss✉♥❣ ✉✳❯✳ ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ✇❡✐❧
♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ③✇❡✐❡r ▼❡ss❣röÿ❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♣r✐♥③✐♣✐✲
❡❧❧❡ ✉♥t❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ stöÿt✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣s❝❤❡ ❯♥s❝❤är❢❡r❡❧❛t✐♦♥
❣❡s❡t③t ✐st ✭s✳ ❘P❑✷✮✳
❲❡♥♥ P❤②s✐❦❡r ❛✉s ❘❡s✐❣♥❛t✐♦♥✱ Pr❛❣♠❛t✐s♠✉s ♦❞❡r ❊✐♥s✐❝❤t ❛✉❢❣❡❣❡❜❡♥
❤❛❜❡♥✱ ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❛❢ür ❤❡r❛✉s③✉✜♥❞❡♥✱ ✇❛r✉♠ s✐❝❤ ③✇❡✐ ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ♦❜✇♦❤❧ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ▼❛ÿ❣❛❜❡ ❞❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✐♥
❣❧❡✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ♣rä♣❛r✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ ❞❛♥♥ s❝❤r❡✐❜❡♥ s✐❡ ❡s ❞❡♠ ❩✉❢❛❧❧ ③✉✳ ❲✐r❞
③✉ ❞❡♥ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✇❡rts ❜❡✐ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t❡♥ ▼❡s✲
s✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ ❣❡tr♦✛❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ♣❡r ❩✉❢❛❧❧ ❡✐♥❣❡tr❡t❡♥ s✐♥❞✱ ❞❛♥♥
♠ö❝❤t❡ ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❦✉♥❞t✉♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡s ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❢ür s✐♥♥✈♦❧❧ ❤ä❧t✱ ✇❡✐t❡r
♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❦❛✉s❛❧❡♥ ❊r❦❧är✉♥❣ ❢ür ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❛✉s❢❛❧❧❡♥❞❡ ▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡
③✉ s✉❝❤❡♥✳

❙t❛♥❞❛r❞s ❢ür ▼❡ss✇❡rt ✉♥❞ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✳ ▲✐❡❣t ❉❛t❡♥♠❛t❡r✐❛❧
❛✉s s❡❤r ✈✐❡❧❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ♦❞❡r s②st❡♠❛t✐s❝❤ ✈❛r✐✐❡rt❡♥ ❇❡✲
❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✈♦r✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ③✉❢ä❧❧✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss✇❡rt❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
st❛t✐st✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✉♥❞ q✉❛♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❆♥❛❧②s❡
✈❡r❜❡ss❡rt ❞✐❡ ◗✉❛❧✐tät ❞❡r ▼❡ss✇❡rt❛♥❣❛❜❡ ✉♥❞ ❣✐❜t ❆✉❢s❝❤❧✉ss ❞❛rü❜❡r✱
✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ▼❛ÿ❡ ❡s ❣❡❧✉♥❣❡♥ ✐st✱ ❞✐❡ ✉♥❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❜❛r❡♥ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ ③✉
r❡❞✉③✐❡r❡♥ ❜③✇✳ ✇✐❡ ❛✉ss❛❣❡❦rä❢t✐❣ ❞❛s ▼❡ssr❡s✉❧t❛t ✐st✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ❣❡❧✐♥❣t
❡s ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉❝❤✱ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼❡ss❢❡❤❧❡r♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙♣✉r ③✉ ❦♦♠♠❡♥ ✉♥❞
s✐❡ ③✉ ❡❧✐♠✐♥✐❡r❡♥✳

◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ s♦❧❧ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ Pr♦❜❧❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❞❡♥ ❯♠✲
❣❛♥❣ ♠✐t ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ✐❧❧✉str✐❡r❡♥✿ ❊✐♥ ●❡♦♠❡t❡r ❤❛❜❡ ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡✱
✐♠ ❋❡❧❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❛✉s ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ ✈♦♥ ❣❡♥❛✉ 3 km ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧ ❛❜③✉♠❡ss❡♥ ✉♥❞ ❞♦rt ❡✐♥❡♥ ●r❡♥③st❡✐♥ ❡✐♥③✉s❝❤❧❛❣❡♥✳ ●❡✲
♥❛✉❄ ◆✉♥✱ s♦ ❣❡♥❛✉ ❡r ❡❜❡♥ ❦❛♥♥✦ ❉❛③✉ ✇❡♥❞❡t ❡r ❞❡♥ st❛♥❞❛r❞♠äÿ✐❣ ❛✉❢
2.000m ❡✐♥❣❡st❡❧❧t❡♥ ❩✐r❦❡❧ ✶✺✵✵✲♠❛❧ ❛♥✳ ❉❛s ✐st ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ ♠✐t ❡✐✲
♥❡r ♥♦♠✐♥❛❧❡♥ ❉✐st❛♥③ ✈♦♥ 3 km✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ♥✉♥
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♠❡❤r❢❛❝❤✱ ❡t✇❛ ✈♦♥ n ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ●❡♦♠❡t❡r♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ s♦
✇✐r❞ ❡s ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ s❡❤r ü❜❡rr❛s❝❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❛❜❣❡st❡❝❦t❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡ ♥✐❝❤t
ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❉❛s ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞❛♥♥ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥ s❡✐♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ●❡♦♠❡t❡r
❛❧❧❡ ✐❤r ❍❛♥❞✇❡r❦ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ✐❤r❡ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧ ♣rä③✐s❡ ❣❡❡✐❝❤t ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞ ❡t❝✳✱
✉♥❞ s✐❡ ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼❡ss❢❡❤❧❡r ❜❡❣❛♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜✇❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t s②st❡♠❛t✐s✐❡r❜❛r ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❛❧s ③✉❢ä❧❧✐❣ ❛♥③✉s❡❤❡♥✳ ❏❡❞❡r
❡✐♥③❡❧♥❡ j✲t❡ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧s❝❤r✐tt xi,j ❞❡r j = 1, . . . , 1500 ❙❝❤r✐tt❡ ❞❡s i✲t❡♥ ●❡♦✲
♠❡t❡rs ✭i = 1, . . . , n) ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❞❡♠ ❩✉❢❛❧❧ ✉♥❞ ❡♥ts♣r✐❝❤t ♥✉r ✉♥❣❡❢ä❤r ❞❡r
♥♦♠✐♥❛❧❡♥ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ✈♦♥ 2.000m✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❞❛✲
✈♦♥ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ♦❞❡r ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❤✐♥ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞❛ ♠✉ss ❞✐❡
❙tr❡❝❦❡ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ♠❛❧ ✐♠ ▼❛ts❝❤ ❡✐♥❡s strö♠❡♥❞❡♠ ❘❡❣❡♥s ♦❞❡r ✐♠ ✇✐♥t❡r✲
❧✐❝❤❡♠ ❙❝❤♥❡❡ ❞✉r❝❤ ➘❝❦❡r✱ ❲✐❡s❡♥ ♦❞❡r ❲ä❧❞❡r ❤✐♥❞✉r❝❤ ❛❜❣❡st❡❝❦t ✇❡r✲
❞❡♥ ✭s✳ ❆❜❜✳ ✶✳✶✮✳ ❯♥t❡r s♦❧❝❤❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ✇är❡ ❡s ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤❡r ❯♥s✐♥♥✱
✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈❡rs✉❝❤❡♥ ✇♦❧❧t❡✱ ❞✐❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥
❛❦r✐❜✐s❝❤ ③✉ ❡r❢❛ss❡♥ ♦❞❡r ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ❉❛♠✐t ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ✈♦♠ i✲t❡♥
●❡♦♠❡t❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡ ●❡s❛♠tstr❡❝❦❡

Xi =
1500∑

j=1

xi,j

③✉❢❛❧❧s❜❡❞✐♥❣t✱ ❞✳❤✳ ❡s ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ✐✳❆❧❧❣✳ n ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙tr❡❝❦❡♥ Xi ♠✐t
i = 1, . . . , n ✭❛❧s♦ X1, X2, . . . , Xn✮ ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r 3 km ❡r❣❡❜❡♥✳ ❙✐♥❞ ❞✐❡ ❆❜✲
✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉❢ä❧❧✐❣✱ s♦ ❣✐❜t ❡s ❛✉❝❤ ❦❡✐♥ ❑r✐t❡r✐✉♠ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡s❡r
❙tr❡❝❦❡♥ ♠❛♥ ❛❧s ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ✈♦♥ 3 km ❞❡❦❧❛r✐❡r❡♥ s♦❧❧t❡✳ ❲❡♥♥ ♥✉r ❡✐♥❡
▼❡ss✉♥❣ ✭n = 1) ❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡✱ ❞❛♥♥ ❜❧❡✐❜t ❡✐♥❡♠ ♥✐❝❤ts ❛♥❞❡r❡s ü❜r✐❣ ❛❧s
❞✐❡s❡ ❡✐♥❡ ③✉ ❛❦③❡♣t✐❡r❡♥✱ ❛❜❡r ✇❡♥♥ ♠❡❤r❡r❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ s♦ ❣✐❜t ❡s ♠❡❤r❡r❡
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ❡✐♥❡ ✈❡r❧äss❧✐❝❤❡r❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ✭❞✳✐✳ ▼❡ss✉♥❣✮ ❛✉s③✉✇ä❤❧❡♥✱ ❛❧s
✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❞❡r ❲❡rt❡ ❞❡r n ●❡♦♠❡t❡r ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤ ❤❡r❛✉s❣r❡✐❢❡♥
✇ür❞❡✳ ❊✐♥❡ ❞❛✈♦♥ ✐st ❞❡r ▼❡❞✐❛♥✳ ▼❛♥ ❜❡st✐♠♠t ✐❤♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❡s✲
s✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ●röÿ❡ r❡✐❤t ✉♥❞ ❞❡♥❥❡♥✐❣❡♥ ♥✐♠♠t✱ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❘❡✐❤✉♥❣
❞❡r ♠✐tt❧❡r❡ ✐st✳ ❇❡✐ n = 11 ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡r s❡❝❤st❡ ❞❡r ❡❧❢ ✐♥ ❞❡♥ ❇♦❞❡♥
❡✐♥❣❡s❝❤❧❛❣❡♥❡♥ ●r❡♥③st❡✐♥❡ ❞❡r ▼❡❞✐❛♥✳

❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✐st ❞❡r ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt

X̄ =
1

n

n∑

i=1

Xi = X1 +
1

n

n∑

i=1

∆Xi , ✭✶✳✶✮

✇♦❜❡✐ ∆Xi = Xi − X1 ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s i✲t❡♥ ●r❡♥③st❡✐♥s ✈♦♠ ❡rst❡♥
✐st✱ ✇❛s ♠❛♥ ③✳❇✳ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ▼❡t❡r♠❛ÿ ♠✐t ❡✐♥❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈♦♥
1 cm ❜❡st✐♠♠❡♥ ❦❛♥♥✳

❊s ✐st s✐♥♥✈♦❧❧✱ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ü❜❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ③✉ ❡✐♥✐❣❡♥✱
s♦ ❞❛ss ❛❧❧❡ P❤②s✐❦❡r ✈♦♥ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ●röÿ❡ r❡❞❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤ät③✇❡rt
❛♥❣❡❜❡♥✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s ✇är❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❢ür ▼❡ss✇❡rt ✉♥❞ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣
❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ♦❜❥❡❦t✐✈ ✉♥❞ ❢❛✐r ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r✳ ❊✐♥❡♥ ▼❡ss✇❡rt ❣✐❜t
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♠❛♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❦♦rr❡❦t ✐♠♠❡r ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

✭▼❡ss✇❡rt±▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✮❊✐♥❤❡✐t ✭✶✳✷✮

❛♥✱ ❛❧s♦ ③✳❇✳
(3000.00± 0.15)m .

❉✐❡ ❆♥❣❛❜❡ ❜❡st❡❤t ❛✉s ③✇❡✐ ❙❝❤ät③✇❡rt❡♥✱ ❞✐❡ ❣❡♠äÿ ❞❡r ❣❡❧t❡♥❞❡♥ ❑♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥❡♥ ③✉ ❜✐❧❞❡♥ s✐♥❞✱ ✉♥❞ ❛♠ ❊♥❞❡ ❢ü❣t ♠❛♥ ✐♠♠❡r ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
❊✐♥❤❡✐t ❤✐♥③✉✳ ❉✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ✒▼❡ss✇❡rt✏ ✉♥❞ ✒▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✏ ❜❡③✐❡❤❡♥ s✐❝❤
❛❧s♦ ❛✉❢ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ♦❞❡r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❘❡✲
❣❡❧♥ ❜③✇✳ ❙t❛♥❞❛r❞s ❣❡s❝❤ät③t ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❞❡r③❡✐t✐❣ ❣ü❧t✐❣❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡
❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐st ✐♠ ✒●✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✏
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

❉❡r ❡rst❡ ❙❝❤ät③✇❡rt ✐st ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞♠❡ss✇❡rt ♦❞❡r ❦✉r③✱ ❞❡r ▼❡ss✇❡rt ✳
❲❡♥♥ ❉❛t❡♥ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✱ ❞❛♥♥ ❢♦❧❣t ♠❛♥
✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ♠❡✐st ❞❡r ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❞❡♥ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt X̄ ❣❡♠äÿ
●❧✳ ✶✳✶ ❛❧s ▼❡ss✇❡rt ❛♥③✉❣❡❜❡♥✳

❉❡r ③✇❡✐t❡ ❙❝❤ät③✇❡rt ✐st ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❞❡r③❡✐t ❣❡❧t❡♥❞❡♥ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥
❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❜③✇✳ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✳ ◆✉♥ ❤❛t ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ❧♦✲
❣✐s❝❤❡r✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❡ss✇❡rt❡
❡✐♥♠❛❧ ♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ ❡✐♥♠❛❧ ♥❡❣❛t✐✈ s✐♥❞✱ s♦ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡♠äÿ
●❧✳ ✶✳✶ ✐♥ ❙✉♠♠❡ ❣❡r❛❞❡ ❤❡r❛✉s❤❡❜❡♥✿

n∑

i=1

(Xi − X̄) = 0 . ✭✶✳✸✮

❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❣❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ◗✉❛❞r❛t❡ ❞❡r ❆❜✇❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s✳ ❉❛ ✇❡❣❡♥ ●❧✳ ✶✳✸ ♥✉r n − 1 ❞❡r n ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ ❛❧s ▼❛ÿ③❛❤❧ ❞❡r st❛♥❞❛r❞✐s✐❡rt❡♥ ❑♦♥✈❡♥t✐✲
♦♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣

σ =

√√√√ 1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 . ✭✶✳✹✮

❲❡♥♥ n = 1✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ▼❡ss✉♥❣ ✈♦r❧✐❡❣t✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞❛r❛✉s ❛❧❧❡✐♥❡ ❣❛r ♥✐❝❤ts ü❜❡r ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t s❛❣❡♥✱ ❞✳❤✳ σ ✐st ❞❛♥♥ ✉♥✲
❞❡✜♥✐❡rt✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❩❛❤❧ n ❤✐♥❣❡❣❡♥ s❡❤r ❣r♦ÿ ✐st✱ ♠❛❝❤t ❡s ❦❡✐♥❡♥ ♥❡♥♥❡♥s✲
✇❡rt❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ♦❜ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ n ♦❞❡r n− 1 ❞✐✈✐❞✐❡rt✳ ❉❛❤❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t
♠❛♥ ✇❡❣❡♥

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
n∑

i=1

X2
i − 2X̄

n∑

i=1

Xi + nX̄2 =
n∑

i=1

X2
i − 2nX̄2 + nX̄2
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✼✿ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ✈♦♥ ❢ü♥❢ ●❡♦♠❡t❡r♥ ❆✱ ❇✱ ❈✱ ❉ ✉♥❞ ❊ ❣❡✲
s❡t③t❡♥ ●r❡♥③st❡✐♥❡ ♥❛❝❤ ❆❜♠❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✈♦♥ 3 km ❛❜ ❞❡♠
❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t✳ ▼❡❞✐❛♥ ✉♥❞ ▼✐tt❡❧✇❡rt st✐♠♠❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ü❜❡r❡✐♥

♦❢t ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡

σ ≈

√√√√ 1

n

n∑

i=1

X2
i − X̄2 ✭✶✳✺✮

❛❧s ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ❧ässt s✐❝❤ s❝❤♥❡❧❧❡r ❜❡r❡❝❤✲
♥❡♥✳ ❉❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s σ/X̄ ✇✐r❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✳

❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❜❡tr✐✛t ❞✐❡ ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡♥
❩✐✛❡r♥ ❜❡✐ ❞❡r ❆❜❧❡s✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥t ♦❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ❆♥❣❛❜❡
❡✐♥❡s ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡s✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ♦❜❡♥ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ❣❡st✉t③t ❤❛❜❡♥✱ ❛❧s ✐❝❤ ❢ür
❞✐❡ ③✇❡✐ ▼❡t❡r ❞❡s ❋❡❧❞③✐r❦❡❧s ✐♠♠❡r 2.000m ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛❜❡✳ ❲❛r✉♠ ♥✐❝❤t
❡✐♥❡ ◆✉❧❧ ♠❡❤r ♦❞❡r ❡✐♥❡ ✇❡♥✐❣❡r❄ ❉❡r ●r✉♥❞ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❋❡❧❞③✐r❦❡❧
♥✉r ❛✉❢ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r ❣❡♥❛✉ ❣❡❡✐❝❤t ❜③✇✳ ❣❡❢❡rt✐❣t ✐st✳ ❉✐❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐st✱ ❞❛ss
❞✐❡ ✈♦r❧❡t③t❡ ❩✐✛❡r✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛♥❣✐❜t✱ s✐❝❤❡r s❡✐♥ s♦❧❧t❡✳ ❉✐❡ ❧❡t③t❡ ❩✐✛❡r ❦❛♥♥
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐ts❜❡r❡✐❝❤s s❝❤✇❛♥❦❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣st♦❧❡✲
r❛♥③ ③✳❇✳ ♥✉r ❣❡st❛tt❡t✱ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙❝❤r✐tt❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ±3mm
❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✱ ❞❛♥♥ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ❛♥❣❡❜❡♥✿ (2.000±0.003)m ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❚♦❧❡r❛♥③
✈♦♥ 0.003m/2.000m = 1.5h✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✇❡✐t❡r ❦❡✐♥❡ ✈❡r❧äss❧✐❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐✲
♦♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❤❛t✱ ✇❡✐❧ ❦❡✐♥❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✈♦r❣❡♥♦♠✲
♠❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ♠✐t 1.5h
❛❜s❝❤ät③❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡s❛♠tstr❡❝❦❡ ❛❧s♦ ♠✐t 3.000 km ♦❞❡r ❜❡ss❡r ♠✐t ❞❡r
❇❡❤❡❧❢ss❝❤ät③✉♥❣ (3.000± 0.0045) km ❛♥❣❡❜❡♥✳

❯♠ ❡✐♥ ●❡❢ü❤❧ ❞❛❢ür ③✉ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❙t❛♥✲
❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉s✇✐r❦t✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❢ü♥❢ ●❡♦♠❡t❡r ❆✱ ❇✱ ❈✱ ❉ ✉♥❞
❊✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ✈♦♥ 3 km ❛❜st❡❝❦❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐st❛♥③ XA✱ ❣❡♠❡ss❡♥ ✈♦♥



❑❆P■❚❊▲ ✶✳ ❉■❊ ▼❊❚❍❖❉❊ ❉❊❘ P❍❨❙■❑ ✷✺

●❡♦♠❡t❡r ❆✱ s❡✐ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡✳

✶✳ ❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❱♦♥XA ♠ö❣❡♥ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❉✐st❛♥③❡♥XB, XC, XD

✉♥❞ XE ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ❤✐♥ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✿✶ ∆XB = 0, ∆XC =
20 cm,∆XD = ∆XE = 40 cm✳ ❉❛s ❙②♠❜♦❧ ∆ st❡❤t ❤✐❡r ❢ür ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣
✈♦♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✉♥❞ ∆XB s♦❧❧ ❤✐❡r ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ XB ✉♥❞ XA

❜❡❞❡✉t❡♥✱ ❛❧s♦ ∆XB = XB −XA✱ ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ●❡♦♠❡t❡r✳ ❉✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥XA ✐st (2×0+20+
2 × 40)/5 cm = 20 cm ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st ❞❡r ●r❡♥③st❡✐♥ ❢ür ❞✐❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡
❊♥t❢❡r♥✉♥❣ 3 km ❛✉❢ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ X̄ = XA + 20 cm ③✉ s❡t③❡♥✳ ❉✐❡
❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt ✐st ♥✉❧❧✱ ❛❜❡r ❢ür
❞✐❡ ◗✉❛❞r❛t❡ ❡rr❡❝❤♥❡t ♠❛♥

∑
(Xi − X̄)2 = 1600 cm2 ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡

❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ σ = 20 cm✱ ✇❛s ❛✉❝❤ ♦❤♥❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉s ❞❡r
♦❜❡r❡♥ ❙❦✐③③❡ ✈♦♥ ❆❜❜✳ ✶✳✼ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✐st✳

✷✳ ❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❱♦♥ XA ✇❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❉✐st❛♥③❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ♥❛❝❤
♦❜❡♥ ❤✐♥ ❛❜✿ ∆XB = 10 cm, ∆XC = 20 cm, ∆XD = 30 cm, ∆XE =
40 cm✳ ❉❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt X̄✱ ❞❡♠ ✇✐r ❞✐❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ 3 km ③✉✲
♦r❞♥❡♥✱ ❧✐❡❣t ❞❛♥♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢ ❞❡r ▼❛r❦✐❡r✉♥❣ X̄ = XA +20 cm✳ ❉✐❡
❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt ✐st ❣❧❡✐❝❤❢❛❧❧s ♥✉❧❧✳
▼❛♥ ❡rr❡❝❤♥❡t ❛❜❡r

∑
(Xi−X̄)2 = 1000 cm2 ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❙t❛♥❞❛r❞✲

❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ σ ≈ 16 cm✳

■♠ ❡rst❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ♠✐t 3.0000 km ± 20 cm ✉♥❞ ✐♠
③✇❡✐t❡♥ ♠✐t 3.0000 km ± 16cm ❛♥❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥❣❛❜❡ ±20 cm ❜③✇✳ ±16 cm
st❡❧❧t ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❛r✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❩✉✈❡r❧äss✐❣❦❡✐t ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❤✐❡r
q✉❛♥t✐✜③✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ✉♥❞ s✐❡ ✐st ❢ür ❞❛s ③✇❡✐t❡ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❦❧❡✐♥❡r✱ ✇❛s ♠❛♥ ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❇❧✐❝❦ ❛✉❢ ❆❜❜✳ ✶✳✼ ❧❡✐❝❤t ✈❡rst❡❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❇❡✐ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ✐st ❞✐❡
③✇❡✐t❡ ❩✐✛❡r ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞✐❡ st❛t✐st✐s❝❤ ✉♥s✐❝❤❡r❡✱ ✉♥❞ ♠❛♥ ❣✐❜t ❞✐❡
❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❜✐s ❛✉❢ ❡❜❡♥ ❞✐❡s❡ ❩✐✛❡r ❣❡r✉♥❞❡t ❛♥✳ ▼❡❤r ❩✐✛❡r♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t
♥öt✐❣✱ ❛❜❡r ✇❡♥✐❣❡r ❞ür❢❡♥ ❡s ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t s❡✐♥✳ ❏❡❞❡♥❢❛❧❧s s✐♥❞ ❞❛s ❞✐❡ ❑♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❡♥✱ ❛♥ ❞✐❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛❧s P❤②s✐❦❡r ❤❛❧t❡♥ s♦❧❧t❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡
❢❛❝❤♠ä♥♥✐s❝❤ ❛♥❣❡❜❡♥ ✇✐❧❧✳ ▼❛♥ s♦❧❧t❡ ❛❜❡r ✇❡❞❡r ❞❛s ▼❡ssr❡s✉❧t❛t ❢ür ❞✐❡
t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ♥❡❤♠❡♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡
t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❋❡rt✐❣✉♥❣st♦❧❡r❛♥③ ❞❡s ❋❡❧❞③✐r❦❡❧s
❦❛♥♥ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✇❡✐t ❣röÿ❡r ❛✉s❢❛❧❧❡♥
✕ ✉♥❞ ❞❛s ❣✐❧t ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r
❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t s♦❧❧t❡ ♠❛♥ ❛❧s♦ ✐✳❆❧❧❣✳ ❡r❧ä✉t❡r♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ③✉ ✐❤r❡r ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣
❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st✳ ▼❛♥ ❞❛r❢ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ st✉♠♣❢❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r
❋♦r♠❡❧ ③✉rü❝❦③✐❡❤❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡ ❡✐♥❡s ▼❡ssr❡s✉❧t❛ts ✐st ❞❛s ❦r✐t✐s❝❤❡s
❯rt❡✐❧s✈❡r♠ö❣❡♥ ❣❡❢r❛❣t✳

✶❙❡❧❜st ✇❡♥♥ ❙✐❡ ❞✐❡s❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❩❡❤♥t❡❧ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r ❣❡♥❛✉ ♠❡ss❡♥ ❦ö♥♥✲
t❡♥✱ ✇ür❞❡ ❡s ❢ür ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❦❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥ ♠❛❝❤❡♥✱ ❞❛s s♦ ❣❡♥❛✉ ❛♥③✉❣❡❜❡♥✳ ❊✐♥❡ ❆♥❣❛❜❡
❛✉❢ ❩❡♥t✐♠❡t❡r✱ ❞❛s ③❡✐❣t ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆♥❛❧②s❡✱ r❡✐❝❤t ✈ö❧❧✐❣ ❛✉s✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✽✿ ●❡❦rü♠♠t❡r ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠✳
❉❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ▲❛s❡r ✭❧✐♥❦s✮ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧ ❞✉r❝❤q✉❡rt ❡✐♥❡♥ ❚❛♥❦ ♠✐t
❡✐♥❡r ❩✉❝❦❡r❧ös✉♥❣✱ ❞❡r❡♥ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ♦❜❡♥ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❤✐♥ ③✉♥✐♠♠t✳

❉❛ ❤✐❡r r❡❝❤t ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❛✉❢ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡ ▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥
✇✉r❞❡✱ ♠❛❣ ❞❡r ❊✐♥❞r✉❝❦ ❡♥tst❡❤❡♥✱ ♠❛♥ ♠üsst❡ st❡ts ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ▼❡ssr❡✐❤❡
❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥ ▼❡ssr❡s✉❧t❛t ❣ü❧t✐❣ ❛♥❣❡❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛s ✐st ♥✐❝❤t
♥✉r ③❡✐tr❛✉❜❡♥❞✱ s♦♥❞❡r♥ ♦❢t ❛✉❝❤ ✉♥♥öt✐❣✳ ❊✐♥❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❢❛❧❧✇❡✐s❡ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡rs ❣❡✇✐♥♥❡♥✿ ❊✐♥ ❙❝❤✉❧❧✐♥❡❛❧ ❤❛t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡
▼✐❧❧✐♠❡t❡rt❡✐❧✉♥❣✱ ✉♥❞ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❜❡st❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢ ❡✐♥✐❣❡ ❩❡❤♥t❡❧ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r
❛❜s❝❤ät③❡♥✳ ❊s ✐st ✈❡r♥ü♥❢t✐❣ ❛♥③✉♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❊✐❝❤❢❡❤❧❡r ❞❡s ▲✐♥❡❛❧s ✉♥❞
❛♥❞❡r❡ ❊✐♥✢üss❡ ♥✐❝❤t ✈✐❡❧ ❣röÿ❡r ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❡s ❛✉❝❤ ♦❤♥❡ ❉✉r❝❤❢ü❤✲
r✉♥❣ ❡✐♥❡r ▼❡ss❡r❡✐❤❡ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❙❝❤ät③✉♥❣✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t
③✳❇✳ ♠✐t ±0.5mm s♣❡③✐✜③✐❡rt✳

❩✉ ❡✐♥❡r ❧❛♥❣❡♥ ▼❡ssr❡✐❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ s♦r❣❢ä❧t✐❣❡♥ st❛t✐st✐✲
s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❞❛♥♥ ❣r❡✐❢❡♥ ♠üss❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ s♦♥st
❦❡✐♥❡ ❍❛♥❞❤❛❜❡ ❤❛t✱ ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❛❜③✉s❝❤ät③❡♥✱ ✇❡♥♥
♠❛♥ ❢❡✐♥❡r❡♥ ❊✐♥✢üss❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙♣✉r ❦♦♠♠❡♥ ✇✐❧❧ ♦❞❡r ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❜❡s♦♥✲
❞❡rs ❤♦❤❡ ❱❡r❧äss❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❆♥❣❛❜❡ ③✉r ❙❝❤ät③❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❛♥str❡❜t✳ ▲❛♥❣✲
✇✐❡r✐❣❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✉♥✉♠❣ä♥❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥
♠❛♥ ❞✐❡ ●üt❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ▼❡ss❣❡rät❡ ❜③✇✳ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐✲
s✐❡r❡♥ ✇✐❧❧✱ ✉♠ ❞❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❡✐♥ ▼❡ss✈♦r❤❛❜❡♥ ❛✉s③✉✇ä❤❧❡♥✳
❱♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❥❡❞❡♠ ❞❡r ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ❱❡r❢❛❤✲
r❡♥ ❢❡❤❧❡r❢r❡✐ ✉♥❞ ❢❛❝❤♠ä♥♥✐s❝❤ ❞✉r❝❤❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❞❛s❥❡♥✐❣❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥
❛❧s ❞❛s ❜❡st❡ ③✉ ❜❡✇❡rt❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡ ❦❧❡✐♥st❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛✉❢✇❡✐st✳

✶✳✼ Prä③✐s✐❡r✉♥❣

❆❧❧❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣❡♥ ❣✐♥❣❡♥ ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ✈♦♥ ❞❡r ❍②♣♦✲
t❤❡s❡ ❞❡r ●❡r❛❞❧✐♥✐❣❦❡✐t ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❛✉s✳ ❉✐❡s❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❤❛t s✐❝❤
✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❞❡r ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❙✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ❤❡r✈♦rr❛❣❡♥❞ ❜❡✇ä❤rt✳
❚r♦t③❞❡♠ ❦❛♥♥ ❡s ❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❦♦♥❢r♦♥t✐❡rt
✇✐r❞✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡r ❜❡✇ä❤rt❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐✲
s❡ ❩✉❝❦❡r ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❚r♦❣ s❝❤ütt❡t ✉♥❞ ✐❤♥ ♠✐t ❲❛ss❡r ❛✉✛ü❧❧t✱ s♦ ✈❡r❧ä✉❢t
❞❡r ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ❞❛r✐♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣✱ s♦♥❞❡r♥ ❣❡❦rü♠♠t
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✭❆❜❜✳ ✶✳✽❛✮✳ ❲✐❡ ❣❡❤❡♥ P❤②s✐❦❡r ♠✐t ❞❡♠ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ✉♠❄ ❉❛s ❜✐s ❤✐❡r❤✐♥
❇❡✇ä❤rt❡ ✇✐❧❧ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤ ü❜❡r ❇♦r❞ ✇❡r❢❡♥✱ ❞❡♥♥ ❡s ✇❛r ❥❛ ❡✐♥❡ ä✉✲
ÿ❡rst ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡ ◆❛t✉r❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✳ ▼❛♥ ❢r❛❣t ❞❛❤❡r ♥❛❝❤ ❞❡r ❯rs❛❝❤❡ ❞❡s
✉♥❡r✇❛rt❡t❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥s ❜③✇✳ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r
✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣✳ ❉❡r ❯rs❛❝❤❡ ❢ür ❞✐❡ ❑rü♠♠✉♥❣ ❞❡s ▲✐❝❤tstr❛❤❧s
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❙♣✉r ❦♦♠♠❡♥✿ ❉✐❡ ❩✉❝❦❡r❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✐st ♥✐❝❤t
ü❜❡r❛❧❧ ❣❧❡✐❝❤✦ ❙✐❡ ♥✐♠♠t ✈♦♥ ♦❜❡♥ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❤✐♥ ③✉✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ✐st
✐♥❤♦♠♦❣❡♥✳ ❉✉r❝❤ ✇❡✐t❡r❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤
❞❛s ▲✐❝❤t ❞❡♠ ✐❞❡❛❧ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ✉♠ s♦ ♠❡❤r ❛♥♥ä❤❡rt✱ ❥❡ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡r ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ✐st✱ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❡s ✈❡r❧ä✉❢t✳ ❆✉s ❞✐❡s❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❤❡r❛✉s ✇❛❣t
♠❛♥ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✱ ❡✐♥❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ü❜❡r ❡✐♥ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡s ✭❜ös❡ ❩✉♥✲
❣❡♥ s❛❣❡♥ ❛✉❝❤ ✒❡rträ✉♠t❡s✏✮ ▼❡❞✐✉♠✱ ❞❛s ♥✉r ✐♥ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡
✭❛❜s♦❧✉t✮ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ▼❡❞✐✉♠✿

▲✐❝❤t✇❡❣❡ s✐♥❞ ●❡r❛❞❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✳

❉✐❡s❡ ♥❛❝❤❣❡❜❡ss❡rt❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❡rs❡t③t ♥✉♥ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡✲
s❡ ✒▲✐❝❤t✇❡❣❡ s✐♥❞ ●❡r❛❞❡♥✏ ❛✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✶✳ ❉✐❡s❡ ❆rt ❞❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥är❡♥
Prä③✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✐st✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ♥♦❝❤ ❛♥ ✈✐❡❧❡♥ ❇❡✐✲
s♣✐❡❧❡♥ ③❡✐❣❡♥ ✇✐r❞✱ ❡✐♥ ●r✉♥❞♠✉st❡r ❜❡✐♠ ❋♦rts❝❤r❡✐t❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❊r✲
❦❡♥♥t♥✐s✳ ■♥t❡r❡ss❛♥t ✐st ❞✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❛✉❝❤ ❞❡s❤❛❧❜✱ ✇❡✐❧
s✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ ❜❡③✐❡❤t✱ ❞❛s ❡s ✐♥ ❞✐❡s❡r P❡r❢❡❦t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❣✐❜t✳ ❑❡✐♥❡s
❞❡r ▼❡❞✐❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ✐♠ ❆❧❧t❛❣ ③✉ t✉♥ ❤❛t ✭③✳❇✳ ●❧äs❡r ♦❞❡r ❞✐❡ ▲✉❢t
❞❡r ❆t♠♦s♣❤är❡✮✱ ✐st ❜❡✐ str❡♥❣❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✭❛❜s♦❧✉t✮ ❤♦♠♦❣❡♥✳ ❉✐❡ ❍②✲
♣♦t❤❡s❡ ✐st ❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r ❡✐♥ ✈♦♥ P❤②s✐❦❡r♥ ❡rträ✉♠t❡s ❜③✇✳ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡s
▼♦❞❡❧❧♠❡❞✐✉♠✱ ❞❛s ❢ür ✇❡✐t❡r❡ ❙❝❤❧üss❡ ③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t ✇✐r❞✳



❑❛♣✐t❡❧ ✷

●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣t✐❦

❉✐❡ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣t✐❦ ✐st ❡✐♥❡ st❛t✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡
❩❡✐t ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t ✈♦r❦♦♠♠❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ s✐❡ r❡✐♥❡ ●❡♦✲
♠❡tr✐❡✳ ❖❜ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ③✉♠ ❆✉❣❡
❦♦♥str✉✐❡rt ♦❞❡r ✈♦♠ ❆✉❣❡ ③✉r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ✐st ❢ür Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥
❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦ ❞❛❤❡r ❡❣❛❧✳

✷✳✶ ❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ❇r❡❝❤✉♥❣

❊✐♥ ❜❡s♦♥❞❡rs ♠❛r❦❛♥t❡r ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✐♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥
▼❡❞✐❡♥ ❧✐❡❣t ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ▼❡❞✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇
❡✐♥❡ ❡❜❡♥❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❜❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❇❡r❡✐✲
❝❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼❡❞✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇✱ ✐st ❞✐❡ ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣✳
❉✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ st❡❧❧t ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡ ♠❛ss✐✈❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❛r✳ ❍✐❡r ä♥❞❡rt
s✐❝❤ ❞❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡s ▲✐❝❤ts ❞r❛♠❛t✐s❝❤ ✭❆❜❜✳ ✷✳✶✮✳ ■♥ ❞❡♠ ▼❡❞✐✉♠✱ ✈♦♥ ❞❡♠
❤❡r ❞❡r ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ❡✐♥❢ä❧❧t✱ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ r❡✢❡❦t✐❡rt❡ ❙tr❛❤❧❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❛s
③✇❡✐t❡ ▼❡❞✐✉♠ tr❛♥s♣❛r❡♥t ✐st✱ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞♦rt ❛✉❝❤ tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡
❙tr❛❤❧❡♥✳ ❉❛s ●❡❜✐❡t ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣t✐❦ ❜❡s❝❤ä❢✲
t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ r❡✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆s♣❡❦t❡♥ ❞✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥s✳

❋ür ❞✐❡ Pr♦t♦❦♦❧❧✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♠✉ss ♠❛♥ ü❜❧✐✲
❝❤❡r✇❡✐s❡ ③✉❡rst ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❢ü❤r❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❣❡✇✐ss❡ ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡
s♦ ♣rä③✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r ❥❡❞❡r③❡✐t ✭❛✉❝❤ ♥❛❝❤ ❏❛❤r✲
t❛✉s❡♥❞❡♥✮ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✇✐❡❞❡r❤♦❧❡♥ ✉♥❞
❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ü❜❡r♣rü❢❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❇❡✲
❣r✐✛❡ ✐st ✖ ♥❡❜❡♥ ❡✐♥❡r ❣❡♥❛✉❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t✐❡r❜❡❞✐♥❣✉♥✲
❣❡♥ ✖ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ Prü❢✉♥❣ ❞❡r ❘❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❦❡✐t
❡✐♥❡r ▼❡ss✉♥❣✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❛♥ ❡❜❡♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❛✉❢tr❡✲
t❡♥❞❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❜❡✐♠ ▲✐❝❤tstr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ s✐♥❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡
❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡✱ ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ❉r❡❤s✐♥♥ ✇✐❝❤t✐❣✿

❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ✉♥❞ ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✳ ❋ür ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣
✉♥❞ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❦❛♥♥ ❡s ♥✉r ❞❛r❛✉❢ ❛♥❦♦♠♠❡♥✱ ✇✐❡ ❞❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧

✷✽
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✿ ▲✐❝❤t❜r❡❝❤✉♥❣✳
❉❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ❤❛t ❡✐♥
str✐❝❤❢ör♠✐❣❡s Pr♦✜❧✳ ❉✐❡ ♦❜❡r❡ ❍ä❧❢✲
t❡ ✈❡r❧ä✉❢t ✐♥ ▲✉❢t ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣✱ ❞✐❡ ✉♥✲
t❡r❡ ❍ä❧❢t❡ ❡r❢ä❤rt ❜❡✐♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✐♥
❲❛ss❡r ❡✐♥❡ ❇r❡❝❤✉♥❣✳ ❆♥ ❞❡r ♦❜❡✲
r❡♥ ▲✐❝❤t♠❛r❦❡ ❦❛♥♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ α
❞❡s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s ✭❤✐❡r α ≈
30 ◦✮ ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r ✉♥t❡r❡♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧
β ❢ür ❞❡♥ ❣❡❜r♦❝❤❡♥❡♥ ❙tr❛❤❧ ✭❤✐❡r
β ≈ 22.5➦✮ ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥

✉♥❞ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ♦r✐❡♥t✐❡rt s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣
❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡ ✐♠ ❘❛✉♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ♠❡✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡✱
❞✳❤✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❋❧ä❝❤❡ st❡❤❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡✳ ❊rr✐❝❤t❡t ♠❛♥
❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ③✉r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❞♦rt✱ ✇♦ ❞✐❡ ●❡r❛❞❡ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧✲
❧❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s ❛✉❢ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ● ❛✉❢tr✐✛t ✭❆❜❜✳ ✷✳✷❛✮✱ s♦ s♣❛♥♥❡♥
❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ●❡r❛❞❡♥ ❞✐❡ ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡ ❛✉❢✳ ❆❧❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥
❧✐❡❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✳ ❆❜❜✳ ✷✳✷❜ ③❡✐❣t ✐❤r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ✐♥ ❉r❛✉❢✲
s✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✳ ❇❡③✉❣s❧✐♥✐❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❲✐♥❦❡❧❛♥❣❛❜❡♥ ✐st ❞✐❡
❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ◆✳

❉r❡❤s✐♥♥✳ ❆❧s ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢ür ❞❡♥ ❉r❡❤s✐♥♥ ❜③✇✳ ❢ür ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❡✐✲
♥❡s ❲✐♥❦❡❧s ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❞✐❡ r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡ ❱♦r③❡✐✲
❝❤❡♥❦♦♥✈❡♥t✐♦♥✿ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❍❛♥❞ s♦ ❛✉❢ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✷❜
❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❉r❛✉❢s✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✱ ❞❛ss ❞❡r ❉❛✉♠❡♥ ♥❛❝❤
♦❜❡♥ ③❡✐❣t✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❋✐♥❣❡r ✐♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❉r❡❤s✐♥♥
❣❡❦rü♠♠t✱ ❞✳❤✳ ❲✐♥❦❡❧ s✐♥❞ ♣♦s✐t✐✈✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❜❡✐ ❉r❛✉❢s✐❝❤t ❣❡❣❡♥ ❞❡♥
❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✷✳✷❜ s✐♥❞ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ α ✉♥❞ β ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ αr ✉♥❞ δ ♥❡❣❛t✐✈✳

❘❡✢❡①✐♦♥s❣❡s❡t③

❊✐♥❢❛❧❧ss❡✐t✐❣ ❦ö♥♥❡♥ r❡✢❡❦t✐❡rt❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❱❡r❧ä✉❢t ❞❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡
❙tr❛❤❧ ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❆✱ ❞❛♥♥ ✈❡r❧ä✉❢t ❞♦rt ❛✉❝❤ ❞❡r r❡✢❡❦t✐❡rt❡ ❙tr❛❤❧ ✭❆❜❜✳
✷✳✷❜✮✳ ❉✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ✉♥❞ r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ✇✐r❞
❞✉r❝❤ ❞❛s ✈♦r ❏❛❤rt❛✉s❡♥❞❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❛✉❢❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s❣❡s❡t③

αr = −α . ✭✷✳✶✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✿ ✭❛✮ ❊✐♥ ❛✉s ❞❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❇ ❜❡st❡❤❡♥❞❡r ❲ür❢❡❧ ✐st ✐♥ ❡✐♥❡ ❛✉s
❞❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❆ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t✳ ❆♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ●
✭❞✉♥❦❡❧ ❤❡r✈♦r❣❡❤♦❜❡♥✮ tr❡t❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛✉❢✳ ❉✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r✲
♠❛❧❡ ◆ ✭str✐❝❤♣✉♥❦t✐❡rt❡ ▲✐♥✐❡✮ ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡
❊✳ ✭❜✮ ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ ✐♥ ❞❡r ❉r❛✉❢s✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✳ ❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧ α ✉♥❞
αr ✭❜❡✐❞❡ ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❆✮ s♦✇✐❡ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ β ✭✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❇✮ ✇❡r❞❡♥ r❡❧❛t✐✈
③✉r ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ❛❧s ❇❡③✉❣s❧✐♥✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❇❡③✉❣s❧✐♥✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❆❜❧❡♥❦✲
✇✐♥❦❡❧ δ ✐st ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❱❡r❧ä♥❣❡r✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s ✭❣❡str✐❝❤❡❧t✮✳
❉✐❡ P❢❡✐❧r✐❝❤t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❣✐❜t ✐❤r❡♥ ❉r❡❤s✐♥♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ✐❤r❡r ❥❡✇❡✐❧✐✲
❣❡♥ ❇❡③✉❣s❧✐♥✐❡ ❛♥✳ ❉❡r ❉r❡❤s✐♥♥ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❍❛♥❞ ✐st ❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡

❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③

❉❛s P❤ä♥♦♠❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ α ❞❡s ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❆ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥
❙tr❛❤❧s ✉♥❞ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ β ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❇ ✐✳❆❧❧❣✳ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ✭❆❜❜✳ ✷✳✷❜✮✱
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❇r❡❝❤✉♥❣ ✳ ❉❛s ▼❡❞✐✉♠ ♠✐t ❞❡♠ ❣röÿ❡r❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
❲✐♥❦❡❧ ✐st ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡r❡ ▼❡❞✐✉♠✳ ❋ür ❞❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✷❜ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥
❋❛❧❧ ✐st ❛❧s♦ ❆ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡r❡ ▼❡❞✐✉♠ ✉♥❞ ❇ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡✳

❉✐❡ ä❧t❡st❡ ✉♥s ❜❡❦❛♥♥t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧♥ α ✉♥❞ β ③✇❡✐❡r ▼❡❞✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ✇✉r❞❡ ✐♠ ✷✳ ❏❤✳ ♥✳ ✉✳
❩✳ ✈♦♥ ❈❧❛✉❞✐✉s Pt♦❧❡♠ä✉s ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡ ✐♥ ❚❛❜✳ ✷✳✶ t❛❜❡❧❧✐❡rt❡♥ ▼❡ss✲
r❡s✉❧t❛t❡ ✈♦♥ Pt♦❧❡♠ä✉s s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✸ ❢ür ❞✐❡ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✲
✢ä❝❤❡ ▲✉❢t✕●❧❛s ❣r❛♣❤✐s❝❤ ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❞❛r❛✉s ❡r❦❡♥♥t✱ ✇❡r❞❡♥
α ✉♥❞ β ✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❦❧❡✐♥❡r ❲✐♥❦❡❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡
❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③

α ≈ nAB β ✭✷✳✷✮

❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❊s ❣❡♥ü❣t❡✱ ✉♠ s❝❤♦♥ s❡❤r ❢rü❤ ✭✈♦r ❝❛✳ ✶✵✵✵ ❏❛❤r❡♥✮ ❡✐♥ ❡rst❡s
❱❡rstä♥❞♥✐s ❢ür ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❜r❡❝❤❡♥❞❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❞❛r❛✉❢ ❛✉❢✲
❜❛✉❡♥❞❡ ■♥str✉♠❡♥t❡ ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✳ ❉❡r ❍✐st♦r✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞✱ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ✇✐r
✉♥s ③✉♥ä❝❤st ♠✐t ❡✐♥❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡♠ ❧✐♥❡❛r❡♥
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❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✶✿ ❱♦r ✉♥❣❡❢ä❤r ✷✵✵✵ ❏❛❤r❡♥ ❞✉r❝❤ Pt♦❧❡♠ä✉s ❡r♠✐tt❡❧t❡ ▼❡ss✇❡rt❡
❢ür ❞✐❡ ▲✐❝❤t❜r❡❝❤✉♥❣ ❬❆✳ ▼❛r❦ ❙♠✐t❤✭✶✾✾✻✮❪✳

α
β

▲✉❢t✕❲❛ss❡r ▲✉❢t✕●❧❛s ❲❛ss❡r✕●❧❛s

✶✵➦ ✽✳✵➦ ✼✳✵➦ ✾✳✺➦
✷✵➦ ✶✺✳✺➦ ✶✸✳✺➦ ✶✽✳✺➦
✸✵➦ ✷✷✳✺➦ ✶✾✳✺➦ ✷✼✳✵➦
✹✵➦ ✷✽✳✵➦ ✷✺✳✵➦ ✸✺✳✵➦
✺✵➦ ✸✺✳✵➦ ✸✵✳✵➦ ✹✷✳✺➦
✻✵➦ ✹✵✳✺➦ ✸✹✳✺➦ ✹✾✳✺➦
✼✵➦ ✹✺✳✺➦ ✸✽✳✺➦ ✺✻✳✵➦
✽✵➦ ✺✵✳✵➦ ✹✷✳✵➦ ✻✷✳✵➦

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸✿ ■♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ✐st ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ α ✐♥ ▲✉❢t ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ β
✐♥ ●❧❛s ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥✳ ❉✐❡ ❉❛t❡♥ ❡♥tst❛♠♠❡♥ ❚❛❜✳ ✷✳✶✳ ❉✐❡ ●röÿ❡ ❞❡r ❑r❡✉③❡
❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r 0.5◦

❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ③✉❢r✐❡❞❡♥ ❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✷✳✷ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐✲
täts❦♦♥st❛♥t❡ nAB ❤❡✐ÿt ❇r❡❝❤③❛❤❧ ❜③✇✳ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✳ ❙✐❡ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡♥
❜❡✐❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❛❜✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ③✉s❛♠♠❡♥tr❡✛❡♥✳ ■st
❆ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡r❡ ✉♥❞ ❇ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡ ▼❡❞✐✉♠✱ ❞❛♥♥ ✐st nAB > 1✳
❲❡rt❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✈♦♥ Pt♦❧❡♠ä✉s ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❛✉s✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❞✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧ nLG ≈ 1.5 ❢ür ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ▲✉❢t✲●❧❛s ♠✐t ❆❂▲✭✉❢t✮ ✉♥❞
❇❂●✭❧❛s✮✳ ●❧❛s ✐st s♦♠✐t ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r ❛❧s ▲✉❢t✳

❊♠♣✐r✐s❝❤ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❞r❡✐❡r ▼❡❞✐❡♥ ❆✱ ❇
✉♥❞ ❈ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣

nAC = nAB nBC ✭✷✳✸✮

st❡❤❡♥✳ ❉❛s ❜❡stät✐❣❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✸❛ t❛❜❡❧❧✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❞r❡✐
●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ▲✉❢t✴●❧❛s✱ ▲✉❢t✴❲❛ss❡r ✉♥❞ ❲❛ss❡r✴●❧❛s✱ ❞✐❡ Pt♦❧❡♠ä✉s ❡r✲
♠✐tt❡❧t ❤❛t✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡♥✇❡r❦ ♠✐t ❞❡♥ ❇r❡❝❤✇❡rt❡♥
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❛❧❧❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢st❡❧❧❡♥✳ ❊s ❣❡♥ü❣t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥
s♣❡③✐❡❧❧❡s ❘❡❢❡r❡♥③♠❡❞✐✉♠ ❱ ❛✉s✇ä❤❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♠
❘❡❢❡r❡♥③♠❡❞✐✉♠ t❛❜❡❧❧✐❡rt✳ ❉✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ ③✇❡✐❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ▼❡❞✐❡♥ ❢♦❧❣❡♥
❞❛♥♥ ❛✉s ❞✐❡s❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✉♥❞ ❛✉s ●❧✳ ✷✳✸✳ ❆❧s ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡s ❘❡❢❡r❡♥③♠❡❞✐✉♠
❱ ❤❛t ♠❛♥ ❞❛s ❱❛❦✉✉♠ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ s✐♥❞ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡
r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❱❛❦✉✉♠ t❛❜❡❧❧✐❡rt ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ❛❧s nA✱ nB✱ . . .
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇♦❜❡✐ ♠❛♥ ❞❡♥ ■♥❞❡① ❱ ❞❡s ❛❧❧❡♥ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❘❡❢❡r❡♥③♠❡❞✐✲
✉♠s ✉♥t❡r❞rü❝❦t✳ ❉✐❡s❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r
▼❡❞✐❡♥ ❆✱ ❇✱ ✳✳✳ ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❱❛❦✉✉♠ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦
✐st ❛❧s ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ♠✐t ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ❇r❡❝❤③❛❤❧ ❛❧❧❡r ▼❡❞✐❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt ✉♥❞
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧s ❡①tr❛♣♦❧✐❡rt❡r ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡♥ ▼❡❞✐❡♥✳ ❙❡✐♥❡
❇r❡❝❤③❛❤❧ ✇✐r❞ ♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥❡♠ ❣❧❡✐❝❤ ✶ ❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧ nL ✈♦♥ ▲✉❢t
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ♥✉r ❣❛♥③ ✇❡♥✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❞❡s ❱❛❦✉✉♠s✱ s♦ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❡
♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ♠❡✐st ❛✉❝❤ ❣❧❡✐❝❤ ✶ s❡t③❡♥ ❦❛♥♥✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭❇r❡❝❤③❛❤❧✮✿ ■♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ tr❡t❡♥ ♥✉r ③✇❡✐
▼❡❞✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❛✉❢✳ ❉✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧ nAB = nB/nA ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s ❇
r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ▼❡❞✐✉♠ ❆ s♦❧❧ ③✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ◆♦t❛t✐♦♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♠✐t
n ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ✭❞✳❤✳ n = nAB✮✳ ❆♥st❡❧❧❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✷✳✷ s❝❤r❡✐❜❡♥
✇✐r ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❢❛❝❤

α = nβ .

❲❛r✉♠ ❢ä❧❧t ❡s ❛❧❧❡♥ P❤②s✐❦❡r♥ ❧❡✐❝❤t✱ ❞❡♥ ❩❡✉❣♥✐ss❡♥ ❞❡s Pt♦❧❡♠ä✉s ü❜❡r
❞✐❡ ✈♦♥ ✐❤♠ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❞❡r ▲✐❝❤t❜r❡❝❤✉♥❣ ●❧❛✉❜❡♥ ③✉ s❝❤❡♥✲
❦❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥✐❣❡ P❤②s✐❦❡r s✐❝❤ s❝❤✇❡r ❞❛♠✐t t✉♥✱ ❞❡♥ ❩❡✉❣♥✐ss❡♥ ❞❡r ✈✐❡r
❊✈❛♥❣❡❧✐st❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❞❡r ❍❡✐❧✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲✉♥❞❡r ❏❡s✉ ③✉
❣❧❛✉❜❡♥✳ ❊s s✐♥❞ ❥❛ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❜❡✐❞❡s ❇❡r✐❝❤t❡ ❜③✇✳ ❩❡✉❣♥✐ss❡ ❛✉s ❡t✇❛ ❞❡r
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t ❞❡s ❆❧t❡rt✉♠s✳ ❉❡r ❢ür ❞✐❡ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡
P✉♥❦t ✐st ❞✐❡ ❘❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❦❡✐t ✳ ❘❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ✉♥t❡r ❣❧❡✐✲
❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t ❛✉s❣❡❢ü❤rt❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥
❡✐♥❡r ❛❧s t♦❧❡r✐❡r❜❛r ❡r❛❝❤t❡t❡♥ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❣❧❡✐❝❤ ❛✉s❢❛❧❧❡♥❞❡ ❊r❣❡❜✲
♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡r♥✳ ●r✉♥❞✈♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ✐st✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ♦❜❡♥ ❜❡t♦♥t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡
❱❡rs✉❝❤s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❣❡♥❛✉❡st❡♥s ♣r♦t♦❦♦❧❧✐❡rt✳ Pt♦❧❡♠ä✉s ❤❛t ♥❡❜❡♥ ❞❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ③✉♠ P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❜r❡❝❤✉♥❣ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❯♠stä♥❞❡ s❡✐♥❡r
▼❡ss✉♥❣ s♦ ❣❡♥❛✉ ❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❥❡❞❡r③❡✐t ♥❛❝❤✈♦❧❧③♦❣❡♥ ✉♥❞ ü❜❡r✲
♣rü❢t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❤❡✉t③✉t❛❣❡ ü❜❡r♣rü❢t ✭✇✐❡
③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ♠✐t ❞❡r ✐♥ ✶✳✽❜ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ✐♥ ♠❡✐♥❡r ❱♦r❧❡s✉♥❣ ✐♠
❏❛❤r ✷✵✶✼ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✮✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ✐♥✲
③✇✐s❝❤❡♥ ❢❛st ③✇❡✐ ❏❛❤rt❛✉s❡♥❞❡ ✈❡r❣❛♥❣❡♥ s✐♥❞✳ ●❧✳ ✷✳✷ ✐st ✈❡r❧äss❧✐❝❤ ✭❢ür
❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧✦✮✱ ❥❛ s♦❣❛r ❞❡r ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❞❡r ❇r❡❝❤③❛❤❧ ❦❛♥♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r
▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈❡r❧äss❧✐❝❤ r❡♣r♦❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❱❡rtr❛✉❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❇❡✲
r✐❝❤t❡ ✈♦♥ Pt♦❧❡♠ä✉s ü❜❡r s❡✐♥❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡ ✉♥❞ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥
✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❚❛✉s❡♥❞❡ ✈♦♥ ❞✐❡s❜❡③ü❣❧✐❝❤❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥✲
❣❡♥ s♣ät❡r❡r P❤②s✐❦❡r ❜❡stär❦t✳ Ü❜❡r ❡✐♥❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ✈♦♥ ✷✵✵✵ ❏❛❤r❡♥ ❤✐♥✇❡❣
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹✿ ✭❛✮ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡r ♣❧❛♥♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ P❧❛tt❡ ✭❜✮ ❙tr❛❤❧❛❜❧❡♥✲
❦✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ Pr✐s♠❛✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✐st ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ▼❡❞✐✉♠
❇ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡ ▼❡❞✐✉♠ ✐st✱ ❞✳❤✳ n > 1

❤❛❜❡♥ s✐❡ ♥♦❝❤ ♥✐❡ ❡✐♥❡♥ ❩✇❡✐❢❡❧ ❛♥ ❞❡r ❘❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❦❡✐t ❞❡s P❤ä♥♦♠❡♥s
❛✉❢❦♦♠♠❡♥ ❧❛ss❡♥ ✭✈❣❧✳ ✒❉✐❡ ❩❡✐t ✐st ❤♦♠♦❣❡♥✏✱ s✳ ❑❛♣✳ ✸✳✷✮✳

✷✳✷ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛♠ Pr✐s♠❛

❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧✳ ❉❡r ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♠ ❞❡♥ ❡✐♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡r
❙tr❛❤❧ ✈♦♥ s❡✐♥❡♠ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ✭❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✷❜✮ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛❜❣❡❧❡♥❦t ✇✐r❞✱ ✐st ❞❡r ❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧ δ✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✷✳✷✱ ✇♦ ♥✉r ❡✐♥❡
●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❞✉r❝❤q✉❡rt ✇✐r❞✱ ✐st ❞❡r ❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧ ❞✉r❝❤

δ = β − α ≈ (1− n)β ✭✷✳✹✮

❣❡❣❡❜❡♥✳ ❱❡r❜❧❡✐❜t ❡✐♥ ❙tr❛❤❧ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ✭❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✮ ✉♥❞
❞✉r❝❤q✉❡rt ❞❛❜❡✐ ♠❡❤r❡r❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ m ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥✱ ❛♥
❞❡♥❡♥ ❞❡r ❙tr❛❤❧ ❥❡✇❡✐❧s ✉♠ δ1, . . . , δm ❛❜❣❡❧❡♥❦t ✇✐r❞✱ s♦ r❡s✉❧t✐❡rt ❞❛r❛✉s
✐♥s❣❡s❛♠t ❡✐♥❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ δ✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞✐❡s❡r ❆❜❧❡♥❦✉♥❣❡♥
✐st✱ ❞✳❤✳

δ =

m∑

j=1

δj .

■st α ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ❛✉❢ ❞✐❡ ❡rst❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r ❆✉s❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧
❤✐♥t❡r ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤ α+ δ✳

P❧❛♥♣❛r❛❧❧❡❧❡ P❧❛tt❡✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ♣❧❛♥♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ P❧❛tt❡ ✭❆❜❜✳ ✷✳✹❛ ✮ ✇✐r❞
❞✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ δ1 ❛♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ δ2 = −δ1
❛♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✇✐❡❞❡r rü❝❦❣ä♥❣✐❣ ❣❡♠❛❝❤t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❇r❡❝❤✉♥❣
❛♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❢ü❤rt ✐♥s❣❡s❛♠t ❛❧s♦ ③✉ ❦❡✐♥❡r ❙tr❛❤❧✲
❛❜❧❡♥❦✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st δ = δ1 + δ2 = 0✳ ❊s tr✐tt ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥ P❛r❛❧❧❡❧✈❡rs❛t③ ❞❡s
❙tr❛❤❧s ✉♠ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ ∆s ❛✉❢✱ ❞❡r ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ α ✉♥❞
③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r P❧❛tt❡♥❞✐❝❦❡ ❛♥✇ä❝❤st✳
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Pr✐s♠❛✳ ❉❛ ♣❧❛♥♣❛r❛❧❧❡❧❡ P❧❛tt❡♥ ❦❡✐♥❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ❤❡r✈♦rr✉❢❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t
♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ❡✐♥❡s ❙tr❛❤❧s ③✇❡✐ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡♥❡✐❣t❡ ●r❡♥③✢ä✲
❝❤❡♥✳ ❙♦❧❝❤❡ ❜r❡❝❤❡♥❞❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐✲
♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ■♥str✉♠❡♥t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❛❜③✉❧❡♥❦❡♥✱ ✇❡r❞❡♥
✇❡❣❡♥ ✐❤r❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❛❧s Pr✐s♠❛ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❆❜❜✳ ✷✳✹❜ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ Pr✐s♠❛ ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧✱ ❞❛ss ❇
♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r ✭r❡❧❛t✐✈❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧ n > 1 ✮ ❛❧s ❞❛s ✉♠❣❡❜❡♥❞❡ ▼❡❞✐✉♠ ❆ ✐st✳
❙✐♥❞ β1 ❜③✇✳ β2 ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❞❡r ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❇ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s r❡❧❛t✐✈
③✉ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡♥✱ s♦ s✐♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❣❡s❡❤❡♥ −β1 ❜③✇✳ −β2
❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♠ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡s❡♥ ❙tr❛❤❧
❣❡♥❡✐❣t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ s✐♥❞ ❛❧s♦ ✐♠ ❲✐♥❦❡❧

ε = β1 − β2

r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡♥❡✐❣t✳
❆♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡r❢ä❤rt ❞❡r ❙tr❛❤❧ ❞✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ δ1 = β1−α ≈

(1 − n)β1 ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ δ2 ≈ (n − 1)β2✳ ■♥s❣❡s❛♠t
❡r❢ä❤rt ❞❡r ❙tr❛❤❧ ❡✐♥❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ✉♠ δ = δ1 + δ2 ≈ (1 − n)(β1 − β2)✳ ❋ür
❞✐❡ ●❡s❛♠t❛❜❧❡♥❦✉♥❣

δ ≈ (1− n)ε ✭✷✳✺✮

❡✐♥❡s Pr✐s♠❛s ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛❧s♦ ❞❛s ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡ ❘❡s✉❧t❛t✱ ❞❛ss s✐❡ ♥✐❝❤t
✈♦♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ α ❛❜❤ä♥❣t✳ ❉❛s tr✐✛t s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♥✉r s♦ ❧❛♥❣❡ ③✉✱
✇✐❡ ❛❧❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣❡♥
✇✉r❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❧✐♥❡❛r✐s✐❡rt❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✭❞✳❤✳ ♠✐t ●❧✳ ✷✳✷✮✳
❋ür ε = 0 ❧✐❡❣t ❡✐♥ ❙♦♥❞❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s Pr✐s♠❛s ✈♦r✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ♣❧❛♥♣❛r❛❧❧❡❧❡
P❧❛tt❡ ♠✐t δ = 0✳

✷✳✸ ❉❛s ❙♥❡❧❧✐✉s✬s❝❤❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③

Pt♦❧❡♠ä✉s ❣❛❜ s❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ✈❡r♥ü♥❢t✐❣❡♥ ✐♠♣❧✐③✐t❡♥ ▼❡ss✉♥✲
s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❤❛❧❜❡♥ ●r❛❞ ❛♥ ✭❚❛❜✳ ✷✳✶✮✳ ❉❛s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❙tr❛❤❧✲
❞✐✈❡r❣❡♥③ ❞❡r ✈♦♥ ✐❤♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❙♦♥♥❡♥str❛❤❧❡♥✳ ❊r ❣❛❜ ❛❧s♦ ❞✐❡ ▼❡s✲
s✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t s♦ ❛♥✱ ✇✐❡ ❡s ✐♥❡t✇❛ ❞❡♥ ❤❡✉t✐❣❡♥ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳
❉❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✸ ❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡r ❑r❡✉③❡ ❢ür ❞✐❡ ❣r❛♣❤✐s❝❤
❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❣❡✇ä❤❧t✳ ❙❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✐st ❦❧❡✐♥ ❣❡♥✉❣✱ ✉♠ ❢ür
❣r♦ÿ❡ ❲✐♥❦❡❧ ❞✐❡ ❉✐s❦r❡♣❛♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐✈❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ✭●❧✳ ✷✳✸✮ ❛✉❣❡♥❢ä❧❧✐❣ ✇❡r❞❡♥ ③✉ ❧❛ss❡♥✳ ❲✐r
✇♦❧❧❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞✐❡ ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❜❡❧❡✉❝❤t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❆✉❢st❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❦♦rr❡❦t❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t❡♥✳

❉❛s ❈❤r✐st❡♥t✉♠✱ ❞❛s ✐♠ ❏❛❤r❡ ✸✽✵ ♥✳ ✉✳ ❩✳ ③✉r ❙t❛❛tsr❡❧✐❣✐♦♥ ✐♠ rö✲
♠✐s❝❤❡♥ ❘❡✐❝❤ ✇✉r❞❡✱ ❤❛t ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ③✉♠ ❱❡r❧✉st ❞❡s ❲✐ss❡♥s ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥
◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❜❡✐❣❡tr❛❣❡♥✳ ❉❛s ❜②③❛♥t✐♥✐s❝❤❡ ❘❡✐❝❤ ✒s❛ÿ✏ ❛✉❢ ❞❡♥ ❛♥✲
t✐❦❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥✱ ❞♦❝❤ ❞❛s ❈❤r✐st❡♥t✉♠ ♠❛❝❤t❡ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts❦✉❧t✉r
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺✿ ❇❧üt❡③❡✐t ❞❡r ♠♦r❣❡♥❧ä♥❞✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✿ ❆❧✲
❈❤✇❛r✐③♠✐ ✭❆❧❣❡❜r❛✮✱ ❆❜✉✲■✲❲❛❢❛ ✭❚❛♥❣❡♥s❢✉♥❦t✐♦♥✮✱ ❆❧✲❇✐r✉♥✐✱ ❆❜✉ ❙❛❞
✭❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❊r❞r❛❞✐✉s✮✱ ❆❧✲❍❛✐t❤❛♠ ✭❊r✜♥❞✉♥❣ ❞❡r ▲✉♣❡✮✱ ❆❧✲❚✉s✐
✭❚r✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ●❡s❡t③ ❞❡r ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣✮

✐♥ ✇❡♥✐❣❡♥ ❏❛❤r③❡❤♥t❡♥ ❞❡♥ ●❛r❛✉s✳ ❉✐❡ ❧❡t③t❡♥ ❱❡rtr❡t❡r ❞❡r ❤❡❧❧❡♥✐st✐s❝❤❡♥
P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ✉♥❞ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✇✉r❞❡♥ ✈♦♥ ❝❤r✐st❧✐❝❤❡♥ ●❡✐st❧✐❝❤❡♥ ♦❞❡r ❍❡rr✲
s❝❤❡r♥ ✈❡r❢♦❧❣t✱ ❣❡❢♦❧t❡rt✱ ❤✐♥❣❡r✐❝❤t❡t ♦❞❡r ❡r♠♦r❞❡t✳ ❉✐❡ ❊r♠♦r❞✉♥❣ ❞❡r
P❤②s✐❦❡r✐♥ ✉♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✐♥ ❍②♣❛t✐❛ ✐♠ ❏❛❤r ✹✶✺ st❡❤t st❡❧❧✈❡rtr❡t❡♥❞
❞❛❢ür✱ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡rst❡♥ ❆♥sät③❡ ❡✐♥❡r ❋r❛✉❡♥❡♠❛♥③✐♣❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥
❞❡r ❍❡❧❧❡♥✐st✐s❝❤❡♥ ❩❡✐t ❛❧❧♠ä❤❧✐❝❤ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ❤❛tt❡♥✱ ❞✉r❝❤ r❡❧✐❣✐ös❡ ❊✐❢❡r❡r
③✉♥✐❝❤t❡ ❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡♥✳ ❙❛♥❦t ❏✉st✐♥✐❛♥ ✕ ✒❙❛♥❦t✏✱ ✇❡✐❧ ❡r ✈♦♥ ❞❡r ♦rt❤♦❞♦✲
①❡♥ ❑✐r❝❤❡ ❛❧s ❝❤r✐st❧✐❝❤❡r ❍❡✐❧✐❣❡r ✈❡r❡❤rt ✇✐r❞ ✕ ❧✐❡ÿ ♥✐❝❤t ♥✉r ✒❤❡✐❞♥✐s❝❤❡✏
❙❝❤r✐❢t❡♥ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ P❤②s✐❦❡r ✉♥❞ P❤✐❧♦s♦♣❤❡♥ ✈❡r❜r❡♥♥❡♥✱
s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❧❡t③t❡ ♥♦❝❤ ❧❡❤r❡♥❞❡ P❧❛t♦♥✐s❝❤❡ ❆❦❛❞❡♠✐❡ s❡✐♥❡s ❑❛✐s❡r✲
r❡✐❝❤❡s s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts❦✉❧t✉r ❞❡s ❆❜❡♥❞❧❛♥❞❡s ❜r❛❝❤ ❞❛♠✐t
❡✐♥ ♠❡❤r ❛❧s t❛✉s❡♥❞❥ä❤r✐❣❡s ❞✉♥❦❧❡s ❩❡✐t❛❧t❡r ❛♥✳

❱✐❡r ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt❡ ♥❛❝❤ ❞✐❡s❡r ❦✉❧t✉r❡❧❧❡♥ ❑❛t❛str♦♣❤❡ ✐♠ ❆❜❡♥❞❧❛♥❞
❣✐♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❆✉❢❦♦♠♠❡♥ ❡✐♥❡r ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❞❛♠❛❧✐❣❡♥ ❈❤r✐st❡♥t✉♠
✇❡s❡♥t❧✐❝❤ t♦❧❡r❛♥t❡r❡♥ ❘❡❧✐❣✐♦♥ ✐♠ ▼♦r❣❡♥❧❛♥❞ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ❛✉❢✿ ❩✇✐✲
s❝❤❡♥ ✽✵✵ ✉♥❞ ✶✷✵✵ ❦❛♠❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✉♥❞ ❑✉❧t✉r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲✐❡❞❡r❡♥t❞❡✲
❝❦✉♥❣ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ❤❡❧❧❡♥✐st✐s❝❤❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ✐♠ ✒●♦❧❞❡♥❡♥ ❩❡✐t❛❧t❡r ❞❡s ■s❧❛♠✏
✇✐❡❞❡r ③✉r ❇❧üt❡ ✭❆❜❜✳ ✷✳✺❛✮✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ●❡❜r❛✉❝❤ ❞❡r ❛r❛❜✐s❝❤❡♥ ❩✐✛❡r♥✱
❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❩❛❤❧ ✵✱ ❞❡s ❉❡③✐♠❛❧s②st❡♠s ✉♥❞ ❞❡r ♥❛❝❤ ❞❡♠ ♣❡rs✐s❝❤❡♥
❯♥✐✈❡rs❛❧❣❡❧❡❤rt❡♥ ❆❧✲❈❤✇❛r✐③♠✐ ❜❡♥❛♥♥t❡♥ ✒❆❧✲❣♦r✐t❤♠❡♥✏ s♦✇✐❡ ❞❡r ♥❛❝❤
s❡✐♥❡♠ ✐♠ ❏❛❤r ✽✷✺ ❡rs❝❤✐❡♥❡♥❡♥ ❇✉❝❤ ✒❛❧✲❣❛❜r✏ ❜❡♥❛♥♥t❡♥ ❆❧❣❡❜r❛ ✇❡r❞❡♥
❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳

❋ür ❞❛s ❆✉❢st❡❧❧❡♥ ❡✐♥❡s ❛✉❝❤ ❢ür ❣röÿ❡r❡ ❲✐♥❦❡❧ r✐❝❤t✐❣❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡✲
s❡t③❡s ♠üss❡♥ ❞✐❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❜❡❦❛♥♥t s❡✐♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ cosα✱
sinα✱ ♦❞❡r tanα✳ ■♠ ✶✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❢ü❤rt❡ ❞❡r ♣❡rs✐s❝❤❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✻✿ P❡✉❡r❜❛❝❤s
❙♦♥♥❡♥✉❤r ❛♥ ❞❡r ❙ü❞s❡✐t❡ ❞❡s
❲✐❡♥❡r ❙t❡♣❤❛♥s❞♦♠s ✭▼✐t
❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r ❊r❧❛✉❜♥✐s ❞✉r❝❤
P❡t❡r ❉✐❡♠ ✉♥❞ ❞❛s ❆✉str✐❛✲
❋♦r✉♠✮

❆❜✉ ❧✲❲❛❢❛ ❞✐❡ ❚❛♥❣❡♥s❢✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥✱ ❜❡✇✐❡s ❞❡♥ ❙✐♥✉ss❛t③ ✉♥❞ ❡rst❡❧❧t❡ ❚❛✲
❜❡❧❧❡♥ ❞❡r tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ■♠ ❏❛❤r ✾✽✹ ❢❛♥❞ ■❜♥ ❙❛❤❧ ❞❛♥♥
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❋♦r♠ ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③❡s ❢ür ③✇❡✐ ▼❡❞✐❡♥ ♠✐t ❞❡♥
❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ nA ✉♥❞ nB✿

nA sinα = nB sinβ . ✭✷✳✻✮

❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❣✐❧t ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ✭P❤②s✐❦❡r r❡❝❤♥❡♥ ❲✐♥✲
❦❡❧ ❢❛st ✐♠♠❡r ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ✦✮

sinα ≈ α , ✭✷✳✼✮

❞✳❤✳ ❞❛s ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✷✳✷ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ✐st ❛❧s ●r❡♥③❢❛❧❧
❦❧❡✐♥❡r ❲✐♥❦❡❧ ✐♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ❡✐♥ ▼✉s✲
t❡r❜❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞❡♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥är❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ❞❡r ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r
P❤②s✐❦✿ ➘❧t❡r❡✱ ✉♥❣❡♥❛✉❡ ●❡s❡t③❡ ♦❞❡r ❚❤❡♦r✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❲❡✐s❡ ❛❜❣❡✲
❧öst✱ ❞❛ss s✐❡ ❛❧s ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐♥ ❞❡♥ ♥❡✉❡♥✱ ❣❡♥❛✉❡r❡♥ ●❡s❡t③❡♥ ♦❞❡r ❚❤❡♦r✐❡♥
❜❡st❡❤❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡s ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ◆❛t✉r♣❤ä♥♦♠❡♥❡✱ ❞✐❡ ③✉r
ä❧t❡r❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❣❡❢ü❤rt ❤❛❜❡♥✱ ❥❛ ♥✐❝❤t ❣❡ä♥❞❡rt ❤❛❜❡♥✳

❆✉❢❦♦♠♠❡♥❞❡r r❡❧✐❣✐ös❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✐s♠✉s ❜❡❡♥❞❡t❡ ③✇❛r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇❧ü✲
t❡③❡✐t ❞❡r ♠♦r❣❡♥❧ä♥❞✐s❝❤❡♥ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱ ❞♦❝❤ ❞❛s ❲✐ss❡♥ ✇✉r❞❡
❢r✉❝❤t❜r✐♥❣❡♥❞ ❛♥ ❞❡♥ ❖❦③✐❞❡♥t ✇❡✐t❡r❣❡r❡✐❝❤t✳ ❊✐♥❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❘♦❧❧❡ ❢ür ❞✐❡
Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❞❡r ♠♦r❣❡♥❧ä♥❞✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts❦✉❧t✉r ✐♥ ❞❡♥ ❡✉r♦♣ä✐s❝❤❡♥
❘❛✉♠ s♣✐❡❧t❡ ❞❛s ❑❛❧✐❢❛t ✈♦♥ ❈♦r❞♦❜❛ ✭s✳ s♣❛♥✐s❝❤❡ ❇r✐❡❢♠❛r❦❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✺✮✳
■♥ ❞❡r ❋♦❧❣❡ ❡♥tst❛♥❞ ❞✉r❝❤ ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡ ✉♥❞ ❍✉♠❛♥✐s♠✉s ❡✐♥❡ ◆❡✉♦r✐❡♥✲
t✐❡r✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ❆♥t✐❦❡✳ ❘❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❆✉❢❦❧är✉♥❣ ❢ü❤rt❡♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❝❤
❞❛s ❆❜❡♥❞❧❛♥❞ ❛✉s ❡✐♥❡r ❧❛♥❣❡♥ P❡r✐♦❞❡ ❞❡r ❉✉♥❦❡❧❤❡✐t ❤❡r❛✉s✳ ❉❛s ❲✐ss❡♥
ü❜❡r ❞✐❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡rr❡✐❝❤t❡ ❞❛s ❝❤r✐st❧✐❝❤❡ ❆❜❡♥❞❧❛♥❞
❡rst r❡❧❛t✐✈ s♣ät✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❙✐♥✉st❛❜❡❧❧❡ ❞❡s ❆❜❡♥❞❧❛♥❞❡s ✇✉r❞❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐✲
s❡ ❡rst ▼✐tt❡ ❞❡s ✶✺✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❞✉r❝❤ ●❡♦r❣ ✈♦♥ P❡✉❡r❜❛❝❤ ❡rst❡❧❧t ✭❆❜❜✳
✷✳✻✮✳ ❋ür ❞❡♥ ❛❜❡♥❞❧ä♥❞✐s❝❤❡♥ ❑✉❧t✉rr❛✉♠ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❤❡✉t❡ ♥❛❝❤ ❲✐❧❧❡❜r♦r❞
❙♥❡❧❧ ❛❧s ❙♥❡❧❧✐✉s✬s❝❤❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ❜❡❦❛♥♥t❡ ●❡s❡t③✱ ●❧✳ ✷✳✻✱ ❡rst s❡❝❤s
❏❛❤r❤✉♥❞❡rt❡ ♥❛❝❤ ■❜♥ ❙❛❤❧ ✇✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦t✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✼✿ ❱❡r❧✉st❛r♠❡ ▲✐❝❤t❧❡✐t✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❑❡r♥✱
❞❡ss❡♥ ❇r❡❝❤③❛❤❧ ✭n = 1.7✮ ❤ö❤❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ▼❛♥t❡❧s ✭n = 1.5✮✳ ❉❡r
❊✐♥tr✐tts✇✐♥❦❡❧ α ❛♥ ❞❡r ❙t✐r♥✢ä❝❤❡ ♠✉ss s♦ ❦❧❡✐♥ s❡✐♥✱ ❞❛ss 90➦ − β ❞❡♥
❲✐♥❦❡❧ αT ❞❡r ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ♥✐❝❤t ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t

❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ❆ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡ ▼❡❞✐✉♠ ✐st✱
❣✐❜t ❡s ❢ür ❞❛s ❙♥❡❧❧✐✉s✬s❝❤❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③✱ ●❧✳ ✷✳✻✱ ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ♠❡❤r✱
s♦❜❛❧❞ ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ α ❞❡♥ ❞✉r❝❤

sinαT = nB/nA ✭✷✳✽✮

❜❡st✐♠♠t❡♥ ●r❡♥③✇✐♥❦❡❧ αT ❞❡r ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ü❜❡rst❡✐❣t✱ ❞✳❤✳ s♦❜❛❧❞ α >
αT ✇✐r❞✳ ❉❛♠✐t ❢ä❧❧t ❞✐❡ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛✉s✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st ❞❛♥♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♠ö❣❧✐❝❤✱
❞❛ss ▲✐❝❤t ✐♥ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ❇ ❡✐♥tr✐tt✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❞❛s ▲✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜③✇✳
t♦t❛❧ r❡✢❡❦t✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❯r✲
s❛❝❤❡ ❞❡s ◆❛t✉r♣❤ä♥♦♠❡♥s ❞❡r ❋❛t❛ ▼♦r❣❛♥❛✳ ❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❘❡✢❡①✐♦♥s✲
✇✐♥❦❡❧s αT ❞❡r ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ✐st ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❡✐♥✐❣❡r ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉r r❛s❝❤❡♥
✉♥❞ ♣rä③✐s❡♥ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r❡❝❤③❛❤❧ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡r ❛❧s ❘❡❢r❛❦t♦♠❡t❡r
❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ▼❡ss❣❡rät❡✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ♠❛♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✐t ❞❡♠ ❆❜❜❡✲
❘❡❢r❛❦t♦♠❡t❡r✱✶ ❞✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧ ❛✉❢ ✹✕✺ ❙t❡❧❧❡♥ ❣❡♥❛✉ ♠❡ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❞❡r ❈❤❡♠✐❡✱ P❤❛r♠❛③✐❡ ♦❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ▲❡❜❡♥s♠✐tt❡❧❦♦♥tr♦❧❧❡
❡✐♥❣❡s❡t③t✳

❖♣t✐s❝❤❡ ❉❛t❡♥ü❜❡rtr❛❣✉♥❣✳ ❙❡✐t ❊♥❞❡ ❞❡s ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✇✐r❞ ❞✐❡
❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ③✉r ✈❡r❧✉st❛r♠❡♥ ▲✐❝❤t❧❡✐t✉♥❣ ü❜❡r ❣r♦ÿ❡ ❉✐st❛♥③❡♥ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t✳ ▲✐❝❤t❧❡✐t❢❛s❡r♥ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❤♦❝❤❜r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❑❡r♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠
▼❛♥t❡❧ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r❡r ❇r❡❝❤③❛❤❧ ✭❆❜❜✳ ✷✳✼✮✳ ❙✐❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡ ■♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥sü❜❡rtr❛❣✉♥❣✱ ❞❡r❡♥ ❉❛t❡♥r❛t❡ ✇❡✐t ❤ö❤❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ❦❛❜❡❧❣❡❜✉♥❞❡♥❡r
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❙✐❣♥❛❧❡✳

✷✳✹ ❇✐❧❞❡r

✷✳✹✳✶ ❉❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇✐❧❞

✒❲✐r ♠❛❝❤❡♥ ✉♥s ✐♥♥❡r❡ ❙❝❤❡✐♥❜✐❧❞❡r ♦❞❡r ❙②♠❜♦❧❡ ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ●❡❣❡♥stä♥❞❡✱
✉♥❞ ③✇❛r ♠❛❝❤❡♥ ✇✐r s✐❡ ✈♦♥ s♦❧❝❤❡r ❆rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞❡♥❦♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ❋♦❧❣❡♥
❞❡r ❇✐❧❞❡r st❡ts ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❇✐❧❞❡r s❡✐❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ♥❛t✉r♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ❋♦❧❣❡♥ ❞❡r

✶❊r♥st ❆❜❜❡✱ P❤②s✐❦❡r ✉♥❞ ❙♦③✐❛❧r❡❢♦r♠❡r✱ ❣rü♥❞❡t❡ ❞✐❡ ❈❛r❧✲❩❡✐ss✲❙t✐❢t✉♥❣ ✉♥❞ ❣❡❤ör✲
t❡ ③✉ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❯♥t❡r♥❡❤♠❡r♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❆❝❤tst✉♥❞❡♥t❛❣ ❢ür ✐❤r❡ ❆r❜❡✐t❡r ❡✐♥❢ü❤rt❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✽✿
✒❙❝❤❛tt❡♥t❤❡❛t❡r✏✳ ♥❛❝❤
❡✐♥❡♠ ●❡♠ä❧❞❡ ✈♦♥
❋❡r❞✐♥❛♥❞ P✉✐❣❛✉❞❡❛✉
✭❩❡✐❝❤♥✉♥❣✿ ▼❛rt❤❡
❘✉♣♣✮

❛❜❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ ●❡❣❡♥stä♥❞❡✳✏ ✭❍❡✐♥r✐❝❤ ❍❡rt③✿ ❉✐❡ Pr✐♥③✐♣✐❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✱
✶✽✾✹✮

❖❜✇♦❤❧ ❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✽ ❣❡③❡✐❣t❡ ❇✐❧❞ ♥✉r ✐♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ✇❡♥✐❣❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡✲
r✐st✐❦❛ ♠✐t r❡❛❧❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠t✱ r❡❦♦♥str✉✐❡rt ✉♥s❡r ❱❡rst❛♥❞ ❡s
s♦✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❢ür ✉♥s ❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥ ❡r❣✐❜t✳ ❉❡r ❇❡③✉❣✱ ❞❡♥ ✇✐r ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❇✐❧❞ ✉♥❞ ❣❡❞❛❝❤t❡♠ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❤❡rst❡❧❧❡♥✱ ✐st ✉♥s❡r❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
❯♥s❡r❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❦❛♥♥ ③✳❇✳ ♥❛❤❡❧❡❣❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ●❡♠ä❧❞❡ ③✇❡✐ ❑✐♥❞❡r ③✉ ❡r✲
❦❡♥♥❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❙❝❤❛tt❡♥❜✐❧❞ ❡✐♥❡s ❍❛s❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥s✢ä❝❤❡ ✇❡r❢❡♥✳
❉❛ss ❞✐❡s ❛❜❡r ♥✉r ❡✐♥❡ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❡♥ ✐st✱ ✇✐r❞ ❦❧❛r❡r✱ ✇❡♥♥
♠❛♥ ❞❡♥ ❆s♣❡❦t ❞❡s ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s ❤❡r❛✉s❣r❡✐❢t✿ ❙✐❡❤t ♠❛♥ ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ❛❧s
❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥ ❛✉❢ ❞❡r Pr♦❥❡❦t✐♦♥s✢ä❝❤❡✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ✐❤♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥
❍❛s❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ❞❡♥❦❡♥ ♦❞❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ③✇❡✐❡r
❍ä♥❞❡✳ ❇❡✐❞❡s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥ ❤✐♥❡✐♥✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳ ❱❡①✐❡r❜✐❧❞❡r
s✐♥❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❣❡r❛❞❡③✉ ❞❛r❛✉❢ ❛♥❣❡❧❡❣t✱ ♠✐t ❞❡r ❆♠❜✐✈❛❧❡♥③ ♠ö❣❧✐❝❤❡r
■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡s ❇✐❧❞❡s ③✉ s♣✐❡❧❡♥✳

❊✐♥ ❇✐❧❞ ✐st ✇❡❞❡r ❡✐♥❡ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡ ❑♦♣✐❡ ♥♦❝❤ ❡✐♥ ❑❧♦♥ ❞❡s ❖❜❥❡❦ts✳ ❊s
r❡✐❝❤t ❛✉s✱ ✇❡♥♥ ❡s ❣❡♥ü❣❡♥❞ ▼❡r❦♠❛❧❡ ❤❛t✱ s♦ ❞❛ss ❡✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡s ❖❜❥❡❦t
❞❛r✐♥ ✇✐❡❞❡r❡r❦❛♥♥t ✇✐r❞ ♦❞❡r ❞❛s ❇✐❧❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❜❡r❡✐ts ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❊r❢❛❤✲
r✉♥❣ ✐♥ ❊✐♥❦❧❛♥❣ ❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ♦❞❡r ❞❛ss ❡s ✐♠ ❱❡rst❛♥❞ ❣❡✇✐ss❡
❱♦rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❆ss♦③✐❛t✐♦♥❡♥ ❛✉s❧öst✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ s✐♥♥✈♦❧❧❡ ❉❡✉t✉♥❣ ❡r♠ö❣✲
❧✐❝❤❡♥✳ ❑✉r③✉♠✱ ❇✐❧❞❡r ❡r❢ü❧❧❡♥ ✐❤r❡♥ ❩✇❡❝❦✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❙✐♥♥ st✐❢t❡♥✳ ■♠ ❊①✲
tr❡♠❢❛❧❧ ❣❡♥ü❣t ❡s✱ ✇❡♥♥ ❇✐❧❞❡r ♥✉r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③✐❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ▼❡r❦♠❛❧ ♠✐t ❞❡♠ ❖❜❥❡❦t ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❲❡✐t❡r❡ Ü❜❡r❡✐♥✲
st✐♠♠✉♥❣❡♥ ♠üss❡♥ s✐❡ ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t ❤❛❜❡♥✳ ❇✐❧❞❡r ❧❛ss❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ♥✐❝❤t
③✉✱ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ③✉rü❝❦ ③✉ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛❤❡r
❛✉❝❤ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡ ❉❡✉t✉♥❣ ❤❛❜❡♥✳

❋ür P❤②s✐❦❡r ✐st ❞❛s ❉❡♥❦❡♥ ✐♥ ❇✐❧❞❡r♥ ❜③✇✳ ▼♦❞❡❧❧❡♥ s❝❤♦♥ ❛✉❢ ●r✉♥❞
❞❡r ❊✐♥s✐❝❤t ❡✐♥❡ ❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss ✐❤♥❡♥ ❞✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❘❡❛❧✐tät
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❡✐♥❡s ✒❉✐♥❣ ❛♥ s✐❝❤✏ ✭■✳ ❑❛♥t✮✱ ❞❡s ✒✇❛❤r❡♥✏ ❖❜❥❡❦ts ❞❡r ◆❛t✉r✱ ✇❡❣❡♥ ❞❡r
❇❡❣r❡♥③t❤❡✐t ✉♥s❡r❡r ❙✐♥♥❡s✇❛❤r♥❡❤♠✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✈❡r❜♦r❣❡♥ ❜❧❡✐❜t✳
❉❛r❛♥ ä♥❞❡rt ❛✉❝❤ ❞❡r ❊✐♥s❛t③ ✈♦♥ ■♥str✉♠❡♥t❡♥ ③✉r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ✉♥s❡r❡r
❙✐♥♥❡s✇❛❤r♥❡❤♠✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤ts✳ P❤②s✐❦❡r ❦ö♥♥❡♥ ♥✉r ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❊r✲
s❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ tr❡✛❡♥✱ ❞✳❤✳ ♥✉r ❞❛rü❜❡r s♣r❡❝❤❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❉✐♥❣❡ ✐❤♥❡♥ ✉♥❞
✐❤r❡♥ ■♥str✉♠❡♥t❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ✐♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ tr❡t❡♥ ✭s✳ ❛✉❝❤ ❑❛♣✳ ✺✳✷✳✺✮✳
❱♦♥ ❞✐❡s❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉✐♥❣❡ ♠❛❝❤❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ❇✐❧❞❡r✱ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥
❞❡r❡♥ ❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❛r❛✉s ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥
③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❱❡rst❛♥❞❡stät✐❣❦❡✐t s♣✐❡❧t s✐❝❤ ♠❡✐st ✐♥ ❡✐♥❡r ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧✇❡❧t ❛❜✱ ❞❡♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇✐❧❞ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ✐st
❞✐❡s❡s ♥✉r ❡✐♥❡ s❡❤r s❦✐③③❡♥❤❛❢t❡ ❑❛r✐❦❛t✉r ❞❡r ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t✳ ❉✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❞❡r
▼♦❞❡❧❧✇❡❧t ❦ö♥♥❡♥ ✈ö❧❧✐❣ ❛❜str❛❦t s❡✐♥✱ ✉♥❞ ❡s ❦❛♥♥ s♦❣❛r s♦ s❡✐♥✱ ❞❛ss ♥✉r
❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❛❜str❛❦t❡♥ ❇❡❣r✐✛❡♥ ❞❡s ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇✐❧❞❡s s✐♥♥st✐❢t❡♥❞❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✇❡❧t ♠✉ss ✐♥s✲
❜❡s♦♥❞❡r❡ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❉❡t❛✐❧s ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ❛❜❜✐❧❞❡♥✳ ❉❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧
♠✉ss ❥❡❞♦❝❤ s♦ ❦❧❛r ❞❡✜♥✐❡rt s❡✐♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❛rü❜❡r ❧♦❣✐s❝❤❡ ❯rt❡✐❧❡ ❢ä❧❧❡♥
❦❛♥♥ ✭▼❛t❤❡♠❛t✐❦✮ ✉♥❞ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ❞❡r Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❡❧❧ ♣rü❢❡♥ ❦❛♥♥ ✭❊♠♣✐r✐❡✮✳ ❙♦❧❧t❡ ❞✐❡ Prü❢✉♥❣ ❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡♥
s❡❧❜st ❞❛♥♥ ♥♦❝❤ ✇✐❞❡rs♣r❡❝❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ✉♥✈❡r♠❡✐❞❜❛r❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r✲
❤❡✐t ♠✐t ✐♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ st❡❧❧t✱ ✐st ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇✐❧❞ ♥✐❝❤t ③✉tr❡✛❡♥❞ ✉♥❞
♠✉ss ✈❡r✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❢ür
❞✐❡ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❧✐❡❣t ❛❧s♦ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❡s ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❜✐❡t❡t✱ ♥✐❝❤t
③✉tr❡✛❡♥❞❡ ❇✐❧❞❡r ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥ ✉♥❞ ❛✉s③✉♠✉st❡r♥✳ ❉✐❡ t②♣✐s❝❤❡♥ ❆r❜❡✐ts✲
s❝❤r✐tt❡ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❊♥t✇✉r❢ ❡✐♥❡s ✭♦❢t
♥✉r ✈♦♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ✇❡♥✐❣❡♥ ❋❛❦t❡♥ ❜③✇✳ ❘❡s✉❧t❛t❡♥ ❡①♣❧♦r❛t✐✈❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡
❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥✮ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s✱ s❡✐♥❡r ❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ✉♥❞ ❞❡r ❡♠✲
♣✐r✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r♣rü❢✉♥❣ ❞❡r ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❞✉r❝❤ ❞✐s❦r✐♠✐♥❛t✐✈❡
❊①♣❡r✐♠❡♥t❡✳ ❉✐❡s s♦❧❧ ♥✉♥ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❢❛❝❤❡r Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉✲
❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

✷✳✹✳✷ ❊✐♥❢❛❝❤❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥

◆♦t❛t✐♦♥ ✭❑❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✮✿ P♦s✐t✐♦♥s❛♥❣❛❜❡♥ ✐♠ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥
❘❛✉♠ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ♥♦t✐❡rt✳ ■♠
❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❞❛③✉ ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ❞❛s ❛✉s
❞r❡✐ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥❞❡♥ ❇❡③✉❣s❛❝❤s❡♥ ❜❡st❡❤t✱ ❞✐❡ s✐❝❤
✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t s❝❤♥❡✐❞❡♥✳ ❉❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ✇✐r❞ ❛❧s ◆✉❧❧♣✉♥❦t
❜③✇✳ ❯rs♣r✉♥❣ ❞❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❝❤s❡♥ ③✳❇✳
❛❧s x✲✱ y✲ ✉♥❞ z✲❆❝❤s❡✳ ❊✐♥ ❩❛❤❧❡♥tr✐♣❡❧ (x, y, z) ❣✐❜t ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥ ❞❡s P✉♥❦t❡s P (x, y, z) ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❛♥✳ ■♠ ❩✇❡✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❣❡♥ü❣t ❞✐❡ ❆♥❣❛❜❡ ③✇❡✐❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭③✳❇✳ ❞✐❡ x✲ ✉♥❞
y✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡✮✳ ❋ür ③✇❡✐ ❛✉❢ ❞❡r ①✲❆❝❤s❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡ P✉♥❦t❡ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦✲
♦r❞✐♥❛t❡♥ x1 ✉♥❞ x2 ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ✈♦r❛✉ss❡t③❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❞✐✛❡r❡♥③ ∆x = x2 − x1 s♦ s❦❛❧✐❡rt ✐st✱ ❞❛ss ✐❤r
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✾✿ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s✳ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ▲ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t ❆ ❡♥t✇♦r❢❡♥❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥❜✐❧❞❡s
❇✳ ❉✐❡ str✐❝❤♣✉♥❦t✐❡rt❡ ▲✐♥✐❡ ✐st ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❞❡s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠s

❇❡tr❛❣ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ P✉♥❦t❡ ✐st✳

❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢✳ ❉❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✾ s❦✐③③✐❡rt❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ✐♥ ❆❜❜✳
✷✳✽ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s ❜❡st❡❤t ✐♥ ❡✐♥❡r str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥
✈♦♥ ❡✐♥❡r ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡✳ ■♠ ❙tr❛❤❧❡♥♠♦❞❡❧❧ ❞❡r
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦ ❞ür❢❡♥ s✐❝❤ ❙tr❛❤❧❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ❦r❡✉③❡♥✱ ♦❤♥❡ s✐❝❤
❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ③✉ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ✭s✳ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✶✮✳
❉❛❤❡r s♣r✐❝❤t ❛✉❝❤ ♥✐❝❤ts ❞❛❣❡❣❡♥✱ ✈♦♠ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥ ▲✐❝❤t✲
q✉❡❧❧❡ ❛✉s③✉❣❡❤❡♥✳ ▼❛♥ ♠❛❣ ❡✐♥✇❡♥❞❡♥✱ ❞❛ss ❡s ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥
✐♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ♥✐❝❤t ❣✐❜t ✉♥❞ ❞❛ss ③✳❇✳ ❡✐♥❡ ❑❡r③❡♥✢❛♠♠❡ s✐❝❤❡r ❦❡✐♥❡ ✐st✳
❆❜❡r s♦ ❧❛♥❣❡ ❡t✇❛s ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P♦st✉❧❛t❡ ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s ✈❡r❜♦t❡♥ ✐st✱
❞❛r❢ ♠❛♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❙♣✐❡❧r❡❣❡❧♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❡r❧❛✉❜t❡ ✒●❡❞❛♥❦❡♥❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡✏ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛s ❤❡✐ÿt ❤✐❡r✱ ❞❛ss ❡s ♥✐❝❤t ✈♦♥ ✈♦r♥❤❡r❡✐♥
✉♥③✉❧äss✐❣ ✐st✱ ❞✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❡✐♥❡r ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ③✉ ❞✉r❝❤✲
❞❡♥❦❡♥✳ ❉❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t s✐♥❞✱
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛♥♥ ✐♠ ◆❛❝❤❣❛♥❣ ❣❡r❡❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ s✐❡ ❛❧s ❞✐❝❤t❡ ❆♥✲
s❛♠♠❧✉♥❣ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❛✉✛❛sst✳ ❊s ♠❛❝❤t ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡ ♣r✐♥③✐♣✐✲
❡❧❧❡♥ ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❢ür ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡ ◗✉❡❧❧❡♥
❛✉❢ ◗✉❡❧❧❡♥ ❡♥❞❧✐❝❤❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ③✉ ❡r✇❡✐t❡r♥✳

■♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❣❡❤❡♥ ❛❧❧❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✈♦♥
❡✐♥❡r ✐♠ P✉♥❦t ▲ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ◗✉❡❧❧❡ ❛✉s ✉♥❞ ✈❡r❜✐♥❞❡♥ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡♥ ❛❜③✉✲
❜✐❧❞❡♥❞❡♥ P✉♥❦t ❆ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ♠✐t ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡♠ ❛✉❢ ❡✐♥❡r Pr♦❥❡❦t✐♦♥s✲
✢ä❝❤❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ✭❆❜❜✳ ✷✳✾✮✳ ❊✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡r ❥❡❞❡r ❞✉r❝❤
❞❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ❣❡❤❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧ ✈♦♥ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ❤❡r❦♦♠♠t✱
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❤❡✐ÿt st✐❣♠❛t✐s❝❤ ✭❞✳❤✳ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣✮✳ ❉✐❡ st✐❣♠❛t✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ r❡♣räs❡♥✲
t✐❡rt ❞❡♥ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t s❝❤❛r❢❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✳

❋ür ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❛✉ss✉❝❤❡♥✱ ❞❡ss❡♥ ❯rs♣r✉♥❣
♠❛♥ ✐♥ ❞❡♥ P✉♥❦t ▲ ❧❡❣t ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ z✲❆❝❤s❡ ♠❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❖❜❥❡❦✲
t❡❜❡♥❡ ✇ä❤❧t✳ ❙✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛s s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡rs ♠❛❝❤❡♥✱ ❛❜❡r
❙✐❡ s✐♥❞ ❣✉t ❜❡r❛t❡♥✱ ✇❡♥♥ ❙✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s
✈♦♥ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤❡♥ ❙②♠♠❡tr✐❡♥ ❞❡s ③✉ ❛♥❛❧②s✐❡r❡♥❞❡♥ Pr♦❜❧❡♠s ❧❡✐t❡♥ ❧❛s✲
s❡♥✳ ●❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❞❛s Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❘❡❝❤♥✉♥❣✳

■♥ ❆❜❜✳ ✷✳✾ ❞✉r❝❤stöÿt ❞✐❡ z✲❆❝❤s❡ ❞✐❡ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❜❡✐ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡
zA✳ ❉✐❡ ❡❜❡♥❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥s✢ä❝❤❡ ✐st ❞✐❡ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❜❡✐ zB ❞✉r❝❤✲
st♦ÿ❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
(xA, yA, zA) ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (xB, yB, zB) ❛❜❣❡✲
❜✐❧❞❡t✳

❙✐♥❞ ❖❜❥❡❦t✲ ✉♥❞ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✱ ❞❛♥♥ ❤❛❜❡♥ ❛❧❧❡ ❇✐❧❞✲
♣✉♥❦t❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ zB✳ ❯♥t❡r ❞✐❡s❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❥❡❞❡ ✐♥ ❞❡r
❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❞❛③✉ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ●❡r❛❞❡ ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡✲
❜❡♥❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉❛ ❞✐❡ ✈♦♥ ▲ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ s♦♠✐t ✈♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥
●❡r❛❞❡♥ ❣❡s❝❤♥✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ❙tr❛❤❧❡♥s❛t③ ❛♥❣❡✇❛♥❞t ✇❡r❞❡♥✿ ❏❡✲
❞❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ✐♥ ❞❡r ●❡❣❡♥st❛♥❞s❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙tr❡❝❦❡ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❞❛③✉
♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❙tr❡❝❦❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✱ ❞✐❡ ✉♠ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r

V =
zB
zA

✭✷✳✾✮

❣❡str❡❝❦t ✐st✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ x✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙❦❛✲
❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r V ❣❡str❡❝❦t✱ ✇✐❡ ❞✐❡ y✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ❉✐❡ ❜✐❥❡❦t✐✈❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣

xB = V xA
yB = V yA

✭✷✳✶✵✮

③✇✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t✲ ✉♥❞ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ✐st ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡♥♥∆xA ✉♥❞∆yA ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❞✐✛❡r❡♥③❡♥

③✇❡✐❡r ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ℓA =
√
∆x2A +∆y2A ✐❤r❡♥ ❆❜st❛♥❞✱

❞❛♥♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❞✐✛❡r❡♥③❡♥ ∆xB ✉♥❞
∆yB ❞❡r ❇✐❧❞♣✉♥❦t❡✱ ❞❛ss ❞❡r❡♥ ❆❜st❛♥❞

ℓB =
√

∆x2B +∆y2B = V ℓA ✭✷✳✶✶✮

✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙tr❡❝❦❡ ℓA ✉♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❋❛❦t♦r V
✈❡r❣röÿ❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❜③✇✳ ❞❡r ❋❛❦t♦r V s✐♥❞ ❞❛❤❡r ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r z✲
❆❝❤s❡ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠ ✉♠
❡✐♥❡ ❆❝❤s❡ ❞r❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ s♦ ❞❛s ❞❛s ❇✐❧❞ ❞❛❜❡✐ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜t✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❞✐❡s❡ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❞❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❛❧s ♦♣t✐s❝❤❡
❆❝❤s❡✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✵✿ ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛✳ ✭❛✮ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❈❛♠❡r❛ ❖❜s❝✉r❛ ❛❧s
❩❡✐❝❤❡♥❤✐❧❢❡ ✭❩❡✐❝❤♥✉♥❣✿ ▼❛rt❤❡ ❘✉♣♣✮✳ ✭❜✮ ◆❛tür❧✐❝❤❡ ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛✿ ❉✐❡
❦r❡✐sr✉♥❞❡♥ ❋❧❡❝❦❡♥ ✭s♦❣✳ ❙♦♥♥❡♥t❛❧❡r✮ s✐♥❞ ❇✐❧❞❡r ❞❡r ❙♦♥♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥
✭✉♥r❡❣❡❧♠äÿ✐❣ ❣❡❢♦r♠t❡♥✮ ❦❧❡✐♥❡♥ ▲ü❝❦❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❇❧ätt❡r♥ ❞❡s ❇❛✉♠s
❡♥t✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✭➞ ❍❛♥s ❏♦❛❝❤✐♠ ❙❝❤❧✐❝❤t✐♥❣✮

❆✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ●❧✳ ✷✳✶✶ ✇✐r❞ ❥❡❞❡ ✐♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❋✐❣✉r ❛✉❢
❡✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❋✐❣✉r ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❊✐♥❡ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ r❡❛❧✐s✐❡rt s♦♠✐t ❡✐♥❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ❛✉❢
❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❞❛r✳ ❉❛❜❡✐ ❜❧❡✐❜❡♥ ❛❧❧❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❋✐❣✉r ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✉♥✲
✈❡rä♥❞❡rt✱ ❞✳❤✳ ❲✐♥❦❡❧ s✐♥❞ ✉♥t❡r ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

■st ❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ♥✐❝❤t r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤✱ ❞❛♥♥ ✐st ❡s ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡
➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❤r✳ ❇❡✐♠ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ✐st ❞❛s ③✳❇✳ ❞❡r ❋❛❧❧✱
✇❡♥♥ ❇✐❧❞✲ ✉♥❞ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡♥❡✐❣t s✐♥❞✱ ❞❡♥♥ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r
❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r V ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❢ür ❛❧❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❇✐❧✲
❞❡❜❡♥❡ ❣❧❡✐❝❤✳ ❊✐♥ ✐♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡r ❑r❡✐s ✇✐r❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❊❧❧✐♣s❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳

▲♦❝❤❦❛♠❡r❛✳ ❆✉❝❤ ❢ür ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ✭❆❜❜✳ ✷✳✶✵✮
❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❞❛✈♦♥ ü❜❡r③❡✉❣❡♥✱ ❞❛ss str❡♥❣❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐ts❛❜❜✐❧❞✉♥✲
❣❡♥ ♥✉r ♠✐t ❡✐♥❡♠ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠ ♠ö❣✲
❧✐❝❤ s✐♥❞✿ ■♠ ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✶✶ ❣❡③❡✐❣t ✐st✱ ✈❡r❧ä✉❢t ❡✐♥❡ ③✉r ❖❜❥❡❦t❡❜❡✲
♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ●❡r❛❞❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲♦❝❤♣✉♥❦t ▲✳ ❉✐❡ ❇✐❧❞❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❡r❣✐❜t
♥✉r ❞❛♥♥ ❡✐♥ ❞❡♠ ❖❜❥❡❦t ä❤♥❧✐❝❤❡s ❇✐❧❞✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
③✉ ❞✐❡s❡r ●❡r❛❞❡ ✐st✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞❛s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤
✉♥❞ ❞✐❡s❡ ●❡r❛❞❡ ✐st ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❆❜❜✳ ✷✳✾ ♠✐t ❆❜❜✳
✷✳✶✶✱ s♦ ❜❡st❡❤t ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ♥✉r ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss zA ✉♥❞ zB ❜❡✐♠ ❙❝❤❛tt❡♥✲
✇✉r❢ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡✱ ❢ür ❞✐❡ ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ❛❜❡r ❡✐♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥
❤❛❜❡♥✳ ■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ✐st ❞❡r ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r V = zB/zA ❜❡✐♠ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢
st❡ts ♣♦s✐t✐✈✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡r ❜❡✐ ❞❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ♥❡❣❛t✐✈ ✐st✳ ❉❛❤❡r st❡❤t ❞❛s
❇✐❧❞ ❜❡✐♠ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ❛✉❢r❡❝❤t ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ✒❛✉❢ ❞❡♠ ❑♦♣❢✏✱
❞✳❤✳ ❡s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ❇✐❧❞✱ ❞❛s ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♠ ❞❡s ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s ✉♠
✶✽✵➦ ✉♠ ❞✐❡ z✲❆❝❤s❡ ❣❡❞r❡❤t ✐st✳ ❉r❡❤✉♥❣ ä♥❞❡r♥ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❇❡✐♠
❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ✐st st❡ts V > 1✳ ❉❛❤❡r ❡♥tst❡❤t ✐♠♠❡r ❡✐♥ ✈❡r❣röÿ❡rt❡s ❇✐❧❞✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✶✿ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛✳ ❙✐❡ ❧✐❡❢❡rt
♥✉r ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐ts❛❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ✇❡♥♥ ❖❜❥❡❦t✲ ✉♥❞ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t ❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ z✲❆❝❤s❡ ✭♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡✮ st❡❤t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
③✉ ❞✐❡s❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ✉♥❞ ✈❡r❧ä✉❢t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲♦❝❤♣✉♥❦t ▲✳ ❉❡r ✐♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦✲
t❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (xA, yA, zA) ✇✐r❞ ❛✉❢
❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (xB, yB, zB)
❛❜❣❡❜✐❧❞❡t

❇❡✐ ❞❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ❦❛♥♥ ❞❛s ❇✐❧❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ s♦✇♦❤❧ ❣röÿ❡r ❛❧s ❞❛s ❖❜❥❡❦t
❛✉s❢❛❧❧❡♥ ✭❢ür zB > |zA|✮✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ✭❢ür zB < |zA|✮✳

❉❛s ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡ ❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧ ❦❛♥♥ ❢ür ❡♥❞❧✐❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣
❞❡r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❜③✇✳ ❞❡s ▲♦❝❤s✱ ✇✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t✱ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡r✲
✇❡✐t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧❧❡ ❛✉s s♦❧❝❤❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤✲♦♣t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡✲
t❡♥ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✇❡❝❦♠äÿ✐❣❦❡✐t ❞❡s ♣❤②s✐❦❛✲
❧✐s❝❤❡♥ ❇✐❧❞❡s ❤✐♥ ❣❡♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❤❛❜❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❛❧s ③✉tr❡✛❡♥❞ ❡r✇✐❡s❡♥✳ ❇❡✐ ❢❡✐♥❡♥
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❤♦❤❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t tr❡t❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ❚❛❣❡✱ ❞✐❡
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦ ♥✐❝❤t ✈❡rst❛♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥
❦ö♥♥❡♥✳ ❙✐❡ ❤❛❜❡♥ ♠✐t ❞❡♠ P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❇❡✉❣✉♥❣ ③✉ t✉♥✱ ♠✐t ❞❡♠ ✇✐r ✉♥s
❡rst s♣ät❡r ❜❡❢❛ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ ❛♠❜✐t✐♦♥✐❡rt❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❇❡✲
♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❧✐❡❢❡rt ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ❥❡❞❡♥❢❛❧❧s
❡✐♥❡ ❛❦③❡♣t❛❜❧❡ ✉♥❞ ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣❡ ❡rst❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ❙♦♥♥❡♥t❛❧❡r✿ ❆❜❜✳ ✷✳✶✵❜ ③❡✐❣t s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❙♦♥♥❡♥t❛❧❡r
❬❍❛♥s ❏♦❛❝❤✐♠ ❙❝❤❧✐❝❤t✐♥❣✭✶✾✾✺✮❪✳ ❉✐❡ ❦❧❡✐♥❡♥ ❦r❡✐sr✉♥❞❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥
♠❛♥ ✐♠ ❙♦♠♠❡r ✉♥t❡r ✇♦❧❦❡♥❧♦s❡♠ ❍✐♠♠❡❧ ❤ä✉✜❣ ❜❡✐ ❲❛❧❞s♣❛③✐❡r❣ä♥❣❡♥
❛✉❢ ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ s❡❤❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❦❧❡✐♥❡ ▲ü❝❦❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❇❧ät✲
t❡r♥ ✈❡r✉rs❛❝❤t✱ ❞✐❡ ❛❧s ✒▲ö❝❤❡r✏ ❡✐♥❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ❢✉♥❣✐❡r❡♥✳ ❇❡✐ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞
❣r♦ÿ❡♠ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ✒▲ö❝❤❡r✏ ✈♦♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❜❡❡✐♥✢✉sst ❞❡r❡♥ ❋♦r♠ ❞✐❡
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐✳❆❧❧❣✳ ♥✉r ✇❡♥✐❣✱ ❞✳❤✳ s✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ❦r❡✐s❢ör♠✐❣✱ ✈✐❡r❡❝❦✐❣ ♦❞❡r s♦♥st
✇✐❡ s❡✐♥✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ✐♥❡t✇❛ ❦r❡✐s✲
❢ör♠✐❣ ❛✉ss❡❤❡♥❞❡ ❙❝❤❡✐❜❡♥✳ ❇❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▲ü❝❦❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❍ö❤❡ ✈♦♥ ❝❛✳
5m ü❜❡r ❞❡♠ ❇♦❞❡♥✱ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥
✉♥❣❡❢ä❤r 5 cm✳ ❆✉s ❞❡♠ ❙tr❛❤❧❡♥s❛t③ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s✱ ❞❛ss ❞❡r ❆❜st❛♥❞ ❞❡r
❊r❞❡ ✈♦♥ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ♥✉r ❝❛✳ ✶✵✵ ❙♦♥♥❡♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❜❡trä❣t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❙♦♥✲
♥❡ ❡✐♥❡♥ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ 1AE ❤❛t✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❛✉s
❞✐❡s❡r ❛❧❧tä❣❧✐❝❤❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❙tr❛❤❧❡♥s❛t③❡s ③✉ 1× 10−2AE
❛❜s❝❤ät③❡♥✳

✷✳✹✳✸ P❧❛♥s♣✐❡❣❡❧

❙♣✐❡❣❡❧ s✐♥❞ ♦♣t✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡✱ ❞❡r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❣❧❛tt❡♥
❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❜❡r✉❤t✳ ❋ür P❧❛♥s♣✐❡❣❡❧ ✐st ❞✐❡ r❡✢❡❦t✐❡r❡♥❞❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡
❊❜❡♥❡✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ③✳❇✳ ✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❇✐❧❞✲
❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥s✢ä❝❤❡ stüt③❡♥✳ ❉❡♥
❇✐❧❞♣✉♥❦t ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛♥❞❡rs✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❡♥ ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ ❢ür ❥❡✲
❞❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥❞❡♥ P✉♥❦t ❆ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s
❘❡✢❡①✐♦♥s❣❡s❡t③❡s ✭●❧✳ ✷✳✶✮ ❦♦♥str✉✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥
♥❛❝❤ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ s♦ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✱ ❛❧s ♦❜ s✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❙❝❤♥✐tt✲
♣✉♥❦t ❇ ❤❡r❦ä♠❡♥✱ ❞❡r ❤✐♥t❡r ❞❡r ❙♣✐❡❣❡❧✢ä❝❤❡ ③✉ ❧✐❡❣❡♥ s❝❤❡✐♥t✳ ❊r ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❘ü❝❦✈❡r❧ä♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ✭❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡♥
✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✶✷✮✳ ❉❛ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ♥✐❝❤t t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✈♦♥ ❇ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ s❝❤❡✐♥❜❛r❡♥ ❜③✇✳ ✈✐rt✉❡❧❧❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❇ ❞✐❡s❡r ❙tr❛❤❧❡♥
❛❧s ❞❡♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ✿ ❉❡r ❢ür ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❙tr❛❤❧❡♥✈❡r❧❛✉❢s
✈❡r✇❡♥❞❡t❡ P✉♥❦t ❇ ❧✐❡❣t ❤✐♥t❡r ❞❡r s♣✐❡❣❡❧♥❞❡♥ ❊❜❡♥❡✱ ✉♥❞ ❞♦rt ✈❡r❧❛✉❢❡♥
❡✐♥❢❛❝❤ ❦❡✐♥❡ ❙tr❛❤❧❡♥✳

❲❡♥♥ ❡s ♥✉r ❞❛r❛✉❢ ❛♥❦♦♠♠t✱ ❞❡♥ P✉♥❦t ❇ ❞✉r❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❑♦♥✲
str✉❦t✐♦♥ ❛✉❢③✉✜♥❞❡♥✱ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ③✉
✈❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❊s ❣❡♥ü❣t✱ ❞❡♥ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ③✇❡✐❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ❙tr❛❤❧❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✳
❲❡♥♥ ❡s ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❜❡s♦♥❞❡rs
❡✐♥❢❛❝❤❡ ✒❑♦♥str✉❦t✐♦♥sstr❛❤❧❡♥✏✳ ❋ür ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❦♦♠♠t ❡s s❡❧❜st✈❡r✲
stä♥❞❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞❛r❛✉❢ ❛♥✱ ♦❜ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥s❧✐♥✐❡♥
t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ▲✐❝❤t ✈❡r❧ä✉❢t ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱ ❞❡♥♥ ❡s ✐st ❡✐♥❡ ❣❡❞❛♥❦❧✐❝❤❡ ❑♦♥str✉❦✲
t✐♦♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✳ ❋ür ❞✐❡ ❘❡✢❡①✐♦♥
❣✐❜t ❡s ♥✉r ❡✐♥❡♥ ✒❡✐♥❢❛❝❤❡♥✏ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥sstr❛❤❧✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♥ ❙tr❛❤❧ s1 ✐♥
❆❜❜✳ ✷✳✶✷❛✱ ❞❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉❢ ❞❡♥ P❧❛♥s♣✐❡❣❡❧ ❛✉❢tr✐✛t ✭♦❞❡r ❛✉❢tr❡✛❡♥ ✇ür✲
❞❡✮✳ ❊r ✇✐r❞ ✐♥ s✐❝❤ ③✉rü❝❦ r❡✢❡❦t✐❡rt✱ ❛❧s♦ ♠✐t αr = 0✳ ■♥ ❞❡r ❘ü❝❦✈❡r❧ä♥❣❡✲
r✉♥❣ ✈❡r❧ä✉❢t ❡r ❡♥t❧❛♥❣ s1r✳ ◆✉♥ ♥✐♠♠t ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❛♥❞❡r❡♥
❑♦♥str✉❦t✐♦♥sstr❛❤❧ s2✱ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐st ❞❡r ✭✈✐rt✉❡❧❧❡✮ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ❜❡st✐♠♠t✳

■♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉♠ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ✐st ♠❛♥ ❢r❡✐✱ ❥❡❞❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ③✉r ❙♣✐❡✲
❣❡❧❡❜❡♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❆❝❤s❡ ❛❧s ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❤❡r❛♥③✉③✐❡❤❡♥✳✷ ❉❡r ❙❝❤♥✐tt✲

✷❇❡✐♠ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ♠✉ss s✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P✉♥❦t ▲ ❣❡❤❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✷✿ ✭❛✮ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r s♣✐❡❣❡❧♥❞❡♥ ❊❜❡♥❡ ✭❞✐❝❦❡ ▲✐♥✐❡✮✳ ▼❛♥
❦♦♥str✉✐❡rt ③✉❡rst ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ✭str✐❝❤♣✉♥❦t✐❡rt✮ s♦✇✐❡ ❞❡♥ ❱❡r❧❛✉❢
③✇❡✐❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ❛✉s❣❡❤❡♥✳ ❉❡r ❞✉r❝❤
❘ü❝❦✈❡r❧ä♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥sstr❛❤❧❡♥ ✭❣❡str✐❝❤❡❧t✮ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡
❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ✐st ❞❡r ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇✳ ✭❜✮ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❛❧❧❡r ❇✐❧❞♣✉♥❦✲
t❡ ❡✐♥❡s rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦ts ✭❍❛♥❞✮✳ ❉❛s ❇✐❧❞ ❇✱ ❤❛t ❡✐♥❡ ③✉♠ ❖❜❥❡❦t ❆
❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ st❡❧❧t ❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❞❛r✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡
❊♥tst❡❤✉♥❣ ❞❡s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞s ❛❧s ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r P✉♥❦ts♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡s ●❡✲
❣❡♥st❛♥❞s ❆ ❛♠ ■♥✈❡rs✐♦♥s③❡♥tr✉♠ ❩ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✐♥✈❡rt✐❡rt❡♥ ❖❜❥❡❦t ❈ ✉♥❞
❡✐♥❡r ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❉r❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ❈ ✉♠ ❞✐❡ ❉r❡❤❛❝❤s❡ ③✉♠ ❇✐❧❞ ❇ ❛✉✛❛ss❡♥

♣✉♥❦t ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ♠✐t ❞❡r ❙♣✐❡❣❡❧❡❜❡♥❡ s❡✐ ❡✐♥ P✉♥❦t ❩✱ ✐♥ ❞❡♥
❡✐♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ s♦ ❣❡❧❡❣t ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ z✲❆❝❤s❡ ❡♥t❧❛♥❣
❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✈❡r❧ä✉❢t✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✐♥ ❆❜❜✳
✷✳✶✷ ③❡✐❣t✱ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (xA, yA, zA) ❡✐♥❡s ❛❜③✉❜✐❧✲
❞❡♥❞❡♥ P✉♥❦ts ❆ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
(xB, yB, zB) ❞❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦ts ❇✿

xB = V xA = xA

yB = V yA = yA

zB = VlzA = −zA

❋ür ❞✐❡ x✲y✲❊❜❡♥❡ ✐st ❞❡r ❧❛t❡r❛❧❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r V = 1 ✉♥❞ ❞❛♠✐t
✐st ❞✐❡ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡✳ ❙✐❡ ❜✐❧❞❡t
❯♠r✐ss❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❙♣✐❡❣❡❧✢ä❝❤❡ ❧✐❡❣❡♥✱ ✐❞❡♥t✐s❝❤
✭✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❢r❡❝❤t✮ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❙♣✐❡❣❡❧✢ä❝❤❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡
❛❜✳ ❋ür ❥❡❞❡ ③✉r ❙♣✐❡❣❡❧✢ä❝❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❊❜❡♥❡ ❧✐❡❣t ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐t✲
str❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦r✳ ❲är❡ ❞✐❡ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧s❦❛❧✐❡r✉♥❣ Vl ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ▲❛t❡r❛❧s✲
❦❛❧✐❡r✉♥❣ V ✱ ✇är❡ ❛❧s♦ Vl = V = 1✱ s♦ ❧ä❣❡ ❡✐♥❡ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✭■❞❡♥t✐tät✮ ✈♦r✱ ✇är❡ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts V = Vl = −1✱ s♦ ❡♥ts♣rä❝❤❡
❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ■♥✈❡rs✐♦♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ✐st
❥❡❞♦❝❤ V = 1✱ ❛❜❡r Vl = −1 6= V ✳ ■♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❧✐❡❣t ❞❛♠✐t ❦❡✐♥❡
➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠ str❡♥❣❡♥ ❙✐♥♥❡ ✈♦r✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❑❧❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡s
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❡r❢♦r❞❡rt✱ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞❛❤❡r ❞❛s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ❡r③❡✉❣t❡
❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❆❜❜✐❧❞ ♥✐❝❤t ❛❧s ❇✐❧❞✱ s♦♥❞❡r♥ ❛❧s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳
❊✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ P②r❛♠✐❞❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ③✇❛r ✇✐❡❞❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❛❧❧✲
❣❡♠❡✐♥❡ P②r❛♠✐❞❡ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧♥ ✉♥❞ ▲ä♥❣❡♥ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❆❜❡r ❞✐❡
❣❡s♣✐❡❣❡❧t❡ P②r❛♠✐❞❡ ✭❞❛s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❞❡r P②r❛♠✐❞❡✮ ❧ässt
s✐❝❤ ✇❡❞❡r ❞✉r❝❤ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❡♥ ♥♦❝❤ ❞✉r❝❤ ❉r❡❤✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐✲
❝❤❡♥ P②r❛♠✐❞❡ ③✉r ❉❡❝❦✉♥❣ ❜r✐♥❣❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❇✐❧❞ ✐♠ str❡♥❣❡♥ ❙✐♥♥❡ ❡✐♥❡r
➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐st ❞❛s ❤✐♥❣❡❣❡♥ st❡ts ♠ö❣❧✐❝❤✳

❲✐❡ ❆❜❜✳ ✷✳✶✷❜ ③❡✐❣t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❛❧s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆✉❢✲
❡✐♥❛♥❞❡r❢♦❧❣❡ ③✇❡✐❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣❡r❛t✐♦♥❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡❣❛♥❣❡♥ ❞❡♥❦❡♥✱ ♥ä♠✲
❧✐❝❤ ❡✐♥❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❉r❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ✶✽✵➦ ✉♠ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡✳
❊✐♥❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❜③✇✳ P✉♥❦ts♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❤❛t ❡✐♥❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ P✉♥❦t✱ ❞❡r ✐♥
s✐❝❤ s❡❧❜st ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇✐r❞✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✷✳✶✷❜ ✐st ❞❛s ❞❡r P✉♥❦t ❩✳ ❉✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥
♦r❞♥❡t ❥❡❞❡♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ❈ ❞❡r❛rt ③✉✱ ❞❛ss ❩ ❞✐❡ ❙tr❡✲
❝❦❡ AC ❤❛❧❜✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ✈❡rt❛✉s❝❤t✳ ❉❛ ❉r❡❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡
❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❜❡rü❤rt ❧❛ss❡♥✱ ❢ü❤rt ♥✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤
❞✐❡ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❱❡rt❛✉s❝❤✉♥❣ ❞❡r ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ✭❆❜❜✳ ✷✳✶✷❜✮✳ ■♠ ●❡✲
❣❡♥s❛t③ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇✐❧❞✱ ✐st ✐♠ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❞❡r ❉r❡❤s✐♥♥ ✈❡rt❛✉s❝❤t✳ ❉✉r❝❤
❡✐♥❡ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❣❡❤t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑rü♠♠✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r
❋✐♥❣❡r ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❍❛♥❞ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤t❡ ❉r❡❤s✐♥♥ ✐♥ ❞❡♥ ❉r❡❤s✐♥♥ ❞❡r ❧✐♥✲
❦❡♥ ❍❛♥❞ ü❜❡r ✉♥❞ ❡✐♥❡ r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡ ❙❝❤r✐❢t ✐♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❦s❤ä♥❞✐❣❡✳ ❆✉❝❤
❞❛s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❡✐♥❡r ❯❤r ❤❛t ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❉r❡❤s✐♥♥ ✭s❛❧♦♣♣ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥✱
✒❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥✏✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ✇✐❡❞❡r s♣✐❡❣❡❧t✱ ❛❧s♦
③✇❡✐ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤❢ü❤rt✱ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❇✐❧❞
✐♠ ▼❛ÿst❛❜ ✶✿✶✱ ✇❡✐❧ ③✇❡✐ ■♥✈❡rs✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ③✇❡✐ ❉r❡❤✉♥❣❡♥ ✉♠ ✶✽✵➦ ✇✐❡❞❡r
❛✉❢ ❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥✳

✷✳✹✳✹ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣

❆❧❧❡ ③✉✈♦r ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❣❡❤ör❡♥ ③✉ ❞❡♥ str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ③✉ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❜③✇✳ ●❡r❛❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠
❖❜❥❡❦tr❛✉♠ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✱ ❛✉❢ ❡❜❡♥s♦❧❝❤❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❇✐❧❞r❛✉♠
✈❡r❧❛✉❢❡♥✳

❊✐♥❡ str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐st ♣❡r❢❡❦t✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❡rst❡♥s st✐❣♠❛t✐s❝❤
✐st ✭❞✳❤✳ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ❛❜❜✐❧❞❡t✮ ✉♥❞ ✇❡♥♥✱ ③✇❡✐t❡♥s✱ ❞❛s ❞❛✲
❜❡✐ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡ ✭r❡❡❧❧❡ ♦❞❡r ✈✐rt✉❡❧❧❡✮ ❇✐❧❞ ä❤♥❧✐❝❤ ♦❞❡r s♣✐❡❣❡❧ä❤♥❧✐❝❤ ✐st✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt st❡❧❧❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ●❡s❡t③♠ä✲
ÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ♣❡r❢❡❦t❡r str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❣❡❤t ❡s ♥✐❝❤t ✉♠
❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ③✳❇✳ ❞❛s ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s♠❡❞✐✉♠ ♦❞❡r ❞✐❡ ◆❛✲
t✉r ❞❡r ❙tr❛❤❧✉♥❣ ✭③✳❇✳ ▲✐❝❤t✲✱ ◆❡✉tr♦♥❡♥✲ ♦❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥str❛❤❧✉♥❣✮ ✈♦♥
✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ✇är❡✳ ❉✐❡ ❡✐♥③✐❣ r❡❧❡✈❛♥t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❞❡r ❙tr❛❤❧✉♥❣✱
❞✐❡ ✇✐r ✈♦r❛✉ss❡t③❡♥ ✇♦❧❧❡♥✱ ✐st✱ ❞❛ss s✐❡ s✐❝❤ ✭✇✐❡ ③✳❇✳ ▲✐❝❤t ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥
▼❡❞✐❡♥✮ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ❛✉s❜r❡✐t❡t✳ ❲✐r ③✐❡❧❡♥ ❛❧s♦ ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡
❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣ ❛❜✿ ❲✐❡ s❡❤❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ▼❡♥❣❡ ❞❡r ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t❡
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❛✉❢ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ ❞❡r ❇✐❧❞♣✉♥❦t❡ ❛✉s✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❢♦r❞❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
❣❡r❛❞❡♥tr❡✉ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss s✐❡ ❥❡❞❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ❣❡❤❡♥❞❡ ●❡✲
r❛❞❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡ ❛❜❜✐❧❞❡t ✭✉♥❞ ③✇❛r
❢ür ❥❡❞❡♥ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t✮❄

●❡r❛❞❡♥tr❡✉❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛❧s ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲✐r ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥ ✉♥s ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❢ür ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st ♠ö❣❧✐❝❤❡♥
❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❢ür ❥❡♥❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❯♥t❡r❣r✉♣♣❡ ❞❡r ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦✲
♥❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❣❡r❛❞❡♥tr❡✉✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤
❡❜❡♥❡♥tr❡✉ s✐♥❞✳ ❉❛♠✐t ✐st ❤✐❡r ❣❡♠❡✐♥t✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥ ❤❛♥✲
❞❡❧t✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡❜❡♥❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ❖❜❥❡❦t❡ ❡✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤
ä❤♥❧✐❝❤❡s ♦❞❡r s♣✐❡❣❡❧ä❤♥❧✐❝❤❡s ❇✐❧❞ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ✈♦♥ r♦t❛✲
t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥ ❡r❢ü❧❧t✱ ❞❡♥ ✒tr❡✉❡♥ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥✏✳ ❉❡♠
✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ü❜❧✐❝❤❡♥ ❙♣r❛❝❤❣❡❜r❛✉❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞ ❣❡❜❡♥ ✇✐r ❞❡r r♦t❛t✐♦♥ss②♠✲
♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡♥ ◆❛♠❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt
✷✳✹✳✷✮✳ ■♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙♦♥❞❡r❢ä❧❧❡♥ ❣✐❜t ❡s ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ s♦❣❛r rä✉♠❧✐✲
❝❤❡ ❋✐❣✉r❡♥ str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤ ♣❡r❢❡❦t ❛❜❜✐❧❞❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ r❛✉♠tr❡✉ s✐♥❞✳
❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤✐❡r❢ür ✐st ❞✐❡ ❣❡r❛❞❡ ③✉✈♦r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞✉r❝❤ P❧❛♥✲
s♣✐❡❣❡❧ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✹✳✸✮✳

❚r❡✉❡ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥✳ P✉♥❦t❡ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦tr❛✉♠s s❡✐❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠
❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❙ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x, y, z) s♣❡③✐✜③✐❡rt✳
❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

(x, y, z) 7−→ (x➫, y➫, z➫)

❛✉❢ P✉♥❦t❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✱ ❞✐❡ ✐♠ ❇✐❧❞r❛✉♠ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x➫, y➫, z➫) ❜❡✲
③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s S➫ ❤❛❜❡♥✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❛❧❧❡
❛♥❞❡r❡♥ ❜❡③✉❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ●röÿ❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙tr✐❝❤ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇❡♥♥
s✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❛s ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❜❡③✐❡❤❡♥✳ ❖❤♥❡ ❙tr✐❝❤ ❜❡③✐❡❤❡♥ s✐❡
s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❛s ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣❡✳

P❡r❢❡❦t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ❜✐❧❞❡♥ ❥❡❞❡♥ P✉♥❦t ❆ ❞❡s ❖❜❥❡❦tr❛✉♠s ❛✉❢ ❣❡♥❛✉
❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ❇ ❞❡s ❇✐❧❞r❛✉♠s ❛❜✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❜❡✐❞❡♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ P✉♥❦t❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❜✐❥❡❦t✐✈✳ ▼✐t ❞❡♠ ❲♦rt ✒❦♦♥❥✉❣✐❡rt✏
❞rü❝❦t ♠❛♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❖❜❥❡❦t❡♥✱ ●röÿ❡♥ ♦✳ä✳
❜❡st❡❤t✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ✐❤r❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❤❡r ❛✉❝❤ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❣✐❧t✱ ✇✐❡ ❤✐❡r ❢ür ❞✐❡
❡✐♥❛♥❞❡r ❡✐♥❡✐♥❞❡✉t✐❣ ③✉❣❡♦r❞♥❡t❡♥ P✉♥❦t❡ ❆ ✉♥❞ ❇✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❱❡rstä♥❞♥✐s
✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ✒❦♦♥❥✉❣✐❡rt✏ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥
❡✐♥❡r ✒❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧✏ ✉♥❞ ✐❤r❡r ✒❦♦♥❥✉❣✐❡rt ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧✏ s♣r✐❝❤t ♦❞❡r
✈♦♥ ❡✐♥❡r ✒❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✏ ✉♥❞ ✐❤r❡r ✒❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✏ ✭s✳
❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✻✮✳

❯♥s ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥ ♣❡r❢❡❦t❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐ts❛❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥✱
❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ✐♠ ❖❜❥❡❦tr❛✉♠ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋✐❣✉r ❡✐♥❡ ✐♠
❇✐❧❞r❛✉♠ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❋✐❣✉r ❤❡r✈♦r❣❡❤t✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♥ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣❡♥ ❣❡❤ör❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡✱ ❣❡❞r❡❤t❡ ♦❞❡r ✈❡rs❝❤♦❜❡♥❡ ❇✐❧❞❡r
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rä✉♠❧✐❝❤❡r ❋✐❣✉r❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❞r❡✐ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✐st ✐st ❞❡r ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r
V = 1✳

❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ✉♥s ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❥❡❞♦❝❤ ♠✐t ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐✲
❣❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡✱ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ❞❡s ❖❜❥❡❦tr❛✉♠s ✭❖❜❥❡❦t❡❜❡✲
♥❡✮ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❋✐❣✉r ✐♥ ❡✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ä❤♥❧✐❝❤❡✱ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ❞❡s ❇✐❧❞r❛✉♠s
✭❇✐❧❞❡❜❡♥❡✮ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❋✐❣✉r ♥✐❝❤t ♥✉r ♠✐t V = 1 s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ❜❡✲
❧✐❡❜✐❣❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ V 6= 1 ❛❜❜✐❧❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❖❤♥❡ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❡r ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❤❡✐t ❧✐❡❣❡ ❞✐❡ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ✐♥ ❞❡r x✲
y✲❊❜❡♥❡✳ ❉✐❡ ③✉ ✐❤r ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ s❡✐ ❞✐❡ x➫✲y➫✲❊❜❡♥❡✳ ❩✉r ❱❡r❡✐♥✲
❢❛❝❤✉♥❣ s❡✐❡♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥ ❜❡✐❞❡r ❘ä✉♠❡ ❣❧❡✐❝❤ ♦r✐❡♥t✐❡rt✳ ❋❡r♥❡r
✇❡r❞❡ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥♥✉❧❧♣✉♥❦t ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥♥✉❧❧✲
♣✉♥❦t ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r x➫✲y➫✲❊❜❡♥❡ ❧❛ss❡♥
✇✐r ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉ÿ❡r ❇❡tr❛❝❤t✳ ❉❛♥♥ ❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ z✲ ✉♥❞
z➫✲❆❝❤s❡ ❛✉❢ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡r❛❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡✳

➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐ts❛❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ s✐♥❞ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤✲
s❡✱ ❞✳❤✳ s✐❡ st❛✉❝❤❡♥ ♦❞❡r str❡❝❦❡♥ ❞❛s ❇✐❧❞ ✐♥ ❥❡❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉
♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✉♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r V ✳ ❉✐❡ ❞❡♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✲
❞❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

x➫ = V x ✭✷✳✶✷✮

y➫ = V y . ✭✷✳✶✸✮

③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ✭❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡✮✱ ❞✐❡ ♥✉♥
✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❜✐❧❞❡t ❑r❡✐s❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❑r❡✐s❡ ✉♥❞ ❉r❡✐❡❝❦❡
❛✉❢ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❉r❡✐❡❝❦❡ ❛❜✳ ❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✷✳✶✷ ✉♥❞ ●❧✳
✷✳✶✸ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✇❡❞❡r ❣❡❞r❡❤t ♥♦❝❤ ❧❛t❡r❛❧ ✈❡rs❝❤♦❜❡♥✳ ❉❛s ❖❜❥❡❦t
✇✐r❞ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❋❛❦t♦r V ✈❡r❣röÿ❡rt ❜③✇✳ ✈❡r❦❧❡✐♥❡rt ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❞❛r❢ ❞❡r ❋❛❦t♦r V ✇❡❞❡r ✈♦♥ x ♥♦❝❤ y ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤
s♦♥st ✐✳❆❧❧❣✳ ❦❡✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡s ❇✐❧❞ ♠❡❤r ❡r❣❡❜❡♥ ✇ür❞❡✳ ❊r ❞❛r❢ ❛❜❡r s❡❤r ✇♦❤❧
✈♦♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ✈♦♥ ❞❡r z✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇❡❧❝❤❡
❞✐❡ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❛✉❢ ❞❡r ③✉ ✐❤r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ z✲❆❝❤s❡ ❤❛t✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐st
V = V (z) ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ z✳ ❉❛ s✐❝❤ x✲ ✉♥❞ y✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r
❲❡✐s❡ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✱ ❡rs♣❛r❡♥ ✇✐r ✉♥s ❡t✇❛s ❙❝❤r❡✐❜❛r❜❡✐t✱ ✐♥❞❡♠ ✇✐r ♥✉r
♥♦❝❤ ❞✐❡ x✲ ✉♥❞ z✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❞✳❤✳ ✇✐r ❞✐s❦✉t✐❡r❡♥ ♥✉r ♥♦❝❤ ❞✐❡
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

x➫ = V (z)x ✭✷✳✶✹✮

✉♥❞ ✐❤r❡ ❯♠❦❡❤rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

x = V ➫(z➫)x➫ .

▲❡t③t❡r❡ ❤❛t ❡✐♥❡♥ ✐✳ ❆❧❧❣✳ ✈♦♥ V ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r V ➫✱ ❞❡r
✈♦♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✈♦♥ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ z➫
❣❡❣❡❜❡♥❡♥ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❛❜❤ä♥❣t✳ ❉❛ st✐❣♠❛t✐s❝❤❡♥ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐t✲
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str❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐❥❡❦t✐✈ s❡✐♥ ♠üss❡♥✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❙❦❛✲
❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r❡♥ tr✐✈✐❛❧❡r✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

V (z)V ➫(z➫) = 1 . ✭✷✳✶✺✮

❡r❢ü❧❧❡♥✳

❍❛✉♣t❡❜❡♥❡✳ ❉✐❡❥❡♥✐❣❡ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥ ❇✐❧❞ ♠✐t ❞❡♠ ❙❦❛❧✐❡✲
r✉♥❣s❢❛❦t♦r ✶ ✭❜③✇✳ ❞❡♠ ▼❛ÿst❛❜ ✶✿✶✮ ❡r③❡✉❣t ✇✐r❞ ♥✐♠♠t ❡✐♥❡ ❙♦♥✲
❞❡rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥✱ ✇❡✐❧ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❯♠❦❡❤r❛❜❜✐❧❞✉♥❣ ❛✉s ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❡✐♥❡
❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❋✐❣✉r ✐♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❡r③❡✉❣t✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ❦♦♥❥✉✲
❣✐❡rt❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s♠❛ÿst❛❜ ✶✿✶ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥
❛❧s ❇❡③✉❣s❡❜❡♥❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ♦❜❥❡❦t✲ ❜③✇✳ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡
❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✇❡✐s❡♥ ✇✐r
✐❤♥❡♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ z = 0 ❜③✇✳ z➫ = 0 ③✉✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②s✲
t❡♠ ✇✐r❞ ❣❡r❛❞❡ s♦ ❡✐♥❣❡r✐❝❤t❡t✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ♣❡r ❉❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ❣✐❧t✿

V (0) = V ➫(0) = 1 .

❲✐r ❢♦r❞❡r♥ ♥✉♥ ③✉sät③❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐ts❛❜❜✐❧❞✉♥❣
❡✐♥❡ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥ ✐st✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❡ ❡✐♥❡♥ ●❡❣❡♥st❛♥❞s♣✉♥❦t ❆ s♦
❛❜❜✐❧❞❡t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ✐♠ ❖❜❥❡❦tr❛✉♠ ❞✉r❝❤ ✐❤♥ ❣❡❤❡♥❞❡♥ ●❡r❛❞❡♥ ❛✉❢ ●❡r❛❞❡♥
❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ❇✐❧❞r❛✉♠ ✐♠ ③✉ ❆ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t
❇ s❝❤♥❡✐❞❡♥✳ ❲✐❡ ✇✐r ❣❧❡✐❝❤ ❜❡✇❡✐s❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❞❛s ❞❡r ❋❛❧❧✱ ✇❡♥♥ ❞❡r
❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r ✭✇✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❩❡♥tr❛❧♣r♦❥❡❦t✐♦♥✮ ❣❡♠äÿ

V (z) =
1

1− z/f
✭✷✳✶✻✮

✈♦♥ z ❛❜❤ä♥❣t✳ ❍✐❡r ✐st f ❡✐♥❡ ❢r❡✐❡✱ ❢ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡
❑♦♥st❛♥t❡✳ ❉❡r ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r ❞❡r ❯♠❦❡❤rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐st ❞❛♥♥ ❢♦r♠❛❧
❞✉r❝❤

V ➫(z➫) =
1

1− z➫/f➫
✭✷✳✶✼✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❢r❡✐❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ f➫ ③✉ ♥♦t✐❡r❡♥✳
❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r z ✉♥❞ z➫ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❡r❢ü❧❧t

✭✇❣✳ ●❧✳ ✷✳✶✺✮ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

(z − f)(z➫− f➫) = ff➫ . ✭✷✳✶✽✮

❉✐❡s❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐st ♥✐❝❤t ❧✐♥❡❛r✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ❜✐❧❞❡t s✐❡ ③✉s❛♠✲
♠❡♥ ♠✐t ●❧✳ ✷✳✶✹ ✇✉♥s❝❤❣❡♠äÿ ❛❧❧❡ ●❡r❛❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♥ P✉♥❦t
❆ ❞❡s ❖❜❥❡❦tr❛✉♠s ✈❡r❧❛✉❢❡♥✱ ❛✉❢ ●❡r❛❞❡♥ ❛❜✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ③✉ ❆ ❦♦♥✲
❥✉❣✐❡rt❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ❦r❡✉③❡♥✳ ❉❛s ✐st ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✉♥❞ s♦❧❧ ❞❛❤❡r ♥✉♥
❜❡✇✐❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
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❊s s❡✐ ❛❧s♦ ❆ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (xa, a)✳ ❉✐❡ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥ (xb➫, b➫) s❡✐♥❡s ❇✐❧❞♣✉♥❦ts ❇ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

a/f

b➫/f➫
= − xa

xb➫
✭✷✳✶✾✮

1

a/f
+

1

b➫/f➫
= 1 ✭✷✳✷✵✮

❞❡r ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❦✉r③❡r
❘❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉s ●❧✳ ✷✳✶✹✱ ●❧✳ ✷✳✶✻ ✉♥❞ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✷✳✶✽✮✳
❉✉r❝❤ ❞❡♥ P✉♥❦t ❆ ✈❡r❧❛✉❢❡ ❡✐♥❡ ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣❡ ●❡r❛❞❡

x = xa +m(z − a)

♠✐t ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ m✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❤✐❡r ●❧✳ ✷✳✶✻ ✉♥❞ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥✱ s♦ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❩✇✐s❝❤❡♥s❝❤r✐tt

x➫

z➫− f➫
=

xb➫

b➫− f➫
−mf

(
1

z➫− f➫
− 1

zb➫− f➫

)
,

♥❛❝❤ ❡t✇❛s ❘❡❝❤♥❡r❡✐ ③✉♠ ❘❡s✉❧t❛t✱ ❞❛ss ❞❛s ❇✐❧❞ ❞✐❡s❡r ●❡r❛❞❡ ✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡
●❡r❛❞❡ ✐st✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❇✐❧❞❣❡r❛❞❡

x➫ = xb➫+m➫(z➫− b➫) ✭✷✳✷✶✮

♠✐t ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣

m➫ =

(
a− f

f➫

)
m− xa

f➫
. ✭✷✳✷✷✮

❙✐❡ ✈❡r❧ä✉❢t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ③✉ ❆ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇✳ ❉❛♠✐t ✐st ❜❡✇✐❡s❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♦❜✐❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥ ✐st✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ❜✐❧❞❡t ❥❡❞❡ ❞✉r❝❤ ❆
✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡ ♠✐t ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ m ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❇ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡
♠✐t ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ m➫ ❛❜✳ ❉✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣❡♥ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ❧✐♥❡❛r✳

❲❡♥♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r f ✉♥❞ f➫ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❤❛❜❡♥✱ s♦
✈❡r❧❛✉❢❡♥ ❖❜❥❡❦t✲ ✉♥❞ ❇✐❧❞❣❡r❛❞❡ ❢ür ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡s z ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❘✐❝❤✲
t✉♥❣ ✉♥❞ ❛♥❞❡r♥❢❛❧❧s ✐♥ ❞❡r ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣✳ ❉❛s ❢ü❤rt ❞❛③✉✱
❞❛ss ✐♠ ❧❡t③t❡r❡♥ ❋❛❧❧ ✭❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣✮ ❞✐❡ ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ✈❡r✲
t❛✉s❝❤t ✇✐r❞✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ tr❡✉❡ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥ ❡r③❡✉❣t ❞❛♥♥ str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ❦❡✐♥
✭ä❤♥❧✐❝❤❡s✮ ❇✐❧❞✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥ ✭ä❤♥❧✐❝❤❡s✮ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞✳

❇r❡♥♥❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❛✉s ●❧✳ ✷✳✷✷ ❡rs✐❡❤t✱ s♣✐❡❧❡♥ ❞✐❡
❊❜❡♥❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ z = f ❜③✇✳ z➫ = f➫ ❡✐♥❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡
❘♦❧❧❡✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ♦❜❥❡❦t✲ ❜③✇✳ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡ ❋♦❦❛❧❡❜❡♥❡ ✭❇r❡♥♥❡❜❡♥❡✮
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❆❧❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ✐♥ ❞❡r ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✸✿ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❇✐❧❞♣✉♥❦t❡s ❇ ❡✐♥❡r ♣r♦✲
❥❡❦t✐✈❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✳

❇r❡♥♥❡❜❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✷✳✷✷ ❛✉❢ ❇✐❧❞❣❡r❛❞❡♥ ❛❜❣❡✲
❜✐❧❞❡t✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❤❛❜❡♥✿ ❇✐❧❞s❡✐t✐❣ ✈❡r❧❛✉❢❡♥ s✐❡ ❛❧s
♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ♠✐t ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ m➫ = −xa/f➫✳ ■♠ ❯♠❦❡❤rs❝❤❧✉ss
❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡
❙t❡✐❣✉♥❣ m = −xa➫/f ❤❛❜❡♥✱ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ❞❡r ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡♥
❇r❡♥♥❡❜❡♥❡ s❝❤♥❡✐❞❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ✐♠ P✉♥❦t (xa, f➫)✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇❡r✲
❞❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ P✉♥❦t
❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✱ ✇♦ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❞✐❡ ❇r❡♥♥❡❜❡♥❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡t✳ ❉❛s s✐♥❞
❞✐❡ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t❡ ❜③✇✳ ❋♦❦✉s♣✉♥❦t❡ ❋ ✉♥❞ ❋➫ ✭s✳ ❆❜❜✳ ✷✳✶✸✮✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✐st
❋ ❞❡r ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣❡ ✉♥❞ ❋➫ ❞❡r ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡ ❋♦❦✉s♣✉♥❦t✳

❋ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✭❞✳❤✳ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡
③✉❣❧❡✐❝❤ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞✮ ❣❡❧t❡♥ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡✐✲
❞❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙ät③❡ ü❜❡r ❙tr❛❤❧❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡✿

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ssät③❡ ❞❡r ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡

✶✳ ❆❧❧❡ ❖❜❥❡❦tstr❛❤❧❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✇❡r❞❡♥
❛✉❢ ❞❡♥ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❋➫ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳

✷✳ ❆❧❧❡ ❖❜❥❡❦tstr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❋ ♣❛ss✐❡r❡♥✱ ✈❡r✲
❧❛✉❢❡♥ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡✳

❉❛s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡✐♥❡ s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤❡ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❑♦♥✲
str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❇✐❧❞♣✉♥❦ts ❇ ❢ür ❡✐♥❡♥ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆✿

✶✳ ❱♦♥ ❆ ❛✉s ③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ P❛r❛❧❧❡❧❡ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡✳ ❉♦rt ✇♦ s✐❡
❞✐❡ ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ s❝❤♥❡✐❞❡t✱ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐♥ ❡✐✲
♥❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ xa ✐♠ ▼❛ÿst❛❜ ✶✿✶ ❛✉❢ ❞✐❡ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡
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❍❛✉♣t❡❜❡♥❡✳ ❉❛s ❧ä✉❢t ❛✉❢ ❞❛ss❡❧❜❡ ❤✐♥❛✉s ✇✐❡ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ P❛r❛❧❧❡✲
❧❡ ❜✐s ③✉r ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❞✉r❝❤③❡✐❝❤♥❡♥ ✇ür❞❡✳ ❱♦♥ ❞✐❡s❡♠
P✉♥❦t ❛✉s ③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❋➫ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡r
●❡r❛❞❡♥ ♠✉ss ❞❡r ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❧✐❡❣❡♥✳

✷✳ ❱♦♥ ❆ ❛✉s ③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ③✇❡✐t❡ ●❡r❛❞❡ ❞✉r❝❤ ❋✳ ❉♦rt ✇♦ s✐❡ ❛✉❢
❞✐❡ ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ tr✐✛t✱ ü❜❡rträ❣t ♠❛♥ ❞✐❡ x✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡
❛✉❢ ❞✐❡ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ P✉♥❦t ③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡
③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ●❡r❛❞❡✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡r ●❡r❛❞❡♥ ♠✉ss ❞❡r
❇✐❧❞♣✉♥❦t ❧✐❡❣❡♥✳

✸✳ ❉❛ s✐❝❤ ❛❧❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❡✐♥❡r ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❆ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ✐♥ ❇
s❝❤♥❡✐❞❡♥✱ ❧✐❡❣t ❞❡r ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❣❡♥❛✉ ❞❛✱ ✇♦ s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ s♣❡③✐❡❧❧❡♥
❙tr❛❤❧❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡♥✱ ❞✐❡ ■❤♥❡♥ ❣❡r❛❞❡ ❛❧s ❑♦♥str✉❦t✐♦♥sstr❛❤❧❡♥ ✈♦r❣❡✲
st❡❧❧t ✇✉r❞❡♥✳

P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥✲
❣❡♥ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❤✐❡r ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ t❤❡♦r❡✲
t✐s❝❤❡✱ ❞✳❤✳ r❡✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❧♦❣✐s❝❤ ❛✉s
❞❡r ❋♦r❞❡r✉♥❣ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞✉r❝❤ ●❡r❛❞❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡
♣r♦❥❡❦t✐✈❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ st❡❧❧t ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❥❡❞❡ ❆rt ✈♦♥ ♦♣t✐✲
s❝❤❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ✭❣❡r❛❞❡✮ ❙tr❛❤❧❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❛✉s❣❡❤❡♥ ✉♥❞ ❛❧s ✭❣❡r❛❞❡✮ ❙tr❛❤❧❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇✐❧❞♣✉♥❦t s♦ ③✉✲
s❛♠♠❡♥❧❛✉❢❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ tr❡✉❡ ❇✐❧❞❡r ❡r❣❡❜❡♥✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❤❡✐t ❞❡s
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡s ♥✐❝❤t ♥✉r ❛✉❢ ❧✐❝❤t♦♣t✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥✲
❣❡♥ ❛♥✇❡♥❞❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ❛✉❢ ❡❧❡❦tr♦♥❡♥♦♣t✐s❝❤❡✱ ♥❡✉tr♦♥❡♥♦♣t✐✲
s❝❤❡ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✲t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥✳

■♥ ❞❡r ▲✐❝❤t♦♣t✐❦ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r tr❡✉❡♥ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥ ✐♥s❜❡✲
s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ✐✳❆❧❧❣✳ ✉♥✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞✉r❝❤
t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠❡ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ❛❧s♦ ❛❧s ❘❡❢❡r❡♥③
❢ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞✉r❝❤ ▲✐❝❤t ♠✐tt❡❧s r❡❛❧❡r ❙♣✐❡❣❡❧✱ ▲✐♥s❡♥ ♦❞❡r ❦♦♠♣❧❡①❡r❡r
♦♣t✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡✳

✷✳✺ ❙♣❤är✐s❝❤❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡

❉✐❡ ●r✉♥❞❜❛✉st❡✐♥❡ ♦♣t✐s❝❤❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✭③✳❇✳ ▼✐❦r♦s❦♦♣♦❜❥❡❦t✐✈❡✮ ✇❡r✲
❞❡♥ ❛❧s ♦♣t✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✭❇❡✐s♣✐❡❧✿ ▲✐♥s❡♥✮✳ ❖♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡
❜③✇✳ ■♥str✉♠❡♥t❡ ✭❇❡✐s♣✐❡❧✿ ▼✐❦r♦s❦♦♣❡✮ s❡t③❡♥ s✐❝❤ ✐✳❆❧❧❣✳ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ♦♣✲
t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ♦♣t✐s❝❤❡r
❊❧❡♠❡♥t❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❢ür ❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ❇r❡❝❤✉♥❣✳ ■st ❞✐❡
●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥ts ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♣❧❛♥✱ ♠üss❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞
❇r❡❝❤✉♥❣ ❧♦❦❛❧ ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛③✉ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❚❛♥✲
❣❡♥t✐❛❧❡❜❡♥❡ ✭❆❜❜✳ ✷✳✶✹✮✳ ❋ür ❥❡❞❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t P ❡✐♥❡r ❣❡❦rü♠♠t❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✹✿ ✭❛✮ ▲♦❦❛❧❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ✉♥❞ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧❡❜❡♥❡ ✐♠ P✉♥❦t
P ❡✐♥❡r ❣❡❦rü♠♠t❡♥ ❋❧ä❝❤❡✳ ✭❜✮ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥✲
❢❛❧❧s❡❜❡♥❡

●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✐st ❞✐❡s ❞✐❡ ❊❜❡♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ❯♠❣❡✲
❜✉♥❣ ❡✐♥❡s P✉♥❦ts P ♥✉r ✐♥ ❡❜❡♥❞✐❡s❡♠ P✉♥❦t ❜❡rü❤rt✳ ❉✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❋❧ä❝❤❡♥✲
♥♦r♠❛❧❡ st❡❤t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜③✇✳ ♥♦r♠❛❧ ③✉r ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ❣❡❤t ❞✉r❝❤
❞❡♥ P✉♥❦t P✳ ❉✐❡ ●❡s❡t③❡ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ❇r❡❝❤✉♥❣ ✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡s❡♥
P✉♥❦t P s♦ ✇✐❡ ❜✐s❤❡r ❛♥✱ ❛❜❡r ❜❡③ü❣❧✐❝❤ s❡✐♥❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡♥✳

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ♠✐t s♣❤är✐s❝❤ ❣❡❦rü♠♠✲
t❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✭❑❛♣✳ ✷✳✺✮ ✉♥❞ ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❞❛r❛✉s ③✉s❛♠♠❡♥✲
❣❡s❡t③t❡ ❙②st❡♠❡ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✭❑❛♣✳ ✷✳✻✮✳ ❲❡♥♥ ❡s ✉♠ ❛❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣t✐s❝❤❡
❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❣❡❤t✱ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ❡rst❡♥s ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♣❡r❢❡❦t❡ ♦♣✲
t✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ t❡❝❤♥✐s❝❤ ③✉♠✐♥❞❡st ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱ ✉♥❞
③✇❡✐t❡♥s✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r f ✉♥❞ f➫ ❥❡♥❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✱
♠✐t ❞❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✲ ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ ♦❞❡r
❙②st❡♠❡ ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥ ✉♥❞ ✇♦ ❞✐❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❧✐❡❣❡♥✳

❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤✲
♦♣t✐s❝❤❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✱ ✇❛s ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ◆ä❤❡r✉♥❣
❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❤✐♥❛✉s❧ä✉❢t✳ ❉❛s ✐st ❢ür ❡✐♥ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡s ❱❡rstä♥❞♥✐s
❞❡r ❛❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣t✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥
✇✐r❦❧✐❝❤ ❣✉t❡s ❚❡❧❡s❦♦♣ ♦❞❡r ▼✐❦r♦s❦♦♣ ❛✉s ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❛✉❢❜❛✉❡♥
✇✐❧❧✱ ♠✉ss ♠❛♥ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❇❡r❡❝❤♥✉♥✲
❣❡♥ ❛♥st❡❧❧❡♥✱ ✇❛s ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣s❜✉❝❤ ♥✉r ❛❧s ❆✉s❜❧✐❝❦ ❛♥❣❡❞❡✉t❡t
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭❑❛♣✳ ✷✳✻✳✹✮✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✺✿ ❙tr❛❤❧✲
✈❡r❧ä✉❢❡ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s✲
❡❜❡♥❡ ❡✐♥❡s ❑♦♥❦❛✈s♣✐❡✲
❣❡❧s✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❑♦♥str✉❦✲
t✐♦♥ ❞❡r ❙tr❛❤❧❡♥ m ✉♥❞
s ❢ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ❛✉❢
❡✐♥❡♥ r❡❡❧❧❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇

✷✳✺✳✶ ❙♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧

▲✐❡❣t ❞✐❡ r❡✢❡❦t✐❡r❡♥❞❡ ❋❧ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ❙♣✐❡❣❡❧s ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❙♣❤är❡ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s
r✱ s♦ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡♥ s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧✳ ▼✐t ❘❛❞✐✉s ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❇✉❝❤ st❡ts ❡✐♥❡ ●röÿ❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ❞❛rst❡❧❧t ✉♥❞ ♣♦s✐t✐✈ ✐st✳
❙♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ✇❡r❞❡♥ s♦✇♦❤❧ ❢ür ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r
❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞✐s❦✉t✐❡r❡♥ ✇✐r ③✉♥ä❝❤st ✐❤r❡
❋✉♥❦t✐♦♥ ❛❧s ❛❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣t✐s❝❤❡s ❊❧❡♠❡♥t✳

❚r✐✈✐❛❧❡r✇❡✐s❡ ♠✉ss ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ▼ ❞❡s
s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧s ❣❡❤❡♥ ✉♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❊❜❡♥❡ st❡❤❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ♠❛♥ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ✇✐❧❧✱ ❛❧s♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❖❜❥❡❦t✲ ✉♥❞ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ st❡❤❡♥✳
◆✉r ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡✲
tr✐s❝❤✱ ✇❛s ❥❛ ❞✐❡ ●r✉♥❞✈♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐ts❛❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✐st✳

❋ür ③✇❡✐ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ✐st
❞❡r ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ ✈♦♥ ✈♦r♥❤❡r❡✐♥ ❡✈✐❞❡♥t✿ ▲✐❡❣t ❡✐♥ ❙tr❛❤❧ ❛✉❢ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❆
✉♥❞ ▼ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ●❡r❛❞❡♥✱ ✇✐r❞ ❡r ✐♠ ❆✉❢tr❡✛♣✉♥❦t ◗ ✐♥ s✐❝❤ s❡❧❜st
③✉rü❝❦r❡✢❡❦t✐❡rt ✭●❡r❛❞❡ m ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✶✺✮✳ ❚r✐✛t ❡r ✐♠ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t S ❛✉❢✱
❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❡r s②♠♠❡tr✐s❝❤ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ r❡✢❡❦t✐❡rt ✭●❡r❛❞❡ s ✐♥ ❆❜❜✳
✷✳✶✺✮✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇✳

❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧✲
♣✉♥❦t ▼ ✉♥❞ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t S t❡✐❧t ✭❆❜❜✳ ✷✳✶✻❛✮✱ s♦ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ ❞r❡✐ P✉♥❦t❡
S✱ ❆ ✉♥❞ ▼ ❡✐♥ ❣❧❡✐❝❤s❝❤❡♥❦❧✐❣❡s ❉r❡✐❡❝❦✱ ✉♥❞ ✇❡✐❧ ❣❡❣❡♥ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❲✐♥❦❡❧
❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ ✈✐❡r P✉♥❦t❡ S✱ ❆✱ ▼ ✉♥❞ ❈ ❞❛♥♥ ❡✐♥ P❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠♠✳
❉❛❤❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ m ✉♥❞ s✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t ❞✐❡s❡r
s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❛✉s❣❛♥❣ss❡✐t✐❣ st❡ts ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱
❞❛ss ❞✐❡s❡ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❞✐❡ ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣❡ ❋♦❦❛❧❡❜❡♥❡ ✐st✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❦r❡✉③❡♥
s✐❝❤ ❞✐❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ m ✉♥❞ s ✇✐❡❞❡r ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ P✉♥❦t✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡✲
s❡ ❊❜❡♥❡ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡ ❋♦❦❛❧❡❜❡♥❡✳ ❉❛ ❞✐❡ ♦❜❥❡❦t✲ ✉♥❞ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡
❇r❡♥♥❡❜❡♥❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥✱ ✐st f = f➫✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✇✐r❞ st❡ts ❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞



❑❆P■❚❊▲ ✷✳ ●❊❖▼❊❚❘■❙❈❍❊ ❖P❚■❑ ✺✺

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✻✿ ✭❛✮ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ ❙tr❛❤❧✈❡r❧ä✉❢❡ ❢ür ❞❡♥ ❙♣❡✲
③✐❛❧❢❛❧❧ zA = −r/2✳ ✭❜✮ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❙tr❛❤❧✈❡r❧ä✉❢❡ ❢ür ❞❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧
zA = −r

❡r③❡✉❣t✳
❋ür ❡✐♥❡ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ▼ ❣❡❤t✱ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥

❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ❛♠ P✉♥❦t ◗ r❡✢❡❦t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ❡❜❡♥ ❞✐❡s❡r ❊❜❡♥❡✱ ❞✳❤✳✱
s✐❡ ✐st ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st b➫ = a✳ ❆✉s ●❧✳ ✷✳✶✾ ❢♦❧❣t ❞❛♥♥
xb➫ = −xa✱ ✇❛s ❛✉❝❤ ❛✉s ❆❜❜✳ ✷✳✶✻❜ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤ ✐st✳ ❋❡r♥❡r ❢♦❧❣t
❛✉s ●❧✳ ✷✳✷✵✱ ❞❛ss a = b➫ = 2f ✳ ❉❡r ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❞❡r ❙♣❤är❡ ❧✐❡❣t s♦♠✐t 2f
✈♦♥ ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❡♥t❢❡r♥t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❋♦❦✉s♣✉♥❦t ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ f ❤❛t✳
❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❞❛ss ❜❡✐❞❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ✐❞❡♥t✐s❝❤ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡
❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t S ❣❡❤t✳ ❉❛ ❛✉❝❤ f = f➫✱ ❦❛♥♥ ❞❡r
❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❙tr✐❝❤ ③✉r ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❢ür
s♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❡♥t❢❛❧❧❡♥✳

❋ür ❑♦♥❦❛✈s♣✐❡❣❡❧ ✐st ❞❛♠✐t f = −r/2 ✉♥❞ ❢ür ❑♦♥✈❡①s♣✐❡❣❡❧ f = +r/2✳
❑♦♥✈❡①✲ ✉♥❞ ❑♦♥❦❛✈s♣✐❡❣❡❧ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ✐❤r❡r ❇r❡♥✲
♥❡❜❡♥❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡✳ ■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇r❡♥♥❡❜❡♥❡ ♠✐t
❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢ä❧❧t ✭f = 0✮✱ ❧✐❡❣t ❡✐♥ P❧❛♥s♣✐❡❣❡❧ ✈♦r✳

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ s♣❤ä✲
r✐s❝❤❡r ❙♣✐❡❣❡❧ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❡✐♥❡r tr❡✉❡♥ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥
❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt ❧ässt✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡s s✐❝❤ ●❧✳ ✷✳✶✾ ✉♥❞ ●❧✳ ✷✳✷✵ ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ r❡❞✉③✐❡r❡♥✿

b

a
= −xb

xa
✭✷✳✷✸✮

1

a
+

1

b
=

1

f
✭✷✳✷✹✮

❍✐❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ a ✉♥❞ b r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t ❡✐♥③✉s❡t③❡♥ ✉♥❞
f = −r/2 ❢ür ❑♦♥❦❛✈s♣✐❡❣❡❧ ❜③✇✳ f = +r/2 ❢ür ❑♦♥✈❡①s♣✐❡❣❡❧✳ ❉❡r ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣s♠❛ÿst❛❜ ✐st V = xb/xa✱ ✇♦❜❡✐ xb ❞✐❡ x✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s ❇✐❧❞♣✉♥❦ts ✐st
✉♥❞ xa ❞✐❡ ❞❡s ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦ts✳
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❉❛ f ❢ür ❑♦♥✈❡①ss♣✐❡❣❡❧ ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ a ❛❜❡r ♥❡❣❛t✐✈✱ ✐st b st❡ts ♣♦s✐t✐✈
✉♥❞ ❞❛s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ s♦♠✐t ✈✐rt✉❡❧❧ ✉♥❞ ❛✉❢r❡❝❤t ✭V ≥ 0✮✳ ❲❡❣❡♥ b ≤ −a✱ ✐st
V ≤ 1✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❡♥t✇❡r❢❡♥ ❑♦♥✈❡①s♣✐❡❣❡❧ ✐♠♠❡r ❡✐♥ ✈❡r❦❧❡✐♥❡rt❡s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞✳

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❘❡✢❡①✐♦♥s❣❡s❡t③❡s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❛✉❝❤ ❛❧❧❡r s♦♥s✲
t✐❣❡♥ ✈♦♥ ❆ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥✳ ❉✐❡s❡ s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✐✳❆❧❧❣✳
♥✐❝❤t ❡①❛❦t ✐♠ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❡✐♥❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✳ ❙♦ ❧❛♥✲
❣❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛❜❡r ♥✉r ✉♠ ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ❞❡♥ s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥
m ♦❞❡r s ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ✈❡r❢❡❤❧❡♥ ✐❤r❡ ❆✉❢tr❡✛♣✉♥❦t❡ ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❞❡s
▼♦❞❡❧❧s ❞❡♥ P✉♥❦t ❇ ♥✉r ✉♠ s❡❤r ✇❡♥✐❣✳ ❉❛s ✐st ❞❡r ●r✉♥❞✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞❡r
P✉♥❦t ❇ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤ ❣r♦ÿ❡♥ ❲✐♥❦❡❧❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r ✈♦♥ ❆ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥
❙tr❛❤❧❡♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❜❧❡✐❜t ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ❞✉r❝❤ s♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧ s✐❝❤ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛❧s st✐❣♠❛t✐s❝❤ ❡r✇❡✐st✳

❆♠ ❙tr❛❤❧ m ✐st ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤③✉✈♦❧❧③✐❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❥❡❞❡ ✐♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡
❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙tr❡❝❦❡ ♠✐t ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❋❛❦t♦r V s❦❛❧✐❡rt ✐♥ ❞✐❡ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❛❜✲
❣❡❜✐❧❞❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ♠✐t s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧♥ ✐st ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ✐♥
❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❡❜❡♥❡♥tr❡✉✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ s♦ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ t❛t✲
sä❝❤❧✐❝❤ ❞❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ❞✉r❝❤q✉❡r❡♥✱ ❞❛♥♥ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ r❡❡❧❧❡♥
✭❙♣✐❡❣❡❧✲✮❇✐❧❞✳ ❲❡♥♥ s✐❡ s♦ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✱ ❛❧s ♦❜ s✐❡ ❞❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ❞✉r❝❤q✉❡r❡♥
✇ür❞❡♥ ✭❛❜❡r ♥✐❝❤t t✉♥✱ ✇❡✐❧ ❇ ❤✐♥t❡r ❞❡r ❙♣✐❡❣❡❧✢ä❝❤❡ ❧✐❡❣t✮✱ ❞❛♥♥ s♣r✐❝❤t
♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✈✐rt✉❡❧❧❡♥ ✭❙♣✐❡❣❡❧✲✮❇✐❧❞✳

❉✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ Prü❢✉♥❣ ❜❡stät✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❛✉ss❛❣❡♥ ③✉tr❡❢✲
❢❡♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✳ ❲✐❡ ❛❜❡r ❜❡r❡✐ts ♦❜❡♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ③❡✐❣t ❛✉❝❤
❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡ ❉✉r❝❤r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢s ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❢❡❤❧❡r ✳ ■❤r❡ ✉♥❡r✇ü♥s❝❤t❡♥ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
❞✉r❝❤ ❣❡✇✐ss❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▼❛ÿ♥❛❤♠❡♥ r❡❞✉③✐❡r❡♥✳ ❉❛♠✐t ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ✐♥s❜❡✲
s♦♥❞❡r❡ ❞❛s ❙♣❡③✐❛❧❣❡❜✐❡t ❞❡r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦✳ ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤
❤✐❡r ③✇❡✐ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▼❛ÿ♥❛❤♠❡♥ ❛✉❢③❡✐❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❡r❣r❡✐❢❡♥ ❦❛♥♥✿

✶✳ ❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❆ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❛❜❡r ❞✐❡ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❛❧❧③✉ ✇❡✐t ✈♦♠ ✭✐❞❡❛✲
❧❡♥✮ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ s❝❤♥❡✐❞❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❇✐❧❞q✉❛❧✐tät ❜❡❡✐♥trä❝❤t✐❣❡♥✱
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❇❧❡♥❞❡♥ ❛✉s❣❡s❝❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ s♦ ❡r③✐❡❧t❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣
❞❡r ❇✐❧❞s❝❤är❢❡ ❣❡❤t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❢ ❑♦st❡♥ ❞❡r ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ❞❡s
❇✐❧❞❡s✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ♠❛♥ s✐❝❤ ●❡❞❛♥❦❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❢ür ❞❛s ❣❡✇ü♥s❝❤t❡
❆♥✇❡♥❞✉♥❣s③✐❡❧ ♦♣t✐♠❛❧❡♥ ❑♦♠♣r♦♠✐ss ♠❛❝❤❡♥✳

✷✳ ❙tr❛❤❧❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❡✐♥❡s s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧s s❝❤♥❡✐✲
❞❡♥ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t✱ ❞❡r ✉♠ s♦ ✇❡✐t❡r ✈♦♥ s❡✐♥❡♠ ♥♦♠✐♥❛❧❡♥
❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❋ ❡♥t❢❡r♥t ✐st✱ ❞❡st♦ ✇❡✐t❡r s✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❡♥t✲
❢❡r♥t s✐♥❞✳ ❙♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ❛❧s♦ str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ♥✉r
❢ür ❛❝❤s❡♥♥❛❤❡ ❙tr❛❤❧❡♥ s♦✱ ✇✐❡ ❡s ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r tr❡✉❡♥ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥
✈♦r❤❡rs❛❣t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ st❛tt ❡✐♥❡s ❙♣✐❡❣❡❧s ♠✐t ❡✐♥❡r s♣❤är✐s❝❤
❣❡❦rü♠♠t❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❡✐♥❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ♠✐t ❡✐♥❡r ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤ ❣❡❦rü♠♠t❡♥
❋❧ä❝❤❡ ✭P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧✮ ❤❡r❛♥③✐❡❤t✱ ❞❛♥♥ s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❛❧❧❡✭✦✮ P❛r❛❧✲
❧❡❧str❛❤❧❡♥ ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❋✳ ❉❛❤❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ P❛r❛❜♦❧✲
s♣✐❡❣❡❧ ✈♦r③✉❣s✇❡✐s❡ ❢ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ s❡❤r ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡r ❖❜❥❡❦t❡✱



❑❆P■❚❊▲ ✷✳ ●❊❖▼❊❚❘■❙❈❍❊ ❖P❚■❑ ✺✼

❛❧s♦ ❢ür ❚❡❧❡s❦♦♣❡✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✇❡r❞❡♥ ❛str♦♥♦♠✐s❝❤ ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡
❘ö♥t❣❡♥q✉❡❧❧❡♥ ❞✉r❝❤ ❙❛t❡❧❧✐t❡♥t❡❧❡s❦♦♣❡ ♠✐t P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧♥ ❡r❦✉♥✲
❞❡t✳✸ ❋ür ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✐♠ ◆❛❤❜❡r❡✐❝❤ s✐♥❞ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧ ❤✐♥❣❡❣❡♥
♣❛ss❡♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐❡rt❡♥ s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧♥ ✉♥t❡r❧❡❣❡♥✳

❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ s❡✐❡♥ ♥♦❝❤ ❦✉r③ ③✇❡✐ ❆♥♠❡r❦✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❣❡❦rü♠♠✲
t❡r ❙♣✐❡❣❡❧ ❢ür ❜❡❧❡✉❝❤t✉♥❣st❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❡r✇ä❤♥t✿

✶✳ ❉❛ ❙♦♥♥❡♥❧✐❝❤t ❢❛st ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡♥ s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ❜③✇✳ ❡✐♥❡♥ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧ ✒❛✉❢❦♦♥③❡♥tr✐❡r❡♥✏✳
❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✐♠ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t F✱ ✉♥❞
❞❛s ✐st ❛✉❝❤ ❞❡r ●r✉♥❞✱ ✇❡s❤❛❧❜ ♠❛♥ ✐❤♥ ❛❧s ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❊✐♥ ❞♦rt ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡r ❑ör♣❡r✱ ❞❡r ❞❛s ▲✐❝❤t ❛❜s♦r❜✐❡rt✱ ❦❛♥♥ ❞❛❞✉r❝❤
s❡❤r ❤♦❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳

✷✳ ❇❡❦❛♥♥t❧✐❝❤ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ❡✐♥❡s ❙tr❛❤❧❜ü♥❞❡❧s ❡✐♥❡r✲
s❡✐ts q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ♠✐t
❞❡r ❙tr❛❤❧❞✐✈❡r❣❡♥③ ❛❜✳ ❋ür ▲❡✉❝❤ttür♠❡ ♠ö❝❤t❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡
❞❡r ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥ ❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ s❡t③t ❞✐❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧✲
❧❡ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❩✇❡❝❦ ✐♥ ❞❡♥ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❡✐♥❡s s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧s ❜③✇✳
❡✐♥❡s P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧s✳

✷✳✺✳✷ ▲✐♥s❡♥

❆❧❧❡ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❛❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣t✐s❝❤❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥
❙tr❛❤❧✉♥❣ ✭▲✐❝❤t✱ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✱ ■♦♥❡♥ ✉s✇✳✮ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❜❡r✉❤t✱ ❤❡✐ÿ❡♥
▲✐♥s❡♥✳ ❲✐❧❧ ♠❛♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ❡r③✐❡❧❡♥✱ ♠üss❡♥ ▲✐♥s❡♥
r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ s❡✐♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧
❞✐❡ ❧✐❝❤t♦♣t✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ s♣❤är✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳
❙✐❡ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ▼❡❞✐✉♠✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ s♣❤är✐s❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ♠✐t
❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡♥ ▼1 ❜③✇✳ ▼2 ✉♥❞ ❞❡♥ ❘❛❞✐❡♥ r1 ❜③✇✳ r2 ✈♦♠ ✉♠❣❡❜❡♥✲
❞❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❛❜❣❡❣r❡♥③t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ✭❙②♠♠❡tr✐❡❛❝❤s❡✮ ✈❡r❧ä✉❢t
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡ ✉♥❞ ❞❡✜♥✐❡rt ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t❡ S1

✉♥❞ S2✳ ❋ür ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❧❡❣❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❢❡st✳
❘❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t S1 ❤❛❜❡ ❞❡r ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ▼1 ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞✐❡s❡r ❇❡✲
③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ R1✳ ❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✐st R2 ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ R2 ✈♦♥
M2 r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t S2✳ ❋ür ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✶✼ ❣❡③❡✐❣t❡ ❜✐❦♦♥✈❡①❡
▲✐♥s❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❑♦♦r✲
❞✐♥❛t❡ R1 ♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ R2 ♥❡❣❛t✐✈✳ ■st ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧ n ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s
❞❡r ▲✐♥s❡ ③✉ ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❜❡❦❛♥♥t✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❱❡r❧❛✉❢
❡✐♥❡s ❥❡❞❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤tstr❛❤❧s ♠✐t ❍✐❧❢❡
❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③❡s ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉✐❡s❡r ♠ü❤s❛♠❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ✉♥s

✸❩✳❇✳ ❞❡r ✈♦♠ ❉❡✉ts❝❤❡♥ ❩❡♥tr✉♠ ❢ür ▲✉❢t✲ ✉♥❞ ❘❛✉♠❢❛❤rt ❣❡❜❛✉t❡ ❘ö♥t❣❡♥s❛t❡❧❧✐t
❘❖❙❆❚✱ ❞❡ss❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ❧❛✉t ●✉✐♥♥❡ss✲❇✉❝❤ ❞❡r ❘❡❦♦r❞❡ ❞✐❡ ❣❧❛tt❡st❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❞❡r
❲❡❧t ✇❛r❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✼✿ ❙❦✐③③❡ ③✉r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ▲✐♥s❡♥♠❛❝❤❡r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❋ür ❞❡♥
❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ s✐♥❞ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ δ1 ❙t✉❢❡♥✇✐♥❦❡❧ ✉♥❞ β1 ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐♥❦❡❧

❤✐❡r ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✉♥t❡r③✐❡❤❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ str❡❜❡♥ ❛♥✱ ❞✐❡ ▲✐♥s❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❊rs❛t③✲
♠♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r tr❡✉❡♥ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥
❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ ❢ür P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt✳

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❛③✉ ❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ▲✐♥s❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❆❜st❛♥❞
̺ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✱ ❛❧s♦ ❙tr❛❤❧❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❩②❧✐♥❞❡r♠❛♥✲
t❡❧ ✈♦♠ ❘❛❞✐✉s ̺ ✉♠ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡✳ ❉✐❡s❡ s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
❇r❡❝❤✉♥❣ ❛❧❧❡s❛♠t ✐♥ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡✳ ◆❡♥♥❡♥ ✇✐r
❡✐♥❡♥ ❞❛✈♦♥ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ✉♥❞ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇✳ ❏❡❞❡r ✈♦♥ ❆
❛✉s❣❡❤❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧✱ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❩②❧✐♥❞❡r♠❛♥t❡❧ ✈❡r❧ä✉❢t✱ ✇✐r❞ ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥
❇✐❧❞♣✉♥❦t ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❋❡r♥❡r ❣❡❤t ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✈❡r✲
❧❛✉❢❡♥❞❡ ✉♥❣❡❜r♦❝❤❡♥❡ ❙tr❛❤❧ ❞✉r❝❤ ❇✳

❩②❧✐♥❞❡r♠❛♥t❡❧ ✉♥❞ ▲✐♥s❡♥♦❜❡r✢ä❝❤❡ s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ③✇❡✐ ❑r❡✐s❡♥ ♠✐t
❞❡♠ ❘❛❞✐✉s ̺✳ ■❤r❡ ❉✉r❝❤st♦ÿ✉♥❣s♣✉♥❦t❡ ✐♥ ❞❡r x✲z✲❊❜❡♥❡ s✐♥❞ ✐♥ ✭❆❜❜✳
✷✳✶✼✮ ♠✐t ❈1 ❜③✇✳ ❈2 ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ❊❜❡♥❡♥ H̃ ✉♥❞ H̃➫✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡
❑r❡✐s❡ ❧✐❡❣❡♥✱ ✇ä❤❧❡♥ ✇✐r ❛❧s ❇❡③✉❣s❡❜❡♥❡ ③✇❡✐❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡✳ ❉✐❡
z✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦ts ❆ ❜③✇✳ ❞✐❡ z➫✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s ❇✐❧❞♣✉♥❦ts ❇
r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♥ ❇❡③✉❣s❡❜❡♥❡♥ s❡✐❡♥ ♠✐t a ❜③✇✳ b➫ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❲✐❡ ❆❜❜✳ ✷✳✶✼ ③❡✐❣t✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❙tr❛❤❧ ❛♥ ❞❡r ❞❡♥ P✉♥❦t ❈1 ❜❡rü❤r❡♥❞❡♥
❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✢ä❝❤❡ ✭❣❡str✐❝❤❡❧t ❣❡③❡✐❝❤♥❡t✮ ❣❡❜r♦❝❤❡♥✳ ❉❡r ❜r❡❝❤❡♥❞❡ ❲✐♥❦❡❧
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡♥ ✐♥ ❈1 ✐st β1✳ ❊r tr✐tt ✐♠ P✉♥❦t M1 ♥♦❝❤♠❛❧
❛❧s ❲❡❝❤s❡❧✇✐♥❦❡❧ ❛✉❢✳ ❉❡r ❆❜❧❡♥❦t✇✐♥❦❡❧ δ1 ≈ (n− 1)β1 ✭s✳ ●❧✳ ✷✳✹✮ tr✐tt ✐♥
❆ ♥♦❝❤♠❛❧s ❛❧s ❙t✉❢❡♥✇✐♥❦❡❧ ❛✉❢✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❦❧❡✐♥ ❣❡♥✉❣ s✐♥❞✱ ❦ö♥♥❡♥
s✐❡ ❞✉r❝❤ β1 ≈ ̺/R1 ✉♥❞ δ1 ≈ ̺/a ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ③✇❡✐t❡
s♣❤är✐s❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛♥❛❧♦❣ δ2 ≈ (n−1)β2 ≈ −̺/b➫ ✉♥❞ β2 ≈ ̺/R2✳
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❋ür ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ▲✐♥s❡ ❜❡✇✐r❦t❡ ●❡s❛♠t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ δ ❞❡s ❙tr❛❤❧s ❢♦❧❣t ❞❛♠✐t

δ = δ1 + δ2 ≈
(
1

a
− 1

b➫

)
̺ ≈ −D̺. ✭✷✳✷✺✮

❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐♠ Pr✐s♠❛✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❡r ❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧ δ ❦♦♥st❛♥t ✐st✱ ♥✐♠♠t
|δ| ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❆❜st❛♥❞ ̺ ✈♦♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ③✉✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✉♠
s♦ s♦ stär❦❡r✱ ❥❡ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t

D = (n− 1)

[
1

R1
+

1

R2

]
✭✷✳✷✻✮

✐st✳ ❙✐❡ ✐st ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡ ❑❡♥♥❣röÿ❡ ❡✐♥❡r ▲✐♥s❡ ✉♥❞ ❤❛t ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
❊✐♥❤❡✐t ❉✐♦♣tr✐❡✿

[D] = Dioptrie = dpt = m−1 .

●❧✳ ✷✳✷✻ ✇✐r❞ ❛❧s ▲✐♥s❡♥♠❛❝❤❡r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❆✉s ●❧✳ ✷✳✷✺ ❢♦❧❣t

1

a
− 1

b➫
≈ −D . ✭✷✳✷✼✮

❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ●❧✳ ✷✳✷✵ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❙tr❛❤❧❡♥❣❛♥❣ ❞✉r❝❤ ▲✐♥s❡♥ ❛❧s
❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥ ♠✐t ❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r

f➫ =
1

D
= −f

❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür ❙tr❛❤❧❡♥ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡♠ ❆❜st❛♥❞ ρ ✭❛❝❤s❡♥♥❛❤❡
❙tr❛❤❧❡♥✮ rü❝❦❡♥ ❞✐❡ ❊❜❡♥❡♥ H̃ ❜③✇✳ H̃➫ ❛♥ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t ✈❡r✲
❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ❍ ❜③✇✳ ❍➫ ❤❡r❛♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❞❡s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥
▼♦❞❡❧❧s s✐♥❞ ❢ür ❛❝❤s❡♥♥❛❤❡ ❙tr❛❤❧❡♥ s♦♠✐t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙❝❤❡✐t❡❧❡❜❡♥❡♥
❞❡r ▲✐♥s❡✳ ❋ür ❛❝❤s❡♥♥❛❤❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❋♦❦❛❧❡❜❡♥❡♥ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❛♠✐t
❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ f = −1/D ❜③✇✳ f➫ = 1/D r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥
✭❂❙❝❤❡✐t❡❧❡❜❡♥❡♥✮✳ ▼✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❆❝❤s❡♥❛❜st❛♥❞ ρ rü❝❦❡♥ ❈1 ✉♥❞ ❈2

♥❛❝❤ ✐♥♥❡♥✳ ❉❛s ✇✐r❦t s✐❝❤ s♦ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋♦❦❛❧❡❜❡♥❡♥ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠
❆❜st❛♥❞ ρ ✐♠♠❡r ♥ä❤❡r ❛♥ ❞✐❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❤❡r❛♥rü❝❦❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t f ✐♠♠❡r
❦❧❡✐♥❡r ✇✐r❞✳ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♠ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✇❡r❞❡♥
❛❧s ❯♥③✉❧ä♥❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ▲✐♥s❡ ❛✉❢❣❡❢❛sst✱ ❞✳❤✳ ❛❧s ❡✐♥ ❋❡❤❧❡r ❞❡r ▲✐♥s❡ r❡❧❛t✐✈
③✉r ❡r✇ü♥s❝❤t❡♥ tr❡✉❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ▲✐♥s❡♥❢❡❤❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❉❡♥ ❣❡r❛❞❡ ❛♥❛❧②s✐❡rt❡♥ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❛❧s s♣❤är✐s❝❤❡ ❆❜✲
❡rr❛t✐♦♥✳

❋❛ss❡♥ ✇✐r ③✉s❛♠♠❡♥✿ ❋ür ❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡
❆❝❤s❡ ❦❧❡✐♥ ❛✉s❢❛❧❧❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ▲✐♥s❡♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r tr❡✉❡♥ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥ ♠✐t ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

V ≈ b➫

a
1

a
− 1

b➫
≈ 1

f
. ✭✷✳✷✽✮
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✽✿ ❙❦✐③③❡ ③✉r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ▲✐♥s❡♥♠❛❝❤❡r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ▲❛❣❡ ❞❡r
♥♦♠✐♥❡❧❧❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❍ ✉♥❞ ❍➫

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❍ ❜③✇✳ H➫ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t❡
❣❡❤❡♥✳ ❉❡r ❡✐♥③✐❣❡ ❢r❡✐❡ P❛r❛♠❡t❡r f ❤ä♥❣t ü❜❡r

1

f
= (1− n)

[
1

R1
+

1

R2

]
✭✷✳✷✾✮

♠✐t ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥ ❇r❡❝❤③❛❤❧ n s♦✇✐❡ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ R1 ❜③✇✳ R2 ❞❡r ▼✐t✲
t❡❧♣✉♥❦t❡ M1 ❜③✇✳ M2 r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳

❋ür ❡✐♥❡ ❜✐❦♦♥✈❡①❡ ▲✐♥s❡ ❤❛t M1 ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ R1 = +r1 ✉♥❞ M2 ❞✐❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡ R2 = −r2✳ ■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ✐st ❞✐❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t

D = (1− n)

[
1

r1
+

1

r2

]
. ✭✷✳✸✵✮

❡✐♥❡r ❦♦♥✈❡①❡♥ ●❧❛s❧✐♥s❡ ✐♥ ▲✉❢t ♣♦s✐t✐✈✳ ❉✐❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t

D = (n− 1)

[
1

r1
+

1

r2

]
✭✷✳✸✶✮

❡✐♥❡r ❜✐❦♦♥❦❛✈❡♥ ●❧❛s❧✐♥s❡ ✐♥ ▲✉❢t ✐st ♥❡❣❛t✐✈✳
▲✐♥s❡♥ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ f➫ st❡❧❧❡♥ ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡♥ ❞❛r✱ ✇❡✐❧ P❛r✲

❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥ ✭a → −∞✮ ✐♥ ❡✐♥❡♠ r❡❡❧❧❡♥ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡♥ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t F➫ ③✉✲
s❛♠♠❡♥❧❛✉❢❡♥ ✭b➫ → −f = f➫✮✳ ▲✐♥s❡♥ ♠✐t ♥❡❣❛t✐✈❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ f➫ s✐♥❞
❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✈✐rt✉❡❧❧❡♥ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡♥ ❇r❡♥♥✲
♣✉♥❦t ❛✉s③✉❣❡❤❡♥ s❝❤❡✐♥❡♥✳ ■st n > 1✱ s♦ ❢✉♥❣✐❡r❡♥ ❜✐❦♦♥✈❡①❡ ▲✐♥s❡♥ ❛❧s ❙❛♠✲
♠❡❧❧✐♥s❡♥ ✉♥❞ ❜✐❦♦♥❦❛✈❡ ❛❧s ❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡♥ ✭✇❣✳ ●❧✳ ✷✳✸✶✮✳ ❋ür n < 1 ✐st
❡s ✉♠❣❡❦❡❤rt✳

❲✐❡ ❛✉s ❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❤❡r✈♦r❣❡❤t✱ ❦ö♥♥❡♥ s♣❤är✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡♥ ❞✐❡ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür tr❡✉❡ ✈❡r❣röÿ❡r♥❞❡ ♦❞❡r ✈❡r❦❧❡✐♥❡r♥❞❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥
♥✉r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❙✐❡ t✉♥ ❞❛s ❛❜❡r ✉♠ s♦ ❜❡ss❡r✱ ❞❡st♦ ❦❧❡✐♥❡r ❞✐❡
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✾✿ Pr♦❥❡❦t✐✈❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐♠ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤✲
t❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧
✒❞ü♥♥❡ ▲✐♥s❡✏ ♠✐t ❞❡♥ ❞r❡✐
♣r✐♠är❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♥✲
str✉❦t✐♦♥sstr❛❤❧❡♥ ❢ür ❡✐♥❡♥
❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇

❲✐♥❦❡❧ s✐♥❞✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❤❛❜❡♥✳
❙♦❧❝❤❡ ❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ♥✉r s❡❤r ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❤❛❜❡♥✱
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ♣❛r❛①✐❛❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ●❧✳
✷✳✷✽ ❛❧s♦ ❛❧s ❡✐♥ r❡❝❤t ❜r❛✉❝❤❜❛r❡s ▼♦❞❡❧❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥s✲
✇❡✐s❡ ❡✐♥❡r ▲✐♥s❡✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡✿ ❯♠ ❞✐❡ ❇r❡♥♥✇❡✐✲
t❡ ❡✐♥❡r ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡ ❣r♦❜ ü❜❡r ●❧✳ ✷✳✷✽ ❛❜③✉s❝❤ät③❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❛✉s✲
r❡✐❝❤❡♥❞ ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡s ❖❜❥❡❦t ❛❜❜✐❧❞❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ▲❛♠♣❡ ❛♥ ❞❡r ❉❡❝❦❡
❡✐♥❡s ❩✐♠♠❡rs✳ ❉❡♥ ❆❜st❛♥❞ |b➫| ❞❡s ❇✐❧❞❡s ✈♦♠ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡♥ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t
❞❡r ▲✐♥s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛♥♥ ❛❧s ✭s❡❤r ❣r♦❜❡♥✮ ❙❝❤ät③✇❡rt ❢ür ❞❡r❡♥ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡
f➫ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✳

▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❞ü♥♥❡♥ ▲✐♥s❡✳ ❲❡r❞❡♥ ▲✐♥s❡♥ ✐♠♠❡r ❞ü♥♥❡r✱ s♦ rü❝❦❡♥ ✐❤r❡
❜❡✐❞❡♥ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❍❛✉♣t♣✉♥❦t❡ ✐♠♠❡r ♥ä❤❡r ③✉s❛♠♠❡♥✳
■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥ s♦ ③✉r ▼♦❞❡❧❧✈♦rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ✒❞ü♥♥❡♥ ▲✐♥s❡✏✳ ❉✐❡
▲✐♥s❡ ✇✐r❞ ❤✐❡r❜❡✐ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ♣r♦❥❡❦t✐✈❡s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❜❡✐
❞❡♠ ❞✐❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥✳ ❉❛ ❞❛❜❡✐ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛✲
t❡♥s②st❡♠❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥✱ ❧❛ss❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ❙tr✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡♥ ●röÿ❡♥
❞ü♥♥❡r ▲✐♥s❡♥ ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❡♥t❢❛❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡s ❇✐❧❞♣✉♥❦ts ❇ ✇❡r✲
❞❡♥ ❛❧s♦ ③✳❇✳ ♠✐t (xb, b) ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲✐❡ ❛✉s ❆❜❜✳ ✷✳✶✾ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞✉r❝❤❧ä✉❢t
❡✐♥ ❙tr❛❤❧ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ▼ ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ♦❤♥❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣✳ ❋ür ✒❞ü♥♥❡
▲✐♥s❡♥✏ ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡r ▼✐tt❡❧♣✉♥❦tstr❛❤❧ ❛❧s ❜❡q✉❡♠❡r ❣❡♦✲
♠❡tr✐s❝❤❡r ❙tr❛❤❧ ③✉r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❇✐❧❞♣✉♥❦ts ❛♥✳

❲✐r ✇❡r❞❡♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❞ü♥♥❡♥ ▲✐♥s❡ ❢ür ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡r
■♥str✉♠❡♥t❡ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ③✇❡✐ ▲✐♥s❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠
③✉s❛♠♠❡♥✇✐r❦❡♥✳

✷✳✺✳✸ ❉❛s ❆✉❣❡

❉❛s ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡ ❆✉❣❡ ✐st ❡✐♥ r❡❝❤t ❦♦♠♣❧❡① ❛✉❢❣❡❜❛✉t❡s ♦♣t✐s❝❤❡s ❙②st❡♠
✉♥❞ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ✇❡✐t ❞❛✈♦♥ ❡♥t❢❡r♥t ❡✐♥❡ ♣❡r❢❡❦t❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ s♣❤är✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡
③✉ s❡✐♥✳ ❚r♦t③❞❡♠ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❡✐♥❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s
st❛r❦ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❡✐♥❡r ❞ü♥♥❡♥ ▲✐♥s❡ ✐❧❧✉str✐❡r❡♥✱ ❞❛s ❞✐❡ ❆❜❜✐❧✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✵✿ ▼♦❞❡❧❧s❦✐③③❡ ③✉r ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ❆✉❣❡s✳ ❉❡r ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇
✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ❞❡s ▼✐t✲
t❡❧♣✉♥❦tstr❛❤❧s ♠✐t ❞❡r ✐♠ ❆❜st❛♥❞
|b❡| ✈♦♥ ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❍ ❢❡stst❡❤❡♥✲
❞❡♥ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❦♦♥str✉✐❡rt

❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

V =
xb
xa

≈ b❡
a

✭✷✳✸✷✮

−1

a
+

1

b❡
≈ D❡ ✭✷✳✸✸✮

❡r❢ü❧❧t✳ ❉❡r t✐❡❢❣❡st❡❧❧t❡ ✒❡✏ st❡❤t ❤✐❡r ❢ür ✒❡②❡✏ ✭❡♥❣❧✳ ✒❆✉❣❡✏✮✳
❉❛s ❇✐❧❞ s♦❧❧ ❛✉❢ ❞❡r ◆❡t③❤❛✉t ❞❡s ❆✉❣❡s ❜③✇✳ ❛✉❢ ❞❡r ❘❡t✐♥❛ ❡♥tst❡❤❡♥

✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐♥ ❡✐♥❡r ✉♥✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ✒❆✉❣❡♥❧✐♥s❡✏✳ ❉❡♠
❡♥ts♣r✐❝❤t ✐♥ ♦❜✐❣❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡r ✉♥✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡ ❇✐❧❞✇❡✐t❡
♠✐t ❞❡r ❇✐❧❞❦♦♦r❞✐♥❛t❡ b❡ ✭❆❜❜✳ ✷✳✷✵❛✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❖❜❥❡❦t❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❖❜❥❡❦t✇❡✐t❡ a ❜❡✜♥❞❡♥✱ s❝❤❛r❢ s❡❤❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ s♦ ❦❛♥♥ ❞❛s ♥❛❝❤
●❧✳ ✷✳✸✸ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t D❡ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✳
❉❛s ❆✉❣❡ ❦❛♥♥ s❡✐♥❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ✈❡rä♥❞❡r♥ ✉♥❞ ❤❛t s♦ ❞✐❡ ❋ä❤✐❣❦❡✐t ③✉ ❞✐❡✲
s❡r ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❜③✇✳ ❆❦❦♦♠♠♦❞❛t✐♦♥✳ ❯♠ s❡❤r ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡ ●❡❣❡♥stä♥❞❡
s❝❤❛r❢ ③✉ s❡❤❡♥✱ ❜r❛✉❝❤t ❞❛s ❆✉❣❡ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ▼✐♥❞❡st❜r❡❝❤❦r❛❢t Dmin✱
❞✐❡ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ a → ∞ ♠✐t Dmin = 1/b❡ ❛❜s❝❤ät③❡♥ ❦❛♥♥✳ ❙✐❡
❧✐❡❣t ❢ür ▼❡♥s❝❤❡♥ ❜❡✐ Dmin ≈ 60 dpt✳ ❉❛s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r ❇✐❧❞✇❡✐t❡ b❡✱ ❞✐❡
❡t✇❛s ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s 2 cm ✐st ✉♥❞✱ ✇✐❡ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡s
❆✉❣❡♥❞✉r❝❤♠❡ss❡rs ❧✐❡❣t✳

❏❡ ♥ä❤❡r ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ❛♥ ❞❛s ❆✉❣❡ ❤❡r❛♥rü❝❦t✱ ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ♠✉ss ❞✐❡ ❇r❡❝❤✲
❦r❛❢t

D❡ = Dmin −
1

a
= Dmin +

1

|a|
❞❡s ❆✉❣❡s s❡✐♥ ✭❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ a ✐st ♥❡❣❛t✐✈✦✮✳ ❲❡♥♥ ❖❜❥❡❦t❡ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡♥
❙❡❤❛❜st❛♥❞ ✈♦♥ |a| ≈ 10 cm ✉♥t❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ✭❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ●❡❣❡♥st❛♥❞s✇❡✐t❡
|a| . 10 cm ✐st✮✱ ❣❡❧✐♥❣t ✉♥s ❞❛s ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r✳ ❉✐❡ ❋ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡s ❆✉❣❡s✱
s❡✐♥❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ③✉ ❡r❤ö❤❡♥✱ ✐st ❛❧s♦ ❛✉❢ ✉♥❣❡❢ä❤r 1/10 cm = 10 dpt ❜❡❣r❡♥③t✱
❞✳❤✳ ❞❛s ❆✉❣❡ ❦❛♥♥ s❡✐♥❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ♥✉r ✐♥ ❞❡♥ ●r❡♥③❡♥

Dmin ≈ 60 dpt / D❡ / Dmax ≈ 70 dpt ✭✷✳✸✹✮

✈❛r✐✐❡r❡♥✱ ✇♦❜❡✐ s❡✐♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❜❡✐ Dmax ≈ 70 dpt ❧✐❡❣t✳
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❩✇❛r ❢ä❧❧t ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ❖❜❥❡❦ts ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡t✐♥❛ ✉♠ s♦ ❣röÿ❡r ❛✉s✱ ❥❡
♥ä❤❡r ♠❛♥ ❞❛s ❖❜❥❡❦t ❛♥ ❞❛s ❆✉❣❡ ❤❡r❛♥rü❝❦t ✭●❧✳ ✷✳✸✷✱ ❆❜❜✳ ✷✳✷✵❛✮✱ ❛❜❡r
✇❡❣❡♥ ❞❡s ❦❧❡✐♥st♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❙❡❤❛❜st❛♥❞ ✈♦♥ 10 cm ❢ür s❝❤❛r❢❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✐st ❞❡r ❣röÿt♠ö❣❧✐❝❤❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r ♥✉r ✉♥❣❡❢ä❤r |Vmax| =b❡/ |amin| ≈
2 cm/10 cm = 0.2✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❆✉❣❡ ✐st ❞❛❤❡r ✐♠♠❡r ❡✐♥❡ ❱❡r❦❧❡✐✲
♥❡r✉♥❣✳

❲✐❡ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ ❡✐❣❡♥❡♥ ❆✉❣❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❙❡❤❛❜st❛♥❞ ✈♦♥ 10 cm ❛✉st❡s✲
t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❜❡✐ ❦❡✐♥❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ♠❡❤r ❛✉✢ös❡♥✱ ❞✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤
❦❧❡✐♥❡r ❛❧s |xmin| ≈ 0.05mm s✐♥❞✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋ä❤✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡s
❆✉❣❡s✱ ❞✐❡ ❉❡t❛✐❧s ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts ❛✉✢ös❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❡r
❙❡❤③❡❧❧❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❧✐❝❤ts❡♥s✐t✐✈❡♥ ◆❡t③❤❛✉t ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t ✐st✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉r ❉✐✲
❣✐t❛❧❦❛♠❡r❛ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❙❡❤③❡❧❧❡♥ ❛❧s ❞✐❡ ✒P✐①❡❧✏ ❜③✇✳ ❇✐❧❞♣✉♥❦t❡ ❛✉❢ ❞❡r
❘❡t✐♥❛ ❛♥s❡❤❡♥✳ ■❤r ❆❜st❛♥❞ p ❧ässt s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ♦❜✐❣❡♥ ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ●❧✳ ✷✳✸✷
❛❜s❝❤ät③❡♥✿ p ≈ |xmin| |Vmax| = 10µm. ❙❝❤ät③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❧✐❝❤ts❡♥s✐t✐✈❡ ◆❡t③✲
❤❛✉t✢ä❝❤❡ ♠✐t ❝❛✳ 1 cm2 ❛❜✱ s♦ ❧✐❡❣t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋♦t♦r❡③❡♣t♦r❡♥ ❞❡s ❆✉❣❡s
❛❧s♦ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ▼❡❣❛♣✐①❡❧ ✭1 cm2/100µm2 = 10

6✮✳
❲❡♥♥ ❡✐♥ s✐❝❤ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ |a| ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡s ❖❜❥❡❦t ❡✐♥❡ ❙tr✉❦t✉r ♠✐t ❡✐✲

♥❡♠ ❆❜st❛♥❞ |∆x| ❤❛t ✭③✳❇✳ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ |∆x|✮ ✉♥❞ ❡✐♥ ❇✐❧❞
❡r③❡✉❣t✱ ❞❡ss❡♥ ❇✐❧❞❛❜st❛♥❞ |∆x➫| ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❡r P✐①❡❧❛❜st❛♥❞ p ✐st✱ ❞❛♥♥
✇✐r❞ ♥✉r ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❙❡❤③❡❧❧❡ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ✇✐r❞ ❛❧s
P✉♥❦t ✇❛❤r❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛✉❢❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s
❇r❡❝❤❦r❛❢t✐♥t❡r✈❛❧❧✱ ●❧✳ ✷✳✸✹✱ ❜❡❣r❡♥③t❡ ❆❦❦♦♠♠♦❞❛t✐♦♥s❢ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡s ❆✉✲
❣❡s s❝❤rä♥❦t ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ s♦✇♦❤❧ s❡✐♥❡ ❋ä❤✐❣❦❡✐t ❡✐♥✱ s❡❤r ❢❡✐♥❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥
✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡r ●❡❣❡♥stä♥❞❡ ❛✉✢ös❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥ ✭Dmin✮ ❛❧s ❛✉❝❤ s❡❤r ❢❡✐♥❡
❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♠ ◆❛❤❜❡r❡✐❝❤ ✭Dmax✮✳

❉✐❡ ❖❜❡r❣r❡♥③❡Dmax ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t ✐st s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✈♦♥ ▼❡♥s❝❤ ③✉
▼❡♥s❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤✳ ❑✉r③s✐❝❤t✐❣❡ ▼❡♥s❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ③✳❚✳ ♥♦❝❤ ❡r❤❡❜❧✐❝❤
✉♥t❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❙❡❤❛❜st❛♥❞s ✈♦♥ 10 cm s❝❤❛r❢ s❡❤❡♥ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❢❡✐♥❡r❡
❙tr✉❦t✉r❡♥ ❛✉✢ös❡♥ ❛❧s ❛♥❞❡r❡ ▼❡♥s❝❤❡♥✳ ❱♦r ❊r✜♥❞✉♥❣ ❞❡r ▲✉♣❡ ✇✉r❞❡♥
❞❛❤❡r s❡❤r ❢❡✐♥❡ ❑✉♥st✲ ✉♥❞ ❏✉✇❡❧✐❡r❛r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❍❛♥❞✇❡r❦❡r♥ ❛✉s❣❡❢ü❤rt✱
❞✐❡ st❛r❦ ❦✉r③s✐❝❤t✐❣ ✇❛r❡♥✳

✷✳✻ ❖♣t✐s❝❤❡ ■♥str✉♠❡♥t❡

❉✐❡ ▲❡s❡❜r✐❧❧❡ ✇✉r❞❡ ✐♠ s♣ät❡♥ ✶✸✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ✐♥ ❞❡♥ ✇✐rts❝❤❛❢t❧✐❝❤ ❛✉❢str❡✲
❜❡♥❞❡♥ ❙t❛❞tr❡♣✉❜❧✐❦❡♥ ❞❡r ❚♦s❦❛♥❛ ❡r❢✉♥❞❡♥✳ ■♥ ❋❧♦r❡♥③ ✭✶✸✷✶✮ ✉♥❞ P✐s❛
✭✶✸✹✶✮ ✇❡r❞❡♥ ❥❡♥❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät❡♥ ❣❡❣rü♥❞❡t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❲✐ss❡♥ ❞❡r ♠♦r❣❡♥❧ä♥✲
❞✐s❝❤❡♥ ●❡❧❡❤rt❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❛❜❡♥❞❧ä♥❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ r❡③✐♣✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❚♦s❦❛♥❛
✇✐r❞ ③✉r ❲✐❡❣❡ ❞❡r ❲✐❡❞❡r❣❡❜✉rt ❞❡r ❆♥t✐❦❡✱ ✐❤r❡r ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✉♥❞ ❦♥ü♣❢t
♠✐t ❞❡r ❲✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦✉♥❣ ❞❡s P❧❛t♦♥✐s♠✉s ✇✐❡❞❡r ❞♦rt ❛♥✱ ✇♦ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦✲
❧✉♥❣ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✒✐♠ ❲❡st❡♥✏ ❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥ ✐st✳ ■♥ P✐s❛ ✉♥❞
❋❧♦r❡♥③ ❡r❤ä❧t ❞❡r ❥✉♥❣❡ ❙t✉❞❡♥t ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ✭✶✺✻✹✲✶✻✹✶✮ ❥❡♥❡ ❇✐❧❞✉♥❣✱
❞✐❡ ✐❤♠ s❝❤♦♥ ❜❛❧❞ ❜❡❢ä❤✐❣❡♥ ✇✐r❞✱ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ③✉ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✐❡r❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✶✿ ❉❛s ●r❛❜♠❛❧ ●❛❧✐❧❡♦
●❛❧✐❧❡✐s ✐♥ ❞❡r ❑✐r❝❤❡ ❙❛♥t❛ ❈r♦❝❡ ✐♥
❋❧♦r❡♥③ ❞✉r❢t❡ ❡rst ③✇❡✐❤✉♥❞❡rt ❏❛❤r❡
♥❛❝❤ s❡✐♥❡♠ ❚♦❞ ❡rr✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥

◆✐❝❤t ③✉❧❡t③t ❞❡r ❤♦❤❡ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❇r✐❧❧❡♥♠❛❝❤❡r❦✉♥st ✐♠ ❋❧♦r❡♥③ ❞❡r ❘❡✲
♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t❡ ✐❤♠ ❞❡♥ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡♥ ❇❛✉ s❡✐♥❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ■♥str✉✲
♠❡♥t❡✳ ▼✐t s❡✐♥❡♠ ❋❡r♥r♦❤r ♠❛❝❤t❡ ❡r s❡♥s❛t✐♦♥❡❧❧❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✳ ❯✳❛✳
❡♥t❞❡❝❦t❡ ❡r ❞✐❡ ✈✐❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❏✉♣✐t❡r♠♦♥❞❡✳ ❙✐❡ ✇❛r❡♥ ❞❡r s❝❤❧❛❣❡♥❞❡ ❇❡✲
✇❡✐s✱ ❞❛ss ❡s ❡t✇❛s ❣❛❜✱ ❞❛s s✐❝❤ ❞❡✜♥✐t✐✈ ♥✐❝❤t ✉♠ ❞✐❡ ❊r❞❡ ❞r❡❤t❡ ✉♥❞ ❞❛ss
❞✐❡ ✒❍❡✐❧✐❣❡ ❙❝❤r✐❢t✏ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ♥❛❝❤✇❡✐s❜❛r❡ ❋❛❧s❝❤❛✉ss❛❣❡ ❡♥t❤✐❡❧t✳ ❉❛r❛♥
❡♥t③ü♥❞❡t❡ s✐❝❤ ❞❡r ❑♦♥✢✐❦t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r ●❛❧✐❧❡✐ ✉♥❞ ❞❡r
❦❛t❤♦❧✐s❝❤❡♥ ❑✐r❝❤❡✳ ❊✐♥ ❢❡✐❡r❧✐❝❤❡s ❇❡❣rä❜♥✐s ✇✉r❞❡ ♥✐❝❤t ♥✉r ✐❤♠ ✭❆❜❜✳
✷✳✷✶✮✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ s❡✐♥❡r ❚♦❝❤t❡r ✈❡r✇❡✐❣❡rt✱ ✉♥❞ ❞❛s ♦❜✇♦❤❧ ❧❡t③t❡r❡ ❞❡r
❆✉✢❛❣❡ ♥❛❝❤❦❛♠✱ ❥❡❞❡ ❲♦❝❤❡ s✐❡❜❡♥ Ps❛❧♠❡♥ ③✉r ❇✉ÿ❡ ❢ür ✐❤r❡♥ ❱❛t❡r ③✉
❜❡t❡♥✳ ❉❛s ❡rs❝❤❡✐♥t ❤❛rs❝❤✱ ❛❜❡r ❚❤❡♦❧♦❣❡♥ ✇❛r ❦❧❛r✱ ✇❛s ●❛❧✐❧❡✐s ❊r❦❡♥♥t✲
♥✐s ❜❡❞❡✉t❡t❡✿ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❆✉ss❛❣❡ ❞❡r ❍❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤r✐❢t
♦❜❥❡❦t✐✈ ❛❧s ❢❛❧s❝❤ ♥❛❝❤✇❡✐s❡♥ ❧✐❡ÿ✱ ❞❛♥♥ ❣❛❜ ❡s ❦❡✐♥ ❍❛❧t❡♥ ♠❡❤r✳ ❉❛♥♥
❦♦♥♥t❡ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❥❡❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❙❛t③ ❞❡r ❍❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤r✐❢t ✐♥ ❩✇❡✐❢❡❧ ③✐❡❤❡♥✳
❊s ♠✉sst❡ ❡✐♥ ❲❡❣ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❙ät③❡ r✐❝❤t✐❣ ✉♥❞
✇❡❧❝❤❡ ❢❛❧s❝❤ ✇❛r❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❛✉❢❣❡✇♦r❢❡♥❡ Pr♦❜❧❡♠ ✇✉r❞❡
✈♦♥ ❞❡r ❦❛t❤♦❧✐s❝❤❡♥ ❑✐r❝❤❡ ❡rst s♣ät✱ ❛❜❡r ❧♦❣✐s❝❤ ❦♦rr❡❦t ❣❡❧öst✱ ♥ä♠❧✐❝❤
❞✉r❝❤ ❞❛s ✐♠ ❡rst❡♥ ❱❛t✐❦❛♥✐s❝❤❡♥ ❑♦♥③✐❧ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡ ❉♦❣♠❛ ✈♦♥ ❞❡r ❯♥✲
❢❡❤❧❜❛r❦❡✐t ❞❡s P❛♣st❡s✳ ◆❛❝❤❞❡♠ s✐❝❤ ❞❡r ❱❛t✐❦❛♥ ✐♠ ❏❛❤r ✷✵✵✽ ✈♦♥ ❞❡r
❱❡r✉rt❡✐❧✉♥❣ ●❛❧✐❧❡✐s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✐st❛♥③✐❡rt❡✱ ✇❛r ❡♥❞❧✐❝❤ ❞❡r ❲❡❣
❢r❡✐✱ ✐♥ ❘♦♠ ❞✐❡ ❡rst❡ ö✛❡♥t❧✐❝❤❡ ❙t❛t✉❡ ❢ür ❞❡♥ ❱❛t❡r ❞❡r ♠♦❞❡r♥❡♥ ◆❛t✉r✲
✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛✉❢③✉st❡❧❧❡♥✳ ❙✐❡ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❝❤✐♥❡s✐s❝❤✲❛♠❡r✐❦❛♥✐s❝❤❡♥
◆♦❜❡❧♣r❡✐strä❣❡rs ❚s✉♥❣✲❉❛♦ ▲❡❡ ❡♥t✇♦r❢❡♥ ✉♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❝❤✐♥❡s✐s❝❤❡♥ ❙t❛❛ts✲
r❡❣✐❡r✉♥❣ ✜♥❛♥③✐❡rt✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✷✿ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ ❢ür ❡✐♥ ❛✉s ③✇❡✐ ▲✐♥s❡♥ LI

✉♥❞ LII ❜❡st❡❤❡♥❞❡s ▲✐♥s❡♥s②st❡♠

✷✳✻✳✶ ❙②st❡♠❡ ♠✐t ③✇❡✐ ❞ü♥♥❡♥ ▲✐♥s❡♥

❊✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❜❡st❡❤❡ ❛✉s ③✇❡✐ ❦♦❛①✐❛❧ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ |d| ③✉❡✐♥❛♥❞❡r
❛♥❣❡♦r❞♥❡t❡ ❞ü♥♥❡ ▲✐♥s❡♥ LI ✉♥❞ LII ♠✐t ❞❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ HI ❜③✇✳ HII✳
❉✐❡ ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✐❤r❡r ❇r❡♥♥❡❜❡♥❡♥ s❡✐❡♥ fI ❜③✇✳ fII ✳ ❉✐❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧❛✉t❡♥

1

aI
− 1

bI
=

1

fI
✭✷✳✸✺✮

1

aII
− 1

bII
=

1

fII
, ✭✷✳✸✻✮

✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❩❡✐❧❡ ❛✉❢ HI ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❩❡✐❧❡
❛✉❢ HII ❜❡③✐❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈♦♥ HII r❡❧❛t✐✈ ③✉ HI s❡✐ d✳ ❉❛♠✐t ✐st

aII = bI − d . ✭✷✳✸✼✮

❲✐❡ ❙✐❡ ❣❧❡✐❝❤ s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞❛s ❉❡♥❦❡♥ ✐♥ ✉♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳ ❉✐❡s❡s ❱♦rtr❛✐♥✐♥❣ ❦❛♥♥ ■❤♥❡♥
③✉❣✉t❡ ❦♦♠♠❡♥✱ ✇❡♥♥ ❡s s♣ät❡r ✉♠ ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐✲
tätst❤❡♦r✐❡ ✭③✳❇✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✻✮ ❣❡❤❡♥ ✇✐r❞✳

❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r✳ ❉✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❡♥tst❡❤t ❞✉r❝❤
③✇❡✐ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥✿ LI ❜✐❧❞❡t ✈♦♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ♠✐t
❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ aI ✭r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❇❡③✉❣s❡❜❡♥❡ HI✮ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❊❜❡♥❡ ♠✐t ❞❡r ❑♦✲
♦r❞✐♥❛t❡ bI ✭●❧✳ ✷✳✸✺✮ ✉♥❞ ❞❡r ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ VI ❛❜✳ ❉✐❡s❡ ❊❜❡♥❡ ❤❛t r❡❧❛t✐✈
③✉r ❇❡③✉❣s❡❜❡♥❡ HII ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ aII = bI − d ✉♥❞ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡r ❙❦❛✲
❧✐❡r✉♥❣ VII ❛✉❢ ❞✐❡ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ♠✐t ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ bII
✭r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❇❡③✉❣s❡❜❡♥❡ HII✮ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✭●❧✳ ✷✳✸✻✮✳ ■♥s❣❡s❛♠t ❡♥t✇✐r❢t ❞❛s
③✇❡✐st✉✜❣ ❛❜❜✐❧❞❡♥❞❡ ❙②st❡♠ ❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r

V = VIVII ✭✷✳✸✽✮

s❦❛❧✐❡rt❡s ❇✐❧❞✳
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❇r❡♥♥❡❜❡♥❡✳ ❋ä❧❧t ❡✐♥ ❇ü♥❞❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧❡r ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉❢ LI ❡✐♥✱ s♦ ✇❡r❞❡♥
s✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ❢♦❦✉ss✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡r ✐♥ ❞❡r ❇r❡♥♥❡❜❡♥❡ ✈♦♥ LI ❧✐❡❣t✳ ❘❡❧❛t✐✈
③✉♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ HI ❤❛t ❞✐❡s❡ ❇r❡♥♥❡❜❡♥❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ bI = −fI ✉♥❞
r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ HII ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ aII = −fI−d✳ ❉❡r s✐❝❤ ❞❛r❛✉s
❡r❣❡❜❡♥❞❡ ❇✐❧❞♣✉♥❦t bII st❡❧❧t ❞❡♥ ❋♦❦✉s♣✉♥❦t ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❞❛r✳ ❙❡✐♥❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ HII ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✇✐r ♠✐t FII ✳ ❆✉s ●❧✳ ✷✳✸✻ ❢♦❧❣t✿

FII = −fII
fI + d

fI + fII + d
.

❇r❡♥♥✇❡✐t❡✳ ❲❡♥♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✐♥ ❞❡r ❇r❡♥♥❡❜❡♥❡ ❞❡r ▲✐♥s❡
LI ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ P✉♥❦t ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ♠✐t ❞❡r z✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡
aI = fI ✱ ❡♥tst❡❤t ❤✐♥t❡r ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ HI ❡✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡s ▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧✳ ❉✐❡s❡
P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❤✐♥t❡r HII ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ✐♥ ❞❡r ❋♦❦❛❧❡❜❡♥❡ ✈♦♥
LII ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ❋♦❦❛❧❡❜❡♥❡ ✐st bII = −fII ✳ ❲✐❡ ♠❛♥
❛✉s ❆❜❜✳ ✷✳✷✷ ❢ür ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▲✐♥s❡♥
❣❡❤❡♥❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦tstr❛❤❧❡♥ ❡rs✐❡❤t✱ ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❛❜❡✐ ♠✐t ❞❡♠
❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r V = −fII/fI ✳

❉❛ s✐❝❤ ❞❛s ③✇❡✐❧✐♥s✐❣❡ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ✐✳❆❧❧❣✳ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❞✉r❝❤ ❞❛s ▼♦✲
❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ❞ü♥♥❡♥ ▲✐♥s❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❧ässt✱ ③✐❡❤❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❞❛s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡
Pr♦❥❡❦t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r tr❡✉❡♥ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✹✳✹✮ ♠✐t ③✇❡✐ ✉♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❍ ✉♥❞ H➫ ❤❡r❛♥✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✷✳✶✼ ❞❡♥
❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

− fII
fI

= 1− b➫/f➫, ✭✷✳✸✾✮

✇♦❜❡✐ b➫ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s ❇✐❧❞♣✉♥❦t❡s r❡❧❛t✐✈ ③✉r ✭♥♦❝❤ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥✮
❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❍➫ ✐st✳ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❞✐✛❡r❡♥③❡♥ s✐♥❞ ❣❡❣❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❞❡s
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❙✐❡ ❤ä♥❣❡♥ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ♦❜ ♠❛♥ ✈♦♥
❞❡r ❇❡③✉❣s❡❜❡♥❡ H➫ ❞❡s ❙②st❡♠s ❛✉s❣❡❤t ♦❞❡r ✈♦♥ ❞❡r ❇❡③✉❣s❡❜❡♥❡ HII ❞❡r
▲✐♥s❡ LII✳ ❲❡❣❡♥ ❞✐❡s❡r ■♥✈❛r✐❛♥③ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❞✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥
❇✐❧❞✲ ✉♥❞ ❋♦❦❛❧❡❜❡♥❡✿ b➫− f➫ = bII − FII ✉♥❞ s♦♠✐t ✐st

f➫ =
fI
fII

(bII − FII)

= − fIfII
fI + fII + d

❜③✇✳
1

f➫
= −

(
1

fI
+

1

fII
+

d

fIfII

)
. ✭✷✳✹✵✮

❍❛✉♣t❡❜❡♥❡✳ ❉✐❡ ♠✐t (H➫)II ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡
H➫ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦ts ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ▲✐♥s❡ ✭❞✳✐✳
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❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ HII) ✐st (H➫)II = FII − f ′ ✉♥❞ s♦♠✐t ✐st

(H➫)II = − fII d

fI + fII + d
. ✭✷✳✹✶✮

❉✐❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❍ ✉♥❞ H➫ ❡✐♥❡s ③✇❡✐❧✐♥s✐❣❡♥ ❙②st❡♠s ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s♦ ✉✳❯✳
❜❡trä❝❤t❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ▲✐♥s❡♥ LI ✉♥❞ LII ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✳
❊r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ ❢ä❧❧t ❞✐❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ H➫ ♠✐t HII ③✉s❛♠♠❡♥✱ ✇❡♥♥ d = 0
♦❞❡r fI➫ → ∞✳

❯♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▲✐♥s❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✇❡✐ ▲✐♥s❡♥
♠✐t ❞❡♥ ❇r❡❝❤❦rä❢t❡♥ DI = 1/fI ✉♥❞ DII = 1/fII ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❤✐♥t❡r❡✐♥✲
❛♥❞❡r ❛♥♦r❞♥❡t✱ s♦ ❞❛ss ❞❡r ❆❜st❛♥❞ |d| ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ s❡❤r ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥
❞✐❡ ❇❡trä❣❡ ❞❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡♥ ✐st✱ ❣❡♥ü❣t ❡s ♦❢t✱ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧
d → 0 ❤❡r❛♥③✉③✐❡❤❡♥✳ ❉❛♥♥ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ✇✐❡❞❡r ✇✐❡
❡✐♥❡ ✒❞ü♥♥❡ ▲✐♥s❡✏ ♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡r ❡✐♥③✐❣❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ H′ ≈ H ≈ HII ≈ HI

✉♥❞ ❡✐♥❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t ✭s✳ ●❧✳ ✷✳✹✵✮

D ≈ DI +DII , ✭✷✳✹✷✮

✇❡❧❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❇r❡❝❤❦rä❢t❡ DI ✉♥❞ DII s❡✐♥❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♠✲
♣♦♥❡♥t❡♥ ✐st✳

✷✳✻✳✷ ❇r✐❧❧❡ ✉♥❞ ▲✉♣❡

❇r✐❧❧❡✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▲✐♥s❡ ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t DI = D ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ✈♦r ❞❛s
❆✉❣❡ s❡t③t ✭s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ d ≈ 0 ❣❡r❡❝❤t❢❡rt✐❣t ✐st✮✱ s♣✐❡❧t ❞❛s ❆✉❣❡ ❞✐❡
❘♦❧❧❡ ❞❡r ▲✐♥s❡ LII ❡✐♥❡s ③✇❡✐❧✐♥s✐❣❡♥ ❙②st❡♠s ♠✐t ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t DII = D❡

❞❡s ❆✉❣❡s✳ ❉❛♥♥ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❣❡♠äÿ
●❧✳ ✷✳✹✷

Deff = D +D❡ . ✭✷✳✹✸✮

❲❡♥♥ ❡✐♥❡ P❡rs♦♥ ❢❡r♥s✐❝❤t✐❣ ✐st✱ ❛❜❡r ✐♠ ◆❛❤❜❡r❡✐❝❤ ✇❡❣❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡r
❇r❡❝❤❦r❛❢t ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛❦❦♦♠♠♦❞✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❇r✐❧❧❡
♠✐t ▲✐♥s❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❛✉s❣❧❡✐❝❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ♠✐t ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡♥✳ ❲❡♥♥
❑✉r③s✐❝❤t✐❣❦❡✐t ✈♦r❧✐❡❣t ✉♥❞ ♠❛♥ ●❡❣❡♥stä♥❞❡ ✐♥ ❣r♦ÿ❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ♥✐❝❤t
♠❡❤r s❝❤❛r❢ s❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ❞✐❡ ▼✐♥❞❡st❜r❡❝❤❦r❛❢t Dmin ❞❡s ❆✉❣❡s ③✉ ❤♦❝❤✳
❉❛s ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ▲✐♥s❡♥ ♠✐t ♥❡❣❛t✐✈❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t ✭❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡♥✮ ❜❡❤♦✲
❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❑♦rr❡❦t✉r❡♥ s✐♥❞ ❣❡r✐♥❣❢ü❣✐❣✿ ❊s
❣❡♥ü❣❡♥ ❇r✐❧❧❡♥❣❧äs❡r ✈♦♥ ♥✉r ✇❡♥✐❣❡♥ ❉✐♦♣tr✐❡♥✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❑❛t❛r❛❦t✲
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❆✉❣❡♥❧✐♥s❡ ❡♥t❢❡r♥t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡✲
r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ▲✐♥s❡ ❛♥s♣r✉❝❤s✈♦❧❧❡r✳ ❉❛♥♥ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ✐♠ Pr✐♥③✐♣
▲✐♥s❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t ✈♦♥ ❝❛✳ 50 dpt ✭✇❣✳ ❞❡r ❈♦r♥❡❛ s✐♥❞ ❡s ❡t✇❛s
✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ❞✐❡ ▼✐♥❞❡st❜r❡❝❤❦r❛❢t ✈♦♥ 60 dpt✮✳
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▲✉♣❡✳ ❉❡r ♠♦r❣❡♥❧ä♥❞✐s❝❤❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r ❆❧✲❍❛✐t❛♠ ❡r❦❛♥♥t❡ ✉♥❞ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜ ❡rst♠❛❧s ❞❡♥ ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣s❡✛❡❦t ✈♦♥ ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡♥ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❞❛♠✐t
③✉♠ ❊♥t❞❡❝❦❡r ❞❡r ▲✉♣❡✳ ❍ä❧t ♠❛♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡♥ ♠✐t s❡❤r ❤♦❤❡r
❇r❡❝❤❦r❛❢t D ✈♦r ❞❛s ❆✉❣❡✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ Dmax st❛r❦ ❡r❤ö❤❡♥ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤
❞❛s ❖❜❥❡❦t ✇❡✐t ♥ä❤❡r ❛♥ ❞❛s ❆✉❣❡ ❤❡r❛♥❢ü❤r❡♥ ❛❧s 10 cm. ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡
❖❜❥❡❦t✇❡✐t❡ |aL| ♥✉♥♠❡❤r ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ❦❛♥♥✱ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✷✳✸✷ ❞✐❡
❇✐❧❞❣röÿ❡ ✭✇❛s ❛✉s ❆❜❜✳ ✷✳✷✵❛ s♦❢♦rt ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤ ✐st✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼✐tt❡❧✲
♣✉♥❦tstr❛❤❧❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✮✳

❉✐❡ ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣ ❞❡r ▲✉♣❡ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ s♦✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s
✉♥❜❡✇❛✛♥❡t❡♥ ❆✉❣❡s ❢ür ❡✐♥❡ ◆♦r♠❡♥t❢❡r♥✉♥❣ |a0| = 25 cm ♠✐t ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥
✈❡r❣❧❡✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❜❡✐ ✉♥❣❡❢ä❤r ❣❧❡✐❝❤❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t D❡ ❞❡s ❆✉❣❡s ♠✐t
❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ▲✉♣❡ ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t D ❡r❣✐❜t✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞✿

1

a0
+Dmin = D❡ ✭✷✳✹✹✮

1

aL
+Dmin = D +D❡ ✭✷✳✹✺✮

■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ✐st ❞❛s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r❤ä❧t♥✐s V0 = be/a0 ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧
VL = b❡/aL✳ ❋ür ❡✐♥❡ ▲✉♣❡♥❧✐♥s❡ ♠✐t ❞❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ f➫ = 1/D ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❛❧s ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▲✉♣❡♥✈❡r❣röÿ❡r✉♥❣✿

mL =
VL

V0
=

a0
aL

= 1 + a0D = 1 +
25 cm

f➫
.

❉✐❡ ◆♦r♠❡♥t❢❡r♥✉♥❣ |a0| = 25 cm ✐st ❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ s♦ ❣❡✇ä❤❧t✱
❞❛ss ❞❛s ❖❜❥❡❦t ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ♠✐t
✉♥❣❡❢ä❤r ❣❧❡✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r ❆❦❦♦♠♠♦❞❛t✐♦♥s❛♥str❡♥❣✉♥❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✐r❞✳

✷✳✻✳✸ ❋❡r♥r♦❤r ✉♥❞ ▼✐❦r♦s❦♦♣

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ■♥str✉✲
♠❡♥t❡♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♣r✐♠är ❛✉s ③✇❡✐ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊✐♥③❡❧❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❜❡♥✳ ●❡♠äÿ ✐❤✲
r❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐♠ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ s✐❡ ❛❧s ❖❜❥❡❦t✐✈ ✭LI✮ ❜③✇✳
❖❦✉❧❛r ✭LII✮✳

❖❜❥❡❦t✐✈✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❡s ♠✐t ❞❡r ▲✉♣❡ ❡✐♥❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✈♦♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ♠✐t ❤ö❤❡r❡r ❆✉✢ös✉♥❣ ❣✐❜t✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ❞❛s ❖❜❥❡❦t ♥ä❤❡r
❛♥ ❞❛s ♠✐t ❞❡r ▲✉♣❡ ❜❡✇❛✛♥❡t❡ ❆✉❣❡ ❤❡r❛♥❜r✐♥❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡ ❛♥❛✲
❧♦❣❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❢❡r♥❡ ❖❜❥❡❦t❡✳ ▼❛♥ s❝❤❡✐t❡rt ♥ä♠❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❛♥ ●❧✳ ✷✳✸✸ ✉♥❞
❞❛♠✐t ❛♥ ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t✱ s♦♥❞❡r♥ ❛♥ ●❧✳ ✷✳✸✷✳ ▼✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣
|a| ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇✐❧❞❣röÿ❡

|∆x➫| ≈
∣∣∣∣
b❡
a

∣∣∣∣ |∆x|
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❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts ❞❡r ●röÿ❡ |∆x| ✉♥✇❡✐❣❡r❧✐❝❤ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ s✐❡
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❡r ❆❜st❛♥❞ p ③✇❡✐❡r ❙❡❤③❡❧❧❡♥ ❣❡✇♦r❞❡♥ ✐st✱ ❞❛♥♥
✇✐r❞ ❞❛s ❇✐❧❞ ♥✉r ♥♦❝❤ ❛❧s ❡✐♥ P✉♥❦t ✇❛❤r❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ▼♦♥❞❦r❛t❡r ❤❛❜❡♥
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✈♦♥ r✉♥❞ 400000 km✳ ❲❡♥♥ ✐❤r ❉✉r❝❤♠❡ss❡r
❦❧❡✐♥❡r ❛❧s |∆x| ≈ (1×10−5×4×108/2×10−2)m ≈ 200 km ✐st✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ s✐❡ ❢ür
❞❛s ❆✉❣❡ ❛❧❧❡♥❢❛❧❧s ♥♦❝❤ ❛❧s str✉❦t✉r❧♦s❡r P✉♥❦t ✇❛❤r♥❡❤♠❜❛r✳

❯♠ ❜❡✐ ❣❡❣❡❜❡♥❡r ❙❡❤③❡❧❧❡♥❞✐❝❤t❡ ❞❛s ❆✉✢ös✉♥❣s✈❡r♠ö❣❡♥ ③✉ st❡✐❣❡r♥✱
♠üsst❡ ♠❛♥ b❡ ✈❡r❣röÿ❡r♥✳ ❆❜❡r ❞❛③✉ ❜rä✉❝❤t❡ ♠❛♥ ❣röÿ❡r❡ ❑ö♣❢❡ ❜③✇✳
✈❡r❧ä♥❣❡rt❡ ❆✉❣ä♣❢❡❧✳ ❉❛s ❤❛t ❞✐❡ ◆❛t✉r ♥✐❝❤t ✈♦r❣❡s❡❤❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡♥
❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ●❡❞❛♥❦❡♥ ❛❜❡r ♠✐t ✒❦ü♥st❧✐❝❤❡ ❆✉❣❡♥✏ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥
❞✐❡ ❇✐❧❞✇❡✐t❡ b > b❡ ❣röÿ❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ❆✉❣❡✳ ❉✐❡ ▲✐♥s❡♥ ❜③✇✳ ♦♣t✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠❡✱ ✇❡❧❝❤❡ s♦❧❝❤❡ ✒❦ü♥st❧✐❝❤❡r ❆✉❣❡♥✏ ③✉r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts
s✐♥❞✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❣❡♥❡r❡❧❧ ❛❧s ❖❜❥❡❦t✐✈❡✳ ❋ür ❡✐♥ ❚❡❧❡s❦♦♣ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥
❧❛♥❣❜r❡♥♥✇❡✐t✐❣❡ ❖❜❥❡❦t✐✈❡✱ ❞✳❤✳ ❖❜❥❡❦t✐✈❡ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t✱ ❞❡♥♥
❞❛s ❆✉✢ös✉♥❣s✈❡r♠ö❣❡♥ ❡✐♥❡s ❚❡❧❡s❦♦♣s ✇ä❝❤st ♠✐t s❡✐♥❡r ❇✐❧❞✇❡✐t❡✱ ✉♥❞
❞❡s❤❛❧❜ ❢❛❧❧❡♥ ❣✉t❡ ❚❡❧❡s❦♦♣❡ ❛✉❝❤ ✐♠♠❡r s♦ ❧❛♥❣ ❛✉s✳

❉✐❡ ■❞❡❡✱ ❞✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❢ür ❞❛s ❚❡❧❡s❦♦♣ ❡r❧ä✉t❡rt ✇✉r❞❡✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤
❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r ❖❜❥❡❦t❡ ✐♠ ◆❛❤❜❡r❡✐❝❤ ❛♥✇❡♥❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥
❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t✐✈ ❛❧s ✒❦ü♥st❧✐❝❤❡♠ ❆✉❣❡✏ ❞✉r❝❤✲
❢ü❤rt ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❢❛❧❧s b s❡❤r ✈✐❡❧ ❣röÿ❡r ❛❧s b❡ ♠❛❝❤t✳ ❉❛s ❣❡s❝❤✐❡❤t ✐♥ ❞❡♠ ✐♥
❆❜❜✳ ✷✳✷✸❛ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ▼✐❦r♦s❦♦♣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❦✉r③❜r❡♥♥✇❡✐t✐❣❡♥ ❖❜❥❡❦t✐✈ LI✳
❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞❡s ▼✐❦r♦s❦♦♣s ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ▲✉♣❡ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❞❡s
❖❜❥❡❦t✐✈s ❢ür ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r ❜❧❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❱❡r❣rö✲
ÿ❡r✉♥❣ |V | ❞❡s ③✇❡✐❧✐♥s✐❣❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✷✳✸✽ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ Pr♦✲
❞✉❦t ❞❡r ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣ |VI | ❞❡s ❖❜❥❡❦t✐✈s ✭▲✐♥s❡ LI✮ ✉♥❞ ❞❡r ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣
|VII | ❞❡s ❖❦✉❧❛rs ✭▲✐♥s❡ LII✮ ✐st ✭s✳ ●❧✳ ✷✳✸✽✮✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥
▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r✱ ❞✳❤✳ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ❞r❛♠❛t✐s❝❤
✈❡rr✐♥❣❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❖❦✉❧❛r✳ ❙♦✇♦❤❧ ❜❡✐♠ ❚❡❧❡s❦♦♣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❜❡✐♠ ▼✐❦r♦s❦♦♣ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞❛s
Pr♦❜❧❡♠✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞❛s ✈❡r❣röÿ❡rt❡ ❇✐❧❞ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ s♦❧❧✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ❆✉❣❡ ❜❡✲
st❡❤t ❥❛ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛✉s ❞❡r ❘❡t✐♥❛✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✉r ✐♥ ❞✐❡ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡
♣❧❛t③✐❡r❡♥ ♠üsst❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❤❛t ♠✐t ❞❡r ❆✉❣❡♥❧✐♥s❡ s❡❧❜st ❡✐♥ ✈♦r❣❡s❝❤❛❧t❡t❡s
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠✳ ▼❛♥ ♠✉ss ❞❛❤❡r ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ♠✐t ❞❡r ❇r✐❧❧❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣❡♥
❢ür ❞✐❡s❡ ✒❆✉❣❡♥❧✐♥s❡✏ ✈♦r♥❡❤♠❡♥✳

❉✐❡ s✐❝❤❡r r❛❞✐❦❛❧st❡ ▲ös✉♥❣ ✇är❡✱ ❞✐❡ ❆✉❣❡♥❧✐♥s❡ ❤❡r❛✉s ③✉ ♦♣❡r✐❡r❡♥
✭❙❝❤❡r③✮✱ ✉♥❞ ❡t✇❛s ♠♦❞❡r❛t❡r ✇är❡✱ ❞✐❡ ✒❆✉❣❡♥❧✐♥s❡✏ ♠✐t ❡✐♥❡r ❩❡rstr❡✉✲
✉♥❣s❧✐♥s❡ s❝❤❧✐❝❤t ♦♣t✐s❝❤ ✒✇❡❣③✉❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥✏✳ ▲❡t③t❡r❡s ✐st ❞✐❡ ●r✉♥❞✐❞❡❡
❞❡s ●❛❧✐❧❡✐❢❡r♥r♦❤rs✱ ❛✉❢ ❞✐❡ ✇✐r s♣ät❡r ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ③✉rü❝❦❦♦♠♠❡♥✳ ❲❡♥♥
❞❛s ❖❜❥❡❦t✐✈ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥ r❡❡❧❧❡s ❇✐❧❞ ❡♥t✇✐r❢t✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡s s✐❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐✲
♥❡r ▲✉♣❡ ✐♥ ▲✉♣❡♥❡♥t❢❡r♥✉♥❣ ✭❞✳❤✳ ✐♥ ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❞❡r ▲✉♣❡♥❜r❡♥♥✇❡✐t❡✮
❛♥s❡❤❡♥✳ ❉✐❡s❡s ✈♦♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t✐✈❧✐♥s❡ LI ❡♥t✇♦r❢❡♥❡ r❡❡❧❧❡ ❇✐❧❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❛❧s ❩✇✐s❝❤❡♥❜✐❧❞ ✳ ❊s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❆✉❣❡ ✉♥❞ ▲✉♣❡♥♦❦✉❧❛r ③✉✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✸✿ ✭❛✮ ▼✐❦r♦s❦♦♣ ♠✐t ❖❜❥❡❦t❤❛❧t❡r✱ ❖❜❥❡❦t✐✈ ✭LI✮✱ ❆♣❡rt✉r✲
❜❧❡♥❞❡ ✭❆❇✮✱ ❋❡❧❞❧✐♥s❡ ✭❋✮ ✉♥❞ ❋❡❧❞❜❧❡♥❞❡✳ ❉❛s ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ❞❡r ❋❡❧❞❜❧❡♥❞❡
❡♥tst❡❤❡♥❞❡ ❩✇✐s❝❤❡♥❜✐❧❞ ✇✐r❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ▲✉♣❡ ✭LII✮ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ✭❜✮ ●❛❧✐✲
❧❡✐❢❡r♥r♦❤r ✭t❡rr❡str✐s❝❤❡s ❋❡r♥r♦❤r✮ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❡✐♥❡r ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡ LI ❛❧s
❖❜❥❡❦t✐✈ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡ LII ❛❧s ❖❦✉❧❛r

s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥❞❡ ▲✐♥s❡ LII✱ ❞❡r❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t Deff ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡
❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❞❡s ❆✉❣❡s ✉♥❞ ❞❡s ▲✉♣❡♥♦❦✉❧❛rs ✐st ✭●❧✳ ✷✳✹✸✮✱ ✈❡r❣röÿ❡rt
❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡t✐♥❛ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ▲❡t③t❡r❡s ✐st ❢ür ▼✐❦r♦s❦♦♣❡ ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❱❛r✐❛♥✲
t❡✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ●❡s❛♠t✈❡r❣röÿ❡r✉♥❣ |V | = |VI | |VII | ❞❡s ▼✐❦r♦s❦♦♣s✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts
❡r✇ä❤♥t✱ ❞❛s Pr♦❞✉❦t ❞❡r ❖❜❥❡❦t✐✈✈❡r❣röÿ❡r✉♥❣ |VI | ✉♥❞ ❞❡r ▲✉♣❡♥✈❡r❣rö✲
ÿ❡r✉♥❣ |VII | ✐st✳

●❛❧✐❧❡✐❢❡r♥r♦❤r ✉♥❞ ❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡s ❋❡r♥r♦❤r✳ ❋ür ❞✐❡ ♦❜❡♥ ❡r✇ä❤♥t❡
▲ös✉♥❣✱ ❞✐❡ ❆✉❣❡♥❧✐♥s❡ ♦♣t✐s❝❤ ③✉ ❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥✱ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❩❡rstr❡✉✲
✉♥❣s❧✐♥s❡ ❜❡♥öt✐❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❇r✐❧❧❡ ❢ür ❑✉r③s✐❝❤t✐❣❡ ❡✐♥❡
✇❡s❡♥t❧✐❝❤ stär❦❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r −60 dpt ❤❛❜❡♥ ♠üss✲
t❡✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❞❛♠✐t ✐♥ ❑❛✉❢ ③✉ ♥❡❤♠❡♥❞❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r ✉♥❞ ❛✉❝❤
✇❡❣❡♥ ❞❡r s❝❤✇✐❡r✐❣❡♥ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ✐st ❞❛s ✇❡♥✐❣ ❡♠♣❢❡❤❧❡♥s✇❡rt✳ ❋ür ❞❛s
✐♥ ❆❜❜✳ ✷✳✷✸❜ ❣❡③❡✐❣t❡ ●❛❧✐❧❡✐❢❡r♥r♦❤r ✐st ❞❛s ❛❜❡r ❛✉❝❤ ✉♥♥öt✐❣✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥
❦♦♠♠t ❜❡r❡✐ts ❣❛♥③ ❣✉t ♠✐t ❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❛✉s✳
❉❛s ❖❦✉❧❛r ✉♥❞ ❞✐❡ ❆✉❣❡♥❧✐♥s❡ ❜✐❧❞❡♥ ❞❛♥♥ ③✉s❛♠♠❡♥ ❡✐♥❡ ▲✐♥s❡ LII✱ ❞❡r❡♥
❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ −fII ❣röÿ❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ❆✉❣❡s✳ ❑♦♠❜✐♥✐❡rt ♠❛♥ s✐❡
♠✐t ❡✐♥❡r ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡ LI ♠✐t ❞❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ fI ✉♥❞ ✇ä❤❧t ♠❛♥ d > fII ✱ s♦
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✷✳✹✵ ❡✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ♠✐t ❡✐♥❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡
f➫✱ ❞✐❡ ❣röÿ❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ❆✉❣❡s ✉♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ H➫✱ ❞✐❡ ❣❡♠äÿ
●❧✳ ✷✳✹✶ ✇❡✐t❡r ✈♦♥ ❞❡r ❘❡t✐♥❛ ❡♥t❢❡r♥t ✐st✳ ❉❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ✇✐r❦t ❛❧s♦✱
✉♠ ✐♠ ♦❜✐❣❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❜❧❡✐❜❡♥✱ ✇✐❡ ❞❛s ❆✉❣❡ ❡✐♥❡s ❣röÿ❡r❡♥ ❑♦♣❢❡s✳

●❛❧✐❧❡✐❢❡r♥r♦❤r❡ s✐♥❞ ❡t✇❛s ❦ür③❡r ❛❧s ❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❋❡r♥r♦❤r❡✱ ✇❡✐❧ ❧❡t③✲
t❡r❡ ❡✐♥ r❡❡❧❧❡s ❩✇✐s❝❤❡♥❜✐❧❞ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ❞❛s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▲✉♣❡♥♦❦✉❧❛r ❜❡tr❛❝❤t❡t
✇✐r❞✳ ❉❛s ❇✐❧❞ ❡✐♥❡s ❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡♥ ❋❡r♥r♦❤rs st❡❤t ③✉❞❡♠ ✒❛✉❢ ❞❡♠ ❑♦♣❢✏✱
✇❛s ❢ür ❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♦❤♥❡ ❇❡❧❛♥❣ ✐st✱ ❜❡✐ t❡rr❡str✐s❝❤❡ ❆♥✲
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✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ stört✳

❇❧❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❋❡❧❞❧✐♥s❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✷✳✷✸✭❛✮ s✐♥❞ ❛✉ÿ❡r ❖❜❥❡❦t✐✈ ✉♥❞ ❖❦✉✲
❧❛r ❛✉❝❤ ♠❡❤r❡r❡ ❇❧❡♥❞❡♥ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ❋❡❧❞❧✐♥s❡ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❇❧❡♥❞❡♥
❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ❩✇❡❝❦✱ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉s③✉❣r❡♥③❡♥✱ ❞✐❡ ③✉ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❢❡❤❧❡r♥ ❢ü❤r❡♥
✇ür❞❡♥ ✉♥❞ s✐♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥ ❣❛♥③ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡r ❇❡st❛♥❞t❡✐❧ ❡✐♥❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠s✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛❢ür ✐st ❞✐❡ ❆♣❡rt✉r❜❧❡♥❞❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐✳❆❧❧❣✳
✐♥ ❞❡r ❇r❡♥♥❡❜❡♥❡ ❞❡s ❖❜❥❡❦t✐✈s ❜❡✜♥❞❡t ✉♥❞ ❙tr❛❤❧❡♥ ❜❧♦❝❦✐❡rt✱ ❞✐❡ ❛❧❧③✉
❣r♦ÿ❡ ❲✐♥❦❡❧ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❤❛❜❡♥✳

❉✐❡ ✐♥ ❞❡r ❩✇✐s❝❤❡♥❜✐❧❞❡❜❡♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt❡ ❋❡❧❞❧✐♥s❡ ❞✐❡♥t ❞❡r ❱❡r❣röÿ❡✲
r✉♥❣ ❞❡s ❙✐❝❤t❢❡❧❞❡s✳ ❙✐❡ ❧❡♥❦t ✈♦♠ ❩✇✐s❝❤❡♥❜✐❧❞ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
❞❛s ❖❦✉❧❛r ✈❡r❢❡❤❧❡♥ ✇ür❞❡♥✱ s♦ ❛❜✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❖❦✉❧❛rö✛♥✉♥❣ ✈❡r✲
❧❛✉❢❡♥✳

✷✳✻✳✹ P❡t③✈❛❧s ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦

❖❜✇♦❤❧ ❡s ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✼✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✐♠ Pr✐♥③✐♣ ♠ö❣❧✐❝❤ ✇❛r✱ ♦♣t✐s❝❤❡ ❑♦♠✲
♣♦♥❡♥t❡♥ ❣❡♥❛✉❡r ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉ ♦♣t✐♠✐❡r❡♥✱ ❜❡st❛♥❞ ③✉♥ä❝❤st
❦❡✐♥ ❇❡❞❛r❢✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡r ▲✐♥s❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣ st❡❝❦t❡ ♥♦❝❤ ✐♥ ❞❡♥
❑✐♥❞❡rs❝❤✉❤❡♥✳ ▼✐tt❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✇❛r ❞✐❡ P❡r❢❡❦t✐♦♥ ❞❡r ▲✐♥s❡♥✲
❤❡rst❡❧❧✉♥❣ s♦ ✇❡✐t ❣❡❞✐❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❡s ♥✉♥ ❛✉❝❤ ❙✐♥♥ ♠❛❝❤t❡✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❑♦rr❡❦✲
t✉r ✈♦♥ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r♥ ❣❡♥❛✉❡r ♥❛❝❤③✉❞❡♥❦❡♥✳ ❙❝❤♦♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❡✐♥s❝❤rä♥✲
❦❡♥❞❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ▲✐♥s❡♥♠❛❝❤❡r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥
❑❛♣✳✷✳✺✳✷ s✐♥❞ ③✇❡✐ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✿

✶✳ ❉✐❡ s♣❤är✐s❝❤❡ ❆❜❡rr❛t✐♦♥✳ ❙✐❡ tr✐tt ❛✉❢✱ ✇❡✐❧ ❞❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ✈♦♥
P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥ ✉♠ s♦ ✇❡✐t❡r ✈♦♠ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❛❜✇❡✐❝❤t✱ ❥❡ ✇❡✐t❡r ❞✐❡s❡
✈♦♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❡♥t❢❡r♥t s✐♥❞✳

✷✳ ❉❡r ❆st✐❣♠❛t✐s♠✉s✳ ❉✐❡s❡r ❋❡❤❧❡r tr✐tt ✐♥ ❞❡♠ ▼❛ÿ❡ ✐♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣✱
✇✐❡ ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❘♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡✲
tr✐❡ ❛❜✇❡✐❝❤t✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛r❛♥ ❧✐❡❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❝❤s❡ ❡✐✲
♥❡s ❙tr❛❤❧❡♥❜üs❝❤❡❧s ♥✐❝❤t ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✐st ♦❞❡r ❞❛r❛♥✱
❞❛ss ❞❛s ♦♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ♥✐❝❤t r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤ ✐st✱ ✇❡✐❧ ❞❡r ❘❛✲
❞✐✉s ❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣ ✐♥ ❞❡r x✲❊❜❡♥❡ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡r ✐st ❛❧s ❢ür ❞✐❡ y✲❊❜❡♥❡✳
❉❡r ❊①tr❡♠❢❛❧❧ ❡✐♥❡r ❛st✐❣♠❛t✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ ✐st ❞✐❡ ❩②❧✐♥❞❡r❧✐♥s❡✳ ❆st✐❣✲
♠❛t✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r ❡✐♥❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✭③✳❇✳ ❞❡s ❆✉❣❡s✮ ❦ö♥♥❡♥
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ♦r✐❡♥t✐❡rt❡♥
❩②❧✐♥❞❡r❧✐♥s❡ ❦♦rr✐❣✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❜❛❤♥❜r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ③✉r ❑♦rr❡❦t✉r ✈♦♥ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r♥ ✇✉r❞❡♥
✉♥t❡r ❞❡r ▲❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❏♦③❡❢ ▼❛①✐♠✐❧✐❛♥ P❡t③✈❛❧ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✭❆❜❜✳ ✷✳✷✹✮✳ ❙✐❡
❢ü❤rt❡♥ ❣❡❣❡♥ ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ③✉ ❡✐♥❡r ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ❖♣t✐❦✳
❋ür s❡✐♥❡ ♣rä③✐s❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❡r s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♠✐❧✐tär✐s❝❤❡ ❈♦♠✲
♣✉t❡r❡✐♥❤❡✐t ♠✐t ❡✐♥❡r ❘❡❝❤❡♥❧❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ✶✸ ❆rt✐❧❧❡r✐❡♦✣③✐❡r❡♥ stüt③❡♥✱ ❞✐❡
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✹✿ P❤②s✐❦❡①❦✉rs✐♦♥
③✉♠ ❊❤r❡♥❣r❛❜ P❡t③✈❛❧s ❛✉❢
❞❡♠ ❲✐❡♥❡r ❩❡♥tr❛❧❢r✐❡❞❤♦❢ ✭❋♦✲
t♦✿ ❖✳❚✳ ❏✉ss❡❧✮

✐❤♠ ✈♦♠ öst❡rr❡✐❝❤✐s❝❤❡♥ ❊r③❤❡r③♦❣ ▲✉❞✇✐❣ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡✳
❆✉❢ ●r✉♥❞ ✐❤r❡r ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✇❛r❡♥ ❆rt✐❧❧❡r✐❡♦✣③✐❡r❡ ❢ür ❘♦✉t✐♥❡❜❡r❡❝❤♥✉♥✲
❣❡♥ ❜❡s♦♥❞❡rs q✉❛❧✐✜③✐❡rt ✉♥❞ ✇✉r❞❡♥ ❞❛♠❛❧s ❛❧s ❘❡❝❤♥❡r ✭✐♠ ❡♥❣❧✐s❝❤❡♥
❙♣r❛❝❤r❛✉♠ ❛✉❝❤ ❛❧s ✒❈♦♠♣✉t❡r✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❛❧s♦ ❙♦❧❞❛t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❆✉❢✲
❣❛❜❡ ❞❡s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥❡♥s ❡r❧❡❞✐❣t❡♥✮ ❢ür ❛✉❢✇ä♥❞✐❣❡ ❘❡❝❤❡♥❛✉❢❣❛✲
❜❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❆✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ s❡✐♥❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙tr❛❤❧❡♥✈❡r❧ä✉❢❡
❞✉r❝❤ r❡❢r❛❦t✐✈❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❦♦♥♥t❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❥❡♥❡ ❧✐❝❤tst❛r❦❡♥
❖❜❥❡❦t✐✈❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✈❡r✇✐r❦❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❞❡r ❙✐❡❣❡s③✉❣ ❞❡r P❤♦t♦✲
❣r❛♣❤✐❡ ✉♥❞❡♥❦❜❛r ❣❡✇❡s❡♥ ✇är❡✳ ❉❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❯rs❛❝❤❡♥ ❞❡r ▲✐♥s❡♥✲
❢❡❤❧❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉❢ ❜❡r✉❤❡♥❞❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ❞❡r ▼✐❦r♦s❦♦♣♦❜❥❡❦t✐✈❡ ❞✉r❝❤
P❡t③✈❛❧ ✉♥❞ ❊r♥st ❆❜❜❡ tr✉❣❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ③✉r ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ▼❡❞✐③✐♥
❣❡❣❡♥ ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❜❡✐✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ❆✉❢❦♦♠♠❡♥ ❧❡✐st✉♥❣sst❛r✲
❦❡r ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡r ❈♦♠♣✉t❡r ❡r❤✐❡❧t ❞✐❡ ✒❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✏ ▼✐tt❡ ❞❡s
✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ❞r❛♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ss❝❤✉❜✳ ▼✐t ❍✐❧✲
❢❡ ✈♦♥ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣✲Pr♦❣r❛♠♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s❡✐t❤❡r ❛✉❝❤ ❙tr❛❤❧✈❡r❧ä✉❢❡ ✐♥ ❞❡♥
❦♦♠♣❧❡①❡st❡♥ ▲✐♥s❡♥s②st❡♠❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❜✐s ❞❛❤✐♥ ✉♥❡rr❡✐❝❤t❡♥ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t
❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳



❑❛♣✐t❡❧ ✸

❑✐♥❡♠❛t✐❦

❉✐❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✐st ❡✐♥ ❚❡✐❧❣❡❜✐❡t ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✳ ❙✐❡ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❇❡✲
s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❦❧ärt ❞❛③✉ ③✉❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ❇❛s✐s❜❡❣r✐❢✲
❢❡ ❘❛✉♠✱ ❩❡✐t✱ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡
❘❡❧❛t✐✈✐täts♣♦st✉❧❛t ✇❡r❞❡♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❦♥ü♣❢t✳ ■♥ ❞❡r
❞❛r❛✉s ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ s♣✐❡❧t ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r❦♦♥✲
st❛♥t❡ c = 299792458m/s ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ❡✐♥❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❘♦❧❧❡✳

✸✳✶ ❘❛✉♠

❲❡♥♥ ❡✐♥ ❘❛✉♠ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❤❛t✱ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡
❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❜❡st❡❤t✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❋r❛✲
❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s✳ ❉✐❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✷ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡
❖♣t✐❦ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t ❞✐❡s❡ ❋r❛❣❡ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss s✐❡ ❞❡♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ③✉♠
▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠s ❡r❦❧ärt✳ ❙✐❡ ❣✐❜t ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r ❛✉❝❤
❲❡r❦③❡✉❣❡ ✐♥ ❞✐❡ ❍❛♥❞✱ ✉♠ ❞❡♥ ❘❛✉♠ ③✉ ❡r❦✉♥❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ③✉
♣rü❢❡♥✳ ❉❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡s ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠s ✐♠♣❧✐③✐❡rt ✉✳❛✳ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ✉♥❞ ■s♦tr♦♣✐❡✳ ❋ür ❞✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❣❡♥ü❣t
❡s✱ ♥✉r ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❢ür ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ❛❧s ❣r✉♥❞❧❡✲
❣❡♥❞ ✈♦r❛✉s③✉s❡t③❡♥✳

❉❡r ❘❛✉♠ ✐st ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ✐s♦tr♦♣✳

❍♦♠♦❣❡♥✐tät✳ ▼✐t ❞❡r ❩✉s❝❤r❡✐❜✉♥❣✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❛✉♠ ❤♦♠♦❣❡♥ ✐st✱ ❞rü❝❦❡♥
P❤②s✐❦❡r ❞✐❡ Ü❜❡r③❡✉❣✉♥❣ ❛✉s✱ ❞❛ss ❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❡s❡t③❡ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ü❜❡r❛❧❧
❣❡❧t❡♥✱ ❛❧s♦ ❛♥ ❥❡❞❡♠ ❖rt ❞❡r ✉♥❣❡❤❡✉r❡♥ ❲❡✐t❡♥ ❞❡s ❑♦s♠♦s ❣❡♥❛✉ ✇✐❡ ✐♠
❍❡✐♠❛t❧❛❜♦r✳ ❉❛ss ❡✐♥❡ ❲❡❧t✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ✉♥s❡r❡r ✉♠ ▼✐❧❧✐❛r❞❡♥ P❛rs❡❝ ✈❡r✲
s❝❤♦❜❡♥ ✇är❡✱ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡♥ ❢♦❧❣t ✇✐❡ ✉♥s❡r❡✱ s❝❤❡✐♥t s❡❤r ♣❧❛✉s✐❜❡❧
③✉ s❡✐♥✳ ❆❜❡r ♦❜ ❞✐❡ ❛❧s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣ ❡r❛❝❤t❡t❡♥ ●❡s❡t③❡ ❛✉❢ ❞❡♥ P❧❛♥❡✲
t❡♥ ❡♥t❢❡r♥t❡r ●❛❧❛①✐❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡①❛❦t s♦ ❣❡❧t❡♥ ✇✐❡ ❜❡✐ ✉♥s✱ ❤❛t ♥♦❝❤
♥✐❡♠❛♥❞ ✈♦r ❖rt ✇✐r❦❧✐❝❤ ♣rü❢❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙✐❡ ❜❧❡✐❜t ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐ts❤②♣♦t❤❡s❡✳

✼✸
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■s♦tr♦♣✐❡✳ ▼✐t ❩✉s❝❤r❡✐❜✉♥❣✱ ❞❛ss ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ✐s♦tr♦♣ ✐st✱ ♠❡✐♥t
♠❛♥✱ ❞❛ss ❡s ❦❡✐♥❡ ❱♦r③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❣✐❜t ❜③✇✳ ❞❛ss ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❛✉❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r
❲❡❧t✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ✉♥s❡r❡r ❣❡❞r❡❤t ✇är❡✱ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡♥ ❛❜✲
❧ä✉❢t✳ ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ❤❛t ✐♥ s❡✐♥❡♠ ✒❉✐❛❧♦❣♦✏ ✭❬●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐✭✶✻✸✷✮❪✮ ❡✐♥✐❣❡
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ♥❛❤❡❧❡❣❡♥✿

✒❙❝❤❧✐❡ÿt ❡✉❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣r♦ÿ❡♥ ❘❛✉♠ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❉❡❝❦ ❡✐♥❡s
❣r♦ÿ❡♥ ❙❝❤✐✛❡s ❡✐♥✳ ❱❡rs❝❤❛✛t ❡✉❝❤ ❞♦rt ▼ü❝❦❡♥✱ ❙❝❤♠❡tt❡r❧✐♥❣❡ ✉♥❞ ä❤♥✲
❧✐❝❤❡s ✢✐❡❣❡♥❞❡s ●❡t✐❡r✱ s♦r❣t ❛✉❝❤ ❢ür ❡✐♥ ●❡❢äÿ ♠✐t ❲❛ss❡r ✉♥❞ ❦❧❡✐♥❡♥
❋✐s❝❤❡♥ ❞❛r✐♥✳ ❇❡♦❜❛❝❤t❡t ♥✉♥ s♦r❣❢ä❧t✐❣ ✇✐❡ ❞✐❡ ✢✐❡❣❡♥❞❡♥ ❚✐❡r❝❤❡♥ ♥❛❝❤
❛❧❧❡♥ ❙❡✐t❡♥ ❞❡s ❩✐♠♠❡rs ✢✐❡❣❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❋✐s❝❤❡ ✇❡r❞❡♥ ♦❤♥❡ ✐r❣❡♥❞✇❡❧❝❤❡
❯♠stä♥❞❡ ❣❧❡✐❝❤❡r♠❛ÿ❡♥ ♥❛❝❤ ❛❧❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ s❝❤✇✐♠♠❡♥✳✏

❙❡✐♥❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❜❡❛♥s♣r✉❝❤❡♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r ❧♦❦❛❧❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t✱
❛❜❡r ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❧♦❦❛❧ ❛♥❡r❦❡♥♥t✱ s♦ ❣✐❧t s✐❡ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ✈♦r✲
❛✉s❣❡s❡t③t❡♥ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❞❛♥♥ ❛✉❝❤ ü❜❡r❛❧❧✳ ❑❡✐♥❡ ❞❡r ✈✐❡❧❡♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❚❡sts✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt❡♥ ❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡♥✱
❤❛❜❡♥ ❞❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❜✐s❧❛♥❣ ❡t✇❛s ❛♥❤❛❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠s ❣✐❜t ❡s ✐♥ ✐❤♠ ❦❡✐✲
♥❡♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ✒❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣s♣✉♥❦t✏ ✉♥❞ ✇❡❣❡♥ s❡✐♥❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡
♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ✒❱♦r③✉❣s♦r✐❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥✏✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♠✐tt❡✐❧❡♥ ✇✐❧❧✱ ✇♦ s✐❝❤ ❡t✲
✇❛s ❜❡✜♥❞❡t✱ s♦ ❦❛♥♥ ❞❛s ❢♦❧❣❧✐❝❤ ♥✉r ✐♥ ❘❡❧❛t✐♦♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t
❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ❞❡♥ ♠❛♥ ♣❡r ❱❡r❡✐♥❜❛r✉♥❣ ❢❡st❧❡❣❡♥ ♠✉ss✳ ●❡♥❛✉s♦ s✐♥❞ ❛✉❝❤
❘✐❝❤t✉♥❣s❛♥❣❛❜❡♥ ♥✐❝❤t ❛❜s♦❧✉t✱ s♦♥❞❡r♥ r❡❧❛t✐✈ ✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ♠✉ss ❑♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥✱ ❲✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥ ❡✐♥❢ü❤r❡♥✳ ❩✉❣❜❡❣❧❡✐t❡r
✇❡r❞❡♥ ❙✐❡ ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉♠ ❆✉sst✐❡❣ ♥❛❝❤ ❧✐♥❦s ❛✉✛♦r❞❡r♥✱ s♦♥❞❡r♥ ③✉♠
❇❡✐s♣✐❡❧ ♠✐t ❞❡r ❉✉r❝❤s❛❣❡ ✒❆✉sst✐❡❣ ✐♥ ❋❛❤rtr✐❝❤t✉♥❣ ❧✐♥❦s✏ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡r
❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ✱ ✇❡❧❝❤❡ ❤✐❡r ❞✐❡ ❋❛❤rtr✐❝❤t✉♥❣ ✐st✳ ❆✉❝❤ ✐♥ ❑❛♣✳ ✷✳✶ ❤❛t✲
t❡♥ ✇✐r ❲✐♥❦❡❧ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t ❞❡✜♥✐❡rt✱ ♥ä♠❧✐❝❤ r❡❧❛t✐✈
③✉r ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡✱ ✉♥❞ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥
❙tr❛❤❧s✳

❊✐♥ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡s ❙②st❡♠ ✇✐r❞ ❛❧s ❇❡③✉❣s✲
s②st❡♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ❣❡♥ü❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ❞❛s ❛✉s ♥✉r ③✇❡✐ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❜❡st❡❤t✿ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t
✉♥❞ ❡✐♥❡r ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣✳ ❋ür ❥❡❞❡ ✇❡✐t❡r❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❡s ❘❛✉♠❡s ❤ö❤❡r❡r
❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t✳ ❉❛ ♠❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✲
❧✐❝❤❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡ ✈❡r❡✐♥❜❛r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✳

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡✳ ❯♠ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ P♦s✐t✐♦♥s❛♥❣❛❜❡♥ ♠❛❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥✲
♥❡♥✱ ✐st ❛✉ÿ❡r ❞❡r ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❱❡r❡✐♥❜❛r✉♥❣
ü❜❡r ❡✐♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳ ●❡❜rä✉❝❤❧✐❝❤ s✐♥❞ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦✲
♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✳✷✮✱ ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ♦❞❡r ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡✐✲
❞❡♥ ❧❡t③t❣❡♥❛♥♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❡rst s♣ät❡r ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✭s✳ ❘P❑✷✮✳
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❉❛ss❡❧❜❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❦❛♥♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ✉♥❞
❞❡♠s❡❧❜❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡ ③✉❣❡✲
♦r❞♥❡t s❡✐♥✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ♦❜ ♠❛♥ ❡✐♥❡✱ ③✇❡✐ ♦❞❡r ❞r❡✐ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱
✉♠ ❡✐♥❡ P♦s✐t✐♦♥ ✭r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t✮ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❢❡st③✉❧❡❣❡♥✱ ❧✐❡❣t
❡✐♥ ❡✐♥✲✱ ③✇❡✐✲ ♦❞❡r ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❘❛✉♠ ✈♦r✳

❯♠ ❆♥❣❛❜❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❛✉❢ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❇❡③✉❣ss②s✲
t❡♠ ③✉ ü❜❡rtr❛❣❡♥ ❜③✇✳ ③✉ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s✲
s❝❤❧üss❡❧✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥❡♥✳

✸✳✶✳✶ ▲✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❙ ✐♥ ❡✐♥ ❑♦♦r✲
❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ S➫ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❉❛s s✐♥❞
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❡r❦❧är❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦♥ S➫ ❛✉s ❞❡♥❥❡♥✐❣❡♥ ✈♦♥ ❙
❛✉s③✉r❡❝❤♥❡♥ s✐♥❞✳ ■♠ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦✲
♥❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥ ❞❛❜❡✐ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❲❡♥♥ ✐♥ ❙ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦r❧✐❡❣t✱ ❞❛♥♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❢ür S➫
✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s
✈♦♥ ❙ ❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❤✐♥s❝❤r❡✐❜t✱ ❞❛♥♥ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❢ür ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
✈♦♥ S➫ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✉♥t❡r ❞❡r ●r✉♣♣❡
❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❞✳❤✳ ✐❤r❡ ❋♦r♠ ❜❧❡✐❜t ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✳
●❡♦♠❡tr✐s❝❤✲❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ❜✐❧❞❡t ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧s♦
❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ❛❜✳

❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥

❩✉r ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ③✇❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ❙ s❡✐
❡✐♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❦❛rt❡s✐s❝❤❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
(x, y) ✉♥❞ S➫ ❡✐♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❦❛rt❡s✐s❝❤❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♠✐t ❞❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x➫, y➫)✳ ❉❡r ❆♣♦str♦♣❤ ❜③✇✳ ❙tr✐❝❤ ❜❡✐ S➫ ✉♥❞ x➫ ❜③✇✳ y➫
st❡❧❧t ❤✐❡r ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ❛❧s ❡✐♥ ▼❡r❦♠❛❧ ③✉r ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ❙②st❡♠❡
❜③✇✳ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❛r✳ ●röÿ❡♥ ♦❤♥❡ ❆♣♦str♦♣❤ ✇✐❡ x✱ y ✉s✇✳ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❛❧s ✒✉♥❣❡str✐❝❤❡♥❡ ●röÿ❡♥✏✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ❤✐❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ●❡✲
str✐❝❤❡♥❡ ●röÿ❡♥ ✇✐❡ x➫, y➫ ✉s✇✳ s✐♥❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ S➫ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❊✐♥❡
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✐ÿt ❤♦♠♦❣❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ◆✉❧❧♣✉♥❦t (x, y) = (0, 0) ❛✉❢ ❞❡♥
◆✉❧❧♣✉♥❦t (x➫, y➫) = (0, 0) ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤

x➫ = α x+ δ y
y➫ = γ y + ε x

✭✸✳✶✮

❡r❦❧ärt❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐t ✈✐❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❙❦❛❧❛r❡♥ α, δ, γ ✉♥❞
ε ✐st ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✿ ❙ ✉♥❞ S➫ s✐♥❞
③✇❡✐ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②s✲
t❡♠❡✱ ❞✐❡ ✉♠ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ϕ r❡❧❛✲
t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❞r❡❤t s✐♥❞✳ ❉❡r
P✉♥❦t P ❤❛t ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
(x, y) ❜③✇✳ (x➫, y➫)

s✐❝❤ ❛✉s❞❡♥❦❡♥ ❦❛♥♥✳ Ü❜❡r③❡✉❣❡♥ ✇✐r ✉♥s ♥✉♥ ❞❛✈♦♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡
❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ✐♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt✱
✐♥❞❡♠ ✇✐r ❞✐❡ ●❡r❛❞❡ y = ux ♠✐t ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ u ✐♥ ❙ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ❙✐❡ st❡❧❧t
❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x ✉♥❞ y ✐♥ ❙ ❞❛r✳ ■♥❞❡♠
♠❛♥ s✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ●❧✳ ✸✳✶✱ ❡✐♥s❡t③t✱
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤

x➫ = (α + δ u)x
y➫ = (ε+ γ u)x

❡✐♥❡ P❛r❛♠❡t❡r❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r s✐❝❤ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫ ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ❑✉r✈❡✳ ❊❧✐♠✐✲
♥✐❡rt ♠❛♥ ❛✉s ❞✐❡s❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r x, s♦ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss
❞✐❡s❡ ❑✉r✈❡ ✐♥ S➫ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ✐st✳ ❙✐❡ ❤❛t ❞✐❡ ❋♦r♠ y➫ = u➫x➫ ♠✐t
❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣

u➫ =
ε+ uγ

α+ uδ
. ✭✸✳✷✮

●❡❞r❡❤t❡ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡

❲✐r ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ♥✉♥ ❡✐♥❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡s ❣❡r❛❞❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt❡♥ ❛❧❧✲
❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋❛❧❧❡s ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥
❙ ✉♥❞ ❙➫✳ ❉✐❡ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t❡ ✭◆✉❧❧♣✉♥❦t❡✮ s♦❧❧❡♥ ✇✐❡ ③✉✈♦r ③✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥
✭❤♦♠♦❣❡♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✮✳ ❉✐❡ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②s✲
t❡♠❡ s♦❧❧❡♥ ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥✱ ❛❜❡r ❞✐❡ ❇❡③✉❣s❛❝❤s❡♥ ✈♦♥ ❙➫ s❡✐❡♥✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✳✶
❣❡③❡✐❣t✱ ✉♠ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ϕ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♥ ❇❡③✉❣s❛❝❤s❡♥ ✈♦♥ ❙ ❣❡❞r❡❤t✳ ❏❡ ♥❛❝❤
❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❤❛t ❞❡r ❖rts♣✉♥❦t P ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x, y) ❜③✇✳ (x➫, y➫)✳ ❲✐❡
♠❛♥ ❛✉s ❆❜❜✳ ✸✳✶ ❛❜❧❡s❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡st❡❤t ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x➫, y➫) ✉♥❞ (x, y)✿

x➫ = cosϕ x+ sinϕ y ✭✸✳✸✮

y➫ = cosϕ y − sinϕ x ✭✸✳✹✮

●❧✳ ✸✳✸ ✉♥❞ ✸✳✹ ❜✐❧❞❡♥ ❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡s ❧✐♥❡❛r❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠✳ ❉✐❡s❡ ❑♦♦r✲
❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐st ❡✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✸✳✶ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❛❧❧❣❡✲
♠❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ α =
γ = cosϕ ✉♥❞ δ = −ε = sinϕ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❛❜❤ä♥❣❡♥✱
♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♠ ❉r❡❤✇✐♥❦❡❧ ϕ✳
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✸✳✶✳✷ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❢ür ❣❡❞r❡❤t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡

❋ür ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✱ ❞❡r❡♥ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❛❜❡r r❡❧❛t✐✈
③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❞r❡❤t s✐♥❞✱ ❣❡❤t ♠❛♥ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t❡♥ ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠❡s ✈♦♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❛✉s✿

❘❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❞r❡❤t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ s✐♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ äq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♥
❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋♦r♠ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❋❡stst❡❧✲
❧✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ♠❛❝❤t✱ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❛✉❝❤ ✐♠
❞❛③✉ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ➘q✉✐✲
✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❡✐♥✐❣❡ ❋♦❧❣❡r✉♥❣❡♥ ③✐❡❤❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣
❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊❜❡♥❡
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

●❡❣❡❜❡♥ s❡✐❡♥ ③✇❡✐ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❙ ✉♥❞ S➫ ♠✐t ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♠ ❇❡③✉❣s✲
♣✉♥❦t ✉♥❞ ❞❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x, y) ❜③✇✳ (x➫, y➫)✳ ❉❛s ➘q✉✐✈❛✲
❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ✈❡r❧❛♥❣t ✉✳❛✳ ❢♦❧❣❡♥❞❡s✿ ❙✐♥❞ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡ ✐♥ ❙ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡
✭❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❦ür③❡st❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s❧✐♥✐❡✮ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ s✐❡ ❛✉❝❤ ❢ür S➫
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ■♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s
❛✉❝❤ s♦ ❛✉s❞rü❝❦❡♥✿ ❲❡♥♥ ▲✐❝❤t✇❡❣❡ ✐♥ ❙ ●❡r❛❞❡♥ s✐♥❞✱ s♦ s✐♥❞ s✐❡ ❡s ❛✉❝❤
✐♥ ❙➫✳✶ ❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③ ✐st✱ ❞❛ss ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥t❡r
❞❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦♥ ❙ ③✉ ❥❡♥❡♥ ✈♦♥ S➫ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥
♠üss❡♥✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶✳✶ ❣❡③❡✐❣t ✇✉r❞❡✱ ✇✐r❞ ❞❛s ✈♦♥ ❧✐♥❡❛r❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❣❡❧❡✐st❡t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ✈♦♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st
♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✸✳✶ ❛✉s❣❡❤❡♥✳ ❙✐❡
tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ♠✐t ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ u ❛✉❢ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ♠✐t ❞❡r ❙t❡✐✲
❣✉♥❣

u➫ =
ε+ uγ

α+ uδ
. ✭✸✳✺✮

❉✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ α, γ, δ ✉♥❞ ε s♦❧❧❡♥ ♥✉♥ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ v ❜❡✲
st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥ ✈♦♥ S ✉♥❞ S➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥✲
❛♥❞❡r ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ x➫✲❆❝❤s❡ ✈♦♥ S➫ ❤❛t ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❞✐❡
❙t❡✐❣✉♥❣ u➫ = 0✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ s❡✐ ✐❤r❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ u = v ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st ε = −vγ✳
❉✐❡ x✲❆❝❤s❡ ❤❛t ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫ ❞✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ u➫ = −v✳ ■❤r❡
❙t❡✐❣✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ✐st s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ u = 0✳ ❉❛❤❡r ✐st α = γ✳ ▼✐t ❞❡r
❆❜❦ür③✉♥❣ h = δ/γ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧s♦

u➫ =
u− v

1 + h(v)u
✭✸✳✻✮

❛❧s ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥s②st❡♠❡✳

✶❲✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ▲✐❝❤t ③✉r ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ♠✉ss
❡s ❛❜❡r ♥✐❝❤t✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✿ ❉✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣❡♥ ❞❡r x✲❆❝❤s❡♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡ ❙✱ S➫
✉♥❞ S➫➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ s✐♥❞ 0, v ✉♥❞ w✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ S➫ s✐♥❞ ❡s ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣❡♥
v➫ = −v, 0 ✉♥❞ w➫✳ ●❧✳ ✸✳✺ ✐st ❞❛s ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③✱ ♠✐t ❞❡♠ ♠❛♥ ❡✐♥❡
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ u ❡✐♥❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ●❡r❛❞❡♥ ✐♥ ✐❤r❡ ❙t❡✐❣✉♥❣
u➫ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙➫ ✉♠r❡❝❤♥❡t

❆❧s ❧❡t③t❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ✈❡r❜❧❡✐❜t✱ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ h(v) ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❛✲
③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❙②st❡♠ S➫➫✱ ❞❡ss❡♥ ❆❝❤s❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❞✐❡
❙t❡✐❣✉♥❣ w ❤❛❜❡♥✳ ❊✐♥❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ u ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt s✐❝❤ ❛♥❛❧♦❣ ③✉
●❧✳ ✸✳✻ ③✉r ❙t❡✐❣✉♥❣

u➫➫ =
u− w

1 + h(w)u
✭✸✳✼✮

❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫➫✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ♥✉♥ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✻ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ u = w ❡✐♥✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ w➫ ✈♦♥ S➫➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉ S➫✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✼ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣
u = v ❡✐♥s❡t③t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ v➫➫ ✈♦♥ S➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉ S➫➫✳ ❉✐❡s❡
❜❡✐❞❡♥ ❙t❡✐❣✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❣❡r❛❞❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❧❡✐❝❤✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st v➫➫ = −w➫✳
❙♦♠✐t ❣✐❧t

w − v

1 + h(v)w
= − v − w

1 + h(w)v
.

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t h(v)w = h(w)v✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ v ✉♥❞ w ③✉
❣❡❧t❡♥ ❤❛t✱ ♠✉ss ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ h ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❋♦r♠ h(v) = Kv
♠✐t ❡✐♥❡r ♥♦❝❤ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ K s❡✐♥✳ ❉❛♠✐t
✐st ♥✉♥ ❛✉❝❤ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t

δ = Kvγ ✭✸✳✽✮

❞✉r❝❤ γ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✉♥❞ ❞❛s ●❡s❡t③

u➫ =
u− v

1 +Kuv
✭✸✳✾✮

❡r♠✐tt❡❧t✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❙t❡✐❣✉♥❣❡♥ ✐♥ ③✇❡✐ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❙ ✉♥❞ S➫
tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❆❝❤s❡♥ ✈♦♥ S➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ v ❤❛❜❡♥✳
❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✶ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✿

x➫ = γ(v)(x+Kvy) ✭✸✳✶✵✮

y➫ = γ(v)(y − vx) . ✭✸✳✶✶✮
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❯♠ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ K ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ s❡✐ ❡✐♥ ▲✐♥❡❛❧ ❞❡r ▲ä♥❣❡ l
❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡ss❡♥ ❡rst❡s ❊♥❞❡ ✐♠ ❯rs♣r✉♥❣ ❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ③✇❡✐t❡s ❊♥❞❡
s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ l =

√
x2 + y2 ❜❡✜♥❞❡t✳ ■♥ ❙➫ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞

❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡

l➫2 = x➫2 + y➫2 = γ2
[
x2 + y2 + v2(x2 +Ky2) + 2(K − 1)vxy

]
.

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ äq✉✐✈❛❧❡♥t s❡✐♥ s♦❧❧❡♥✱ ❞❛♥♥ ♠✉ss s✐❝❤
✐♥ ❥❡❞❡♠ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲ä♥❣❡ ❡r❣❡❜❡♥✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ♠✉ss l = l➫ ❢♦r❞❡r♥✳ ❉❛③✉ ♠✉ss
③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❞❡r ❚❡r♠ ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t xy ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ✐st
K = 1✳ ❉❛♠✐t ❢♦❧❣t ❞❛♥♥ ③✇✐♥❣❡♥❞

γ(v) =
1√

1 + v2
. ✭✸✳✶✷✮

❲❡♥♥ ✇✐r ♥✉♥ ♥♦❝❤ ③✉❧❡t③t ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❡r❤❡❜❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❛✉♠ ❡✉❦❧✐✲
❞✐s❝❤ ✐st ✉♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ v ✉♥❞ ❞❡♠ ❲✐♥❦❡❧ ϕ✱ ✉♠ ❞❡♥ S➫ r❡❧❛t✐✈
③✉ ❙ ❣❡❞r❡❤t ✐st✱ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

v = tanϕ

❣❡❧t❡♥ s♦❧❧✱ ✐st

γ =
1√

1 + tan2 ϕ
= cosϕ

✉♥❞ ♠❛♥ ❡r❤ä❧t ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶✳✶ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥

x➫ = cosϕx+ sinϕy
y➫ = − sinϕx+ cosϕy

. ✭✸✳✶✸✮

❙✐❡ ❢♦❧❣t ❛❧s♦ ❛✉s ③✇❡✐ ❆♥♥❛❤♠❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛ss ❞❡r ❘❛✉♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤ ✐st ✭✇❛s
✐♠♣❧✐③✐❡rt✱ ❞❛ss ❡r ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ✐s♦tr♦♣ ✐st✮ ✉♥❞ ❞❛ss ❣❡❞r❡❤t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡
äq✉✐✈❛❧❡♥t s✐♥❞✳

✸✳✷ ❩❡✐t

❚❡♠♣✉s æq✉❛❜✐❧✐t❡r ✢✉✐t✳ ❉✐❡ ❩❡✐t ✈❡r✢✐❡ÿt ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✳ ✭■s❛❛❝ ◆❡✇t♦♥✱
✒P❤✐❧♦s♦♣❤✐æ ◆❛t✉r❛❧✐s Pr✐♥❝✐♣✐❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✏ ✭✶✻✽✼✮✳

◆❡✇t♦♥ ♣♦st✉❧✐❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐t ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣ ✈❡r✢✐❡ÿt✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ✉♥t❡r s♦♥st ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❥❡❞❡r③❡✐t ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r
❲❡✐s❡ ❛❜❧❛✉❢❡♥✳

❉✐❡ ❩❡✐t ✐st ❤♦♠♦❣❡♥✳

●❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❞❛s P♦st✉❧❛t ü❜❡r ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s ✐st ❛✉❝❤
❞✐❡s❡s P♦st✉❧❛t ❡✐♥❡ ♠❡t❛♣❤②s✐s❝❤❡ ❩✉s❝❤r❡✐❜✉♥❣✳ ❙✐❡ ❞rü❝❦t ❞✐❡ Ü❜❡r③❡✉✲
❣✉♥❣ ❞❡r P❤②s✐❦❡r ❛✉s✱ ❞❛ss ❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ③✉
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸✿ ❉✐❡ ❑❡r③❡♥❧ä♥❣❡ ❛❧s ❩❡✐t♠❛ÿ

▲❡❜③❡✐t❡♥ ❞❡r P❤❛r❛♦♥❡♥ ♦❞❡r ❉✐♥♦s❛✉r✐❡r ❣❡♥❛✉s♦ ❣❛❧t❡♥ ✇✐❡ s✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥
❡✐♥❡r ▼✐❧❧✐♦♥ ❏❛❤r❡♥ ♥♦❝❤ ❣❡❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❞❛♥♥ ♥♦❝❤✱ ✇❡♥♥ ✉♥s❡r❡
❙♦♥♥❡ ❧ä♥❣st ❡r❧♦s❝❤❡♥ s❡✐♥ ✇✐r❞✳ ❲❡r ❛♥ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t ❣❧❛✉❜t✱
❞❡r ❣❧❛✉❜t ❛♥ ❞✐❡ ❡✇✐❣❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ●❡s❡t③❡✿ ❱♦♠
❯r❦♥❛❧❧ ❜✐s ✐♥ ❛❧❧❡ ❊✇✐❣❦❡✐t ✐st ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s
❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ❤❛t ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❛r❧❛❞✉♥❣ ❞❡♥ ❲❡rt 1.60 × 10−19As✳ ❆✉s ❞❡♠
●❧❛✉❜❡♥ ❛♥ ❞❛s ❡✇✐❣❡ ▲❡❜❡♥ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡ ✉♥❞ ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥✲
t❡♥✱ ❞✳✐✳ ❛✉s ❞❡♠ ●❧❛✉❜❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t✱ ③✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤✲
t✐❣✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ✹✵✵ ❏❛❤r❡♥ ❛✉❢❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡
❜✐s ③✉♠ ❯r❦♥❛❧❧ ❡①tr❛♣♦❧✐❡r❡♥ ③✉ ❞ür❢❡♥✱ ❛❧s♦ ❛✉❢ ✶✹ ✵✵✵ ✵✵✵ ✵✵✵ ❏❛❤r❡ ❤✐♥✲
❛✉s✳ ❉❛ ✇❛r ❦❡✐♥ P❤②s✐❦❡r ❞❛❜❡✐✱ ❞❡r ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❩✉s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❤ätt❡
ü❜❡r♣rü❢❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

✸✳✷✳✶ ❯❤r❡♥

●❡rät❡ ③✉r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❉❛✉❡r ❡✐♥❡s ❱♦r❣❛♥❣s ❤❡✐ÿ❡♥ ❯❤r❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡
❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡s P♦st✉❧❛ts ✈♦♥ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❡s
❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❯❤r❡♥ ✐st✳ ❆❧❧❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ▼❡ss✉♥❣
❞❡r ❉❛✉❡r ❡✐♥❡s ❱♦r❣❛♥❣s ❜❡r✉❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❡s ♥✐❝❤t ❞❛r❛✉❢
❛♥❦♦♠♠t✱ ✇❛♥♥ ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❣❡st❛rt❡t ✇✉r❞❡✳ ❍❛t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠❡❤✲
r❡r❡ ❑❡r③❡♥✱ ❞✐❡ ❣❡♥❛✉ ❣❧❡✐❝❤ ❧❛♥❣ s✐♥❞✱ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❉♦❝❤t ✉♥❞ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r
❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❛✉s ❞❡♠s❡❧❜❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡st❡❤❡♥✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r❡♥ ❇r❡♥♥❞❛✉❡r ✉♥✲
t❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭❣❧❡✐❝❤❡ ▲✉❢t③✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣✱ ❣❧❡✐❝❤❡r ▲✉❢t❞r✉❝❦
✉s✇✳✮ ❣❧❡✐❝❤ ❧❛♥❣✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✕ ✇❡❣❡♥ ❞❡s ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ P♦st✉❧❛ts ✈♦♥ ❞❡r
❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t ✕ ❡❣❛❧ ✇❛♥♥ s✐❡ ❛♥❣❡③ü♥❞❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❇r❡♥♥❞❛✉❡r
❤ä♥❣t ♥✐❝❤t ✈♦♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❛❜✱ ✇❛♥♥ ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❣❡st❛rt❡t ✇✉r❞❡✳ ❲❡♥♥
❞✐❡ ❉❛✉❡r ❡✐♥❡s ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ❱♦r❣❛♥❣s ❧ä♥❣❡r ❛❧s ❞✐❡ ❇r❡♥♥❞❛✉❡r T ❡✐♥❡r
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑❡r③❡ ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❣❡r❛❞❡ ❛❜❣❡❜r❛♥♥t❡ ❑❡r③❡ s♦❢♦rt ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❡rs❡t③❡♥✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t s♦ ❡✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❧❛✉❢❡♥❞❡ ❯❤r✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳
✸✳✸ s❦✐③③✐❡rt✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❩❡✐t ❞❛♥♥ ✐♥ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t❡♥ T ✈♦♥ ❛❜❣❡❜r❛♥♥t❡♥ ❑❡r③❡♥
❣❡♠❡ss❡♥✳

■♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡s ❲✐❡♥❡r P❤✐❧♦s♦♣❤❡♥ ❊r♥st ▼❛❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❩❡✐t
❞❛♠✐t ③✉ ❡✐♥❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❩✉stä♥❞❡ ❡✐♥❡s ❉✐♥❣s ❣❡❣❡♥
❥❡♥❡ ❡✐♥❡s ❛♥❞❡r❡♥ ✭❬❊r♥st ▼❛❝❤✭✶✽✽✸✮❪✮✳ ❇❡✐ ❞❡r ✒❑❡r③❡♥✲❯❤r✏ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡
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❩✉stä♥❞❡ ❞❡r ❑❡r③❡ ❛❧s ▼❛ÿ ❞❡r ❉❛✉❡r ♠✐t ❥❡♥❡♥ ❡✐♥❡s ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ❖❜✲
❥❡❦ts ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❉❛✉❡r ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ä♥❞❡r♥ ✭♦❞❡r
❛✉❝❤ ♥✐❝❤t✮✳

■♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✜♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ s✐❝❤
❛✉s ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ♦❞❡r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ s✐♥❞✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ❞❡r ❯♠✲
❧❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ✉♠ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡✱ ❞❡r ❞❡♠ ❯♠❧❛✉❢ ❞❡r ❙t❡r♥❜✐❧❞❡r ❡♥ts♣r✐❝❤t ✉♥❞
❞❛s ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❏❛❤r❡s③❡✐t❡♥ ❤❡r✈♦rr✉❢t✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❇❡✐✲
s♣✐❡❧ ✐st ❞✐❡ ❘♦t❛t✐♦♥ ❞❡r ❊r❞❡ ♠✐t ❞❡r P❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ ✷✹ ❙t✉♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r
❘♦t❛t✐♦♥ ❞❡r ❋✐①st❡r♥s♣❤är❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❣❡❤ört❡ ❡s ❜✐s ✶✾✻✼ ③✉
❞❡♥ ✈♦r♥❡❤♠st❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❞❡r ❆str♦♥♦♠✐❡✱ ❞✉r❝❤ ❣❡♥❛✉❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r
❉r❡❤✉♥❣ ❞❡r ❊r❞❡ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❋✐①st❡r♥❤✐♠♠❡❧ ❞✐❡ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❙❡❦✉♥❞❡ ③✉ ❞❡✲
✜♥✐❡r❡♥✳

❋ür t❡❝❤♥✐s❝❤✲♣r❛❦t✐s❝❤❡ ❯❤r❡♥ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ♦❢t ❡①❛❦t ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❱♦r❣ä♥✲
❣❡ ✇✐❡ s✐❡ ❜❡✐ P❡♥❞❡❧♥✱ ❙❝❤✇✐♥❣q✉❛r③❡♥ ♦❞❡r ❛t♦♠❛r❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡✲
t❡♥✳ ▲❡t③t❡r❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞✐❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❞❡r③❡✐t ❣❡♥❛✉❡st❡♥ ❯❤r❡♥✱ ❞❡r
❆t♦♠✉❤r❡♥✳ ❉✐❡ ❇❛s✐s❡✐♥❤❡✐t ❞❡r ❩❡✐t t ✐st ❞✐❡ ❙❡❦✉♥❞❡✿

[t] = Sekunde = s .

❙✐❡ ✇✐r❞ ❤❡✉t❡ ❞✉r❝❤ ❆t♦♠✉❤r❡♥ r❡❛❧✐s✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥
❊♥❡r❣✐❡ü❜❡r❣❛♥❣ ❡✐♥❡s ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❈äs✐✉♠✐s♦t♦♣s ❜❡r✉❤❡♥✳

✸✳✷✳✷ ❩❡✐t♦r❞♥✉♥❣

◆❡❤♠❡♥ ❙✐❡ ❛♥✱ ❞❛ss ❙✐❡ ❞✐❡ ❑♦♣✐❡ ❡✐♥❡s ❱✐❞❡♦s ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❞❛s ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣
❡✐♥❡s P❡♥❞❡❧s ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t ❤❛t✳ ■❤♥❡♥ ✇❡r❞❡ ♥✉♥ ❣❡s❛❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠
❖r✐❣✐♥❛❧✈✐❞❡♦ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ❤❡r✉♠❣❡s♣✐❡❧t ❤❛t✱ ❡s ♠❛❧ ✐♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r
❛♥❞❡r❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛❜❣❡s♣✐❡❧t ❤❛t✱ ✉♥❞ ❜❡✐♠ ❆✉❢③❡✐❝❤♥❡♥ ❞❡r ❑♦♣✐❡ ♥✐❝❤t
❛✉❢❣❡♣❛sst ❤❛t✱ ✈♦♥ ✇❡❧❝❤❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡ ♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r ❆✉❢③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡r
❑♦♣✐❡ ❛❜❣❡✜❧♠t ❤❛t✳ ❲✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ❙✐❡ ❤❡r❛✉s✜♥❞❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ❑♦♣✐❡ ❞❡♥ ❱♦r❣❛♥❣
✐♥ ❞❡r ❦♦rr❡❦t❡♥ ❩❡✐tr✐❝❤t✉♥❣ ♦❞❡r ✐♥ ❞❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ③❡✐❣t❄

❉❛s ✇✐r❞ ■❤♥❡♥ ❧❡✐❝❤t ❢❛❧❧❡♥✱ ✇❡♥♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s✲
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❡stst❡❧❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲❡♥♥ ❙✐❡ ❞✐❡s❡ ❛❜❡r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉❛✉❡r ❞❡r
❆✉❢③❡✐❝❤♥✉♥❣ ♥✐❝❤t ❢❡stst❡❧❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❛♥♥ ❦ö♥♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ❞❡r ❩❡✐✲
tr✐❝❤t✉♥❣ ♥✐❝❤t ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❱✐❞❡♦ ♥❡❜❡♥ ❞❡♠ P❡♥❞❡❧ ❛❜❡r
❡✐♥❡ ❜r❡♥♥❡♥❞❡ ❑❡r③❡ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❱✐❞❡♦s❡q✉❡♥③
s✐❝❤t❧✐❝❤ ❛❜❜r❡♥♥t✱ ❞❛♥♥ ❦ö♥♥❡♥ ❙✐❡ ❧❡✐❝❤t ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ✇❛s ❞✐❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❆❜✲
s♣✐❡❧r✐❝❤t✉♥❣ ✐st✳ ❉❛s ❆❜❜r❡♥♥❡♥ ❞❡r ❑❡r③❡ ✐st ❡✐♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡r ❱♦r❣❛♥❣✱ ❜❡✐
❞❡♠ ❞✐❡ ❑❡r③❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❇r❡♥♥❡♥s ❦❧❡✐♥❡r ✇✐r❞✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♠❡❤r❡r❡ ❑❡r✲
③❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ✇❡✐ÿ✱ ✇❛♥♥ s✐❡ ❛♥❣❡③ü♥❞❡t ✇✉r❞❡♥✱
s♦ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❇r❡♥♥✈♦r❣❛♥❣s ❦❧❡✐♥❡r✳ ◆♦❝❤ ♥✐❡ ✐st ❞❡r ❋❛❧❧
❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇♦r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❞❛✈♦♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇r❡♥♥✈♦r❣❛♥❣ ✇ä❝❤st✳ ❍✐❡r
❜❡st❡❤t ❡✐♥ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠ ✐❞❡❛❧❡♥ P❡♥❞❡❧ ✉♥❞
❡✐♥❡r ❑❡r③❡✳ ❇❡✐♠ P❡♥❞❡❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡r✱ ❛❜❡r s✐❡ ✇ä❝❤st
❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ❛♥✳ ■♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ ♠❛❣ ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ s♦❣❛r t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤
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✉♥❞ r❡✈❡rs✐❜❡❧ s❡✐♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❜r❡♥♥❡♥❞❡♥ ❑❡r③❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥
❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ✐❤r❡r ▲ä♥❣❡✳ ❉❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✐st ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❊rst
✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❡✐♥❡ ❩❡✐t♦r❞♥✉♥❣ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❢ür ❞❡♥
③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ✈♦♥ ◆❛t✉r✈♦r❣ä♥❣❡♥✳ ❙✐❡ ❣❡st❛tt❡♥ ✉♥s ③✉ ❜❡✉rt❡✐❧❡♥✱ ✇❛s
❱❡r❣❛♥❣❡♥❤❡✐t ✐st ✉♥❞ ✇❛s ❩✉❦✉♥❢t✳ ❊✐♥❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❘❡✐❤✉♥❣ ✭✒✳✳✳ ✈♦r ✳✳✳ ♥❛❝❤
✳✳✳✏ ♦❞❡r ✒✳✳✳ ❢rü❤❡r ✳✳✳ s♣ät❡r ✳✳✳✏✮ ✐st ♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ✐rr❡✲
✈❡rs✐❜❧❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❱♦r❣ä♥❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❥❡❞❡r ❩✉st❛♥❞ ♥✉r ❡✐♥♠❛❧
❡✐♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❛s s❝❤❧✐❡ÿt ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❛✉s✳ ❉✐❡ ❩❡✐t♦r❞♥✉♥❣
✐st ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇✐❝❤t✐❣ ❢ür ❞✐❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ❋r❛❣❡✱ ♦❜ ③✇❡✐ P❤ä♥♦♠❡♥❡
❡✐♥❡♥ ❦❛✉s❛❧❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❜❡♥ ❦ö♥♥t❡♥ ♦❞❡r ♦❜ ♠❛♥ ❞❛s
✈ö❧❧✐❣ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❦❛♥♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✸✳✽✮✳

✸✳✷✳✸ ▲♦❦❛❧③❡✐t

❩✉r ❆♥❣❛❜❡ ❡✐♥❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s ❣❡❤ört ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡✱ ❞❛ss ♠❛♥ s❛❣t✱ ✇♦ ✉♥❞
✇❛♥♥ ❡s st❛tt❢❛♥❞✳ ▼❛♥ ❜r❛✉❝❤t ❞❛③✉ ❡rst❡♥s ▲✐♥❡❛❧❡ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s
❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ü❜❡r ❇❡③✉❣s✲ ✉♥❞ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡✳

❙❡t③t ♠❛♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥❞❡ ▲✐♥❡❛❧❡ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ✈♦r❛✉s✱ s♦ ❢♦❧❣t
❛✉s ❞❡♠ P♦st✉❧❛t ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ✈♦♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t✱ ❞❛ss s✐❡ ü❜❡r❛❧❧ ✉♥❞
③✉ ❥❡❞❡r ❩❡✐t ❣❧❡✐❝❤❛rt✐❣ r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❡♥♥ s✐❡ s✐♥❞ ❥❛ ♥✉r ❛♥
r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs❝❤♦❜❡♥❡♥ ❖rts✲ ❜③✇✳ ❩❡✐t♣♦s✐t✐♦♥❡♥ r❡❛❧✐s✐❡rt ✇♦r❞❡♥✱
❛♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡ ❣❡❧t❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥
Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ♣♦st✉❧❛t❣❡♠äÿ ③✉❧äss✐❣❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❛✉s✲
❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ü❜❡r❛❧❧ r✉❤❡♥❞❡ ❜❛✉❣❧❡✐❝❤❡ ▲✐♥❡❛❧❡ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✳

◆✐❝❤t ♥✉r ❥❡❞❡ P♦s✐t✐♦♥s❛♥❣❛❜❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❥❡❞❡ ❩❡✐t❛♥❣❛❜❡ st❡❧❧t ✭✇❡✲
❣❡♥ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t✮ ❡✐♥❡ ❆♥❣❛❜❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❘❡❢❡r❡♥③✲ ♦❞❡r
❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❞❛r✳ ❘❡❢❡r❡♥③❡r❡✐❣♥✐ss❡ ❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✉✲
♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r ❧♦❦❛❧ ❢❡st❧❡❣❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❖rt ❇ ✇✐❡ ❇❡t❤❧❡❤❡♠ ❣✐❜t ♠❛♥
❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❩❡✐t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ✜❦t✐✈❡♥ ●❡❜✉rts③❡✐t♣✉♥❦t ✈♦♥ ❏❡s✉s
❈❤r✐st✉s ❛♥✳ ✉♥❞ ❛♠ ❖rt ❈ ✇✐❡ ❈❤♦♥❣❥✉ ✐♥ ◆♦r❞❦♦r❡❛ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ✜❦t✐✈❡♥
●❡❜✉rts③❡✐t♣✉♥❦t ✈♦♥ ❑✐♠ ■❧✲❙✉♥❣✳ ❯♠ ③✉ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥✲
✇❡rt❡ ❞❡r ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣ ❧♦❦❛❧❡♥ ❱❡r❡✐♥❜❛r✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥
❩❡✐t♥✉❧❧♣✉♥❦t ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ✇❡r❞❡ ✐❝❤ ✈♦r❧ä✉✜❣ ❥❡❞❡r ❩❡✐t❛♥❣❛❜❡ ❡✐♥ ✐♥ ❡❝❦✐❣❡♥
❑❧❛♠♠❡r♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡s ❖rts❡t✐❦❡tt ❤✐♥③✉❢ü❣❡♥✳ ❉✐❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ✐♥
❇❡t❤❧❡❤❡♠ st❛tt✜♥❞❡♥❞❡♥ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ✐st ❛❧s♦ ❞✐❡ ❏❡s✉s✲❩❡✐t t[B] r❡❧❛t✐✈ ③✉♠
❘❡❢❡r❡♥③❡r❡✐❣♥✐s ❛♠ ❖rt ❇ ✉♥❞ ❞✐❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ ❈ ❞✐❡ ❑✐♠✲❩❡✐t t[C]✳
❖❜✇♦❤❧ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❣❛r❛♥t✐❡rt✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❛♥ ❜❡✐❞❡♥ ❖rt❡♥
❯❤r❡♥ ♠✐t ✐❞❡♥t✐s❝❤❡♠ ●❛♥❣ ❜❛✉❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❇❡✇♦❤♥❡r ✈♦♥ ❈ ♥✐❝❤ts
♠✐t ❞❡r ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❡✐♥❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s ✐♥ ❇ ❛♥❢❛♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱
✇❡✐❧ ❞✐❡ ❘❡❢❡r❡♥③❡r❡✐❣♥✐ss❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ s✐♥❞✳
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✸✳✷✳✹ ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡ ❯❤r❡♥s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

❲❛s ❡s ❜❡❞❡✉t❡♥ s♦❧❧✱ ❞❛ss ③✇❡✐ ❛♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❣❧❡✐❝❤✲
③❡✐t✐❣ st❛tt✜♥❞❡♥✱ ✐st tr✐✈✐❛❧✳ ❲❛s ❡s ❥❡❞♦❝❤ ❜❡❞❡✉t❡♥ s♦❧❧✱ ❞❛ss ③✇❡✐ ❊r❡✐❣♥✐ss❡
❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❖rt❡♥ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ st❛tt✜♥❞❡♥✱ ✐st ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❲✐❧❧❦ür❧✐❝❤✲
❦❡✐t ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❘❡❢❡r❡♥③❡r❡✐❣♥✐ss❡ ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ♥✐❝❤t ❣❡❦❧ärt✳

❉❛s ❊✐♥st❡❧❧❡♥ ✈♦♥ ❯❤r❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t♥✉❧❧♣✉♥❦t ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❙②♥✲
❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❤❛t ❛✉❢❣❡③❡✐❣t✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❢ür ❯❤r❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤
❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❖rt❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥✱ ❡✐♥❡ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥
✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡♥ ❦❧❛r❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥
✈❡r❧✐❡❤❡♥✳ ❉❛s ❇❡s♦♥❞❡r❡ ❛♥ ❞✐❡s❡♠ ❛❧s ♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❱❡r❢❛❤✲
r❡♥ ✐st✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ③✉✈♦r ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥
ü❜❡r ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t stüt③t ✉♥❞ s♦♥st ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ❡✐♥❢♦r❞❡rt✳
❉✐❡ ❊✐♥st❡✐♥✲❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛♥ ❞✐❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❣❡❦♥ü♣❢t✱
❞❛ss ❞✐❡ ❯❤r❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥ ♠üss❡♥✳ Ü❜❡r s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥✲
❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥❞❡ ❯❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❛♠ ❊♥❞❡ ❞✐❡s❡s ❆❜s❝❤♥✐tts ❛✉❝❤ ✇❡✐t❡r❤✐♥
❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❣❛r ♥✐❝❤ts s❛❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❯♠ ❞✐❡ ●r✉♥❞✐❞❡❡ ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥✲❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥
✇✐r ❡✐♥❡ ❘❡✐s❡✱ ❞✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❍✐♥✇❡❣ ✈♦♥ ❇❡t❤❧❡❤❡♠ ♥❛❝❤ ❈❤♦♥❣❥✉ ❜③✇✳ ✈♦♥
❇ ♥❛❝❤ ❈ ❜❡st❡❤t ✉♥❞ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❘ü❝❦✇❡❣✱ ❞❡r ❛✉❢ ❣❡♥❛✉ ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡❣
✈♦♥ ❈ ♥❛❝❤ ❇ ❢ü❤rt✳ ❊s ❡r❣❡❜❡ s✐❝❤ ♥✉♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❡✐s❡♥❞❡ ③✉r ❩❡✐t t1[B] ✐♥
❇ st❛rt❡t✱ ③✉r ❩❡✐t t2[B] ✇✐❡❞❡r ③✉♠ ❆✉s❣❛♥❣s♦rt ❇ ③✉rü❝❦❦❡❤rt ✉♥❞ ❞❛ss
❍✐♥✲ ✉♥❞ ❘ü❝❦✇❡❣ ✕ ❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✕ ❣❧❡✐❝❤
✈❡r❧❛✉❢❡♥ s✐♥❞ ✭✇✐❡ ♠❛♥ ❞❛s ♥❛❝❤♣rü❢❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❣❧❡✐❝❤ ❡r❦❧ärt✮✳ ❲❡❣❡♥
❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠s ✐st ❞✐❡ ❉❛✉❡r ❞❡r
❍✐♥r❡✐s❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❉❛✉❡r ❞❡r ❘ü❝❦r❡✐s❡ ✉♥❞ ❞✉r❝❤

∆t =
1

2
(t2[B]− t1[B]) ✭✸✳✶✹✮

❣❡❣❡❜❡♥✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st ❞❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❞❡r ❆♥❦✉♥❢t ❞❡s ❘❡✐s❡♥❞❡♥ ✐♥ ❈❤♦♥❣❥✉
s♦✇♦❤❧ ❞✉r❝❤ ❆❜❧❡s✉♥❣ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❩❡✐t t0[C] ✐♥ ❑✐♠✲❩❡✐t ❜❡❦❛♥♥t ❛❧s ❛✉❝❤
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ t0[B]+∆t ✐♥ ❏❡s✉s✲❩❡✐t✳ ■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❜❡✐❞❡
❯❤r❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❱♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❞ür❢❡♥ ✇✐r ❢ür ❥❡❞❡♥ ❖rt ✈♦r❛✉s✲
s❡t③❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❩❡✐t❛♥❣❛❜❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜❡③✐❡❤❡♥✳ ❉❛s
❢ür ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❩❡✐t❡♥ ❜❡♥öt✐❣t❡ ❙②♠❜♦❧ ✭❡❝❦✐❣❡ ❑❧❛♠♠❡r
♠✐t ❖rts✲❊t✐❦❡tt✮ ❦❛♥♥ ♥✉♥♠❡❤r ❡♥t❢❛❧❧❡♥✳ ❘❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠
❙ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙②st❡♠③❡✐t t ❜❡③✐❡❤❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢
❞❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡♥ ❯❤r❡♥ ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❢ür ❞❛s
❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥✲❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐st✱ ✉♥❞ ❞❛s s♦❧❧ ❤✐❡r ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❛✉s✲
❞rü❝❦❧✐❝❤ ❦❧❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❯❤r❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥✳ ❉❡r
❇❡❣r✐✛ ❞❡r ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ③✇❡✐❡r ❊r❡✐❣♥✐ss❡✱ ❞✐❡ ❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❖rt❡♥
❇ ✉♥❞ ❈ st❛tt✜♥❞❡♥✱ ❡r❤ä❧t ❡rst ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡ ❯❤r❡♥s②♥❝❤r♦♥✐s❛✲
t✐♦♥ ❡✐♥❡♥ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❙✐♥♥✿ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ③✇❡✐❡r rä✉♠❧✐❝❤ ❣❡tr❡♥♥t❡r
❊r❡✐❣♥✐ss❡ ✐st ❞❛❞✉r❝❤ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❛ss s✐❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❛♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❖rt
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✿ ✭❛✮ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ✐♠ ❖rts✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❖❜✲
❥❡❦t❡✳ ❆ r✉❤t✳ ❇ ✉♥❞ ❈ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✱ ❈ s❝❤♥❡❧❧❡r ❛❧s ❇✳ ❉ ❜❡✇❡❣t
s✐❝❤ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ✭♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✮✳ ✭❜✮ ❇❛❤♥❦✉r✈❡ ✐♠ x✲y✲❉✐❛❣r❛♠♠✳ ❊
❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ✭♥✐❝❤t ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣✮

❞❡r ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡♥ ❯❤r❡♥ ③✉r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❯❤r③❡✐t ✭❙②s✲
t❡♠③❡✐t✮ st❛tt✜♥❞❡♥✳

❉✐❡ ♥♦❝❤ ♦✛❡♥❡ ❋r❛❣❡ ✐st✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ♦❜ ❞❡r ❍✐♥✲ ✉♥❞
❘ü❝❦✇❡❣ ❣❧❡✐❝❤ ✈❡r❧❛✉❢❡♥ s✐♥❞✳ ❉❛③✉ ❞❡♥❦❡♥ ✇✐r ✉♥s ❞❡♥ ❲❡❣ ✈♦♥ ❇ ♥❛❝❤ ❈
✐♥ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❦❧❡✐♥❡ ❚❡✐❧str❡❝❦❡♥ ❡✐♥❣❡t❡✐❧t ✉♥❞ ❣❡❜❡♥ ❞❡♠ ❘❡✐s❡♥❞❡♥ ❡✐♥❡
❚❛s❝❤❡♥✉❤r ♠✐t✳ ❍✐♥✲ ✉♥❞ ❘ü❝❦r✐❝❤t✉♥❣ s✐♥❞ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ❣❧❡✐❝❤ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✱
✇❡♥♥ ❡r ❢ür ❥❡❞❡ ❚❡✐❧str❡❝❦❡ ❛✉❢ ❞❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉ ✐❤♠ ✐♥ ❘✉❤❡ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥
❚❛s❝❤❡♥✉❤r ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❩❡✐t❞✐✛❡r❡♥③ ❛❜❧✐❡st✳ ❉✐❡s❡ Prü❢✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣
✈❡r❢❡✐♥❡r♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r❡ ❚❡✐❧str❡❝❦❡♥ ✇ä❤❧t✳ ❲✐❝❤t✐❣ ✐st✱ ❞❛ss
❞❛s Prü❢✈❡r❢❛❤r❡♥ ♥✐❝❤t ❛♥❞❡r❡s ❛✉s♥✉t③t ❛❧s ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞❡r ●❛♥❣
❞❡r ❜❡✇❡❣t❡♥ ❯❤r ✈♦♥ ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st ✭✦✮✱ ✉♥❞
❞❛s ✐st ✇❡❣❡♥ ❞❡r ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t❡♥ ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❞❡r ❋❛❧❧✳

✸✳✷✳✺ ❖rts✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠❡

❊✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❤❡✐ÿt ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❣❡r❛❞❡♥ ▲✐♥✐❡ ❡r❢♦❧❣t✳ ❯♠
s✐❡ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❣❡♥ü❣t ❡s✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ t ♥♦❝❤
❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❢ür ❞✐❡ ❖rts♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤✲
t✉♥❣ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❲❡♥♥ ❛❧❧❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ❙ r✉❤❡♥❞❡♥ ❯❤r❡♥
s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt s✐♥❞✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ s♦✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✳✹ ❣❡③❡✐❣t✱
❞✉r❝❤ ❣r❛♣❤✐s❝❤❡ ✒❋❛❤r♣❧ä♥❡✏ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❖rts✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠ ✭x✲t✲❉✐❛❣r❛♠♠✮
✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡s trä❣t ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥
❊r❡✐❣♥✐ss❡ ✭❞✳✐✳ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ (t, x)✮ ❡✐♥✳ ❉✐❡ ❞❛❜❡✐ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ ❑✉r✈❡♥ ❜③✇✳
▲✐♥✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲❡❧t❧✐♥✐❡ ❆ ③❡✐❣t ❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❖❜✲
❥❡❦t tr♦t③ ✈♦r❛♥s❝❤r❡✐t❡♥❞❡r ❩❡✐t ❛♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt ✈❡r❜❧❡✐❜t✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st ❞✐❡
❲❡❧t❧✐♥✐❡ ❡✐♥❡s r✉❤❡♥❞❡♥ ❖❜❥❡❦ts✳ ❊✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❤❡✐ÿt ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ✱ ✇❡♥♥
❣❧❡✐❝❤❡ ❙tr❡❝❦❡♥❛❜s❝❤♥✐tt❡ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t❡♥ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡♥
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❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ❇ ✉♥❞ ❈ ✐st ❞❛s ❞❡r ❋❛❧❧✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❢ür ❜❡✐❞❡ ❲❡❧t✲
❧✐♥✐❡♥ ❦♦♥st❛♥t✱ ❛❜❡r s✐❡ ✐st ❢ür ❈ ❣röÿ❡r ❛❧s ❢ür ❇✱ ❞❡♥♥ ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ✇✐r❞
❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❙tr❡❝❦❡ ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t✳ ❊✐♥❡ ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ✐st ✭❲❡❧t❧✐♥✐❡ ❉ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✳✹✮ ♦❞❡r ❛✉s✇❡✐s❧✐❝❤
❞❡s x✲y✲❉✐❛❣r❛♠♠s ♥✐❝❤t ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ✭❇❛❤♥❦✉r✈❡ ❊ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✳✹✮✱ ✇✐r❞ ❛❧s
❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

✸✳✸ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲ ✉♥❞ ■♥t❡❣r❛❧r❡❝❤♥✉♥❣ ✭▼✶✮

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ❛✉s ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s
✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ❞✐❡ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

❆❜❧❡✐t✉♥❣

❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

f p(x0) =
df

dx
(x0) = lim

△x→0

f(x0 +△x)− f(x0)

△x
✭✸✳✶✺✮

❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ df = f p(x)dx ❡✐♥❡r ✈♦♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥
❋✉♥❦t✐♦♥ f(x) ✐♠ P✉♥❦t x0✳ ❲♦♥❛❝❤ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇✐r❞✱ ❣❡❤t ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ❛✉s
❞❡♠ ❡①♣❧✐③✐t ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❆r❣✉♠❡♥t ❤❡r✈♦r✳ ❲❡♥♥ ❥❡❞❡♠ P✉♥❦t x = x0 ❞❡r
❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡rt f p(x0) ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇✐r❞✱ ❧✐❡❣t ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ f p(x) ✈♦r✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♠ ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ s♣r✐❝❤t✱ ❞❛♥♥ ♠❡✐♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss
♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❜✐❧❞❡t✳

❋ür ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ③✇❡✐❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ f ✉♥❞ h ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t
♥❛❝❤r❡❝❤♥❡♥✱ ❞❛ss

[αf(x) + g(x)]p = αf p(x) + gp(x) (Linearität) , ✭✸✳✶✻✮

✇♦❜❡✐ α ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❋ür ✐❤r Pr♦❞✉❦t ❣✐❧t✷

[f(x)g(x)]p = f p(x)g(x) + f(x)gp(x) ✭Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧✮ ✳ ✭✸✳✶✼✮

❲❡♥♥ ❞❛s ❋✉♥❦t✐♦♥s❛r❣✉♠❡♥t ✒(x)✏ s♦✇✐❡s♦ ❦❧❛r ✐st✱ ❧ässt ♠❛♥ ❡s ♠❛♥❝❤♠❛❧
✇❡❣✱ ✉♠ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❜❡ss❡r ❧❡s❜❛r ③✉ ♠❛❝❤❡♥ ✭s✳ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✮✳ ❋ür ●❧✳ ✸✳✶✼
s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞❛♥♥ ❦✉r③ ❣❡❢❛sst (fg)p = f pg + fgp✳

❇❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ③✉❡rst g(x) ✉♥❞ s❡t③t ❞❡♥ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❲❡rt ❛❧s ❆r❣✉✲
♠❡♥t ✐♥ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❡✐♥✱ s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡
❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛❧s ❱❡r❦❡tt✉♥❣ ✉♥❞ ♥♦t✐❡rt s✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❱❡r❦❡t✲
t✉♥❣ss②♠❜♦❧ ✒◦ ✏✿ (f ◦ g)(x) = f(g(x))✳ ❋ür ✐❤r❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❣✐❧t✸

(f ◦ g)p(x) = f p(g(x))gp(x) ✭❑❡tt❡♥r❡❣❡❧✮✳ ✭✸✳✶✽✮
✷(f(x)g(x))p = lim

△x→0

f(x+△x)g(x+∆x)−f(x)g(x)
△x

✳ ❲❡❣❡♥ f(x+△x)g(x+∆x)−f(x)g(x) =

f(x + △x)g(x + ∆x) − f(x + △x)g(x) + f(x + ∆x)g(x) − f(x)g(x) = f(x + △x)[g(x +
∆x)− g(x)] + [f(x+△x)− f(x)]g(x) ❢♦❧❣t ❞❛♥♥ (fg)p = f pg + fgp✳

✸(f ◦ g)p(x) = lim
△x→0

f(g(x+∆x))−f(g(x))
∆x

= lim
△x→0

(

f(g(x+∆x))−f(g(x))
g(x+∆x)−g(x)

g(x+∆x)−g(x)
∆x

)

= f p(g(x)) gp(x)
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❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶✿ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❡✐♥✐❣❡r ✇✐❝❤t✐❣❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥
❋✉♥❦t✐♦♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

y = exp(x) = ex yp = exp(x) y = lnx yp = 1/x
y = sinx yp = cosx y = cosx yp = − sinx
y = sinhx yp = coshx y = coshx yp = sinhx

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❋ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x) = xn ♠✐t ❡✐♥❡r ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧ n ❡r✲
❣✐❜t ❞✐❡ Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧ (xn)p = (xn−1)px + xn−1 = (xn−2)px2 + xn−1 +
xn−1 = . . . ✉s✇✳ ◆❛❝❤ n ❙❝❤r✐tt❡♥ ❡rr❡✐❝❤t ♠❛♥ (x0)p = 0✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❣✐❧t
(xn)p = nxn−1. ❋ür ❥❡❞❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❩❛❤❧ q ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡ ❣❛♥③❡ ❩❛❤❧ m✱ s♦
❞❛ss qm ❣❛♥③③❛❤❧✐❣ ✐st✳ ❉❛♥♥ ❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧✿
((xq)m)p = m(xq)m−1(xq)p ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ✐st ((xq)m)p = qmxqm−1✳
❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❢ür ❥❡❞❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❩❛❤❧ q✿

(xq)p = qxq−1 . ✭✸✳✶✾✮

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ■♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ f/f❂✶ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ✉♥❞ ❞✐❡ r❡❝❤t❡
●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥✳ ❉✐❡s ♥❡♥♥t ♠❛♥ ♦❢t ❛✉❝❤ ✐♠♣❧✐③✐t❡s ❉✐❢✲
❢❡r❡♥③✐❡r❡♥✳ ▼✐t ❞❡r Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧ ❢♦❧❣t (f/f)p = f p(1/f)+ f(1/f)p = 0
✉♥❞ s♦♠✐t

(
1

f

)
p

= − f p

f2
. ✭✸✳✷✵✮

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇✉r❞❡ ❞❡r ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✇❡❣❡♥ ❞❛s ❋✉♥❦✲
t✐♦♥s❛r❣✉♠❡♥t ✒(x)✏ ✇❡❣❣❡❧❛ss❡♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✸✿ ❉✐❡ ❯♠❦❡❤r❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ sinx ✇✐r❞ ♠✐t sin−1 x ❜③✇✳
arcsinx ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✭❞❡♥ ❑❡❤r✇❡rt ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♠✐t (sinx)−1 =
1/ sinx✮✳ ❊s ✐st ❛❧s♦ (sin ◦ arcsin)(x) = sin(arcsinx) = x✳ ❉✉r❝❤ ❉✐✛❡✲
r❡♥③✐❡r❡♥ ❜❡✐❞❡r ❙❡✐t❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
cos(arcsinx) arcsinp x = 1✳ ❲❡❣❡♥ cos(arcsinx) =

√
1− sin2(arcsinx)

❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r arcsin✲❋✉♥❦t✐♦♥✿

arcsinp(x) =
1√

1− x2
. ✭✸✳✷✶✮

❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ arcsin(x) ✐st ♥✉r ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ −1 ≤ x ≤ 1 ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❛s
❜❡s❝❤rä♥❦t ❞❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢ −1 <
x > 1✳

❲❡✐t❡r❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳✶ t❛❜❡❧❧✐❡rt✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ sinhx =
(ex − e−x)/2 ✐st ❞❡r ❙✐♥✉s ❍②♣❡r❜♦❧✐❝✉s✱ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ coshx = (ex + e−x)/2
❞❡r ❈♦s✐♥✉s ❍②♣❡r❜♦❧✐❝✉s✳
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◆♦t❛t✐♦♥ ✭❖rts✲ ✉♥❞ ❩❡✐t❛❜❧❡✐t✉♥❣❡♥✮✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇❡♥♥ f ❡✐♥❡ ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥❡r ❖rts✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜③✇✳
❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✐st✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ f p ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❖rt ✐✳❆❧❧❣✳
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙tr✐❝❤ ✒ p ✏ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❍❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ f(t)✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t✈❛r✐❛❜❧❡♥ t ✐st✱ s♦
❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✐✳❆❧❧❣✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ü❜❡r❣❡st❡❧❧t❡♥
P✉♥❦t ✒̇ ✏✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

ḟ(t) =
df

dt
✭✸✳✷✷✮

❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ df = ḟ(t)dt ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f(t) ✐♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t
t✳

❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥

❑❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(t), s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ḟ(t) ❣❡♠äÿ ●❧✳
✸✳✷✷ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ❦❡♥♥t ♠❛♥ ❛❜❡r ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ḟ(t) ✉♥❞ ♠ö❝❤t❡
❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ✇✐ss❡♥✱ ❞✳❤✳ ❥❡♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(t)✱ ✈♦♥ ❞❡r ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣
ḟ(t) st❛♠♠t✳ ▼❛♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❞❛③✉✱ ❞✐❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ✒❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥✏✱ ✇❡❧❝❤❡
❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ g(t) ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(t) ♠✐t ❞❡r ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ḟ(t) = g(t)
❛❜❜✐❧❞❡t✳ ❙✐❡ ✐st ❞✐❡ ❯♠❦❡❤r✉♥❣ ❞❡r ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠✐t ❞❡♠
❙②♠❜♦❧ d

dt ✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f(t) ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ḟ(t) ③✉♦r❞♥❡t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥
❣❡♥✉❣ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ♠✐t ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❤❛t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ♠❛♥❝❤✲
♠❛❧ ❡rr❛t❡♥✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ♥✐❝❤t✱ ❞❛♥♥ s❝❤❧ä❣t ♠❛♥ s✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ■♥t❡❣r❛❧s❛♠♠❧✉♥❣
♥❛❝❤✳

❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❡✐♥ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡s ❊r❣❡❜♥✐s ❧✐❡❢❡rt✱ ✐st ❞✐❡ ♠❛✲
t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ✒❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥✏ ♥✐❝❤t ❡✐♥❞❡✉t✐❣✳ ❙✐❡ ❧✐❡❢❡rt ❊r❣❡❜✲
♥✐ss❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ✉♥❜❡st✐♠♠t❡ ❑♦♥st❛♥t❡ C ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ▼❛♥ ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t s✐❡ ❛❧s ✉♥❜❡st✐♠♠t❡s ■♥t❡❣r❛❧ ✉♥❞ ♥♦t✐❡rt s✐❡ s②♠❜♦❧✐s❝❤ ♠✐t

ˆ

g(t) dt =

ˆ

ḟ(t) dt = f(t) + C . ✭✸✳✷✸✮

Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❞❡r s✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡
C ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❇❡❞✐♥✲
❣✉♥❣ ❛✉s✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ st❡❧❧t✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛❞✉r❝❤
❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❢♦r❞❡rt✳

❇❡st✐♠♠t❡s ■♥t❡❣r❛❧

❉❛s ❜❡st✐♠♠t❡ ■♥t❡❣r❛❧ ❜✐❧❞❡t ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ g(t) ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❩❛❤❧ ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡
♠❛♥ s②♠❜♦❧✐s❝❤ ❞✉r❝❤

b
ˆ

a

g(t) dt
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺✿ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ❡✐♥❡s ❑❡❣❡❧s ❞✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥✳
❉✐❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❙❝❤❡✐❜❡♥❞✐❝❦❡ dx ✐st s②♠❜♦❧✐s❝❤ ❣❡♠❡✐♥t

❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❩❛❤❧ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ✇✐❡ ❜❡✐♠ ✉♥❜❡st✐♠♠t❡♥
■♥t❡❣r❛❧ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✳ ❉✐❡s❡ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ③✇❡✐ P❛r❛♠❡t❡r♥ a ✉♥❞ b ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡
❞✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❡✐♥❡s ❦♦♠♣❛❦t❡♥ ■♥t❡r✈❛❧❧s ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳ ■st f(t) ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦✲
t✐♦♥ ✈♦♥ g(t)✱ s♦ ✐st

b
ˆ

a

g(t)dt = f(b)− f(a) .

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s✳ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r✱ ❞❡s✲
s❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ A(x) ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ x ❣❡❣❡❜❡♥ s❡✐✳ ❆❧s ❇❡✐✲
s♣✐❡❧ ♠ö❣❡ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✳✺ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❑❡❣❡❧ ❞✐❡♥❡♥✱ ❞❡ss❡♥ ❇❛s✐s
❞❡♥ ❘❛❞✐✉s rK ❤❛❜❡ ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❍ö❤❡ h s❡✐✳ ❉❛s ❱♦❧✉♠❡♥ VK ❞❡s
❑ör♣❡rs ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛❧s ❞❛s ❜❡st✐♠♠t❡ ■♥t❡❣r❛❧

VK =

VK
ˆ

0

dV . ✭✸✳✷✹✮

❉✐❡ s②♠❜♦❧✐s❝❤❡ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ♠✐t ❞❡♠ st✐❧✐s✐❡rt❡♥ ❙✉♠♠❡♥③❡✐❝❤❡♥
´

❞❡✉t❡t ❞❡♥ ❘❡❝❤❡♥✇❡❣ ❛♥✿ ▼❛♥ ③❡r❧❡❣t ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ VK ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐✲
♠❛❧❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ dV ✉♥❞ ✒s✉♠♠✐❡rt✏ ❞✐❡s❡ ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥ 0 ❜✐s
③✉♠ ❱♦❧✉♠❡♥ VK ❛✉❢✳
❙♣❡③✐❡❧❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡♥ ❱♦❧✉♠✐♥❛

dV = A(x)|dx| ✭✸✳✷✺✮

❤❡r♥❡❤♠❡♥✳ ❙✐❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ✐❤r❡r ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä✲
❝❤❡ A(x) ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x ♠✐t ✐❤r❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❉✐❝❦❡ |dx|✳ ❉✐❡s❡
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s✐♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❑ör♣❡rs ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❤✐♥ ❛✉❢③✉s✉♠♠✐❡r❡♥
❜③✇✳ ③✉ ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥✳ ●❧✳ ✸✳✷✺ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ❇❡✲
tr❛❣s✱ ❞❛ss ❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❱♦❧✉♠❡♥❜❡✐tr❛❣ dV ✉♥❞ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ A ✈♦♠
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●röÿ❡♥ ✭❞✳❤✳ ❙❦❛❧❛r❡✮ s✐♥❞✱ ✇ä❤r❡♥❞
❡s ✈♦♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❛❜❤ä♥❣t✱ ♦❜ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❞✐✛❡r❡♥③ dx
♣♦s✐t✐✈ ♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈ ✐st ✭❱❡❦t♦r✮✳ ❍ä❧t ♠❛♥ s✐❝❤ ❛♥ ❞✐❡ ü❜❧✐❝❤❡ ❑♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❑ör♣❡r ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ xα ❜❡❣✐♥♥t ✉♥❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r
❑♦♦r❞✐♥❛t❡ xΩ > xα ❡♥❞❡t✱ ❞❛♥♥ ✐st dx ♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❇❡✲
tr❛❣sstr✐❝❤❡ ✇❡❣❧❛ss❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st |dx| = dx✳ ❉❛s ■♥t❡❣r❛❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞❛♥♥ ❣❡♠äÿ

VK =

xΩ
ˆ

xα

A(x) dx ✭✸✳✷✻✮

❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ■♠ ❋❛❧❧ ❞❡s ❑❡❣❡❧s s✐♥❞ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳
✸✳✺ s②♠❜♦❧✐s❝❤ ❣❡③❡✐❣t✱ ❦r❡✐s❢ör♠✐❣❡ ❙❝❤❡✐❜❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥
❱♦❧✉♠❡♥ dV = πr2dx✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❘❛❞✐✉s r(x) = rK(x/h) ❧✐♥❡❛r ♠✐t
x ❛♥✇ä❝❤st ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡r❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ A(x) = π(rK/h)2x2

q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ♠✐t x✳ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✷✻ ❡r❣✐❜t

VK =

h
ˆ

0

A(x) dx =

h
ˆ

0

π(rK/h)2x2 dx =
1

3
πr2Kh .

❉❛s ❱♦❧✉♠❡♥ VK ❡✐♥❡s ❑❡❣❡❧s ✐st ❡✐♥ ❉r✐tt❡❧ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s VZ = πr2Kh
❡✐♥❡s ❩②❧✐♥❞❡rs✱ ❞❡ss❡♥ ❇❛s✐s✢ä❝❤❡ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❘❛❞✐✉s rK ❤❛t✳

❉❛s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡s ❑❡❣❡❧s ✐st r❡❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡s ♠✐t ❡✐♥❡♠
❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡♥ ❋❛❧❧ ③✉ t✉♥ ❤❛t✱ ❢ür ❞❡♥ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❜❡✲
❦❛♥♥t ✐st✱ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤✱ ✐♥✲
❞❡♠ ♠❛♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥ ❡♥❞❧✐❝❤❡r ❉✐❝❦❡ ∆x ✇ä❤❧t ✉♥❞ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ ❙✉♠♠❡ ü❜❡r ❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ s❝❤❡✐❜❡♥❢ör♠✐❣❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❡r✲
s❡t③t✳ ❉❛s ❦♦♥❦r❡t❡ ❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♠ ❈♦♠♣✉t❡r ü❜❡r❧❛ss❡♥✳

✸✳✹ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❡rst❡♥ ❇❛♥❞ ♥✉r ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❇❛❤♥ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡✱
✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ x(t) ❞❡r ❩❡✐t✈❛r✐❛❜❧❡♥ t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡✳ ❍✐❡r✲
❜❡✐ ✐st x ❞✐❡ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✳

✸✳✹✳✶ ▼♦♠❡♥t❛♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

❉✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❖rt❡s✱ ❞✳❤✳ s❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ▼♦♠❡♥✲
t❛♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

v(t) = ẋ(t) =
dx

dt
✭✸✳✷✼✮
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻✿ ●r❛♣❤✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ✐♠ v✲
t✲❉✐❛❣r❛♠♠✿ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✭❆✮✱ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✲
✇❡❣✉♥❣ ✭❇✮ ✉♥❞ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✭❈✮ ♠✐t P❤❛s❡♥ ❞❡s
❆❜❜r❡♠s❡♥s ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣❡♥s

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ x(t) ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧
✐st ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ v(t) = ẋ(t) ❜❡❦❛♥♥t ✉♥❞ ❞❡r ❲❡❣ x(t) ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r
❩❡✐t ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❛③✉ ✐st ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢③✉s✉❝❤❡♥✳ ◆❡❤♠❡♥ ✇✐r
❛❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♠✐t

v(t) = v0 , ✭✸✳✷✽✮

❞✳❤✳ ❡✐♥❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v0✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❢r❡✐
✇ä❤❧❜❛r❡ ❑♦♥st❛♥t❡ C ✐♥ ●❧✳ ✸✳✷✸ ❞❛❞✉r❝❤ ❢❡st❧❡❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠✲
t❡♥ ❖rt x0 ③✉r ❩❡✐t t = 0 ✈♦rs❝❤r❡✐❜t✱ ❛❧s♦ x(0) = x0 ❛❧s ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣
✈❡r❧❛♥❣t✱ ❞❛♥♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

x(t) =

ˆ

v dt+ C = v0t+ x0 . ✭✸✳✷✾✮

✸✳✹✳✷ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣

❋ür ❡✐♥❡ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ③❡✐t❧✐❝❤❡
❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠
✭❜③✇✳ v✲t✲❉✐❛❣r❛♠♠✮ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✸✳✻ s✐♥❞ ❞r❡✐ ❋ä❧❧❡ ❣❡③❡✐❣t✳
❉❡r ❋❛❧❧ ❆ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ✭✉♥❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡✮ ❇❡✇❡❣✉♥❣✱ ❞❡r ❋❛❧❧ ❇
❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❋❛❧❧ ❈ ❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡
❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

a(t) = v̇(t) = ẍ(t) =
d2x

dt2
✭✸✳✸✵✮

✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❡rst❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ s♦♠✐t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r
③✇❡✐t❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❖rt❡s ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t✳ ▲❡t③t❡r❡s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ü❜❡r
❞✐❡ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ P✉♥❦t❡ ✒ ¨ ✏ ❦❡♥♥t❧✐❝❤ ❣❡♠❛❝❤t✳ ❲❡♥♥ a(t)
❦♦♥st❛♥t ✐st✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❉❛❜❡✐
♥✐♠♠t ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t❛❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡♠ ▼❛ÿ❡ ③✉
✭❆❜❜✳ ✸✳✻❇✮✳
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✸✳✹✳✸ ❙❦❛❧❛r❡ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r❡♥

■♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡ ❦❡✐♥❡♥ ❇❡③✉❣ ③✉♠ ❘❛✉♠ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞
❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❘❛✉♠tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜③✇✳ ❡✐♥❡♠ ❲❡❝❤s❡❧ ❞❡s rä✉♠✲
❧✐❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ❜❡tr♦✛❡♥ s✐♥❞✱ ❛❧s ❙❦❛❧❛r❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür
❙❦❛❧❛r❡ s✐♥❞ ❩❡✐t✱ ▼❛ss❡✱ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ♦❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣✳ ❱❡❦t♦r❡♥
✐♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱❡rstä♥❞♥✐s s✐♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥ s❡❤r s♣❡✲
③✐✜s❝❤❡s ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❘❛✉♠tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜③✇✳
❞❡♠❲❡❝❤s❡❧ ❞❡s rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ③❡✐❣❡♥✳ ■❤r ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦✉♠ ✐st✱
❞❛ss s✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✇❡❝❤s❡❧♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✈❡❦t♦r v✳ ❉✐❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥s②st❡♠s ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❞✐❡ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x✱ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ v ♦❞❡r ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉✲
♥✐❣✉♥❣s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ a ✇❡❝❤s❡❧♥ ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r
❇❡③✉❣s❛❝❤s❡ ✉♠❞r❡❤t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ t ✈♦♥ ❞✐❡s❡r ❖♣❡r❛t✐♦♥
s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡rü❤rt ✐st ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡♥ ❙❦❛❧❛r ❞❛rst❡❧❧t✳

▼✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠❛♥ ❙❦❛❧❛r❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r✱ s♦ ✐st ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r
✭③✳❇✳ t2✮✳ ▼✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❱❡❦t♦r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙❦❛❧❛r✱ s♦ ❜❧❡✐❜t ❞❛s
❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥ ❱❡❦t♦r ✭③✳❇✳ vt✮✱ ❞❡♥♥ ❞❡r ❙❦❛❧❛r t ❜❧❡✐❜t ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✲
✈❡rs✐♦♥ ✉♥❜❡rü❤rt ✭t → t✮✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❱❡❦t♦r ✐♥ s❡✐♥ ◆❡❣❛t✐✈❡s tr❛♥s❢♦r✲
♠✐❡rt ✇✐r❞ ✭v → −v✮✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt s✐❝❤ ❞❛s Pr♦❞✉❦t ✇✐❡ ❡✐♥ ❱❡❦t♦r
✭vt → −vt✮✳ ❉❡r P❢❡✐❧ s②♠❜♦❧✐s✐❡rt ❤✐❡r ❞✐❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥✳

▼✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❱❡❦t♦r s♦ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❱❡❦t♦r✱ ❞❛ss ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s
❡✐♥ ❙❦❛❧❛r ✐st✱ s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞❛s Pr♦❞✉❦t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥s♣✉♥❦t ” ·”
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥✳ ❉❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t v · a ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ a ❡r❣✐❜t ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ●röÿ❡ ♠✐t ❞❡♠
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❝❤❛r❛❦t❡r ❡✐♥❡s ❙❦❛❧❛rs✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ❣❡❤t ❥❡❞❡r
❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥ ✐♥ s❡✐♥ ◆❡❣❛t✐✈❡s ü❜❡r ✭v → −v✱ a → −a✮✱ ❛❜❡r ❞❛s
❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥❡s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦ts ❜❧❡✐❜t ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥❜❡rü❤rt✿
v · a → (−v) · (−a) = v · a. ■♠ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❣✐❧t ❢ür ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t
③✇❡✐❡r ❱❡❦t♦r❡♥ a ✉♥❞ v✿

a · v =

{
+|a||v| ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ❘✐❝❤t✉♥❣

−|a||v| ❜❡✐ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡r ❘✐❝❤t✉♥❣
✭✸✳✸✶✮

❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❤ä♥❣t ♥✉r ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●röÿ❡♥ r❡❧❛t✐✈
③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❜❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞❛✈♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❢ür
❞❛s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❣❡✇ä❤❧t ✇✉r❞❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ t❡st❡♥ ✇✐❧❧✱ ♦❜ ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❡✐♥❡♥ ❋❡❤❧❡r ❡♥t❤ä❧t✱ ü❜❡r✲
♣rü❢t ♠❛♥ ③✉❡rst✱ ♦❜ ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❜❡✐❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐✲
t❡♥ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞✱ ♦❜ ❞❡r s❦❛❧❛r❡ ❜③✇✳ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡ ❈❤❛r❛❦t❡r
❜❡✐❞❡r ❙❡✐t❡♥ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠t ✭③✳❇✳ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✉♥t❡r ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✈❡r❤ä❧t✮✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ä♥❞❡r♥ ❛❧❧❡ ❚❡r♠❡
✐♥ ●❧✳ ✸✳✸✵ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐❤r ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✳ ●❧✳ ✸✳✸✵ ✐st s♦♠✐t ❡✐♥❡
❱❡❦t♦r❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳
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✸✳✺ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡

❉✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✇✉r❞❡ ✈♦r ❡t✇❛s ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡♠ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt
✈♦♥ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❙✐❡ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥
r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥
❞❡s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣s ✈♦♥ ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ❣❡♥ü❣❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥
❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t ❊✐♥st❡✐♥s ❚❤❡♦r✐❡ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❜❡✇❡❣t❡
▲✐♥❡❛❧❡ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ✇✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r
❜❡✇❡❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ③✉ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ ❜❡❤❛♥❞❡❧t
♥✉r ❞❡♥ r❡✐♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆s♣❡❦t s❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡✳ ❉❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ✇✐r❞ ✐♥
❑❛♣✳ ✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❇❡✐ ❞❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❣❡❤t ❡s ✉♠ ❞❡♥ ❩✉✲
s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ✈♦♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t✳ ❯♠ ✐❤r❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ■❞❡❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤st
❡✐♥❢❛❝❤ ❤❡r❛✉s③✉❛r❜❡✐t❡♥✱ ❣❡♥ü❣t ❡s ❞❛❤❡r✱ ③✉♥ä❝❤st ♥✉r rä✉♠❧✐❝❤ ❡✐♥❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ❉✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❛✉❢ ❞❡♥
❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ❡r❢♦❧❣t ❡rst ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❇❛♥❞ ✭s✳ ❘P❑✷✮✳ ■♠ ❘❛❤✲
♠❡♥ ❞❡r ✈♦♥ ❊✐♥st❡✐♥ s♣ät❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ❛✉❝❤
❛❧s ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ✐st ❞✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐täts✲
t❤❡♦r✐❡ ❛❧s ●r❡♥③❢❛❧❧ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✭s✳ ❘P❑✸✮✳

✸✳✺✳✶ ●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣

●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ❤❛t ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❑❛♣✳ ✸✳✶ ③✐t✐❡rt❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠
r✉❤❡♥❞❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✉♠ s♦❧❝❤❡ ❡r✇❡✐t❡rt✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥
♠❛❝❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ s♦✇♦❤❧ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r
❜❡✇❡❣❡♥ ✭❬●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐✭✶✻✸✷✮❪✮✿

✒◆✉♥ ❧❛sst ❞❛s ❙❝❤✐✛ s✐❝❤ ♠✐t ❥❡❞❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡✇❡❣❡♥✳
❲❡♥♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ✉♥❞ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ✐st✱ ✇❡r❞❡t ✐❤r ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❊r✲
s❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥tr❡t❡♥ s❡❤❡♥✳ ❆✉s ❦❡✐♥❡r
❞❡rs❡❧❜❡♥ ✇❡r❞❡t ✐❤r ❡♥t♥❡❤♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ♦❜ ❞❛s ❙❝❤✐✛ ❢ä❤rt ♦❞❡r st✐❧❧ st❡❤t✳
❉✐❡ ❋✐s❝❤❡ ✐♠ ❲❛ss❡r ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛♥str❡♥❣❡♥ ♠üss❡♥✱ ✉♠ ♥❛❝❤
❞❡♠ ✈♦r❛♥❣❡❤❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧❡ ❞❡s ●❡❢äÿ❡s ③✉ s❝❤✇✐♠♠❡♥ ❛❧s ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❤✐♥t❡r❡♥✳
❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ✈✐❡❧♠❡❤r ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡r ▲❡✐❝❤t✐❣❦❡✐t ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❋✉tt❡r ❜❡❣❡✲
❜❡♥✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡♥ P✉♥❦t ❞❡s ●❡❢äÿr❛♥❞❡s ♠❛♥ ❡s ❛✉❝❤ ❧❡❣❡♥ ♠❛❣✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡
▼ü❝❦❡♥ ✉♥❞ ❙❝❤♠❡tt❡r❧✐♥❣❡ ✇❡r❞❡♥ ✐❤r❡♥ ❋❧✉❣ ❣❛♥③ ♦❤♥❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ♥❛❝❤
❛❧❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❢♦rts❡t③❡♥✳ ◆✐❡♠❛❧s ✇✐r❞ ❡s ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡
❞❡♠ ❍✐♥t❡rt❡✐❧ ③✉❣❡❦❡❤rt❡ ❲❛♥❞ ❣❡❞rä♥❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ♠ü❞❡ ✈♦♥
❞❡r ❆♥str❡♥❣✉♥❣✱ ❞❡♠ s❝❤♥❡❧❧ ❢❛❤r❡♥❞❡♥ ❙❝❤✐✛❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥ ③✉ ♠üss❡♥✳ ❯♥❞
❞♦❝❤ s✐♥❞ s✐❡ ✇ä❤r❡♥❞ ✐❤r❡s ❧❛♥❣❡♥ ❆✉❢❡♥t❤❛❧ts ✐♥ ❞❡r ▲✉❢t ✈♦♥ ✐❤♠ ❣❡tr❡♥♥t✳

❙❡✐♥❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❧❡❣❡♥ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ❥❡❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❱♦r❣❛♥❣ ✐♥ ❛❧✲
❧❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❘✉❤❡ ♦❞❡r ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✲❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡r ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✜♥❞❡♥✱ ✐♥ ✉♥✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❜❛r ❣❧❡✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❛❜❧ä✉❢t✳ ❲✐r
✈❡r❡✐♥❜❛r❡♥ ♥✉♥✱ ❞✐❡s❡♥ ✐♥❞✉❦t✐✈❡♥ ❙❝❤❧✉ss ❛❧s ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s Pr✐♥③✐♣ ❢❡st✲
③✉❧❡❣❡♥✳ ❱♦♥ ❞✐❡s❡r ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡♥ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡♥ ➘q✉✐✈❛✲
❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❜③✇✳ ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧✲
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❣❡♥❞❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✳ ▼✐t ❛♥❞❡r❡♥ ❲♦rt❡♥✿ ❉✐❡ ❣❛♥③❡ P❤②s✐❦ s♦❧❧
✐♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ❛✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣s
t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ❡rs❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❉❛s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ❦❧❛ss✐✜③✐❡rt ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✐♥ s♦❧✲
❝❤❡✱ ❞✐❡ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r äq✉✐✈❛❧❡♥t s✐♥❞✱ ✉♥❞ s♦❧❝❤❡✱ ❞✐❡ ❡s ♥✐❝❤t s✐♥❞✳ ❆❧❧❡
❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥✱
❣❡❤ör❡♥ ③✉r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③❦❧❛ss❡✱ ❞✳✐✳ ③✉r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡✳ ❉✐❡
③✉ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡ ❣❡❤ör❡♥❞❡♥ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡
❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✇✐r ❛❧s ✐❤r❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡✳ ❘❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥
❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❛♥❞❡r❡r ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡♥ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❡♥t✇❡❞❡r
♥✐❝❤t ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ♦❞❡r ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ✉♥❞ s♦♠✐t ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✉r ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t
r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ❜❡✇❡❣t✳ ❖❜ s✐❝❤ ❡✐♥
❖❜❥❡❦t ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ❜❡✇❡❣t ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡r ●❛❧✐❧❡✐✲
❑❧❛ss❡ ❛❜✱ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ♠❛♥ s❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ✉♥❞ ✐st ❞❛♠✐t ❡✐♥
r❡❧❛t✐✈❡r ❇❡❣r✐✛✳ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❙✐♥♥ ❣✐❜t ❡s
♥✐❝❤t✦

❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣
✭●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣✮

■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡ s✐♥❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❜❡✲
s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❧❛✉❢❡♥ ✐♥ ✐❤♥❡♥ ❣❧❡✐❝❤ ❛❜✱ ❞✳❤✳ ❢ür ❡✐♥❡♥
❇❡♦❜❛❝❤t❡r✱ ❞❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❞✐❡s❡r ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ r✉❤t✱ s✐♥❞ s✐❡ ✉♥✉♥✲
t❡rs❝❤❡✐❞❜❛r✳

❆❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡ s✐♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤
äq✉✐✈❛❧❡♥t✳

✸✳✺✳✷ ❉✐❡ P♦st✉❧❛t❡ ❞❡r ❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡

❉✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❣❡❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❜✐s ❤✐❡r❤✐♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ t❤❡♦✲
r❡t✐s❝❤❡♥ ❋❡st❧❡❣✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇❡❣r✐✛❡ ✒❘❛✉♠✏ ✉♥❞ ✒❩❡✐t✏
❛✉s ✉♥❞ ✈❡r❦♥ü♣❢t s✐❡ ü❜❡r ❞❛s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ③✉ ❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r
✒❘❛✉♠③❡✐t✏✳ ❙✐❡ ❣❡❤t ❛❧s♦ ✈♦♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ P♦st✉❧❛t❡♥ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛✲
t✐❦ ❛✉s✿

✶✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t✳

✷✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ✉♥❞ ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠s✳

✸✳ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣s✳

❉✐❡ P❤②s✐❦❡r❣❡♠❡✐♥❞❡ ❤❛t ❜❡s❝❤❧♦ss❡♥✱ ✐❤r ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❘❛✉♠✲
③❡✐t ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❞r❡✐ Pr✐♥③✐♣✐❡♥ ③✉ ❣rü♥❞❡♥✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ❦❡✐♥❡s ❞✐❡s❡r ❞r❡✐ Pr✐♥③✐✲
♣✐❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡❛♥s♣r✉✲
❝❤❡♥ ❛✉❝❤ ❛❧❧❡ ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❛r❛✉s ❡r❣❡❜❡♥✱ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❢ür ❞✐❡
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♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ✭r❡❛❧❡✮ ❘❛✉♠✲❩❡✐t✳ ❙♦ ✈❡rrü❝❦t ✉♥s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡
❧♦❣✐s❝❤❡ ✭❜③✇✳ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡✮ ❋♦❧❣❡r✉♥❣ ❛✉s ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ③✉♥ä❝❤st ❡rs❝❤❡✐✲
♥❡♥ ♠❛❣✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥✱ s♦ ❜❧❡✐❜t ❡✐♥❡♠ s❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤ ♥✐❝❤ts
❛♥❞❡r❡s ü❜r✐❣✱ ❛❧s s✐❡ ❛❧s ❡✐♥ ❋❛❦t✉♠ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❲❡❧t ❛♥③✉❡r❦❡♥♥❡♥✳

❉❛ ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥
s♦❧❧✱ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ t ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❘❛✉♠❦♦♦r❞✐♥❛✲
t❡✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ❛❧s x✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t s❡✐✳ ❲✐r ✇ä❤❧❡♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡
●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡ ❛✉s ✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤❡♥ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥
③✇✐s❝❤❡♥ s❡✐♥❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❤❡r❛✉s③✉✜♥❞❡♥✳ ❲♦✈♦♥ ❞❛r❢ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐
❛❧s ❣❡s✐❝❤❡rt❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❧❡✐t❡♥ ❧❛ss❡♥❄

❋ür ❛❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❞❛r❢ ♠❛♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❘❛✉♠ ✉♥❞
❩❡✐t ❛❧s ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❘❛✉♠ ❛❧s ✐s♦tr♦♣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ●❛❧✐✲
❧❡✐♣r✐♥③✐♣ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✳
❉❡s❤❛❧❜ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ▲✐♥❡❛❧❡ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐✲
s❝❤❡♥ ❘❡③❡♣t ❜❛✉❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛♠✐t s✐♥❞ s✐❡ ❣❧❡✐❝❤✳ ❉✐❡s❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ ❣❡♥ü❣t
✉♥s✳ ❯♠ ❞✐❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❉❡t❛✐❧s ❜r❛✉❝❤❡♥ ✇✐r ✉♥s ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ③✉ ❦ü♠♠❡r♥✱
❛❧s♦ ♦❜ ♠❛♥ ③✳❇✳ ü❜❡r❛❧❧ ❞❡♥ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❡✐♥❡s ❲❛ss❡rst♦✛❛t♦♠s ❢ür ❞✐❡
▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❢r❡q✉❡♥③ ❞❡r ❙tr❛❤❧✉♥❣ ❡✐♥❡r s❡✐♥❡r ❡♥❡r✲
❣❡t✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❤❡r❛♥③✐❡❤t ♦❞❡r ♦❜ ♠❛♥ ✐r❣❡♥❞ ❡t✇❛s
Pr❛❦t✐s❝❤❡r❡s ✈❡r❡✐♥❜❛rt✳ ❲✐r s❡t③❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ❢ür ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ Ü❜❡r❧❡✲
❣✉♥❣❡♥ ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ✭●❛❧✐❧❡✐♣r✐♥③✐♣✮ ▲✐♥❡❛❧❡ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥
■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ü❜❡r❛❧❧ ✭❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s✮ ✉♥❞ ✐♠✲
♠❡r ✭❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t✮ ❜❛✉❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❞❡♥♥ ✇✐r s✐♥❞ ❞❛③✉ ❜❡r❡❝❤t✐❣t✿
▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ❞❡♥❦❡♥✱ ♦❤♥❡ ✐♥ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉ ❞❡♥ P♦st✉❧❛t❡♥ ③✉ ❣❡r❛t❡♥✳
❇❡✐ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ♦❞❡r ❜❡✐ ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❦♦♠♠t ❡s
♥ä♠❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞❛r❛✉❢ ❛♥✱ ♦❜ ♠❛♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ♣❡r❢❡❦t❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣
✈♦r③❡✐❣❡♥ ♦❞❡r r❡❛❧✐s✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❞❛r❛✉❢✱ ♦❜ ❞✐❡ ❣❡s❡t③t❡♥ P♦st✉✲
❧❛t❡ s✐❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ③✉❧❛ss❡♥✳ ▼✐t ❛♥❞❡r❡♥ ❲♦rt❡♥✱ ❡s ✐st ♥✐❝❤t ✇✐❝❤t✐❣✱ ❞❛ss
♠❛♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❯❤r❡♥ ❜❛✉t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡①❛❦t ❣❧❡✐❝❤
t✐❝❦❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ✇✐❝❤t✐❣✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r P♦st✉❧❛t❡ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡✲
❤❡♥ ❞❛r❢✱ ❞❛ss ❡s ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ü❜❡r❛❧❧ ❯❤r❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
❇❛✉♣❧❛♥ ③✉ ✈❡r✇✐r❦❧✐❝❤❡♥✳

❋ür ❥❡❞❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❡✐♥❡♥ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t✳ ❉✐❡ ❇❡✲
③✉❣s♣✉♥❦t❡ s❡✐❡♥ ❞✐❡ ◆✉❧❧♣✉♥❦t❡ ✈♦♥ ❞❛r❛♥ ✜①✐❡rt❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡♥✳
❉❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♥ ü❜❡r❛❧❧ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❜❛✉❣❧❡✐❝❤❡♥
▲✐♥❡❛❧❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ♠❡tr✐s❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r ✈❡r♣❛sst✳ ■♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t s❡✐ ❡✐♥❡
❯❤r ♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♥st❛❧❧✐❡rt✱ ❞✳❤✳ s✐❡ s♦❧❧ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t r✉❤❡♥✳ ❱♦♥
❛❧❧❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❛✉♣❧❛♥ r❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❯❤r❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✇♦❛♥❞❡rs ❜❡✲
✜♥❞❡♥ ✉♥❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t r✉❤❡♥✱ ✐st ✇❡❣❡♥ ❞❡r ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t❡♥
❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s s✐❝❤❡r✱ ❞❛ss s✐❡ ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❚❛❦t ✒t✐❝❦❡♥✏✳ ❙②♥❝❤r♦✲
♥✐s✐❡rt ♠❛♥ s✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❊✐♥st❡✐♥✈❡r❢❛❤r❡♥✱ s♦ ✐st ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞❡r ❇❡❣r✐✛
❞❡r ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ❢ür r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥❞❡ ❯❤r❡♥ ❦❧❛r ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❙✐❡
③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❯❤r③❡✐t ❜③✇✳ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇✐❡ ❞✐❡ ❯❤r ❛♠
❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❛♥✳ ❯♠ ❞❛s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ❢ür ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ Ü❜❡r✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼✿ ✭❛✮ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ❞❡s ❯rs♣r✉♥❣s ❞❡r ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❙➫ ✉♥❞ ❙➫➫
❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐♥ ❙✳ ✭❜✮ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ❞❡s ❯rs♣r✉♥❣s ❞❡r ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❙ ✉♥❞ ❙➫➫
❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐♥ ❙➫✳ ✭❝✮ ❇üst❡ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥s ✐♥ ❞❡r ❲❛❧❤❛❧❧❛ ❜❡✐ ❘❡❣❡♥s❜✉r❣
✭❋♦t♦✿ ▼✐❦❤❛✐❧ ❈❤❛♠♦♥✐♥❡✮

❧❡❣✉♥❣❡♥ ♥✉t③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ st❡❧❧❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❛✉❢✱ ❞❛ss
❢ür ❛❧❧❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥③✉✇❡♥❞❡♥ ✐st
✉♥❞ ✇ä❤❧❡♥ ❤✐❡r❢ür ❞✐❡ ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡ ❯❤r❡♥s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❛✉s✳ ❉❛♠✐t ❣✐❜t
❡s ❢ür ❥❡❞❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ Pr♦③❡❞✉r ❢❡st❣❡❧❡❣t❡ ❙②s✲
t❡♠③❡✐t ✳ ❩✇❡✐ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❖rt❡♥ s✐♥❞ s♦♠✐t
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞✐❡s❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❛♠ ❖rt
❞❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s r✉❤❡♥❞❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡♥ ❯❤r❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙②st❡♠③❡✐t ❛♥✲
③❡✐❣❡♥✳ ❉✐❡ ❋r❛❣❡✱ ♦❜ ❞✐❡ ❙②st❡♠③❡✐t❡♥ ❛❧❧❡r ❙②st❡♠❡ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥ ♦❞❡r
♥✐❝❤t✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ♦❜ ❡s ❡✐♥❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❩❡✐t ❣✐❜t✱ ❧❛ss❡♥ ✇✐r ✈♦r❡rst ♦✛❡♥✳
❲✐r ❦♦♠♠❡♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✾ ❞❛r❛✉❢ ③✉rü❝❦✳

✸✳✻ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

❉✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ❣❡♥ü❣t ✈♦❧❧❛✉❢✱ ✉♠ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉ ❡✐♥❡♠
✇♦❤❧❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❇❡❣r✐✛ ③✉ ♠❛❝❤❡♥✳ ❉❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❡✐♥❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣✲
❦❡✐t ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ❞❛❢ür ♥✐❝❤t✳ ❉❛♠✐t st❡❤❡♥ ♥✉♥ ❛❧❧❡ ❇❡❣r✐✛❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✱
❞✐❡ ♠❛♥ ❜r❛✉❝❤t✱ ✉♠ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ③✉ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥✱ ♥❛❝❤
✇❡❧❝❤❡♠ ●❡s❡t③ s✐❝❤ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❛✉❢ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ü❜❡r❣❡❤t✳

❩✉ ❇❡❣✐♥♥ ♠❡✐♥❡r ❊rört❡r✉♥❣ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥✐❣❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥✲
❣❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ❡r❧ä✉t❡r♥✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✿

✶✳ ❲✐r ✇❡r❞❡♥ ü❜❡r ❞r❡✐ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ s♣r❡❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t ❙✱ S➫ ✭❣❡s♣r♦✲



❑❆P■❚❊▲ ✸✳ ❑■◆❊▼❆❚■❑ ✾✻

❝❤❡♥✿ ✒❙ ❙tr✐❝❤✏✮ ✉♥❞ S➫➫ ✭❣❡s♣r♦❝❤❡♥✿ ✒❙ ③✇❡✐ ❙tr✐❝❤✏✮ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉✐❡ ❆♣♦str♦♣❤❡ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ③✇❡❝❦s ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❣❡s❡t③t✳ ●rö✲
ÿ❡♥✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞✱ ✇❡r❞❡♥ ♦❤♥❡ ❆♣♦str♦♣❤ ❛♥❣❡❣❡✲
❜❡♥✳ ❋ür s♦❧❝❤❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ S➫ ✇✐r❞ ❞❡r ❆♣♦str♦♣❤ ❡✐♥♠❛❧ ❣❡s❡t③t ✉♥❞ ❢ür
s♦❧❝❤❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫➫ ✇✐r❞ ❡r ③✇❡✐♠❛❧ ❣❡s❡t③t✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥
❊r❡✐❣♥✐s ✐♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦♥ ❙ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❞❛♥♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ♠✐t (t, x) ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫
❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ♠✐t (t➫, x➫) ✉♥❞ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫➫ ♠✐t (t➫➫, x➫➫). ❲❡♥♥
❛❧s♦ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❡✐♥❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❣❡str✐❝❤❡♥❡ ●röÿ❡ ❛✉❢tr✐tt ✭❞✳✐✳ ❡✐✲
♥❡ ●röÿ❡✱ ❞✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❆♣♦str♦♣❤ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ✐st✮✱ ❞❛♥♥ ✐st s✐❡
r❡❧❛t✐✈ ③✉ S➫ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✳ ■st ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❧s♦ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✐t u➫ ♥♦t✐❡rt✱ s♦ ✐st s✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫
❛✉❢③✉❢❛ss❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❞❛s ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❞❛③✉❣❡s❛❣t ✇✐r❞✳

✷✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞❡r ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❡✐♥❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s S➫ ♠✐t ❡✐♥❡r ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙ ❜❡✇❡❣t✱ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r
❞✐❡ ❡t✇❛s s❛❧♦♣♣❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ❙②st❡♠ S➫
♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❜❡✇❡❣t✳ ❏❡❞❡s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫ r✉✲
❤❡♥❞❡ ❖❜❥❡❦t ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❞❛♥♥ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♠✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙✳

✸✳ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈
③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ s♦❧❧ ❞❡r ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ✈♦♥ S➫ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ✐♥ ❙ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡♥ ❯❤r❡♥ ❛❜❣❡❧❡✲
s❡♥❡♥ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ∆t ❡✐♥❡ ❉✐st❛♥③ ③✉rü❝❦❧❡❣❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✲
❞✐✛❡r❡♥③ ∆x ✐♠ ❙②st❡♠ ❙ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❛♥♥ ❜❡✇❡❣t ❡r s✐❝❤ ✭❜❡③ü❣❧✐❝❤
❙✮ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v = ∆x/∆t✳ ❆❜❜✳ ✸✳✼❛ ③❡✐❣t ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür
❞✐❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡ s❡✐♥❡s ❇❡③✉❣s♣✉♥❦ts ✐♠ ❘❛✉♠✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠ ❞❡s ■♥❡rt✐✲
❛❧s②st❡♠s ❙✳ ❉❡r ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❡✐♥❡s ❛♥❞❡r❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s S➫➫ ✇✐r❞
s✐❝❤ ✐✳❆❧❧❣✳ ♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t w ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞ ❢♦❧❣t
❞❛♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❲❡❧t❧✐♥✐❡✳

✹✳ ❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❢ür ❆❜❜✳ ✸✳✼❛ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ❞❛ss ③✉r ❩❡✐t
t = 0 ❞✐❡ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t❡ ❣❡r❛❞❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥✱ ❞✳❤✳ ❢ür ❞✐❡ ört❧✐❝❤❡
❊r❡✐❣♥✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❣✐❧t x = x➫ = x➫➫ = 0✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❙②st❡♠✉❤r❡♥ ❛♠
❣❧❡✐❝❤❡♥ P✉♥❦t ③✉s❛♠♠❡♥❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❞♦rt ❣❡♠❡✐♥✲
s❛♠ ❛✉❢ ♥✉❧❧ s❡t③❡♥✳ ❉❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❞❡r ❇❡❣❡❣♥✉♥❣ ❞❡r ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t❡
❤❛t ❞❛♥♥ ❢ür ❛❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❊r❡✐❣♥✐s❦♦♦r✲
❞✐♥❛t❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ t = t➫ = t➫➫ = 0✳

❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✳✼❛ ❣❡③❡✐❣t✱ s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ✈♦♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❙ ❣❡r❛❞❡ ▲✐♥✐❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣s ❣✐❧t ❞❛s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❥❡❞❡s
❛♥❞❡r❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ❛✉❝❤✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛❤❡r✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✳✼❜ ❣❡③❡✐❣t✱
❞✐❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ❞❡r ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❙ ✉♥❞ S➫➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫
❛✉❢trä❣t✱ s♦ s✐♥❞ ❞❛s ✐♥ ✉♥s❡r❡r ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❣❡r❛❞❡ ▲✐♥✐❡♥✳

❋r❛❣t ♠❛♥ ♥✉♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t➫ = t➫(t, x) ❜③✇✳
x➫ = x➫(t, x)✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ s✐❝❤
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♠✐t v ❜❡✇❡❣❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠s S➫ ❢ür ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ③✉
❜❡r❡❝❤♥❡♥ s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ s❝❤rä♥❦t ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ❣❡r❛❞❡ ❲❡❧t✲
❧✐♥✐❡♥ ✐♥ ❣❡r❛❞❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ ♠üss❡♥ ✭❛❧s♦ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥✲
❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❖rt ✉♥❞ ❩❡✐t ✐♥ ❡❜❡♥ s♦❧❝❤❡✮✱ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
❣❡✇❛❧t✐❣ ❡✐♥✿ ❊s ❦❛♥♥ s✐❝❤ ♥✉r ✉♠ ❧✐♥❡❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❤❛♥❞❡❧♥✦ ❉✐❡
❛❧❧❣❡♠❡✐♥st ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ●❧✳ ✸✳✶ ❞✉r❝❤

t➫ =α(v) t+ δ(v) · x
x➫❂γ(v)x+ ε(v) t

✭✸✳✸✷✮

❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ α ✉♥❞ γ s✐♥❞ ❤✐❡r❜❡✐ ❛✉s ❑♦♥s✐st❡♥③❣rü♥❞❡♥
❙❦❛❧❛r❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦❡✣③❡✐♥t❡♥ δ ✉♥❞ ε ❱❡❦t♦r❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐st ✐♥ ❞❡r ❡rs✲
t❡♥ ❩❡✐❧❡ ❞✐❡ ❩❡✐t s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♥✐❝❤t
❜❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❉❛ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❙✉♠♠❛♥❞ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r s❡✐♥
♠✉ss✱ x ❛❜❡r ❡✐♥ ❱❡❦t♦r ✐st✱ ♠✉ss ❛✉❝❤ δ ❡✐♥ ❱❡❦t♦r s❡✐♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞❛s ❙❦❛✲
❧❛r♣r♦❞✉❦t ❞❛❢ür s♦r❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❙✉♠♠❛♥❞ ✐♥s❣❡s❛♠t ③✉ ❡✐♥❡♠ ❙❦❛❧❛r ✇✐r❞✳
❉✐❡ ✈✐❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❤ä♥❣❡♥ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v
❛❜✱ ♠✐t ❞❡r s✐❝❤ S➫ ❜❡✇❡❣t✱ ✇❛s ❤✐❡r ❛❧s ❆r❣✉♠❡♥t ❡①♣❧✐③✐t ❦❡♥♥t❧✐❝❤ ❣❡✲
♠❛❝❤t ✇✉r❞❡✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉ ●❧✳ ✸✳✷ ❢♦❧❣t ♠✐t ❞❡♥ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ u = x/t ✉♥❞
u➫ = x➫/t➫ ❞❛r❛✉s ❞❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿

u➫ =
γ(v)u+ ε(v)

α(v) + δ(v) · u .

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u = v ❜❡✇❡❣t✱ s♦ ♠✉ss ❞✐❡
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ u➫ = 0 ❡r❣❡❜❡♥✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ♠✉ss s✐❝❤ ❢ür u➫❂−v
❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u = 0 ❡r❣❡❜❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ε = −vγ✱ α = γ ✉♥❞ s♦♠✐t

u➫ =
u− v

1 + h(v) · u , ✭✸✳✸✸✮

✇♦❜❡✐ h(v) = δ(v)/γ(v)✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣s ♠✉ss ❞✐❡ ❢✉♥❦t✐♦✲
♥❛❧❡ ❋♦r♠ ❞❡s ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③❡s ❢ür ❡✐♥ ❙②st❡♠ S➫➫✱ ❞❛s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t w r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❜❡✇❡❣t✱ ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥✱ ❞✳❤✳ ❡s ♠✉ss ❣❡❧t❡♥✿

u➫➫ =
u− w

1 + h(w) · u . ✭✸✳✸✹✮

❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✸✸ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u = w ❡✐♥s❡t③t✱ ♠✐t ❞❡r
s✐❝❤ S➫➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❜❡✇❡❣t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t w➫✱ ♠✐t ❞❡r
s✐❝❤ S➫➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉ S➫ ❜❡✇❡❣t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✸✹ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t u = v ❡✐♥s❡t③t✱ ♠✐t ❞❡r s✐❝❤ S➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❜❡✇❡❣t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v➫➫✱ ♠✐t ❞❡r s✐❝❤ S➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉ S➫➫ ❜❡✇❡❣t✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ s✐♥❞ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❧❡✐❝❤✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st v➫➫ = −w➫ ❜③✇✳

w − v

1 + h(v) · w = − v − w

1 + h(w) · v .
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❆♥❛❧♦❣ ③✉ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶✳✷ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s h(v) = Kv✱ ✇♦❜❡✐ K ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡
♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ s❦❛❧❛r❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ s❡✐♥ ♠✉ss✳ ❙♦♠✐t ❣✐❧t

δ(v) = Kvγ(v) ✭✸✳✸✺✮

✉♥❞ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣t r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ●❡s❡t③ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿

u➫ =
u− v

1 +Ku · v . ✭✸✳✸✻✮

✸✳✻✳✶ ❉✐❡ ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ ❝

❉❡r ❙❦❛❧❛r K ❤❛t ❢ür ❥❡❞❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❡✐♥❡r ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥
❲❡rt✳ ❆♥❞❡rs ❛✉s❣❡❞rü❝❦t✿ ❉❡r ❲❡rt ✈♦♥ K ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♥✐❝❤t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥
✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ü❜❡r❣❡❤t✳ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡ ✇✐❡ K
❜❡✐ ❡✐♥❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt
❜❧❡✐❜❡♥✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✺✳✶ ❤❛tt❡♥ ✇✐r ❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❡s ✐♥ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❦❡✐♥❡
❛❜s♦❧✉t❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❣✐❜t ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ●❛❧✐❧❡✐✲
❑❧❛ss❡✳ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❘❡❝❤♥✉♥❣ trä❣t✱ ✐st✱ ❞❛ss ❛❧❧❡
●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡♥ ❣❧❡✐❝❤✇❡rt✐❣ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ K ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✲
❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣t✳ ❉❛♠✐t ✐st s✐❡ ❛✉❝❤ ❢ür ❛❧❧❡ ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡♥ ❣❧❡✐❝❤✳

❉✐❡ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❦❛♥♥ ③✉r ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠
❩❛❤❧❡♥✇❡rt ✈♦♥ K ♥✐❝❤ts ❛✉ss❛❣❡♥✱ ❛❜❡r s❡❤r ✇♦❤❧ ❡t✇❛s ❞❛rü❜❡r✱ ✇✐❡ ♠❛♥
K ♠❡ss❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❛♥❛❧②s✐❡rt❡ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧
❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ♠✐t ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠③❡✐t ❞❡s ✉♥s ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❑♦s♠♦s
✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt✳ ❉❛♥♥ ❜❡s❛❣t ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡✱ ❞❛ss s✐❝❤ K ❞✉r❝❤ ▼❡ss✉♥❣ ✈♦♥ ❘❡✲
❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❡r♠✐tt❡❧♥ ❧ässt✳ ❙t❡❧❧t ♠❛♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ●❧✳
✸✳✸✻ ✉♠✱ s♦ ✐st

K =
v · (u− v − u➫)

(v · u)(v · u➫) . ✭✸✳✸✼✮

❲❛s ✉♥❞ ✇✐❡ ③✉ ♠❡ss❡♥ ✐st✱ s❛❣t ✉♥s ❛❧s♦ ❡rst ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡✦ ❯♠ K ③✉ ❜❡✲
st✐♠♠❡♥✱ ♠✉ss ♠❛♥ ❛❧s♦ ♥✉r ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ u ✉♥❞ u➫ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts
✐♥ ③✇❡✐ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ♠❡ss❡♥✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❞❡r ❜❡✐✲
❞❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ❡s ❣❧❡✐❝❤❣ü❧t✐❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡ ♠❛♥ s✐❝❤
❢ür ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❛✉ss✉❝❤t✱ ❞❡♥♥ ❢ür ❛❧❧❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ K✳

❉✉r❝❤ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✳✸✼ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐✲
❝❤❡r❤❡✐t ❢ür ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥

K ≈ −1× 10−17 s2/m2 .

❲✐r ❧❡❜❡♥ ❛❧s♦ ✐♥ ❡✐♥❡r ❲❡❧t✱ ✐♥ ❞❡r K ❞✐❡s❡♥ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❤❛t✳✹

✹❉✐❡ ❙ät③❡ ❞❡r ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✭s✳ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣t✐❦✱ ❑❛♣✳ ✷✳✹✳✹✮ ❣❡❧t❡♥ ③✉✲
♥ä❝❤st ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞❛✈♦♥✱ ♦❜ ❞❡r ❘❛✉♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✲❡✉❦❧✐❞✐s❝❤ ✐st✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t
♠❛♥ ●❧✳ ✸✳✾ ♠✐t ●❧✳ ✸✳✸✻✱ s♦ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❞❛s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱♦r③❡✐✲
❝❤❡♥ ✈♦♥ K✳ ❉✐❡s❡s ❜❡st✐♠♠t ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✿ ❞❡r ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❘❛✉♠ ❤❛t ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡✱
❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✳
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❊s ❤❛t s✐❝❤ ❡✐♥❣❡❜ür❣❡rt✱ ❡✐♥❡♥ ❙❦❛❧❛r

c =
√

−1/K

❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞❡r ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❤❛t✳ ❊r
✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇✉❝❤ ❛❧s ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳✺ ❉✐❡ s❦❛❧❛r❡ ❙tr✉❦✲
t✉r❦♦♥st❛♥t❡ c ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ✐st ❡✐♥❡ ❞❡r ❜❡❞❡✉t❡♥❞st❡♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♥ ❑♦♥✲
st❛♥t❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦✳ ■❤r ❩❛❤❧❡♥✇❡rt

c ≈ 3.00× 108m/s

❧ässt s✐❝❤ ü❜❡r ●❧✳ ✸✳✸✼ ♠✐t ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ u ✉♥❞ u➫ ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ✐♥ ③✇❡✐ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❙ ✉♥❞ S➫
♠✐sst✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❜❡♥✿ ❲❡❧❝❤❡ ❖❜✲
❥❡❦t❡ ❜③✇✳ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠❛♥ ❤❡r❛♥③✐❡❤t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥ ✉♥❞
●❧✳ ✸✳✸✼ ❛✉s③✉✇❡rt❡♥✱ ✐st ✈ö❧❧✐❣ ❡❣❛❧ ✉♥❞ ♥✉r ❡✐♥❡ ❋r❛❣❡ ❞❡r ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡♥
❩✇❡❝❦♠äÿ✐❣❦❡✐t✳

✸✳✻✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ▼❡t❡r

▼❛♥ ❤❛t s✐❝❤ ✐♥③✇✐s❝❤❡♥ ❞❛r❛✉❢ ❣❡❡✐♥✐❣t✱ ❞❡♥ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❞❡r s❦❛❧❛r❡♥ ❙tr✉❦✲
t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ▼❡t❡r♥♦r♠❛❧ ✭③✳❇✳
❞❡♠ ❯r♠❡t❡r✮ ③✉ ♠❡ss❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❢❡st③✉❧❡❣❡♥✿

❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡

c = 299792458m/s
✭✸✳✸✽✮

❉❛♥♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ▼❡t❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt ❛✉s ❞✐❡s❡♠ ❞❡✜♥✐t♦r✐✲
s❝❤❡♥ ❲❡rt ❞❡r ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡♥ c ✉♥❞ ❞❡r ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥
✐❞❡♥t✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ❡✐♥❡s ✐♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙②st❡♠
r✉❤❡♥❞❡♥ ❈äs✐✉♠❛t♦♠s ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❙❡❦✉♥❞❡✳ ❉❛s ●❡s❡t③

u➫ =
u− v

1− u · v/c2 ✭✸✳✸✾✮

❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✐❡❤t ♠❛♥ ❤❡✉t❡ ❛❧s♦ ✉♠❣❡❦❡❤rt ③✉r
❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ▼❡t❡r ❤❡r❛♥✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
✐♥ ❞❡♥ ❊✐❝❤❜ür♦s t❛tsä❝❤❧✐❝❤ t❡❝❤♥✐s❝❤ ✉♠s❡t③t✱ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r ❋r❛❣❡ ❛❜✱ ♠✐t

✺❉❛ ❞✐❡ ▼❛①✇❡❧❧s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ ♠üs✲
s❡♥ ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ❜❡r❡✐ts ❣❡❦❧ärt s❡✐♥✱ ❜❡✈♦r ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ü❜❡r❤❛✉♣t ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥
❦❛♥♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❇✉❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐✲
♥❡♠ ❛✉s ❞❡♥ ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❦♦♥str✉✐❡rt ✉♥❞
❞✐❡ ●röÿ❡ c ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ❛❧s ▲✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❙✐❡ ❤❛t ✇❡❞❡r ❡t✇❛s ♠✐t ▲✐❝❤t
③✉ t✉♥ ✭❙✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ●röÿ❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✦✮ ♥♦❝❤ ✐st s✐❡ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✭❞❛ s✐❡ ❜❡✐
❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ♥✐❝❤t ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ä♥❞❡rt✱ ✐st s✐❡ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r✱ ✈❣❧✳ ●❧✳ ✸✳✹✹✳✮✳
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✇❡❧❝❤❡♠ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥st❡ ▼❡ss✉♥s✐✲
❝❤❡r❤❡✐t ❡r③✐❡❧❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼❛♥ ✇✐r❞ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈♦r③✐❡❤❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❤♦❤❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❧❡✐❝❤t ❤❛♥❞❤❛❜❜❛r s✐♥❞✳ P❤♦t♦♥❡♥
s✐♥❞ ❡✐♥❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❍✐♥s✐❝❤t ❣ü♥st✐❣❡✱ ❛❜❡r ❦❡✐♥❡s❢❛❧❧s ③✇✐♥❣❡♥❞❡ ❲❛❤❧✳

✸✳✼ ❉✐❡ ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❙❡t③t ♠❛♥ α = γ✱ ε = −γv ✱ s♦✇✐❡ δ = −γv/c2 ✐♥ ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊r❡✐❣♥✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭●❧✳ ✸✳✸✷✮ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡
▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✈❣❧✳ ♠✐t ●❧✳ ✸✳✶✵✮✿

∆t➫ = γ(v)(∆t− v ·∆x/c2)

x➫ = γ(v)(x− v t)
✭✸✳✹✵✮

❙✐❡ ✇✉r❞❡♥ ✶✾✵✺ ✈♦♥ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❛❧s ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞ ❢ür ❞✐❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦
❡r❦❛♥♥t✳ ❉✐❡s❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❞❡r ❇❛②r✐s❝❤❡♥ ❙t❛❛tsr❡❣✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤
❆✉❢st❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❇üst❡ ❊✐♥st❡✐♥s ✐♥ ❲❛❧❤❛❧❧❛ ❣❡✇ür❞✐❣t ✭❆❜❜✳ ✸✳✼❝✮✳✻ ❲❛❧✲
❤❛❧❧❛ ✐st ❞✐❡ ❘✉❤♠❡s❤❛❧❧❡ ❞❡s ❉❡✉ts❝❤❡♥ ❱♦❧❦❡s ✉♥❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❣❡♠äÿ ❞❡r
❣❡r♠❛♥✐s❝❤❡♥ ▼②t❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡♥ ❤✐♠♠❧✐s❝❤❡♥ ❑ö♥✐❣ss❛❛❧ ❖❞✐♥s✳ ❉❛ ✐st ❞❡r ❊✐♥✲
st❡✐♥ ❥❡t③t✳

■♥ ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡✲
❤❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ✉♥❞ ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s✱ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t
s♦✇✐❡ ❞❛s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ❡✐♥✳ ❉❛s ✇❛r❡♥ ❞❛♥♥ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ❛❧❧❡ ❩✉t❛t❡♥✳
❩✇❡✐❢❡❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❛♥✱ s♦ ✐st ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉✲
t❡♥❞ ❞❛♠✐t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❩✇❡✐❢❡❧ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❞✐❡s❡r ❞r❡✐ ❛①✐♦♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊❝❦♣❢❡✐❧❡r
❞❡r P❤②s✐❦ ❤❛t✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❧♦❣✐s❝❤ ③✇✐♥❣❡♥❞ ❢♦❧❣t✳

▼✐t ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ γ(v)
❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❛③✉ ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

t➫➫ = γ(w➫)(t➫− w➫ · x➫/c2)

❢ür ❡✐♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫➫✱ ❞❛s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t w➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉
S➫ ❜❡✇❡❣t✳ ❇❡✇❡❣t s✐❝❤ S➫➫ s♣❡③✐❡❧❧ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t w➫ = −v✱ ❞❛♥♥
s✐♥❞ S➫➫ ✉♥❞ ❙ ✐❞❡♥t✐s❝❤ ✉♥❞ s♦♠✐t ✐st t➫➫ = t✳ ■♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

t➫➫ = γ(−v)(t➫+ v · x➫/c2) = t

s❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭●❧♥✳ ✸✳✹✵✮ ❡✐♥✳ ❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ t✉t ♠❛♥
❞❛s ❛♠ ❇❡st❡♥ ❢ür x = 0 ✉♥❞ ❡r❤ä❧t

1 = γ(−v)γ(v)( 1− v2 /c2) . ✭✸✳✹✶✮

❋ür ❡✐♥❡ ❯❤r ❛♠ ❖rt x = 0 tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐t ❣❡♠äÿ t➫ = γ(v) t✳
❉❛s ❞❛r❢ ♥❛tür❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❚❛✉s❝❤t ♠❛♥

✻●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐s ❇r✉❞❡r ✇❛r ❜❛②r✐s❝❤❡r ❍♦❢❦❛♣❡❧❧♠❡✐st❡r✳
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❞❛❤❡r v → −v ❛✉s✱ s♦ ❢♦❧❣t γ(v) = γ(−v) ✉♥❞ s♦♠✐t ✭✐♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ③✉ ●❧✳ ✸✳✶✷✮✿

γ(v) =
1√

1− v2/c2
. ✭✸✳✹✷✮

❉✐❡ ❤✐❡r❞✉r❝❤ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ●röÿ❡ γ ❤❡✐ÿt ▲♦r❡♥t③❢❛❦t♦r ✳ ●❧✳ ✸✳✹✶ ✐st ♥✉r ❢ür
|v| < c ❡r❢ü❧❧❜❛r✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✿

❉❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥
✐st ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s c✳

❙②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❉❛ c ❦❡✐♥❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ✭♠✳❛✳❲✳ ❦❡✐♥ ❱❡❦t♦r✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r✮✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥
♠✐t

x0 = ct ✭✸✳✹✸✮

✉♥❞ x1 = x ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❡r ▲ä♥❣❡ ❡✐♥✲
❢ü❤r❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥
❋♦r♠

x0➫ =γ(x0 − v · x1/c)
x1➫ =γ(x1 − vx0/c)

✭✸✳✹✹✮

❤✐♥s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡ s♦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡♥ ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ✉✳❛✳ ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱
❞❛ss ♠❛♥ s✐❡ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ♠❡r❦❡♥ ❦❛♥♥✳

❯♠❦❡❤rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❋♦r♠❡❧♥ ❢ür ❞✐❡ ❯♠❦❡❤rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✳❤✳
❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✐♥ ❙ ❛✉s ❥❡♥❡♥ ✐♥ S➫✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❛✲
❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❣❡str✐❝❤❡♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ✉♥❣❡str✐❝❤❡♥❡♥ ●röÿ❡♥ ü❜❡r❛❧❧ ✐♥
❞❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉st❛✉s❝❤t ✉♥❞ v ❞✉r❝❤ −v ❡rs❡t③t✳ ▼❛♥
❡r❤ä❧t✿

t = γ(v)[t➫+ v
c2

· x➫]
x = γ(v)[x➫+ vt➫]

✭✸✳✹✺✮

❜③✇✳
x0 = γ(v)[x0➫+ v · x1➫/c]
x1 = γ(v)[x1➫+ vx0➫/c]

✭✸✳✹✻✮

✸✳✽ ▼❛①✐♠❛❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡r ❲✐r❦✉♥❣s❛✉s❜r❡✐✲
t✉♥❣

❊✐♥❡ ❙✐❣♥❛❧ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞✐❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ❲✐r✲
❦✉♥❣✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡♥ ❡t✇❛✐❣❡♥ ❙✐❣♥❛❧❡♠♣❢ä♥❣❡r ❛♥✇❡✐s❡♥✱ s♦❢♦rt ❧♦❦❛❧
❡✐♥❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❛✉s③✉❧ös❡♥✳ ❉❛s ❆❜s❡♥❞❡♥ ❞❡s ❙✐❣♥❛❧s ✐st ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❡r
❲✐r❦✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❲✐r❦✉♥❣ ♥❛❝❤ ❊✐♥tr❡✛❡♥ ❞❡s ❙✐❣♥❛❧s ✐st ❞❡r❡♥ ❋♦❧✲
❣❡✳ ■♠♠❛♥✉❡❧ ❑❛♥t ❤❛t ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❲❡r❦ ✒❑r✐t✐❦ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ❱❡r♥✉♥❢t✏ ❞❡♠
✒●r✉♥❞s❛t③ ❞❡r ❩❡✐t❢♦❧❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ●❡s❡t③❡ ❞❡r ❑❛✉s❛❧✐tät✏ ❡✐♥❡♥ ❡✐❣❡♥❡♥
❆❜s❝❤♥✐tt ❣❡✇✐❞♠❡t✳ ❊r s❝❤r❡✐❜t ❞❛r✐♥ ✉✳ ❛✳✿
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✒❲❡♥♥ ✐❝❤ ❛❧s♦ ✇❛❤r♥❡❤♠❡✱ ❞❛ss ❡t✇❛s ❣❡s❝❤✐❡❤t✱ s♦ ✐st ✐♥ ❞✐❡s❡r ❱♦r✲
st❡❧❧✉♥❣ ❡rst❧✐❝❤ ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ❡t✇❛s ✈♦r❤❡r❣❡❤❡✱ ✇❡✐❧ ❡❜❡♥ ✐♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❛✉❢
❞✐❡s❡s ❞✐❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ✐❤r ❩❡✐t✈❡r❤ä❧t♥✐s ❜❡❦♦♠♠t✱ ♥ä♠❧✐❝❤✱ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ✈♦r✲
❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❩❡✐t✱ ✐♥ ❞❡r s✐❡ ♥✐❝❤t ✇❛r✱ ③✉ ❡①✐st✐❡r❡♥✳ ❆❜❡r ✐❤r❡ ❜❡st✐♠♠t❡
❩❡✐tst❡❧❧❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❦❛♥♥ s✐❡ ♥✉r ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ✐♠
✈♦r❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❩✉st❛♥❞❡ ❡t✇❛s ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱ ✇♦r❛✉❢ ❡s ❥❡❞❡r③❡✐t✱ ❞✳ ✐✳
♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❘❡❣❡❧✱ ❢♦❧❣t✿ ✇♦r❛✉s s✐❝❤ ❞❡♥♥ ❡r❣✐❜t✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❡rst❡♥s ♥✐❝❤t ❞✐❡
❘❡✐❤❡ ✉♠❦❡❤r❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛s✱ ✇❛s ❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ❞❡♠❥❡♥✐❣❡♥ ✈♦r❛♥s❡t③❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇♦r✲
❛✉❢ ❡s ❢♦❧❣t✿ ③✇❡✐t❡♥s ❞❛ss✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞✱ ❞❡r ✈♦r❤❡r❣❡❤t✱ ❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱
❞✐❡s❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❇❡❣❡❜❡♥❤❡✐t ✉♥❛✉s❜❧❡✐❜❧✐❝❤ ✉♥❞ ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ❢♦❧❣❡✳✏

❉✐❡ ❦❛✉s❛❧❡ ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ③✇❡✐❡r❧❡✐✱ ❡rst❡♥s ❡✐♥❡ ❩❡✐t❢♦❧❣❡ ✉♥❞
③✇❡✐t❡♥s ❞✐❡ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣ ✐❤r❡r ◆♦t✇❡♥❞✐❣❦❡✐t✱ ❞✳ ❤✳ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐t❢♦❧❣❡ s♦
✉♥❞ ♥✐❡♠❛❧s ❛♥❞❡rs s❡✐✳ ❯♥s ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ❤✐❡r ♥✉r ❞❡r ❡rst❣❡♥❛♥♥t❡ ❆s♣❡❦t✿
❊✐♥ ❊r❡✐❣♥✐s ❆ ❦❛♥♥ ♥✉r ❞❛♥♥ ❛❧s ❯rs❛❝❤❡ ❡✐♥❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s ❇ ❛♥❣❡s❡❤❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❡s ❞❡♠ ❊r❡✐❣♥✐s ❇ ③❡✐t❧✐❝❤ ✈♦r❛♥❣❡❤t✳ ❊r❡✐❣♥✐s ❇ ❢♦❧❣t ❛✉❢ ❆ ✉♥❞
❤❡✐ÿt ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❋♦❧❣❡ ❞❡r ❯rs❛❝❤❡ ❆✳ ❆♥ ❞✐❡s❡r ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r
❦❛✉s❛❧❡♥ ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣ ③✇❡✐❡r ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❞❛r❢ s✐❝❤ ♥✐❝❤ts ä♥❞❡r♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥
③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ü❜❡r❣❡❤t✱ ❞❡♥♥ s♦♥st ✇är❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡
♥✐❝❤t ♠❡❤r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ äq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❊s ✇❡r❞❡ ❛❧s♦ ③✉r ❩❡✐t t = t➫ = 0 ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x = x➫ = 0 ❡✐♥ ❙✐❣♥❛❧
❛✉s❣❡❧öst✱ ❞❛s s✐❝❤ ✈♦♥ ❞♦rt ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u ❛✉s❜r❡✐t❡t
✉♥❞ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ▲❛✉❢③❡✐t ∆t ❡✐♥❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❛♠ ❖rt x = u∆t ❛✉s❧öst✳ ❲❡♥♥ ❞❡r
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❦❛✉s❛❧ ✐st✱ tr✐tt ❞✐❡ ❋♦❧❣❡ ③❡✐t❧✐❝❤ s♣ät❡r ❡✐♥✱ ✉♥❞ s♦♠✐t ✐st ∆t
♣♦s✐t✐✈✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ♠✉ss ♠❛♥ ❞❛s ❢ür ❛❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡
❡✐♥❢♦r❞❡r♥✱ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❞❛r❢ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡

∆t➫ = γ(v)(∆t− v · x/c2) = γ(v)(1− u · v/c2)∆t , ✭✸✳✹✼✮

❞✐❡ ❣❡♠äÿ ❞❡♥ ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜✐s ③✉♠ ❊✐♥tr❡t❡♥ ❞❡r ❋♦❧❣❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫
✈❡rstr❡✐❝❤❡♥ ✇✐r❞✱ ♥✐❝❤t ♥❡❣❛t✐✈ s❡✐♥✳ ❉❛ ●❧✳ ✸✳✹✼ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧
⑤v| → c ③✉ ❣❡❧t❡♥ ❤❛t✱ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s |u| ≤ c✳ ❉✐❡ ❘❛✉♠✲❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ c
❜❡❣r❡♥③t s♦♠✐t ❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣✱ ♠✐t ❞❡♠ s✐❝❤ ❥❡❣❧✐❝❤❡ ❲✐r❦✉♥❣
❛✉s❜r❡✐t❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ❞✐❡ ♠❛t❡r✐❡❧❧❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥
❡rr❡✐❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊❣❛❧ ✈♦♥ ✇❡❧❝❤❡r ❆rt ❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐st✱ s♦ s❝❤❧✐❡ÿt
❞❛s ❑❛✉s❛❧✐täts♣r✐♥③✐♣ ❥❡❞✇❡❞❡ ❲✐r❦✉♥❣s❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❛✉s✱ ❞✐❡ s❝❤♥❡❧❧❡r ❛❧s c
✇är❡✳

❙✐❣♥❛❧❡✱ ❲✐r❦✉♥❣❡♥ ♦❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ♠❛①✐♠❛❧ ♠✐t c ❛✉s❜r❡✐t❡♥✳

❉❛s ✐st ❡✐♥❡ ❣❡✇❛❧t✐❣❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❡ss❡♥✱ ✇❛s ❞❡r③❡✐t ❢ür ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦✲
t✐♦♥ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❲❡❧t❜✐❧❞❡s ❛❧s ❞❡♥❦❜❛r ③✉❣❡❧❛ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

✸✳✾ ❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✉♥❞ ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥

❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❊s s❡✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ③✇❡✐ ❊r❡✐❣♥✐ss❡✳ ■❤r ❩❡✐t❛❜st❛♥❞
s❡✐ ∆t = tB − tA ❜③✇✳ ∆t➫ = tB➫ − tA➫ ✉♥❞ ✐❤r ört❧✐❝❤❡r ❆❜st❛♥❞ |∆x| =



❑❆P■❚❊▲ ✸✳ ❑■◆❊▼❆❚■❑ ✶✵✸

|xB − xA| ❜③✇✳ |∆x➫| = |xB➫− xA➫|✳ ❉✐❡ ●röÿ❡♥

c2∆t2 −∆x2 ❜③✇✳ c2∆t➫2 −∆x➫2 ✭✸✳✹✽✮

❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ▼✐t ❞❡♥ ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭❑❛♣✳
✸✳✼✮ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤r❡❝❤♥❡♥✱ ❞❛ss

c2∆t2 −∆x2 = c2∆t➫2 −∆x➫2 . ✭✸✳✹✾✮

❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❤❛❜❡♥ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt✱
❞✳❤✳ s✐❡ s✐♥❞ ✉♥✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡ ●röÿ❡♥ ❜③✇✳ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡r ▲♦r❡♥t③tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x0 = ct ❡✐♥❢ü❤rt ✉♥❞ ❢ür ❞❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥
❆❜st❛♥❞ ∆x0 = x0B − x0A ♠✐t x0A = ctA s❝❤r❡✐❜t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥③
❞❡r ❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t✇❛s ❦♦♠♣❛❦t❡r ❞✉r❝❤

∆x20 −∆x21 = ∆x0➫
2 −∆x1➫

2 ✭✸✳✺✵✮

❛✉s❞rü❝❦❡♥✳ ❆✉s ●❧✳ ✸✳✹✾ ❣❡✇✐♥♥t ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉ss❛❣❡✿

❉✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡✱ ❞✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❊r❡✐❣♥✐ss❡♥ ✈❡r❣❡❤t✱ ✐st r❡❧❛t✐✈✱ ❞✳❤✳
❞✐❡ ❤ä♥❣t ✈♦♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❛❜✳ ❙✐❡ ❢ä❧❧t ✐♥ ❞❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❣röÿ❡r
❛✉s✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❡r ört❧✐❝❤❡ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❛♠ ❦❧❡✐♥st❡♥ ✐st ✉♥❞

✉♠❣❡❦❡❤rt✳

❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❦❛♠ ♠✐t ❡✐♥❡r s②s✲
t❡♠s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❛✉s✱ ❞❛ss
❛✉❢ ❛❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ Pr♦③❡❞✉r ❞❡r ❯❤r❡♥s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❛♥✲
③✉✇❡♥❞❡♥ ✐st✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞✱ ❞❡♥♥ ❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t
♥✐❝❤t ❞❡♠✱ ✇❛s ♠❛♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❆❧❧t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣ ✐♥t✉✐t✐✈ ❡r✇❛rt❡t✳ ❉❛s
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ ❞❡r ❩❡✐t✱ ●❧✳ ✸✳✹✵✱ s♣r✐❝❤t ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡✜♥✐t✐✈ ♥✐❝❤t ❞✐❡
■❞❡♥t✐tät ❞❡r ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ t ✉♥❞ t➫ ❛✉s✳ ❉✐❡ ❩❡✐t ✐st ❢♦❧❣❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❛❜s♦❧✉t✦
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❇❡❢✉♥❞ ♥ä❤❡r ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡rs❡t③❡♥✳

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❛③✉ ❡✐♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ❜③✇✳ Pr♦③❡ss✳ ❊r ♠ö❣❡
❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t s❡✐♥✿ s❡✐♥❡♥ ❇❡❣✐♥♥ ✭❊r❡✐❣♥✐s ❆✮ ✉♥❞
s❡✐♥ ❊♥❞❡ ✭❊r❡✐❣♥✐s ❇✮✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ❙ ❧ä✉❢t ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✐♥
❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ❛❜✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❛❧s ❩❡✐t❞✐✛❡r❡♥③∆t = tB−tA ❞❡✜♥✐❡rt✱
❞✐❡ ♠❛♥ ❛✉❢ ❯❤r❡♥ ❛❜❧✐❡st✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❊✐♥st❡✐♥✈❡r❢❛❤r❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt
✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❩❡✐t tA✱ ③✉ ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❜❡❣✐♥♥t✱ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ❛♠
❖rt xA ❛❜❣❡❧❡s❡♥✱ ✇♦ ❞❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❆ st❛tt✜♥❞❡t✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❩❡✐t tB✱ ③✉ ✇❡❧❝❤❡r
❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❡♥❞❡t✱ ❛♠ ❖rt xB ❞❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s ❇✱ ✇♦ ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❡♥❞❡t✳

❉✐❡❥❡♥✐❣❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫ ❡r♠✐tt❡❧t ✇✐r❞✱ ✇♦
s✐❝❤ ❞✐❡ ❯❤r❡♥ ❢ür ❜❡✐❞❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❛♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt ❜❡✜♥❞❡♥✱ ❛❧s♦ r❡❧❛t✐✈
③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ xA➫ = xB➫ ❤❛❜❡♥✱ s♦❧❧
❛❧s ❉❛✉❡r τ ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳
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❯♠ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ✉♥❞ ❉❛✉❡r ❡✐♥❡s ❱♦r❣❛♥❣s
❛❜③✉❧❡✐t❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥ ❜❡s♦♥❞❡rs ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❱♦r❣❛♥❣✳ ❊r s♦❧❧ ❜❡✲
③ü❣❧✐❝❤ ❙ ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ s❡✐♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✈♦♥ xA ♥❛❝❤ xB ❜❡✇❡❣t✳ ❉✐❡ ❉❛✉❡r τ ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s ✇✐r❞
❞✉r❝❤ ❆❜❧❡s✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❯❤r ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❙✐❡ ✐st ❞✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡✱ ❞✐❡
♠❛♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫ ♠✐sst✱ ❞❛s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❖❜❥❡❦t ♠✐t❜❡✇❡❣t
✭❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡♠ ❞❛s ❖❜❥❡❦t ❛❧s♦ r✉❤t✮✳ ❉❡r ört❧✐❝❤❡♥ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❊r❡✐❣♥✐ss❡
❆ ✉♥❞ ❇ ✐st ❤✐❡r ∆x➫ = |xB➫− xA➫| = 0✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡r ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ❞✉r❝❤
∆x = v∆t ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭●❧✳ ✸✳✹✾✮
❤ä♥❣❡♥ ❞✐❡ ❉❛✉❡r τ ❡✐♥❡s ❱♦r❣❛♥❣s ✉♥❞ ❞✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡✱ ❞✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❆❜✲
❧❛✉❢ ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙ r❡❣✐str✐❡rt ✇✐r❞✱ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥
♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ③✉s❛♠♠❡♥✿

c2∆t➫2 = c2τ2 = c2∆t2 −∆x = ∆t2(c2 − v2) ✭✸✳✺✶✮

❜③✇✳

∆t = γ(v)τ . ✭✸✳✺✷✮

■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫✱ ✐♥ ❞❡♠ ❇❡❣✐♥♥ ✉♥❞ ❊♥❞❡ ❡✐♥❡s ❱♦r❣❛♥❣s
❛♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙t❡❧❧❡ st❛tt✜♥❞❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡♠ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ❞❡s ❱♦r✲
❣❛♥❣s ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥❡r ❉❛✉❡r ✐st✱ ❜❡♥öt✐❣t ❡✐♥ ❱♦r❣❛♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❥❡❞❡s ❛♥❞❡r❡♥
❇❡③✉❣ss②st❡♠s ❙ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡✿

∆t ≥ τ . ✭✸✳✺✸✮

▼❛♥ s❛❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ❱♦r❣❛♥❣ ❜r❛✉❝❤t✱ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ s❡✐✲
♥❡r ❉❛✉❡r ❛❧s♦ st❡ts ✒❣❡❞❡❤♥t✏ ❜③✇✳ ❞✐❧❛t✐❡rt ✐st✳ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❧❛✉❢❡♥ ❧❛♥❣s❛♠❡r
❛❜ ❛❧s ✐❤r❡r ❉❛✉❡r ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✉♠ s♦ ❧❛♥❣s❛♠❡r✱ ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ❞✐❡
❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉ ❞❡♠❥❡♥✐❣❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✐st✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣
❧♦❦❛❧ r✉❤❡♥❞ ❛❜❧ä✉❢t✳ ❉✐❡s❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❛❧s ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥✳✼ ❉❛s ❆✉s♠❛ÿ ❞❡r ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥ ❤ä♥❣t ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡s
❇❡③✉❣ss②st❡♠ ♠❛♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ❱♦r❣❛♥❣s ❛✉ss✉❝❤t✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ❚❡✐❧❝❤❡♥③❡r❢❛❧❧✳ ■♥st❛❜✐❧❡ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ▼②♦✲
♥❡♥✱ ③❡r❢❛❧❧❡♥ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❲❡✐❧❡✳ ■❤r❡ ♠✐tt❧❡r❡ ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r s❡✐ τ ✳ ❉✐❡
♠✐tt❧❡r❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ∆t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ❜❡♥öt✐❣❡♥✱
❤ä♥❣t ❥❡❞♦❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧✲
❝❤❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ❙ ❤❛❜❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡♠ ❛✉s ❞✐❡ ❩❡r❢❛❧❧s③❡✐t
❣❡♠❡ss❡♥ ✇✐r❞✳ ■st ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥✉❧❧✱ ❣✐❧t ∆t = τ ✳ ❆♥✲
❞❡r♥❢❛❧❧s ✐st ❞✐❡ ❩❡r❢❛❧❧s③❡✐t ∆t = γτ > τ ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❩❡r❢❛❧❧s❞❛✉❡r
τ ✳

✼■❝❤ s❝❤❧✐❡ÿ❡ ♠✐❝❤ ❤✐❡r ❬❲✐❧❤❡❧♠ ❍✳ ❍❡r✐♥❣✭✶✾✾✽✮❪ ❛♥✱ ❞❡r ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✒❩❡✐t❞✐❧❛t✐✲
♦♥✏ st❛tt ✒❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥✏ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ❤❛t✳
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❇❡✐s♣✐❡❧ ❑❡r③❡♥✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❙ s❡✐❡♥ ❛❧❧❡ ❯❤r❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt
✭❞❛s ✐♠♣❧✐③✐❡rt✱ ❞❛ss s✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❞ ③✉ ❙ r✉❤❡♥✮✳ ◆❡❜❡♥ ❥❡❞❡r
❯❤r ✇❡r❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡ ❑❡r③❡♥ ✭❣❧❡✐❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✱ ❣❧❡✐❝❤❡r
❉✉r❝❤♠❡ss❡r✱ ❣❧❡✐❝❤❡r ❉♦❝❤t ✉s✇✳✮ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t✳ ❩✉ ❡✐♥❡♠ ✈❡r❛❜r❡❞❡t❡♥
❩❡✐t♣✉♥❦t s♦❧❧ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❞✐❡s❡r ❯❤r❡♥✱ s❛❣❡♥ ✇✐r✱ ❞❡r ❯❤r CA✱ ❡✐♥ ❇❡♦❜✲
❛❝❤t❡r st❛rt❡♥✱ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ▲❡✉❝❤t❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❑❡r③❡ C➫ ✐♥ ❞❡r ❍❛♥❞ ❤ä❧t✳
●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ s♦❧❧❡♥ ❛❧❧❡ ❑❡r③❡♥ ❛♥❣❡③ü♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❇❡♦❜❛❝❤t❡r s♦❧❧
s✐❝❤ ♠✐ts❛♠t s❡✐♥❡r ♥✉♥ ❜r❡♥♥❡♥❞❡♥ ❑❡r③❡ C➫ ❛♥ ❞❡♥ ❜r❡♥♥❡♥❞❡♥ ❑❡r✲
③❡♥ ❈ ❡♥t❧❛♥❣ ❜❡✇❡❣❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉
❙✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❲❡✐❧❡ ✢✐❡❣t ❡r ❞❛♥♥ ❛♥ ❜r❡♥♥❡♥❞❡♥ ❑❡r③❡♥ ✈♦r❜❡✐✳ ❲ä❤✲
r❡♥❞❞❡ss❡♥ ❜r❡♥♥t ❛✉❝❤ s❡✐♥❡ ❑❡r③❡ C➫ ✈♦r s✐❝❤ ❤✐♥✳ ■r❣❡♥❞✇❛♥♥ ✇✐r❞
❡r ❛♥ ❡✐♥❡r ❑❡r③❡ CB ✈♦r❜❡✐✢✐❡❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♠ ▼♦♠❡♥t ❣❡r❛❞❡ ❡r❧✐s❝❤t✱
✇♦ ❡r s✐❡ ❣❡r❛❞❡ ♣❛ss✐❡rt✳ ❆❜ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❡r ♥✉r ♥♦❝❤ ❛♥ ❡r❧♦s❝❤❡♥❡
❑❡r③❡♥ ✈♦r❜❡✐✢✐❡❣❡♥✳ ■♥t❡r❡ss❛♥t❡r✇❡✐s❡ ❢♦❧❣t ❛✉s ●❧✳ ✸✳✺✷✱ ❞❛ss s❡✐♥❡
❑❡r③❡ C➫ ❛✉❝❤ ❞❛♥♥ ♥♦❝❤ ❜r❡♥♥❡♥ ✇✐r❞✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❛♥ CB ✈♦r❜❡✐❣❡✢♦✲
❣❡♥ ✐st✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✉♠ s♦ ❧ä♥❣❡r✱ ❥❡ ❣röÿ❡r s❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✐st✳
❑❡r③❡♥✱ ❞✐❡ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙ ❜❡✇❡❣t s✐♥❞✱ ❧❡❜❡♥ ❛❧s♦ ❧ä♥❣❡r✱
❞❡♥♥ ❜❡✇❡❣t❡ ❯❤r❡♥ ❧❛✉❢❡♥ ❧❛♥❣s❛♠❡r✳

◆✐❝❤t ♥✉r ✒❜❡✇❡❣t❡ ❯❤r❡♥✏✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❯❤r③❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❊r❡✐❣♥✐ss❡♥ ❛♠
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt ♥♦t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛❧❧❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ✐♥ ❜③✇✳ ❛♥ r❡❧❛t✐✈ ❞❛③✉
r✉❤❡♥❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ❧❛✉❢❡♥ ❧❛♥❣s❛♠❡r ❛❜ ❛❧s ❛✉❢ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡♥ ❯❤r❡♥✱ ❢ür
✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡s❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❖rt❡♥ st❛tt✜♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❚❛ts❛✲
❝❤❡✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t ♥✉r ❯❤r❡♥✱ ❞✳❤✳ ■♥str✉♠❡♥t❡ ❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t♠❡ss✉♥❣✱ s♦♥❞❡r♥
❛❧❧❡ Pr♦③❡ss❡ ❜③✇✳ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❧❛♥❣s❛♠❡r ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐t✭✦✮
❧❛♥❣s❛♠❡r ❛❜❧ä✉❢t✳

■♠ ❡rst❡♥ ❞❡r ♦❜✐❣❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✭▼②♦♥❡♥③❡r❢❛❧❧✮ ♠❛❣ ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ■❧❧✉s✐♦♥
❤❛❜❡♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ♥✉r ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✲❊✛❡❦t ♦❤♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ r❡❛❧❡
❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❤❛♥❞❡❧t ✭✇❛s ♥✐❝❤t st✐♠♠t✱ ❞❡♥♥ ③❡r❢❛❧❧❡♥ ✐st ③❡r❢❛❧❧❡♥✮✱ ❛❜❡r
s♣ät❡st❡♥s ❜❡✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✭❑❡r③❡♥✮ ✇✐r❞ ❦❧❛r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛❜❣❡❜r❛♥♥t❡♥
❑❡r③❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❘❡❛❧✐tät s✐♥❞✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❦✉r③ ♥❛❝❤ P❛s✲
s✐❡r❡♥ ✈♦♥ CB ❛♥❤ä❧t✱ ✇✐r❞ ❡r ♥❡❜❡♥ ❡✐♥❡r ❛❜❣❡❜r❛♥♥t❡♥ ❑❡r③❡ ③✉ st❡❤❡♥
❦♦♠♠❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡r ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❜r❡♥♥❡♥❞❡ ❑❡r③❡ ✐♥ ❞❡r ❍❛♥❞ ❤ä❧t✳ ❉✐❡ ❩❡✐t✲
❞✐❧❛t✐♦♥ ✐st ③✇❛r ❡✐♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t✱ ❞❡r ❧❡t③t❡♥❞s ❛✉❢ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tät
❞❡r ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ❜❡r✉❤t✱ ❞❡r ❛❜❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ r❡❛❧❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❤❛t✳

✸✳✶✵ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

✒■t ✉s❡❞ t♦ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❛ss t♦ ❊✐♥st❡✐♥➫s ❣❡♥❡✲
r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✇r♦♥❣✳✏
✭❬❘♦❣❡r P❡♥r♦s❡✭✷✵✵✹✮❪✮

❩✉ ❞❡♥ ❦❛✉♠ ❛✉s③✉r♦tt❡♥❞❡♥ ▼②t❤❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ❣❡❤ört ❞✐❡ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣✱
❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❡rst ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❆❧❧❣❡♠❡✐✲
♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❛❜❧❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r ❢❛❧s❝❤❡ ❊✐♥❞r✉❝❦ ❤❛t ✈❡r♠✉t❧✐❝❤
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❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●r✉♥❞✿ ❉✐❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r
●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❞❡r ❚rä❣❤❡✐t✳ ■❤r❡ ❆✉s❣❛♥❣s✐❞❡❡ ✐st ❞✐❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❞❡r
❲✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ♠❛♥ s✐❝❤ ❞♦rt
♠✐t ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❜❡s♦♥❞❡rs ✐♥t❡♥s✐✈ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥✳

❲✐❡ ♥✉♥ ❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❛❜❡r ♦❤♥❡ ✇❡✐t❡r❡s ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❙♣❡✲
③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❤❡r❧❡✐t❡♥✳ ❉❛③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ❙➫✱
❞❛s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❜❡✇❡❣t✳ ■♥ ❙➫
❜❡st✐♠♠t ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ a➫ = du➫

dt➫ ❡✐♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ s❡✐✲
♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉ ❡✐♥❡r ❩❡✐t t➫ ✉♥❞ ③✉ ❡✐♥❡r ❡t✇❛s s♣ät❡r❡♥ ❩❡✐t ♠✐sst✳
❩✉ ❜❡✐❞❡♥ ❩❡✐t❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ●❧✳ ✸✳✸✾ ❛✉s✇❡rt❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❡r❤ä❧t
♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

a➫ =
du➫

dt➫
=

1− u · v/c2 + (u− v) · v/c2
(1− u · v/c2)2

du

dt➫
✭✸✳✺✹✮

❢ür ❦♦♥st❛♥t❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✳ ❋ür ❞❛s ❞❡♠ ❩❡✐t✐♥t❡r✈❛❧❧ dt′ ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❩❡✐t✐♥t❡r✈❛❧❧ dt ✐st ❞✐❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥ ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ❉❛ dt➫
♠✐t r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠✉❤r❡♥ ✈♦♥ ❙➫ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡ ✉♥❞
❞❛❤❡r ❞✐❡ ❯❤r❡♥ ✐♥ ❙ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ❞❛③✉ ❜❡✇❡❣t❡♥ s✐♥❞✱ ✐st dt➫ = γ(v)dt✳ ❲ä❤❧t
♠❛♥ ❢ür ❙ s♣❡③✐❡❧❧ ❞❛s ♠♦♠❡♥t❛♥❡ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ♠✐t u = 0✱ s♦
r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ ●❧✳ ✸✳✺✹ ❛✉❢

a➫(v) = a(0)/γ3(v) , ✭✸✳✺✺✮

✇♦❜❡✐

a(0) =
du

dt
für u = 0

❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ✐♥ s❡✐♥❡♠ ♠♦♠❡♥t❛♥❡♥ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❙ ✐st✱
✐♥ ❞❡♠ ❡s ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u = 0 ❤❛t✱ ✉♥❞

a➫(v) =
du➫

dt➫
für u➫ = v

❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❙➫✱ ✐♥ ❞❡♠ ❡s ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❤❛t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠
✇ä❤❧t✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❤❛t✱ ❞❛♥♥ ❢ä❧❧t s❡✐♥❡ ❇❡✲
s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ✐♥ ❞❡♠ ❡s ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t 0 ❤❛t ✭♠♦♠❡♥t❛♥❡s ❘✉❤❡s②st❡♠✮✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❋❛❦t♦r 1/γ3(v) ❦❧❡✐♥❡r
❛✉s✳ ▼✐t ❛♥❞❡r❡♥ ❲♦rt❡♥✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈♦♥
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❛✉s ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ s♦ ✐st s❡✐♥❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣
✐♥ ❞❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❦❧❡✐♥❡r✱ ✇♦ s❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✐❡ ❣röÿ❡r❡ ✐st✳

❊s ❣✐❜t ❧❡✐❞❡r P❤②s✐❦❜ü❝❤❡r✱ ❞✐❡ ❞✐❡s❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❣✉t ❜❡stät✐❣t❡ ❋❛❦✲
t✉♠ ✈♦♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❛✉s ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳ ❙✐❡ ❢ü❤r❡♥ ❞✐❡ ❛❜♥❡❤✲
♠❡♥❞❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❚rä❣✲
❤❡✐t ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼❛ss❡ ③✉rü❝❦✳ ❉❛s ✐st ❢❛❧s❝❤✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡ ✐st ❦❡✐♥



❑❆P■❚❊▲ ✸✳ ❑■◆❊▼❆❚■❑ ✶✵✼

❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✹✮✳ ❱♦♥ ❉②♥❛♠✐❦ ✐st
❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❞❡s ❇✉❝❤❡s ❛❜❡r ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❘❡❞❡✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s
❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s❣❡s❡t③❡s ✭●❧✳ ✸✳✺✺✮ ③❡✐❣t✱ ✐st ❞✐❡ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t v ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r ✇❡r❞❡♥❞❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ a➫(v) ❡✐♥ ❧✉♣❡♥r❡✐♥❡r ❦✐✲
♥❡♠❛t✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t✳



❑❛♣✐t❡❧ ✹

❉②♥❛♠✐❦

❉✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ✐st ❞❛s ③✇❡✐t❡ ❣r♦ÿ❡ ❚❡✐❧❣❡❜✐❡t ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✳ ❙✐❡ ❜❡❢❛sst s✐❝❤
♠✐t ❞❡r ❑❧är✉♥❣ ❞❡s P❤ä♥♦♠❡♥s ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣sä♥❞❡r✉♥❣❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ✇❡s❡♥t✲
❧✐❝❤❡♥ ❑♦♥③❡♣t❡ ❦❧❛r ❤❡r❛✉s❛r❜❡✐t❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥ ✇✐r ✉♥s ✇✐❡❞❡r
❛✉❢ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ✐♠ ❞r❡✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ✐st ♥✐❝❤t s❝❤✇✐❡r✐❣✱ s♦❧❧ ❛❜❡r ❡rst s♣ät❡r ❡r❢♦❧❣❡♥ ✭s✳
❘P❑✷✮✳

✹✳✶ ●r✉♥❞❜❡❣r✐✛❡

❯♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ■❞❡❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❆✉❢st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ③✉ ❦♦♠✲
♠❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ✈♦♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ✐♥s♣✐r✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ s✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❜❡✐♠ ▼ü♥③❡♥s❝❤♥✐♣♣❡♥ ❣❡✇✐♥♥❡♥ ❦❛♥♥ ✭❆❜❜✳ ✹✳✶❛✮✳ ❙❝❤♥✐♣♣t ♠❛♥ ❡✐♥❡
▼ü♥③❡ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡✱ s♦ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ✉♥ü❜❡rs❝❤❛✉❜❛r❡ ❱✐❡❧③❛❤❧
✈♦♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡♥ ✉♥❞ ❇❡✇❡❣✉♥❣sä♥❞❡r✉♥❣❡♥✱ ❥❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱
✇✐❡ ❣r♦ÿ ❞✐❡ ▼ü♥③❡♥ s✐♥❞✱ ✇♦ s✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐♠ ❙t♦ÿ tr❡✛❡♥ ♦❞❡r ✇❡❧❝❤❡ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐❤♥❡♥ ♠✐t❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❊s s❝❤❡✐♥t ❛✉ss✐❝❤ts❧♦s✱ ❞✐❡s❡ ✉♥❡♥❞✲
❧✐❝❤❡ ❱✐❡❧❢❛❧t ❞❡r ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r r❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❋ä❧❧❡ ❞✉r❝❤ ♥✉r ❡✐♥✱ ③✇❡✐ ♦❞❡r ❞r❡✐
●r✉♥❞sät③❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ✇♦❧❧❡♥✳ ❯♥❞ ❞❡♥♥♦❝❤ ✕ ❡s ❣❡❤t✦

❲✐❡ ❦♦♠♠❡♥ P❤②s✐❦❡r ③✉ ✐❤r❡♥ ❣❡♥✐❛❧ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥✱ ♠✐t
❞❡♥❡♥ s✐❡ ❛❧❧❡ ❙t♦ÿ♣❤ä♥♦♠❡♥❡ ✈❡rst❡❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥❄ ❉❛s ✐st ♥✐❝❤t ❧❡✐❝❤t✱ ✉♥❞
❡s ❢ü❤rt ❛✉❝❤ ❦❡✐♥ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡r ❲❡❣ ③✉ s♦❧❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡♥✳ ❊s ✐st ✈✐❡❧♠❡❤r
❡✐♥ ❦r❡❛t✐✈❡r Pr♦③❡ss✱ ❞❡r ✈♦♥ ✈✐❡❧❡r❧❡✐ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡r ❱♦r❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❛✉s✲
❣❡❤t✳ ❊s ❦ö♥♥❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ♠✐t ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss❡♥ ❜❡✐♠ ❇✐❧❧❛r❞s♣✐❡❧❡♥ ♦❞❡r
♠✐t ❑ör♣❡r♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ▲✉❢t❦✐ss❡♥❜❛❤♥ s❡✐♥✱ ❞✐❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡♥
❇❡❣r✐✛❡ ✉♥❞ ■❞❡❡♥ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ r❡✐❢❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✐st ③✇❛r
✉♥❜❡str❡✐t❜❛r ❡✐♥❡ ❡r❣✐❡❜✐❣❡ ◗✉❡❧❧❡ ❞❡r ■♥s♣✐r❛t✐♦♥✳ ❩✉ P❤②s✐❦ ✇✐r❞ ❞❡r ❊r✲
❢❛❤r✉♥❣ss❝❤❛t③ ❛❜❡r ❡rst ❞✉r❝❤ ❞❡♥ Pr♦③❡ss ❞❡r ❆❜str❛❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ❣❡✐st✐❣❡♥
❉✉r❝❤❞r✐♥❣✉♥❣✳ ❉✐❡s❡♥ ❲❡❣ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐t ■❤♥❡♥ s❦✐③③❡♥❤❛❢t ♥❛❝❤✈♦❧❧③✐❡✲
❤❡♥✱ ✉♠ ❙✐❡ s♦ ✐♥ ❞❛s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❘❛❤♠❡♥✇❡r❦ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥✳
❲✐r ❜❡❣✐♥♥❡♥ ❞❛♠✐t✱ ❞❛ss ✇✐r ❡✐♥✐❣❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ●r✉♥❞❜❡❣r✐✛❡ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❞✐❡

✶✵✽
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✿ ✭❛✮ ▼ü♥③❡♥ s❝❤♥✐♣♣❡♥ ✭❜✮ ❑✉❣❡❧st♦ÿ♣❡♥❞❡❧

♠❛♥ ❛✉s ❞❡♥ ❡r✇ä❤♥t❡♥ s♣✐❡❧❡r✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❡①tr❛❤✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳

❙✉❜st❛♥③ ✉♥❞ ❩✉st❛♥❞✳ ❉✐❡ ♦❜❡♥ ❡r✇ä❤♥t❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❢ü❤r❡♥ ③✉❡rst
❡✐♥♠❛❧ ③✉r ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣✱ ❞❛ss ❡s ❡t✇❛s ❣✐❜t✱ ✇❛s s✐❝❤ ✕ ❥❡❞❡♥❢❛❧❧s ❞❡♠
❆✉❣❡♥s❝❤❡✐♥ ♥❛❝❤ ✕ ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt ✉♥❞ ❡t✇❛s✱ ✇❛s s✐❝❤ ä♥❞❡rt✿ ❉✐❡ ▼ü♥③❡♥
s❝❤❡✐♥❡♥ ✉♥s ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❣❧❡✐❝❤ ③✉ s❡✐♥✱ ❞✐❡ ❇✐❧❧❛r❞❦✉❣❡❧♥ ✉♥❞
❞✐❡ ❑ör♣❡r ❛✉❢ ❞❡r ▲✉❢t❦✐ss❡♥❜❛❤♥ ❛✉❝❤✳ ❉❛s✱ ✇❛s ✉♥s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐✲
s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ③✉ ❜❧❡✐❜❡♥ s❝❤❡✐♥t✱ ❢ä❧❧t ✉♥t❡r ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❙✉❜✲
st❛♥③ ✳ ❯♥❞ ❞❛♥♥ ❣✐❜t ❡s ❡t✇❛s✱ ❞❛s s✐❝❤ ♥❛❝❤ ✉♥s❡r❡r ❲❛❤r♥❡❤♠✉♥❣ ä♥❞❡rt✿
❞✐❡ ❖❜❥❡❦t❡ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ♦❢t s✐❣♥✐✜❦❛♥t ❛♥❞❡rs ❛❧s ✈♦r❤❡r✳
❉❛s✱ ✇❛s ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤ ✉♥❞ s♦♠✐t ♥✐❝❤t s✉❜st❛♥③✐❡❧❧ ✐st✱ ❢ä❧❧t ✉♥t❡r ❞❡♥ ❇❡✲
❣r✐✛ ❞❡s ❩✉st❛♥❞s✳ ❩✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❩✉st❛♥❞s ✐♥ ❞❡♥ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥
❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥✱ ❤✐❡r ❞❡s ❇❡✇❡❣✉♥❣s③✉st❛♥❞s✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡s❡ ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤✳ ■♥❞❡♠
♠❛♥ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t ❜③✇✳ ❡✐♥❡r ❙✉❜st❛♥③ ❞❡♥ ❲❡rt s❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
❛❧s ❊t✐❦❡tt ❛♥❤❡❢t❡t✱ ✐st ❞❡r ❩✉st❛♥❞ ❞❡r ❙✉❜st❛♥③ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✭❥❡❞❡♥❢❛❧❧s✱
✇❛s s❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛♥❜❡tr✐✛t✮✳ ❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉ ✉♥s❡r❡♠
❡rst❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❜③✇✳ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡✳ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐tsä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡ ❜③✇✳ ❙✉❜st❛♥③❡♥ st❡❧❧❡♥ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥
❞❛r✳

❙t♦ÿ✳ ❉✐❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡ P❤②s✐❦ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ♥❛❝❤✲
❢♦❧❣❡♥❞ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss❡♥ ❤❡r❛✉s❛r❜❡✐t❡♥✳ ❯♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❙t♦ÿ
✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ③❡✐t❧✐❝❤ ✉♥❞ rä✉♠❧✐❝❤
❡♥❣ ❜❡❣r❡♥③t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❛❜s♣✐❡❧t✳ ■♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ❣❡❞❛♥❦❧✐❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❣❡❤t s✐❡
✐♥st❛♥t❛♥ ✉♥❞ ❧♦❦❛❧ ✈♦♥st❛tt❡♥✳ ▲❛ss❡♥ ❙✐❡ ✐♥ ●❡❞❛♥❦❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ③✇❡✐
▼ü♥③❡♥ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t s❝❤r✉♠♣❢❡♥✳
❉❛♥♥ ❞❡♥❦❡♥ ❙✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ♥♦❝❤ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✇❡❣✱ s♦ ❞❛ss ❡s ❣❡✲
♥ü❣t✱ s✐❝❤ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ P✉♥❦t♦❜❥❡❦t❡
③✉ ❜❡❢❛ss❡♥✳ ❉❛♠✐t ❦♦♠♠t ♠❛♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ③✉r ▼♦❞❡❧❧s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥
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❙t♦ÿ❡s✱ ❞✐❡ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ✐r❣❡♥❞✲
❡✐♥❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐❞❡ ❖❜❥❡❦t❡ ✈♦r ❞❡r ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣
♠✐t ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss ❡❜❡♥❢❛❧❧s✳
❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ s✐♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❥❡❞♦❝❤ ♠❡✐st ❞❡✉t❧✐❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❛❧s
✈♦r❤❡r✳

❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▼ü♥③❡ ❆ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ③✉♥ä❝❤st r❡❧❛t✐✈ ③✉r
❚✐s❝❤♣❧❛tt❡ r✉❤❡♥❞❡ ▼ü♥③❡ ❇ s❝❤♥✐♣♣t✱ s♦ ❜❧❡✐❜t ❇ s♦ ❧❛♥❣❡ ✐♥ ❘✉❤❡✱ ❜✐s ❞✐❡
❜❡✐❞❡♥ ▼ü♥③❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❦♦♠♠❡♥✿ ❇ ❜❧❡✐❜t ✐♥ ❘✉❤❡✱ ❜✐s ❡✐♥❡
❯rs❛❝❤❡ ❤✐♥③✉❦♦♠♠t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ä♥❞❡rt✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ❙t♦ÿ✳
❇❡✐♠ ❙t♦ÿ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❇✱ s♦♥❞❡r♥
❛✉❝❤ ❞✐❡ ✈♦♥ ❆✦

❆❧❧❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❆rt ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣ ✈❡r❛❧❧✲
❣❡♠❡✐♥❡r♥✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ✈♦♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❛❜❤ä♥❣t✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥
❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡♥✿ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❜❡❡✐♥✢✉sst✱ s♦ ✇✐r❞ ❡s ❛✉❝❤
✉♠❣❡❦❡❤rt ✈♦♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❖❜❥❡❦t ❜❡❡✐♥✢✉sst✳ ❖❜❥❡❦t❡ ü❜❡♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ✇❡❝❤s❡❧✲
s❡✐t✐❣❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉s✳ ❉✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r✲
❦✉♥❣✱ ❤✐❡r ❞❡r ❙t♦ÿ✱ ✐st ❡✐♥❡ ❯rs❛❝❤❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡✐❞❡r
▼ü♥③❡♥ ③✉r ❋♦❧❣❡ ❤❛t✳

❙♦ ❧❛♥❣❡ ❦❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥tr✐tt✱ s❝❤❡✐♥t ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡s
❖❜❥❡❦t❡s r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ③✉ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ◆✉♥
♠❛❣ ♠❛♥ ❡✐♥✇❡♥❞❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ▼ü♥③❡ ❆ ❥❛ ❜❡r❡✐ts ✈♦r ❞❡♠
❙t♦ÿ stä♥❞✐❣ ä♥❞❡rt✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ✇✐r❞ ❥❛ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ✈♦r ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❡r❦❡♥♥❜❛r
❧❛♥❣s❛♠❡r✳ ❉❛s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❡r ❧❡✐❝❤t ❞❛❞✉r❝❤ ❡r❦❧är❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❲❡❝❤s❡❧✇✐r✲
❦✉♥❣❡♥ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ✇✐r ♦❜❡♥ ♥✐❝❤t ❜❡❛❝❤t❡t ❤❛❜❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥
③✇✐s❝❤❡♥ ▼ü♥③❡ ❆ ✉♥❞ ❞❡r ❚✐s❝❤♣❧❛tt❡✱ ❞❡r ▲✉❢t ✉s✇✳✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋♦✲
❦✉ss✐❡r✉♥❣ ✉♥s❡r❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✐♥ ❞❡♠ ✇✐r ♥✉r ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥
▼ü♥③❡♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ✐♠ ❇❧✐❝❦ ❤❛tt❡♥✱ ✉♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❣❡❜❧✐❡❜❡♥ s✐♥❞✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❤❡r❜❡✐❢ü❤r❡♥ ♠ö❝❤✲
t❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ♥✉r ③✇❡✐ ▼ü♥③❡♥ ❡①❦❧✉s✐✈ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✱ s♦ ♠✉ss
♠❛♥ ❞❛❢ür s♦r❣❡♥✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❛✉s❣❡✲
s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ✉♥❞ ✉♥t❡r ü❜❧✐❝❤❡♥ ❯♠✲
stä♥❞❡♥ ✐st ❞❛s ✐✳❆❧❧❣✳ s❝❤✇✐❡r✐❣✳ ❋r❡♠❞❡✐♥✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ③✉♠✐♥✲
❞❡st r❡❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠♠❛♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❆♥str❡♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r♥✐♠♠t✳
▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ❙t♦ÿ❡①♣❡r✐♠❡♥t ③✳❇✳ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❡✐✲
♥❡♠ ●❡❜✐❡t✱ ✐♥ ❞❡♠ s✐❝❤ s♦♥st ❦❡✐♥❡ ▼❛t❡r✐❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ▲✉❢t
❜❡✜♥❞❡t✱ ♦❞❡r ♠❛♥ ❦❛♥♥ ✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss stör❡♥❞❡r ❧❛♥❣r❡✐❝❤✇❡✐t✐✲
❣❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✭❣r❛✈✐t❛t✐✈✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤✱ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤✮ ③✉ ✉♥t❡r❞rü❝❦❡♥✱
✉s✇✳ P❤②s✐❦❡r ❤❛❜❡♥ s❡❤r ✈✐❡❧ P❤❛♥t❛s✐❡✳ ❙✐❡ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❡s
♥✐❝❤t ✇✐r❦❧✐❝❤ ♥öt✐❣ ✐st✱ ❞❡♥ ✐❞❡❛❧❡♥ ❋❛❧❧ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ③✉ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ✉♠ ③✉
❡✐♥❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ✈♦r③✉st♦ÿ❡♥✳ ❊s ❣❡♥ü❣t ✐❤♥❡♥✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡ ❙❡r✐❡
✈♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❛✉❢③❡✐❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✉♥❡r✇ü♥s❝❤t❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✈♦♥
❑ör♣❡r♥ ♠✐t ✐❤r❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ❞❡r Prä♣❛r❛t✐♦♥ ✐♠♠❡r
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✇❡✐t❡r r❡❞✉③✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣
❧ä✉❢t ❞❛♥♥ s❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤ ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉ss❛❣❡ ③✉✿

❯♥t❡r❧✐❡❣t ❡✐♥ ❑ör♣❡r ❦❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✱
❜❡❤ä❧t ❡r s❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❡✐✳

❲❛s P❤②s✐❦❡r ✐♥ ❞❡r Ü❜❡r③❡✉❣✉♥❣ ❜❡stär❦t✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✐❡s❡ ❆✉ss❛❣❡ ❛❧s
❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ●❡s❡t③ ❛♥❡r❦❡♥♥❡♥ ❞ür❢❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❑♦♠✲
♣❛t✐❜✐❧✐tät ❞❡r ❆✉ss❛❣❡ ♠✐t ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦✿ ❲❡♥♥ s✐❡ ✐♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐✲
❛❧s②st❡♠ ❣✐❧t✱ ❞❛♥♥ ❣✐❧t s✐❡ ❣❛♥③ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠
❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❛❧✐❧❡✐❦❧❛ss❡✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❜③✇✳ ❞❡r ❑✐✲
♥❡♠❛t✐❦ ✐st ❞✐❡s❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❆✉ss❛❣❡ ③✉r ❉②♥❛♠✐❦ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✇✐❞❡r✲
s♣r✉❝❤s❢r❡✐✳ ●❡♥❡r❡❧❧ ❣✐❧t✿ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐❤❡✐t ③✉♠ ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ✐st
❞✐❡ ✉♥❡r❧äss❧✐❝❤❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❢ür ❥❡♥❡ ❍②♣♦t❤❡s❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛❧s ♠ö❣❧✐❝❤❡
◆❛t✉r❣❡s❡t③❡ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ✐♥ ❊r✇ä❣✉♥❣ ③✐❡❤❡♥ ❞❛r❢✳ ❉✐❡s❡r ●r✉♥❞s❛t③ ✇✐r❞
✐♥ ❑❛♣✳ ✹✳✷ ♥♦❝❤ s❝❤❧❛❣❡♥❞ ✇❡r❞❡♥✳

❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡✳ ❊✐♥ ❙②st❡♠ ✐st ❡✐♥ ❛✉s ❊✐♥③❡❧✲
t❡✐❧❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡s ●❡s❛♠t❡s✳ ❊✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❜❡st❡❤t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉s
s❡✐♥❡♥ ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❛✉s s❡✐♥❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠✲
♣♦♥❡♥t❡♥✳ ❊✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐✲
s❝❤❡s ❖❜❥❡❦t✱ ❞❛s s✐❝❤ ❛✉s ❊✐♥③❡❧t❡✐❧❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥
✇✐r ❞✐❡s❡ ♦❢t ❛❧s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳ ❏❡❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❦❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ s❡❧❜st
t❡✐❧❜❛r s❡✐♥✱ ❞✳❤✳ s❡❧❜st ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛s s✐❝❤ s❡✐♥❡r✲
s❡✐ts ❛✉s ✭✒❦❧❡✐♥❡r❡♥✏✮ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❦❛♥♥ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛✲
❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ s❡❧❜st ✇✐❡❞❡r✉♠ ❚❡✐❧s②st❡♠ ❜③✇✳ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ✭✒❣röÿ❡r❡♥✏✮
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s s❡✐♥✳ ❉✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❚❡✐❧s②st❡♠ ✉♥❞ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♠
❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s②♥♦♥②♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❱♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❙②st❡♠❡✳ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✱ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡♥ ❙t♦ÿ✱ ❤❛❜❡♥ ✉♥✇❡✐❣❡r❧✐❝❤ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ③✉ t✉♥✳ ❉❛s s❛❣t s❝❤♦♥ ❞❡r ❇❡✲
❣r✐✛ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉s✳ ❲✐❧❧ ♠❛♥ ❞✐❡ ◆❛t✉r ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
❡r❢♦rs❝❤❡♥✱ ❞❛♥♥ ✐st ❡s ✉♥❡r❧äss❧✐❝❤✱ s✐❝❤ ❞❛r✉♠ ③✉ ❜❡♠ü❤❡♥✱ ♠ö❣❧✐❝❤st ❛❧❧❡
✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉ ❡r❢❛ss❡♥ ✉♥❞ ✐❤r ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ③✉
✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ♥✉r s❝❤✇❡r ❛✉s
❞❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥❞✉③✐❡r❡♥✳

❉❛s ✐st ❧❡✐❝❤t ❡✐♥③✉s❡❤❡♥✱ ❞❡♥♥ ♥❡❤♠❡♥ ✇✐r ❡✐♥♠❛❧ ❞❡♥ ❊①tr❡♠❢❛❧❧ ❛♥✱
❞❛ss ✇✐r ♥✉r ❡✐♥ ❡✐♥③✐❣❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ♠❡❤r❡r❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✲
❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❛❜❡r ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ♥✐❝❤t✳ ❙t❡❧❧❡♥ ✇✐r ✉♥s
❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦r✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ▼ü♥③❡ ♠✐t ✢✉♦r❡s③✐❡r❡♥❞❡r ❋❛r❜❡
❜❡str✐❝❤❡♥ ✇✉r❞❡ ✉♥❞ ♥✉r ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞✐❡s❡r s♦ ♠❛r❦✐❡rt❡♥ ▼ü♥③❡ ✉♥t❡r
❡✐♥❡r ❯❧tr❛✈✐♦❧❡tt✲▲❛♠♣❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür ✉♥s ✉♥❜❡❦❛♥♥t✱ s❡✐
❞✐❡s❡ ▼ü♥③❡ ❚❡✐❧ ❡✐♥❡s ❣r♦ÿ❡♥ ❙②st❡♠s ✈✐❡❧❡r ▼ü♥③❡♥✱ ❞✐❡ ❢ür ✉♥s ❛❧❧❡s❛♠t
✉♥s✐❝❤t❜❛r s❡✐❡♥✱ ❛❜❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐♥❡ s✐❝❤t❜❛r❡ ▼ü♥③❡ ❞✉r❝❤ ❙töÿ❡ ❡✐♥✇✐r❦❡♥✳
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❉❛♥♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ♠②st❡r✐ös❡ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡s ♠❛r❦✐❡rt❡♥ ❚❡✐❧✲
❝❤❡♥s ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ❛❜❡r ✇✐r ❦ö♥♥❡♥ s✐❡ ♥✐❝❤t ③✉ ✐r❣❡♥❞❡t✇❛s ✐♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣
s❡t③❡♥✳ ❉✐❡ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼ü♥③❡ ✇ür❞❡♥ ✉♥s ❣r✉♥❞❧♦s ✉♥❞ s♣✉❦✲
❤❛❢t ✈♦r❦♦♠♠❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✐st ❞❛s ❞✐❡ ❞❡♥❦❜❛r
✉♥❣ü♥st✐❣st❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♥ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥❢❛❝❤
♥✐❝❤ts ✐♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❜r✐♥❣❡♥✳

❲✐r ✇ü♥s❝❤❡♥ ✉♥s st❛tt❞❡ss❡♥ ❙✐t✉❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❝❤ ❡r❢♦rs❝❤❜❛r s✐♥❞✳
❉❡r ❣ü♥st✐❣st❡ ❋❛❧❧ ✐st✱ ✇❡♥♥ ❛❧❧❡ ✭✦✮ ❇❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐❞❡♥✲
t✐✜③✐❡r❜❛r ✉♥❞ ✐❤r❡ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❡r❢❛ss❜❛r s✐♥❞✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧
✉♠❢❛sst ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❛❧❧❡ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥❞ st❡❧❧t
❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❙②st❡♠ ❞❛r✳

P❤②s✐❦❡r str❡❜❡♥ ❞❡r ❜❡ss❡r❡♥ ❉✉r❝❤s❝❤❛✉❜❛r❦❡✐t ❤❛❧❜❡r ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ❛♥✱
❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❙②st❡♠ ❛✉❢ ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✱ ❞❛s ❛❧❧❡✐♥ ❛✉s ❞❡♥
✇✐r❦❧✐❝❤ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ✒❙♣✐❡❧♣❛rt♥❡r♥✏ ❜❡st❡❤t✱ ❛❧s♦ ❛✉❢
❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❙②st❡♠✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ N ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ s♦ ❦❧❡✐♥ ✇✐❡
♠ö❣❧✐❝❤ ✐st ✭s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✐st N ≥ 2✱ ❞❡♥♥ s♦♥st ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❢❛❝❤ ❦❡✐♥❡
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✮✳ ❊s ✐st ③✇❛r ♥✐❝❤t s❝❤ä❞❧✐❝❤✱ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✱ ❞❛s
❛✉s ♠❡❤r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡st❡❤t✱ ❛❜❡r ❡s ✐st ❡✐♥❢❛❝❤❡r✱ ▼♦❞❡❧❧❡ ③✉ ❞✐s❦✉t✐❡r❡♥✱ ✐♥
❞❡♥❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ✇✐r❦❧✐❝❤ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈♦r❦♦♠♠❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❢ü♥❢
▼ü♥③❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❚✐s❝❤ ❧✐❡❣❡♥ ❤❛t ✉♥❞ ♥✉r ❞r❡✐ ❞✐❡s❡r ▼ü♥③❡♥ ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss❡
♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞❛♥♥ ❣❡♥ü❣t ❡s✱ ❞✐❡s❡ ❞r❡✐ ▼ü♥③❡♥ ❛❧s ❞❛s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡
❙②st❡♠ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡s ❣❡♥ü❣t ❞❛♥♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❡ss❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❛✉s
N = 3 st❛ttN = 5 ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡st❡❤t✳ ❉❛s ✐st ✇✐❡ ✐♠ ❋✉ÿ❜❛❧❧✿ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❙♣✐❡❧❡r
❞✐❡ r♦t❡ ❑❛rt❡ ❜❡❦♦♠♠t ✉♥❞ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♠✐ts♣✐❡❧t✱ ❞❛♥♥ ❣❡♥ü❣t ❡s✱ s✐❝❤ ❞✐❡
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r ✷✶ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ❙♣✐❡❧❡r ❛♥③✉s❝❤❛✉❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡①③❡❧❧❡♥t❡r
◆ä❤❡r✉♥❣ ♥✉♥ ❞❛s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❙②st❡♠ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳

❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ♦❜❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ♠✉ss ♠❛♥ ✉✳❯✳ ❡rst ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡
Prä♣❛r❛t✐♦♥ ✭❑❛♣✳ ✶✳✺✮ ❡✐♥❡ ❣ü♥st✐❣❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❤❡r❜❡✐❢ü❤r❡♥✱ s♦ ❞❛ss ♠❛♥
❞❛♠✐t ❛✉s❦♦♠♠t✱ ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙②s✲
t❡♠ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞❛s ❛✉s ♥✉r ❣❛♥③ ✇❡♥✐❣❡♥ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥
❜❡st❡❤t✳ ❊rst ❞✉r❝❤ ❞✐❡ Prä♣❛r❛t✐♦♥✱ ❞✳✐✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ✇♦❤❧❞✉r❝❤❞❛❝❤t❡♥ ❊✐♥✲
❣r✐✛✱ ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥t✳
❉❡♥♥♦❝❤ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❞❛s ❛♥❣❡str❡❜t❡ ❩✐❡❧ ❡✐♥❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❑♦♥tr♦❧❧❡ ♦❢t
♥✉r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❡r ❘❡st✱ ❞❡♥ ③✉ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❡♥ ♠❛♥
❛✉❢❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛t✱ s♣✐❡❧t ❘♦✉❧❡tt❡ ✭③✉♠ ❇❡❣r✐✛ ❞❡s ❩✉❢❛❧❧s s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✻✮✳
■♥ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ Pr❛①✐s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞ ♥✉r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡
❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙②st❡♠ ③✉ t✉♥ ❤❛t✳
●❡♥❛✉ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙②st❡♠ ✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐♥
❡✐♥❡♠ ❛❜s♦❧✉t str❡♥❣❡♥ ❙✐♥♥❡ ❥❛ ♥✉r ❞❛♥♥ s♣r❡❝❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
✐s♦❧✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛♥♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥ ✐s♦❧✐❡rt❡s ❜③✇✳ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s
❙②st❡♠✳

■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✇✐❡ ▼ü♥③❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥
▲✉❢t ❛✉❢ r❛✉❡♥ ❚✐s❝❤♣❧❛tt❡♥ ❤✐♥✲ ✉♥❞ ❤❡r❣❡s❝❤♥✐♣♣t ✇❡r❞❡♥✱ s✐♥❞ ✐♠ ●r✉♥✲
❞❡ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ♦✛❡♥❡ ❙②st❡♠❡ ✉♥❞ ✇❡✐t ❞❛✈♦♥ ❡♥t❢❡r♥t✱ str❡♥❣ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡
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❙②st❡♠❡ ③✉ s❡✐♥✳ ❆❜❡r s❡❤r ♦❢t ❣❡❧✐♥❣t ❡s ❞❡♥♥♦❝❤✱ ❞✐❡ ❩❛❤❧ ❞❡r P❛rt♥❡r ♠✐t
r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❜❡✐trä❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ü❜❡rs❝❤❛✉❜❛r❡ ❆♥③❛❤❧ ❡✐♥③✉✲
❣r❡♥③❡♥✱ s♦ ❞❛ss ♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ③✉♠✐♥❞❡st ❢ür ❡✐♥❡ ❣❡✇✐s✲
s❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ q✉❛s✐✲✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠ ❛✉s❣❡❤❡♥ ❞❛r❢✳
❋ür ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❞✐❡s❡♥ ❋❛❧❧
❡✐♥❢❛❝❤ s❡t③❡♥✿ ❲✐r ✇❡r❞❡♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ✭q✉❛s✐✲✮✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s
●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ✈♦r❧✐❡❣t✱ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ü❜❡rs❝❤❛✉❜❛r ❦❧❡✐♥❡ ❩❛❤❧ ✈♦♥ N
✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❊①t❡♥s✐✈❡ ✭❛❞❞✐t✐✈❡✮ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❛✉s
▼❡♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❩❛❤❧ ✈♦♥ s✉❜st❛♥③✐❡❧❧❡♥ ✭❞✳✐✳ ✉♥✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥✮
❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❜❡st❡❤t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❛❧s ❆♥③❛❤❧ N ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ♣❤②s✐✲
❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳ ❙✐❡ ❣✐❜t ❛♥✱ ✇✐❡✈✐❡❧❡ s✉❜st❛♥③✐❡❧❧❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞✐❡
▼❡♥❣❡ ❡♥t❤ä❧t ✉♥❞ ✐st s♦♠✐t ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡✱ ❞✐❡ ✐♠ ●r✉♥❞❡ ❦❡✐♥❡
▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❦❡♥♥t✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❩ä❤❧❣röÿ❡ ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ▼❡ss❣röÿ❡✳

❊s ❧✐❡❣❡ ❡✐♥ ✐s♦❧✐❡rt❡s ❙②st❡♠ ● ♠✐t N ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈♦r✱ ❞✐❡ ♠✐t j = 1, . . . , N
❞✉r❝❤♥✉♠♠❡r✐❡rt s✐♥❞✳ ❉❡r❡♥ ③✉ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❩✉✲
stä♥❞❡ s❡✐❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ z1, z2, . . . , zN ❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛s ✐❤r❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ u1, u2, . . . , uN
r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ s❡✐♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ z = u✱ ❞✉r❝❤
❞✐❡ s✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇är❡ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ zj = uj
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞❡♥ ❲❡rt ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❢ür ❞❛s j✲t❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥✳ ❉❛s ●❡s❛♠t✲
s②st❡♠ ● ❦❛♥♥ s❡❧❜st ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ♥♦❝❤ ❣röÿ❡r❡♥ ❙❦❛❧❛ ❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥
● ❡✐♥❡s ü❜❡r❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s s❡✐♥✱ ✉♥❞ ❞❛s ✇✐r❢t ❞✐❡ ❋r❛❣❡
❛✉❢✱ ✇❡❧❝❤❡r ❲❡rt z

(G) ❞❡♠ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ● ❢ür ❜❡s❛❣t❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ z ③✉✲
③✉♦r❞♥❡♥ ✐st✳ ❲❡♥♥ ❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ u1, . . . , uN ❞❡r
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛♥❛❝❤ ❢r❛❣❡♥✱ ♦❜ ♠❛♥ ❞❛r❛✉s
❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u(G) ❛❜❧❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠✐t ❞❡r s✐❝❤ ● ❜❡✇❡❣t✳ ❉❛s ❧ässt
s✐❝❤ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛❧❧❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈♦♥ ●
♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❉✐❡ ❢ür ❛❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❡✐♥③✐❣
s✐♥♥✈♦❧❧❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u(G) ✐st ❞❛♥♥

u(G) = u1 = · · · = uN . ✭✹✳✶✮

Ü❜❡r ❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋❛❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❛❧❧❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ❥❡❞♦❝❤ ✈♦r❡rst ❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ tr❡✛❡♥✳

❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❢ür
❞✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ ❢ür ●❡s❛♠ts②st❡♠❡ ♣♦st✉❧✐❡rt✿ ❊✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡✱ ❢ür
✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❲❡rt z(G) ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❲❡rt❡ s❡✐♥❡r
❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜③✇✳ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ✐st✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❛❧s♦

z
(G) =

N∑

j=1

zj ✭✹✳✷✮

❣✐❧t✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡✳
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●❧✳ ✹✳✷ ❞❡✜♥✐❡rt ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❡✐♥❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ✭❜③✇✳ ❛❞❞✐t✐✈❡♥✮ ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉❛♠✐t ✐st ♥✐❝❤t ❣❡s❛❣t✱ ♦❜ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①✐st✐❡rt✱
♦❞❡r ❣❛r✱ ✇✐❡ s✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ●❧✳ ✹✳✷ ❧✐❡❢❡rt ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❛s ❑r✐t❡✲
r✐✉♠✱ ❛♥ ❞❡♠ s✐❝❤ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t✱ ♦❜ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛
❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❢ä❧❧t ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ♠ö❣❡♥ ❞✐❡
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✐❡♥❡♥✱ ❞✐❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞✐❡s❡s
❆❜s❝❤♥✐tts ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇✉r❞❡♥✳

❼ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ N ✐st tr✐✈✐❛❧❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳

❼ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u ✐st ✇❡❣❡♥ ●❧✳ ✹✳✶ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❦❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳

✹✳✷ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥

◆♦t❛t✐♦♥ ✭❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣✮✿ ❲❡♥♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❙töÿ❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r
✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✱ s♦ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ✐✳❆❧❧❣✳ ✐❤r❡ ❩✉stä♥❞❡✳ ❯♠ ❞✐❡ ❩✉stä♥❞❡
✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ③✉ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥
♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ü❜❡r❣❡st❡❧❧t❡ ❚✐❧❞❡ ✭̃ ✮ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❙♦
❜❡③❡✐❝❤♥❡t zj ③✳❇✳ ❞❡♥ ❲❡rt ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z ❞❡s j✲t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥s
✈♦r ✉♥❞ z̃j ❞❡♥❥❡♥✐❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ✳

▼✐t z s❡✐ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❱♦r
❡✐♥❡♠ ❙t♦ÿ ✐st ❞❡r ❲❡rt ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❣❡♠äÿ ●❧✳
✹✳✷ ❛❧s♦ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❲❡rt❡ s❡✐♥❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ
❡❜❡♥❢❛❧❧s✳ ❉❡r ❲❡rt

z̃
(G) =

N∑

j=1

z̃j

❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ♠✉ss ❛❜❡r ✐✳❆❧❧❣✳ ♥✐❝❤t ♠✐t ❞❡♠ ❲❡rt
z
(G) ✈♦r ❞❡♠ ❙t♦ÿ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❜❡s❝❤r❡✐✲
❜❡♥❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❢ür ❡✐♥❡♥
❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣st②♣ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ✇❡♥♥ ❛❧s♦
st❡ts

z
(G) = z̃

(G) ✭✹✳✸✮

❣✐❧t✱ ❞❛♥♥ ♥❡♥♥❡♥ ✇✐r ❞✐❡s❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ❞❡s ❡♥ts♣r❡✲
❝❤❡♥❞❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣st②♣s✳ ❉✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣

z
(G) =

N∑

j=1

zj =
N∑

j=1

z̃j = z̃
(G) ✭✹✳✹✮

✇✐r❞ ❛❧s ❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
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✹✳✷✳✶ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❞❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡♥

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▼ü♥③❡ ❆ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t uA ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡
r✉❤❡♥❞❡ ✭uB = 0✮ ▼ü♥③❡ ❇ st♦ÿ❡♥ ❧ässt✱ ❞❛♥♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❆
③✉r ❘✉❤❡ ❦♦♠♠t ✭ũA = 0✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ▼ü♥③❡ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
ũB = uA ❞❛✈♦♥❡✐❧t✳ ❉❛s ❡r✇❡❝❦t ❞❡♥ ❊✐♥❞r✉❝❦✱ ❛❧s ♦❜ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♥
❞❡r ❡✐♥❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ▼ü♥③❡ ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✇♦r❞❡♥ ✐st ♦❞❡r s♦✱ ❛❧s ♦❜ ❡✐♥❡
❆rt ✒❇❡✇❡❣✉♥❣s❣röÿ❡✏ ❢ür ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧✐❡❜❡✳ ➘❤♥❧✐❝❤❡ ❊r✲
❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ♠✐t ❞❡♠ ❑✉❣❡❧st♦ÿ♣❡♥❞❡❧ ♠❛❝❤❡♥ ✭❆❜❜✳
✹✳✶❜✮✳ ❱♦♥ s♦❧❝❤❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ✐♥s♣✐r✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥ ✉♥❞ ❞❛✲
♥❛❝❤ ❢r❛❣❡♥✱ ♦❜ ❡s ❡✐♥❡ ❡r❤❛❧t❡♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣röÿ❡ ❣✐❜t✱ s♦ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡
❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✹✳✸ ❛❧s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ◆❛t✉r❣❡s❡t③ ❢ür ❙töÿ❡ ❢♦r✲
♠✉❧✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛ss ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t s❡❧❜st ♥✐❝❤t ❞❛❢ür ✐♥ ❋r❛❣❡ ❦♦♠♠t✱
✐st s❝❤♦♥ ❞❡s❤❛❧❜ ❦❧❛r✱ ✇❡✐❧ ✐❤r ❞✐❡ ●r✉♥❞✈♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❢❡❤❧t✿ s✐❡ ✐st ❦❡✐♥❡
❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡✳

●❧✳ ✹✳✹ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ✐st✱ ❛❜❡r ✇✐❡ ✜♥❞❡t ♠❛♥ s♦
❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡❄ ❉❛s ✐st ♥✐❝❤t ❣❛♥③ ❡✐♥❢❛❝❤✳ ❲✐r ❜❡❣✐♥♥❡♥ ✉♥s❡r❡ ❙✉✲
❝❤❡ ❞❛♠✐t✱ ❞❛ss ✇✐r ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❞❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ ❊r✲
❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❛✉❢✇❡r❢❡♥✱ ❛❧s♦ ♥❛❝❤ ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐❤r❡r ❊①✐st❡♥③ ❢r❛❣❡♥✳
❲❡❧❝❤❡ ❑r✐t❡r✐❡♥ ♠✉ss ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡r❢ü❧❧❡♥✱ ❞❛♠✐t s✐❝❤
❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡ ✇✐❡ ●❧✳ ✹✳✸ ❛❧s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ◆❛t✉r❣❡s❡t③ ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥
❧ässt❄ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ◆❛t✉r❣❡s❡t③❡ ❞ür❢❡♥ ❥❡❞❡♥❢❛❧❧s ♥✐❝❤t ✐♠ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉♠
❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ st❡❤❡♥✳ ❲❛s ❞❛s ❢ür ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❤❛t✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ✉♥s
♥✉♥ ❛♥s❝❤❛✉❡♥✿

✶✳ ■st ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ z ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❛♥♥ ❤❛t
s✐❡ ❡s ✐♥ ❥❡❞❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ③✉ s❡✐♥✳ ▼✐t z1, . . . , zN s❡✐❡♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡
❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥❞ ♠✐t z(G) ❞❡r ❲❡rt ❞❡s s✐❝❤ ❞❛r❛✉s ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✲
❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥s ✭❞✳❤✳ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ●✮ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇✐❡ s✐❡ s✐❝❤ ❜❡✲
③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ❙ ❡r❣❡❜❡♥✱ ✉♥❞ ♠✐t z1➫, . . . , zN➫, z(G)➫ ❞✐❡
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s S➫✳ ❲❡♥♥ z

(G)

✐♥ ❙ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r N ❚❡✐❧❝❤❡♥❜❡✐trä❣❡ ✐st ✭●❧✳ ✹✳✷✮✱ ❞❛♥♥ ♠✉ss
❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡s ❛✉❝❤ ❢ür S➫ ❣❡❧t❡♥✱ ❛❧s♦

z
(G)➫ =

N∑

j=1

zj➫ . ✭✹✳✺✮

❲❡♥♥ ❞❛s ♥✐❝❤t s♦ ✇är❡✱ s♦ ✇är❡ z ❦❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ✐♥
❡✐♥❡♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✭❞✳❤✳ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞❡♠ ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ❣❡♥ü❣❡♥❞❡♥✮
❙✐♥♥❡✳

✷✳ ▼✐t T s❡✐ ❡✐♥ ●❡s❡t③ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ♠✐t ❞❡r ❞✐❡
❲❡rt❡ ❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z✱ ❞✐❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s
❙ ❣❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞✱ ✐♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ❜③✇✳ ✉♠❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥
❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s S➫
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❤❛t✳ ❋ür ❥❡❞❡♥ ❞❡r ❲❡rt❡ ✐♥ ●❧✳ ✹✳✺ s♦❧❧ ❛❧s♦ ❣❡❧t❡♥

zj➫ = T (zj) .

■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ s♦❧❧ ❛✉❝❤ ❢ür ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ z
(G)➫ = T (z(G)) ♠✐t ❞❡♠

❣❧❡✐❝❤❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ T ❣❡❧t❡♥✳ ❊s ✐st ❦❧❛r✱ ❞❛ss ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ T ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥ ✇✐r❞✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡ ✐♥
❞❡r ❋♦r♠ ✈♦♥ ●❧✳ ✹✳✹ ❣✐❧t ✉♥❞ ❞✐❡s ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ✭❞✳✐✳ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡s✮
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ●❡s❡t③ s❡✐♥ s♦❧❧✱ ❞❛♥♥ ♠✉ss ❡s ✐♥ S➫ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋♦r♠
❤❛❜❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✉ss ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S➫

z
(G)➫ =

N∑

j=1

zj➫ =

N∑

j=1

z̃j➫ = z̃
(G)➫ ✭✹✳✻✮

❧❛✉t❡♥✳

❉❛♠✐t ❦♦♠♠❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ③✉ ❡✐♥❡r ③❡♥tr❛❧❡♥ ❋♦r❞❡r✉♥❣✿ ❋ür ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦✲
③❡ss❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✉r ❞❛♥♥ ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ●❡s❡t③ ✐♥ ❋♦r♠ ❡✐♥❡r
❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡ ✭❞✳❤✳ ❡✐♥❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✮ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉✲
st❛♥❞s❣röÿ❡ z ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥✱ ✇❡♥♥ ❢ür ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡
❩✉st❛♥❞s✇❡rt❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❙ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②s✲
t❡♠ S➫ ✉♠❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

T




N∑

j=1

zj


 =

N∑

j=1

T (zj) =
N∑

j=1

T (z̃j) = T




N∑

j=1

z̃j


 ✭✹✳✼✮

❡r❢ü❧❧t ✐st✳ ❉❛s s❝❤rä♥❦t ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❢ür ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡
●r✉♣♣❡ ❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙ ✉♥❞ S➫ ❡✐♥✳
◆✉r ❢ür ❞✐❡s❡ ✐st ●❧✳ ✹✳✼ ♠ö❣❧✐❝❤✳

❋ür ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①✐st✐❡rt ♥✉r ❞❛♥♥ ❡✐♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✱ ✇❡♥♥ s✐❡
s✐❝❤ ❜❡✐♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❧✐♥❡❛r

tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt✦

❉✐❡s❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ st❡❧❧t ❣❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❡✐♥❡♥ ❡♥❣❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③❡♥ ❢ür äq✉✐✈❛❧❡♥t❡
❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❤❡r ✉♥❞ ✐st✱ ✇✐❡ ✇✐r ❣❧❡✐❝❤ s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❡✐♥❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣
✈♦♥ ❛✉ÿ❡r❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ❣r♦ÿ❡r ❚r❛❣✇❡✐t❡✳

■♥ ❞❡r Pr❛①✐s tr❡t❡♥ ♠❛♥❝❤♠❛❧ Pr♦❜❧❡♠❡ ❜❡✐ ❞❡r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ◆❛✲
t✉r❣❡s❡t③❡s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡ ❛✉❢✳ ❉✐❡s s♦❧❧ ③✉♠ ❆❜s❝❤❧✉ss ❞✐❡s❡s
❑❛♣✐t❡❧s ❛♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ✐❧❧✉str✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿

✶✳ ❊s ❦❛♥♥ s❡✐♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❛♥ ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❚❡✐❧✲
s②st❡♠❡ ♦❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❡♥t③♦❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉❛♥♥ s✐❡❤t
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❞❛s s♦ ❛✉s✱ ❛❧s ♦❜ ❞✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡ ✈❡r❧❡t③t ✇är❡ ✭❞✳❤✳ ♥✐❝❤t
③✉trä❢❡✮✳ ❉✐❡s❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ tr❛t ❤✐st♦r✐s❝❤ ③✳❇✳ ❜❡✐♠ β✲❩❡r❢❛❧❧ ❛✉❢✳ ❇❡✐
❞❡r ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s β✲❙♣❡❦tr✉♠s s❛❤ ❡s s♦ ❛✉s✱ ❛❧s ♦❜ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧✲
t✉♥❣ ✈❡r❧❡t③t ✇är❡✳ ❲♦❧❢❣❛♥❣ P❛✉❧✐ s❝❤❧✉❣ ③✉r ❘❡tt✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✲
❡r❤❛❧t✉♥❣ ✈♦r✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❞❛♠❛❧s ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡s ✉♥❞ ♥♦❝❤ ♥✐❡ ✐♥ ❊rs❝❤❡✐✲
♥✉♥❣ ❣❡tr❡t❡♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥ ♠üss❡✳ ❉✐❡s❡s ❡❤❡♠❛❧✐❣❡ ✒●❡✐st❡r✲
t❡✐❧❝❤❡♥✏ ✇✐r❞ ❤❡✉t❡ ◆❡✉tr✐♥♦ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❊r ♣♦st✉❧✐❡rt❡✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡s ❚❡✐❧✲
❝❤❡♥ ❛❧❧❡♥ ❞❛♠❛❧✐❣❡♥ ◆❛❝❤✇❡✐s♠❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦❡r ❡♥t❣❛♥❣❡♥ s❡✐
✉♥❞ ✇❡tt❡t❡ s♦❣❛r ✉♠ ❡✐♥❡ ❑✐st❡ ❙❡❦t✱ ❞❛ss ❡s ♥✐❡ ❣❡❧✐♥❣❡♥ ✇ür❞❡✱ ❞✐❡✲
s❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♥❛❝❤③✉✇❡✐s❡♥✳ ❇❡r❡✐ts ✷✻ ❏❛❤r❡ s♣ät❡r ✈❡r❧♦r ❡r ❞✐❡ ❲❡tt❡
✭❬❋r❛♥❦ ❈❧♦s❡✭✷✵✶✵✮❪✮✳
❊✐♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❧ässt s✐❝❤ ♥✉r ❢ür str❡♥❣ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❙②st❡♠❡ ❛✉❢✲
st❡❧❧❡♥✳ ❇❡✐ ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✐st ♥✉♥ ❡✐♥♠❛❧ ❧❡✐❞❡r ❛✉❝❤
❞✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣✳ ❲❡♥♥ ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳
✹✳✹✮ ❞❡r N ✲t❡ ❙✉♠♠❛♥❞ ❢❡❤❧t✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ✐❤♥ ♥✐❝❤t ❡r♠✐tt❡❧♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛♥♥
✐st ✐✳❆❧❧❣✳

N−1∑

j=1

zj 6=
N−1∑

j=1

z̃j ,

✇❡✐❧ ✐✳❆❧❧❣✳ ❥❛ ❛✉❝❤ zN 6= z̃N ❣✐❧t✳ ❲är❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ zN = z̃N ✱ ❤ätt❡ ❛❧s♦
❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s N ✲t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥s ❛♠ ❊♥❞❡ ❡✐♥❡s ❙t♦ÿ❡s ❞❡♥
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt ✇✐❡ ❛♠ ❆♥❢❛♥❣✱ ❞❛♥♥ ❤ätt❡ ♠❛♥ ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ❡✐♥ ❛✉s
N − 1 ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡s ❙②st❡♠ ❛❧s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱
❞❡♥♥ ❞❛s N ✲t❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✇är❡ ♥✐❝❤t ❛♥ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t
❣❡✇❡s❡♥✳

✷✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡ ❘❡✐❝❤✇❡✐t❡ ❤❛t ✭✇✐❡ ③✳❇✳ ❜❡✐ ❞❡r
●r❛✈✐t❛t✐♦♥✮✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ♥✐❡ ❞❛✈♦♥ s♣r❡❝❤❡♥✱
❞❛ss ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❙②st❡♠ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ♥✐❝❤t ❞❛r❛✉❢ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥✱ ❛❧❧❡✐♥❡ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ✉♥❞ ✐❤✲
r❡ P❧❛♥❡t❡♥ ❛❧s ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❙②st❡♠ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ✇❡✐❧ s❡❧❜st ❞✐❡
❡♥t❢❡r♥t❡st❡ ●❛❧❛①✐❡ ✐♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❥❡❞❡♠ ❞✐❡s❡r ❍✐♠♠❡❧s❦ör✲
♣❡r st❡❤t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧❡ ❤✐❧❢t ✉♥s ♠❡✐st ❞❡r ❣❧ü❝❦❧✐❝❤❡ ❯♠st❛♥❞✱ ❞❛ss
❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥❡s ❇❡✐tr❛❣s✱ ❞❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ s❡❤r ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡♥ ❖❜❥❡❦t
❤❡rrü❤rt✱ ✐✳❆❧❧❣✳ s♦ ❣❡r✐♥❣ ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✐❤♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥✲
s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥ ❞❛r❢✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛❧s♦ ♥✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡
✉♥❞ ✐❤r❡ P❧❛♥❡t❡♥ ❜❡s❝❤rä♥❦t✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ♠❛♥ ❡✐♥ q✉❛s✐✲✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s
❙②st❡♠ ❣❡✇ä❤❧t✱ ♠✐t ❞❡♠ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡r❤♦✛t✱ ❡✐♥❡ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡ ♣❤②s✐✲
❦❛❧✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳

❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ◆❛t✉r❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡♥ ✭❜③✇✳ ❊r❤❛❧✲
t✉♥❣ssät③❡✮ ✐st ❣❡♥❛✉ ❞❡s❤❛❧❜ s♦ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤✱ ✇❡✐❧ ❡s ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ❣❡♥ü❣t✱ ♥✉r
❡✐♥❡ ❜❡s❝❤rä♥❦t❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ N ❖❜❥❡❦t❡♥ ✉♥❞ ❇❡✐trä❣❡♥ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❞✐❡
③✉s❛♠♠❡♥ ❡✐♥ ③✉♠✐♥❞❡st q✉❛s✐✲✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❙②st❡♠ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡s
✇✐r❞ ❡r✇❛rt❡t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ●❧✳ ✹✳✹ ③✉♠✐♥❞❡st ❢ür ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r
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❣❡✇✐ss❡♥ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡s ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❇❡r❡✐❝❤s ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛❧s
❜r❛✉❝❤❜❛r❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❡r✇❡✐st✳

✹✳✷✳✷ ●r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦

▼✐t S➫ s❡✐ ❡✐♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❙ ❜❡✇❡❣t✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✲
str❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

uj➫ = T (uj)

✈♦♥ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t uj r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ③✉r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t uj➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉ S➫
❜❡❢♦❧❣t ❢ür ❞❛s j✲t❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❞❛s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡
●❡s❡t③ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❞✳✐✳ ●❧✳ ✸✳✸✾✮✳ ❲✐r ✇✐ss❡♥ ❛❧s♦
❣❛♥③ ❣❡♥❛✉✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❢ür ❞❛s j✲t❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥
③✉ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ ✐st✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✇❡❝❤s❡❧t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ♠✐t
❞❡r ❋♦r♠❡❧

uj➫ = T (uj) =
uj − v

1− uj · v/c2
.

❉❛ss ❞✐❡s❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r ✐st✱ stört ♥✐❝❤t✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ✐st ❥❛ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✳

◆✉♥ s✐♥❞ ✉♥s ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❜❡r❡✐ts ❧✐♥❡❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ■♥❡r✲
t✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❜❡❦❛♥♥t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❜✐s ❤✐❡r❤✐♥
♥✉r ❞❛③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❊r❡✐❣♥✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x0, x1) = (ct, x1)
③✉ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✳ ▼❛♥ ❞r❡❤t ♥✉♥ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❡♥ ❙♣✐❡ÿ ✉♠✱ ❣❡❤t ✈♦♥
❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▲♦r❡♥t③tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉s ✉♥❞ ❦♦♥str✉✐❡rt ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥✱
❞✐❡ ❞❛③✉ ❦♦♠♣❛t✐❜❡❧ s✐♥❞✿ ▼❛♥ ♣♦st✉❧✐❡rt ❛❧s♦✱ ❞❛ss ❡s ③✇❡✐ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❩✉✲
st❛♥❞s❣röÿ❡♥ z0 = p0 ✉♥❞ z1 = p1 ❣✐❜t✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❡rst❡r❡ ❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ x0 ✈♦♥
❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ♥✐❝❤t ❜❡tr♦✛❡♥ ✐st✱ ❛❧s♦ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r ✐st✱ ✉♥❞ p1 ❣❡♥❛✉s♦
✇✐❡ x1 ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ s❡✐♥ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✇❡❝❤s❡❧t ✭❛❧s♦ p1 → −p1
❜❡✐ ❡✐♥❡r ■♥✈❡rs✐♦♥✮ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡ ●röÿ❡ ✐st✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉ ●❧✳ ✸✳✹✹
✈❡r❧❛♥❣t ♠❛♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ p0 ✉♥❞ p1 ❣❡♠äÿ

p0➫ = γ(p0 − v · p1/c) ✭✹✳✽✮

p1➫ = γ(p1 − vp0/c) ✭✹✳✾✮

tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❯♠❦❡❤rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐❧t

p0 = γ(p0➫+ v · p1➫/c)
p1 = γ(p1➫+ vp0➫/c)

. ✭✹✳✶✵✮

❖❜✇♦❤❧ ✇✐r ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ü❜❡r ❞✐❡ ♣♦st✉❧✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ p0 ✉♥❞ p1
♥✐❝❤t ♠❡❤r ✇✐ss❡♥ ❛❧s ✐❤r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③✱ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r s✐❡ ❞❛♠✐t ❜❡r❡✐ts
❛❧s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❛♥s♣r❡❝❤❡♥✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ✇✉r❞❡♥ s♦ ❦♦♥str✉✐❡rt✱
❞❛ss s✐❡ ❞✐❡ ♠✐t ●❧✳ ✹✳✼ ❡r❤♦❜❡♥❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❡r❢ü❧❧❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r s♦✲
✇♦❤❧ ❢ür äq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❙ ✉♥❞ S➫✱ ❞✐❡ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r
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❜❡✇❡❣❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür s♦❧❝❤❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r
❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥✳

❆♥❛❧♦❣ ③✉ ●❧✳ ✸✳✺✵ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥❛❝❤r❡❝❤♥❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❢ür ❞✐❡s❡ ✭✈♦r❡rst
❤②♣♦t❤❡t✐s❝❤❡♥✮ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t

p20 − p21 = p0➫
2 − p1➫

2 = P 2 ✭✹✳✶✶✮

❡✐♥❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ▲♦r❡♥t③tr❛♥s❢♦r♠❛t✐✲
♦♥ ❣✐❜t✳ ❉❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❙❦❛❧❛r P 2 ✐st ❡✐♥ ✈♦♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡s
❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦✉♠ ❞❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❜③✇✳ ❞❡s ♣❤②s✐✲
❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦ts✳ ❊r ✐st ❡✐♥❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ ●röÿ❡✦

❆✉s ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t v ③✇✐s❝❤❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ♠✐t |v| < c ❡✐♥❡ ❖❜❡r❣r❡♥③❡ ❤❛t✳ ❉❡♥ ❋❛❧❧
|v| = c ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❤✐❡r ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❛✉s❦❧❛♠♠❡r♥ ✉♥❞ ✐❤♥ s♣ät❡r ✐♠ ❘❛❤♠❡♥
❡✐♥❡r ●r❡♥③❢❛❧❧❜❡tr❛❝❤t✉♥❣ |v| → c ❡rört❡r♥✳ ❉❛ P 2 ♣♦s✐t✐✈ ✐st ✉♥❞ s♦♠✐t
|p0| > |p1|✱ ❞❛r❢ ♠❛♥ ❛✉s ●❧✳ ✹✳✾ ❢♦❧❣❡r♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫ ❡①✐st✐❡rt✱
❞❛s s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ −1 < v/c < 1 r❡❧❛t✐✈
③✉ ❙ ❜❡✇❡❣t✱ ❞❛ss ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ p1➫ ❞❡♥ ❲❡rt
p1➫ = 0 ❤❛t✳ ❋ür ❥❡❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡✐♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠
S➫ ✜♥❞❡♥✱ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡s ❣✐❧t✿

p0➫ = P ✭✹✳✶✷✮

p1➫ = 0 . ✭✹✳✶✸✮

❇❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ s❡✐♥❡♥ ❩✉st❛♥❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❙✱ ❞❛s
s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ S➫ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t −v ❜❡✇❡❣t✱
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ●❧✳ ✹✳✶✵✿

p0 = P γ(v) ✭✹✳✶✹✮

p1 = (P/c) vγ(v) ✭✹✳✶✺✮

✉♥❞ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣t
v/c = p1/p0 ✭✹✳✶✻✮

❜③✇✳
p1 = (p0/c)v .

❘❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ●röÿ❡ P 2

❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❛❧s♦ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✳ ■st p1 =
0✱ s♦ r✉❤t ❡s r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙✳

❊✐♥❤❡✐t❡♥❦♦♥✈❡rs✐♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡r ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡♥✳ ●❧✳ ✸✳✸✽
❞❡✜♥✐❡rt ❞✐❡ ❘❛✉♠✴❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡ c ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❊✐♥✲
❤❡✐t✳ ❙✐❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ●röÿ❡ ❡✐♥♠❛❧ ❛❜✱ s♦
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡t✇❛s ♣r♦s❛✐s❝❤❡r s❛❣❡♥✱ ❞❛ss c ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ❛❧s ❡✐♥❡ ❡✐♥❤❡✐t❡♥✲
❜❡❤❛❢t❡t❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✐st✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❥❡❞❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ♠✐t ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r
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P♦t❡♥③ ✈♦♥ s♦ ❡✐♥❡r ❑♦♥st❛♥t❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ●röÿ❡ ❣❡✲
♥❡r✐❡r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✲✐♥❤❛❧t❧✐❝❤ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❤❛t ✇✐❡ ③✉✈♦r✱
❛❜❡r ✐♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳ ■♥ ●❧✳ ✸✳✹✸ ✇✉r❞❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡
✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ❙❡❦✉♥❞❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡ ❩❡✐t t ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ✐♥ ❞✐❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ x0 = ct ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ▼❡t❡r ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡
s♦ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❑♦♥st❛♥t❡ c ❞✐❡♥t ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t❡♥✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣✱ ♦❤♥❡
✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ t✐❡❢❡r❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ③✉ ❤❛❜❡♥✳

▼❛ss❡✱ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ P ❞✉r❝❤ ❞❡♥
❊✐♥❤❡✐t❡♥✲❑♦♥✈❡rs✐♦♥s❢❛❦t♦r c ❞✐✈✐❞✐❡rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ●röÿ❡

m = P/c , ✭✹✳✶✼✮

❞✐❡ ✇✐r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❛❧s ▼❛ss❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳ ❉❡r ❙❦❛❧❛r

E = p0c ✭✹✳✶✽✮

❡r❤ä❧t ❞❡♥ ◆❛♠❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❱❡❦t♦r p = p1 ✇✐r❞ ❦✉r③❡r❤❛♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥
◆❛♠❡♥ ■♠♣✉❧s ❣❡t❛✉❢t✳ ▼✐t ❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ●❧✳ ✹✳✶✹
✉♥❞ ●❧✳ ✹✳✶✺ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

E(v) = cp0(v) = mc2 γ(v) =
mc2√

1− v2/c2
✭❊♥❡r❣✐❡✮ ✭✹✳✶✾✮

p(v) = p1(v) = mv γ(v) =
mv√

1− v2/c2
✭■♠♣✉❧s✮ ✭✹✳✷✵✮

❛✉❢s❝❤r❡✐❜❡♥ ✉♥❞ ●❧✳ ✹✳✶✶ ❞✉r❝❤

m2c4 = E2 − p 2c2 ✭✹✳✷✶✮

❜③✇✳
E(p) =

√
m2c4 + p2c2 ✭✹✳✷✷✮

❛✉s❞rü❝❦❡♥✳
❉✐❡ ▼❛ss❡ m ❣❡❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐✲

❣❡ ●röÿ❡ P ③✉rü❝❦ ✉♥❞ ✐st ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❜③✇✳ ❛❜s♦❧✉t❡ ●röÿ❡ ❞❡s
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✳ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s s✐♥❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ r❡❧❛t✐✈❡ ●röÿ❡♥✱
✇❛s ♠❛♥ ❛✉s✇❡✐s❧✐❝❤ ●❧✳ ✹✳✶✾ ✉♥❞ ●❧✳ ✹✳✷✵ ❞❛r❛♥ ❡r❦❡♥♥t✱ ❞❛ss s✐❡ ✈♦♥ ❞❡r
❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ●❧✳ ✹✳✷✶ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ❣❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ●röÿ❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ✭❛❜s♦❧✉t❡♥ ✭✦✮✮ ▼❛s✲
s❡ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦t❡s ❤❡r✳ ❑❡♥♥t ♠❛♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ✐♥ ❡❣❛❧
✇❡❧❝❤❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❑ör♣❡rs ❛✉sr❡❝❤✲
♥❡♥✳ ❋ür ❛❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❡✐♥ ✉♥❞ ❞❡♥s❡❧❜❡♥
❲❡rt✱ ✉♥❞ ❞✐❡s❡r ✐st ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❑ör♣❡rs✳

❯♠ ❞❡♥ ●röÿ❡♥ E ✉♥❞ p ❡✐♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥ ③✉ ❣❡❜❡♥ ✭❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥
s✐♥❞ ❡s ❥❛ ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ❛❧s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥✮✱ ♠✉ss ♥✉♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥
♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ♠✐t ❞❡♠ ❞❡r ❡✐♥③✐❣❡ ♥♦❝❤ ❢r❡✐❡
P❛r❛♠❡t❡r m ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
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✹✳✷✳✸ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❛ss❡

❉✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡✐♥❡s ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥s ❢ür ❡✐♥❡ ●röÿ❡ ❜❡st❡❤t ✐♥ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥
✐❤r❡r ❊✐♥❤❡✐t ✉♥❞ ✐❤r❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✈❡r❢❛❤r❡♥s ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✸✮✳ ❲✐r ❣❡❤❡♥
❞❛❜❡✐ ✈♦♥ ❞❡r ♣❧❛✉s✐❜❧❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡ ❛✉s✱ ❞❛ss ③✇❡✐ ❑ör♣❡r✱ ❞✐❡ ❜✐s ❛✉❢ ❡✐♥❡
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛♥s♦♥st❡♥ ✐♥ ❥❡❞❡r ❍✐♥s✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤
s✐♥❞✱ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▼❛ss❡ ❤❛❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ❛❧s♦ ③✇❡✐ ❑ör♣❡r ❛✉s ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥
▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡st❡❤❡♥ ✭③✳❇✳ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ P❧❛t✐♥✲■r✐❞✐✉♠✲▲❡❣✐❡r✉♥❣✮✱ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡
❙tr✉❦t✉r ❤❛❜❡♥ ✭③✳❇✳ ❋❡st❦ör♣❡r s✐♥❞✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ●❡st❛❧t
❤❛❜❡♥ ✭③✳❇✳ ❩②❧✐♥❞❡r ♠✐t ✸✾♠♠ ❍ö❤❡ ✉♥❞ ❇r❡✐t❡✮✱ ❞❛♥♥ s♦❧❧ ❞❡r ❙❝❤❧✉ss
❡r❧❛✉❜t s❡✐♥✱ ❞❛ss ✐❤r❡ ▼❛ss❡ ❣❧❡✐❝❤ ✐st✱ ❡❣❛❧ ✇✐❡ s❝❤♥❡❧❧ s✐❡ s✐❝❤ ❜❡✇❡❣❡♥✳
❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s♦ ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❚r❡s♦r ✐♥ P❛r✐s ❛✉❢❜❡✇❛❤✲
r❡♥✱ ❑♦♣✐❡♥ ❞❛✈♦♥ ❛♥❢❡rt✐❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡s❡ Pr♦t♦t②♣❡♥ P ♠✐t ❞❡♠ ✐❤♥❡♥ ❡✐❣❡♥❡♥
Pr♦t♦t②♣✲❲❡rt P = mP c ü❜❡r❛❧❧ ❛✉❢ ❞❡r ❲❡❧t ❢ür ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③✉r ❱❡r❢ü✲
❣✉♥❣ st❡❧❧❡♥✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❦❡r③❡ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❈❛♥❞❡❧❛ ❞❛rst❡❧❧t❡
✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✸✮✱ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡s❡ ❑✐❧♦❣r❛♠♠✲Pr♦t♦t②♣❡♥ ❞❡r ❞❡✜♥✐t♦r✐s❝❤❡♥
▼❛ss❡ mP = 1kg ❞✐❡ ❙■✲▼❛ss❡♥❡✐♥❤❡✐t ❑✐❧♦❣r❛♠♠ ❞❛rst❡❧❧❡♥✿

[m] = Kilogramm = kg .

◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❛♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❑ör♣❡r ❳ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧
❜❡st❡❤t ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡ ❋♦r♠ ✉♥❞ ▼❛ÿ❡ ❤❛t✳ ❖❜ ❞✐❡ ▼❛ss❡ m ✈♦♥ ❳ ✉♥❞ ❞✐❡
▼❛ss❡ mP ✈♦♥ P ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥
❙t♦ÿ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❞✉r❝❤❢ü❤rt✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t
s♦❧❧t❡ ♠❛♥ s✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ❡t✇❛s ❢❛❝❤♠ä♥♥✐s❝❤❡r ❛✉s❢ü❤r❡♥ ❛❧s ❞❛s ✐♥
❆❜❜✳ ✹✳✶❛ ❣❡③❡✐❣t❡ ▼ü♥③❡♥s❝❤♥✐♣♣❡♥✱ ❛❜❡r ❡s ❣❡❤t ✉♠ ❞✐❡s❡❧❜❡ ■❞❡❡✿

■♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙ ❤❛❜❡ ❳ ✈♦r ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t vX
✉♥❞ P ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t vP ✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ s❡✐❡♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥
ṽX ❜③✇✳ ṽP ✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ❞❛r❢✱ s♦ ❜❡st❡❤t
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

mγ(vX) +mPγ(vP ) = m̃γ(ṽX) + m̃Pγ(ṽP ) . ✭✹✳✷✸✮

❍✐❡r s✐♥❞ m ❞✐❡ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❑ör♣❡rs ❳ ✉♥❞ mP ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s
Pr♦t♦t②♣s ✈♦r ❞❡♠ ❙t♦ÿ✱ m̃X s♦✇✐❡ m̃P ❥❡♥❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥
❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♠✐t ❞❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❙t♦ÿ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t
✉♥❞ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞❡♥ Pr♦t♦t②♣❡♥ P ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥
Pr♦t♦t②♣❡♥ P ✈❡r❣❧❡✐❝❤t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♣rü❢❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ❜❡✐ ❞❡♠ ❙t♦ÿ
✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❣❡❜❧✐❡❜❡♥ s✐♥❞ ✭✉♥❞ s♦♠✐t ✐♠ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❙✉❜st❛♥③❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✮✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❞❡r ❋❛❧❧
✐st✱ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❞❡♥ ❙t♦ÿ ❡❧❛st✐s❝❤✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ③✇❡✐❡r ▼❛ss❡♥ ❦❛♥♥ ❞❛♥♥
❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❑r✐t❡r✐✉♠ ✈❡r✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿

❉✐❡ ▼❛ss❡ ③✇❡✐❡r ❑ör♣❡r P ✉♥❞ ❳ ✐st ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ❣❧❡✐❝❤✱
✇❡♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❩✇❡✐❦ör♣❡rst♦ÿ ❢❡stst❡❧❧t✱ ❞❛ss

vP = ṽX ✉♥❞ vX = ṽP ✳
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❇❡✐ ❞❡r ❱❡r✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ③✇❡✐❡r ▼❛ss❡♥ ❦♦♠♠t ❡s ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡
❩❛❤❧❡♥✇❡rt❡ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ s❡❧❜st ❛♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❋❡stst❡❧✲
❧✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ❥❡✇❡✐❧s ③✇❡✐❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥✳ ❉❛❤❡r ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür
m ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ✉♥❞ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ st❡ts
❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ✭❛❜s♦❧✉t❡♥✮ ❲❡rt✱ ✇✐❡ ❡s ✈♦♥ ❞❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❥❛ ❛✉❝❤
❣❡❢♦r❞❡rt ✇✐r❞✳ ❉❛♠✐t ✐st ♥✉♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❛♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❞❡r ❇❛s✐s✲
❡✐♥❤❡✐t❡♥ ❞❡s ❙■✲❙②st❡♠s ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳ ❋❛ss❡♥ ✇✐r ❢ür ❑❛♣✳ ✶✕✸ ③✉s❛♠♠❡♥✿

●❡❜✐❡t ●röÿ❡ ❊✐♥❤❡✐t
❖♣t✐❦ ▲✐❝❤tstär❦❡ Iv ❈❛♥❞❡❧❛
❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❩❡✐t t ❙❡❦✉♥❞❡
❉②♥❛♠✐❦ ▼❛ss❡ m ❑✐❧♦❣r❛♠♠

❉✐❡ ❙■✲❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ E ❤❡✐ÿt ❏♦✉❧❡✿

[E] = Joule = kgm2 s−2 .

❉❡r ■♠♣✉❧s p ✇✐r❞ ✐♥
[p] = kgm/s

❣❡♠❡ss❡♥✳
❲❛s ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt ✇✉r❞❡✱ ✐st ❡✐♥❡ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥

Pr✐♥③✐♣s ❞❡r ▼❛ss❡♥❜❡st✐♠♠✉♥❣✱ ♥✐❝❤t ❛❜❡r ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ✇✐❡
s✐❡ ③✳❇✳ ✐♥ ❊✐❝❤❜ür♦s ♦❞❡r ✐♥ ❞❡r ❆❧❧tr❛❣s♣r❛①✐s ❛♥❣❡✇❛♥❞t ✇✐r❞✳ ❙❡✐t ✷✵✶✾
✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❡✐♥❤❡✐t ü❜❡r ❞❛s P❧❛♥❝❦s❝❤❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❛♥t✉♠ h ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱
❞❡ss❡♥ ❲❡rt ✉♥❞ ❊✐♥❤❡✐t ❛♥❛❧♦❣ ③✉r ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥ c ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❢❡st❣❡❧❡❣t ✐st✳ ❯♠ ❡✐♥❡♥ ▼❛ss❡♥♣r♦t♦t②♣❡♥ ❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥
▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❤❡r♥❡❤♠❡♥✱ ♠✐t ❞❡♠ ✈♦r ✷✵✶✾ ❞✐❡ ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡ h ❣❡♠❡ss❡♥
✇✉r❞❡ ✉♥❞ ✐♥ ❞❛s ♥❡❜❡♥ ▲ä♥❣❡♥✲ ✉♥❞ ❩❡✐t♠❡ss✉♥❣❡♥ ♥✉r ♥♦❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡
❡✐♥❣❡❤t✳ ❉✐❡s❡s ✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞❛♥♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ✐♥ ❞❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛♥✱
✉♠ ❜❡✐ ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡♠ h ♠✐tt❡❧s ▲ä♥❣❡♥✲ ✉♥❞ ❩❡✐t♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ③✉
❡r♠✐tt❡❧♥✳

●❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ P ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❛❜s♦❧✉t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ s❛❣t✱ ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦♥ ❤❛t ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ ✈♦♥ r✉♥❞ 1×10−30 kg✱ ❞❛♥♥ ✐st
❜❡✐ ❞✐❡s❡r ▼✐tt❡✐❧✉♥❣ s❝❤❧✐❝❤t ❡❣❛❧✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ s✐❝❤ ❞❡r ❙♣r❡✲
❝❤❡r ♦❞❡r ❞❡r ❍ör❡r ❞❡r ▼✐tt❡✐❧✉♥❣ ❜❡③✐❡❤t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❤ört✱ ❞❛ss ❞❡r P❧❛♥❡t
❡✐♥❡s ❢❡r♥❡♥ ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠s ❡✐♥❡ s♦ ✉♥❞ s♦ ❣r♦ÿ❡ ▼❛ss❡ ❤❛t✱ ❞❛♥♥ ❜r❛✉❝❤t
♠❛♥ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t rü❝❦❢r❛❣❡♥✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡s ❉❛t✉♠ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡③✐❡❤t
✭✉♠ ❡t✇❛ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❡✐♥❡s ❊r❞❡♥❥❛❤rs ä♥❞❡r♥❞❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t ③✉♠ ❢❡r♥❡♥ P❧❛♥❡t❡♥ ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ s❛❣t✱
❞❛ss s✐❝❤ ❡t✇❛s ♠✐t 5 km/h ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ❜❡✇❡❣t✱ ❞❛♥♥ ♠❛❝❤t ❞✐❡s❡ ❆♥❣❛❜❡
❡rst ❞❛♥♥ ❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡♠ ❍ör❡r ❦❧❛r ✐st✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠
s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❆♥❣❛❜❡ ❜❡③✐❡❤t✱ ❛❧s♦ ✇✐❡ ❞❛s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❞❡s ❙♣r❡❝❤❡rs
r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❞❡s ❍ör❡rs ♦r✐❡♥t✐❡rt ✐st ❜③✇✳ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡
■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❙♣r❡❝❤❡r ✉♥❞ ❍ör❡r ❜❡③✐❡❤❡♥✱ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥✲
❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥✳



❑❆P■❚❊▲ ✹✳ ❉❨◆❆▼■❑ ✶✷✸

❚r♦t③❞❡♠ ❤ä❧t s✐❝❤ ♥♦❝❤ ❤❡✉t❡ ✐♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▲❡❤r❜ü❝❤❡r♥ ❤❛rt✲
♥ä❝❦✐❣ ❞❛s ●❡rü❝❤t✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡ ✒❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▼❛ss❡✏ ❜③✇✳
✒❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼❛ss❡✏ ❣ä❜❡✳ ❉✐❡s❡ ❇❡❣r✐✛❡ rü❤r❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❢❛❧s❝❤❡♥
❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❤❡r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ P❤②s✐❦
♦r✐❡♥t✐❡rt ✭s✳ ❑❛♣✳ ✸✳✶✵✮✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡ ✒❣❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐ts❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▼❛ss❡✏✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ▼❛ss❡ ✈♦♥ ❞❡r ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❞✐❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥✱ ♠✐t ❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡
▼❛ss❡ ü❜❡r❤❛✉♣t ♠❡ss❡♥ ❦❛♥♥✳

▼❛t❡r✐❡✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❯r❦✐❧♦❣r❛♠♠s✱ ❞✳❤✳ ❞❡s ✐♥ P❛r✐s ❛✉❢❜❡✇❛❤rt❡♥
▼❛ss❡♥♣r♦t♦t②♣s✱ ✇✉r❞❡ ❛❧s ♣♦s✐t✐✈ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ♣♦s✐t✐✈❡♥
❲❡rt ✶ ❦❣✳ ❉❛♠✐t s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ▼❛ss❡♥ ♣♦s✐t✐✈✱ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♠ ♦❜❡♥
❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥✳ ❆❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t❡
♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡r ▼❛ss❡ ③ä❤❧❡♥ ③✉r ▼❛t❡r✐❡✳ ❉❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ E = mγ(v)c2 ✐st
s♦♠✐t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♣♦s✐t✐✈✳

✹✳✸ ❉✐❡ P♦st✉❧❛t❡ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦

❉❛ss ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❡①t❡♥s✐✈ ✐st✱ ✐st ❦❡✐♥❡ ❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤❦❡✐t✳
❉❛s ❙❝❤ö♥❡ ❛♥ ❞✐❡s❡♥ ●röÿ❡♥ ✐st✱ ❞❛ss s✐❡ ✉♥s ❣❡st❛tt❡♥✱ ❡✐♥ ❛✉s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛✉❢✲
❣❡❜❛✉t❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ s❡✐♥❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤✲
r❡♥✳ ❲❡♥♥ s✐❡ ❞❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥
♠❛♥ ♠✐t ✐❤♥❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♣r♦③❡ss❡ ❞✉r❝❤ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐✲
❜❡♥✳ ❉✐❡ ❱✐s✐♦♥✱ ❞✐❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧s ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ❧ässt s✐❝❤
♠✐t ❞❡r s❦❛❧❛r❡♥ ●röÿ❡ E✱ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✱ ✉♥❞ ❞❡r ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡♥ ●röÿ❡ p✱ ❞❡♠ ■♠✲
♣✉❧s✱ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ ✉♠s❡t③❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ●röÿ❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
❢ür ❥❡❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❛✉❢st❡❧❧❡♥✳ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥
❧❛✉❢❡♥ s♦ ❛❜✱ ❞❛ss ❢ür ❡✐♥ ✐s♦❧✐❡rt❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡
❙✉♠♠❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ■♠♣✉❧s❡ ❛❧❧❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥
❜❧❡✐❜t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❛❧s ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣s❜❛s✐s ❤❡r❛♥③✐❡❤t✱ ❞❛♥♥
❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ P♦st✉❧❛t❡ ❣rü♥❞❡♥✿

✶✳ P♦st✉❧❛t✿ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡
●röÿ❡✳ ❆❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❧❛✉❢❡♥ s♦ ❛❜✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡
E ❡✐♥❡s ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ❙②st❡♠s ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳
✷✳ P♦st✉❧❛t✿ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣✳ ❉❡r ■♠♣✉❧s ✐st ❡✐♥❡ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐✈❡
●röÿ❡✳ ❆❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❧❛✉❢❡♥ s♦ ❛❜✱ ❞❛ss ❞❡r ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s
p ❡✐♥❡s ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ❙②st❡♠s ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳
✸✳ P♦st✉❧❛t✿ ▼❛ss❡♥✐♥✈❛r✐❛♥③✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ❙②st❡♠s ✐st
❡✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡r ❙❦❛❧❛r✳ ❙✐❡ ✐st ❡✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡s ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦✉♠ ❞❡s ❙②st❡♠s✳

❏❡❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠ ❦❛♥♥ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞✐❡s❡r ❞r❡✐ P♦st✉❧❛t❡
❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡s❡ P♦st✉❧❛t❡ s✐♥❞ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ✉♥❞ ✐♥
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❣❡✇✐ss❡♠ ❙✐♥♥ ♠❡t❛♣❤②s✐s❝❤✱ ❞✳❤✳ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✇❡✐✲
t❡r ❜❡❣rü♥❞❜❛r✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡♥ ❆♥❧❛ss ❤❛t✱ ❛♥ ✐❤♥❡♥ ③✉ ③✇❡✐❢❡❧♥ ✉♥❞
s♦ ❧❛♥❣❡ ❦❡✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✐❤♥❡♥ ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✱ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❛♥
✐❤♥❡♥ ❢❡st❤❛❧t❡♥✳ ❙✐❡ ✇✉r❞❡♥ ❛✉s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✐♥❞✉③✐❡rt ✭③✳❇✳ ❛♥❛✲
❧♦❣ ③✉r ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❜❡✐♠ ▼ü♥③❡♥s❝❤♥✐♣♣❡♥✮ ✉♥❞ tr❛❣❡♥
❞❡s❤❛❧❜ ✐♠♠❡r ❞❡♥ ❱♦r❜❡❤❛❧t ✒❙♦✇❡✐t ✉♥s ❞✐❡ ◆❛t✉r ♥✐❝❤t ❡✐♥❡s ❇❡ss❡r❡♥
❜❡❧❡❤rt ✳✳✳✏✳ ❩✇❡✐❢❡❧ ❛♥ ❞❡♥ ❞r❡✐ P♦st✉❧❛t❡♥ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ❤❛t ❡s ✐♥ ❞❡r P❤②✲
s✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ✐♠♠❡r ✇✐❡❞❡r ❡✐♥♠❛❧ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❡r P❤✐❧♦s♦♣❤ ❲❧❛❞✐♠✐r ■❧❥✐ts❝❤
▲❡♥✐♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❞r❛♠❛t✐s❝❤❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡r P❤②s✐❦ s❡✐♥❡r
❩❡✐t ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ✭❬❲❧❛❞✐♠✐r ■❧❥✐ts❝❤ ▲❡♥✐♥✭✶✾✵✾✮❪✮✿

✒❉✐❡s❡ ❑r✐s❡ ✭❞❡r P❤②s✐❦✮ ❡rs❝❤ö♣❢❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❣r♦ÿ❡ ❘❡✲
✈♦❧✉t✐♦♥är ❘❛❞✐✉♠ ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋r❛❣❡ st❡❧❧❡✳
❆✉❝❤ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ Pr✐♥③✐♣✐❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ●❡❢❛❤r✳ ❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛s ▲❛✈♦✐s✐❡rs❝❤❡
Pr✐♥③✐♣ ♦❞❡r ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ▼❛ss❡ s❡✐ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✲
t❤❡♦r✐❡ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ✉♥t❡r❣r❛❜❡♥✳ ◆❛❝❤ ❞✐❡s❡r ❚❤❡♦r✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❆t♦♠❡ ✈♦♥
❦❧❡✐♥st❡♥ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡r ♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡r ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✭❊❧❡❦✲
tr♦♥❡♥✮ ❣❡❜✐❧❞❡t✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❣❡t❛✉❝❤t s✐♥❞✱ ❞✐❡ ✇✐r ➘t❤❡r ♥❡♥♥❡♥✳
❉✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❞❡r P❤②s✐❦❡r ❧✐❡❢❡r♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✱ ✉♠ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡ ▼❛ss❡ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❞❡r ▲✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✭✸✵✵✵✵✵ ❑✐❧♦♠❡t❡r ♣r♦ ❙❡❦✉♥❞❡✮
✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r✱ s✐❡ ❡rr❡✐❝❤t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥ ❉r✐tt❡❧ ❞✐❡s❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳
❯♥t❡r ❞✐❡s❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ♠✉ss ❡✐♥❡ ③✇❡✐❢❛❝❤❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♥s ✐♥ ❇❡✲
tr❛❝❤t ❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳✏

■♥ ❞❡r ❚❛t s❝❤✐❡♥ ❡s ❦✉r③ ♥❛❝❤ ❞❡r ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✇❡♥❞❡ s♦✱ ❛❧s ♦❜ ❞❛s
♥❡✉ ❡♥t❞❡❝❦t❡ ❘❛❞✐✉♠ ❡✐♥❡ ❣❡✇❛❧t✐❣❡ ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡ ❛✉s ❞❡♠ ◆✐❝❤ts ♣r♦✲
❞✉③✐❡rt❡✳ ▼❛♥ ❦♦♥♥t❡ ✇❡❞❡r ✐r❣❡♥❞✇❡❧❝❤❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❯♠sät③❡ ♥♦❝❤ ➘♥❞❡✲
r✉♥❣❡♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡rs ❛✉s✜♥❞✐❣ ♠❛❝❤❡♥✱ ❞❡♥❡♥ ♠❛♥
❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♣r♦❞✉❦t✐♦♥ ❤ätt❡ ③✉s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❇❡✐♠ β✲❩❡r❢❛❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠
❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ✈❡rs❝❤✇❛♥❞✱ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡r ❊♥❡r✲
❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢❣❡✇♦r❢❡♥✱ ❜✐s s✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ◆❡✉tr✐♥♦✲❍②♣♦t❤❡s❡ ✈♦♥
❲♦❧❢❣❛♥❣ P❛✉❧✐ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳

❇❡✐ ❞❡r s❝❤❡✐♥❜❛r❡♥ ▼❛ss❡♥③✉♥❛❤♠❡ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♥s ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t✱ ❞✐❡ ▲❡♥✐♥ ❡r✇ä❤♥t✱ s♣r✐❝❤t ❡r ❞✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ✶✾✵✶ ✉♥❞ ✶✾✵✺ ✭❛❧s♦ ✈♦r
❊✐♥st❡✐♥s ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✮ ✈♦♥ ❲❛❧t❡r ❑❛✉❢♠❛♥♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ❊①♣❡✲
r✐♠❡♥t❡ ❛♥✱ ❞❡r❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♥ ❑❛✉❢♠❛♥♥ ❞❛♠❛❧s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡
▼❛ss❡ ❣❡❞❡✉t❡t ✇✉r❞❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▼❛ss❡✳ ❙❡✐♥❡
❉❡✉t✉♥❣ st❡❤t ♥♦❝❤ ❢❡st ❛✉❢ ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ P❤②s✐❦✳ ❙❡✐t ❊✐♥✲
st❡✐♥s ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✇❡✐ÿ ♠❛♥ ❛❜❡r✱ ❞❛ss ❡s ❞✐❡s❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ✒r❡❧❛t✐✈✐s✲
t✐s❝❤❡ ▼❛ss❡♥③✉♥❛❤♠❡✏ ♥✐❝❤t ❣✐❜t✳ ■♥ ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ ✐st ❞✐❡ ▼❛ss❡
✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❤❛t ❛❧s♦ ❜❡✐ ❥❡❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt✳

❆♥❞❡rs ❛❧s ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❣✐❧t ❞❡r ▲❛✈♦✐s✐❡rs❝❤❡ ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧✲
t✉♥❣ss❛t③ ❤❡✉t❡ ❛❜❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛❧s ✇✐❞❡r❧❡❣t✳ ❉✐❡ ✈♦♥ ▲❡♥✐♥ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥
Pr♦❜❧❡♠❡ ❞❡r P❤②s✐❦ ✉♠ ❞✐❡ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✇❡♥❞❡ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦♥
▲✉❞✇✐❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ s❡✐♥❡r ❆✉s❡✐♥❛♥❞❡rs❡t③✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❑❛♥t✐❛✲
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❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶✿ ❉✐❡ P♦st✉❧❛t❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦
❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❉②♥❛♠✐❦

Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡
Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s
❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ■♥✈❛r✐❛♥③♣r✐♥③✐♣ ❞❡r ▼❛ss❡

♥✐s♠✉s ✉♥❞ ❞❡r P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡rs ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ✭❬▲✉❞✇✐❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥✭✶✾✵✺✮❪✮✿
✒❊❜❡♥s♦ ❢♦❧❣❡rt ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡r ❛✉s ❞❡♠ ❙❛t③ ✈♦♠ ③✉r❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ●r✉♥❞❡✱ ❞❛ss
❞❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦❧❛r ✇är❡✳ ●❡r❛❞❡ ü❜❡r ❞✐❡s❡s ●❡✲
s❡t③ ❤❛t ▲❛♥❞♦❧❞t ❱❡rs✉❝❤❡ ❛♥❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡s ❛♥❢❛♥❣s ③✉ ✇✐❞❡r❧❡❣❡♥ s❝❤✐❡✲
♥❡♥✳ ❍❡✉t❡ s❝❤❡✐♥t ❡s ❢r❡✐❧✐❝❤ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❡r✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✐❡s❡♠ ●❡s❡t③ ♥✐❝❤ts
✇❡r❞❡♥ ❛♥❤❛❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❧❧❡✐♥ ❡s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✉♠ ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ❞❡r
❱❡rs✉❝❤❡✱ ✈✐❡❧♠❡❤r ❜❧♦ÿ ❞❛r✉♠✱ ♦❜ ü❜❡r❤❛✉♣t ❱❡rs✉❝❤❡ ❞✐❡ ▼❛❝❤t ❤ätt❡♥✱
❞❛s ●❡s❡t③ ③✉ ✇✐❞❡r❧❡❣❡♥ ♦❞❡r ♦❜ ❞✐❡ ▲♦❣✐❦ ❞❡♠ ❩❡✐❣❡r ❞❡r ❲❛❛❣❡ ▲❛♥❞♦❧❞ts
s❡✐♥❡♥ ❲❡❣ ✈♦rs❝❤r❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥✳✶

❩✉♠ ③✇❡✐t❡♥ s✐♥❞ ❩✇❡✐❢❡❧ ❛♥ ❞❡r ❘✐❝❤t✐❣❦❡✐t ❞✐❡s❡s ●❡s❡t③❡s ❣❡❧❡❣❡♥t❧✐❝❤
❜❡✐♠ ❘❛❞✐✉♠ ❛✉❢❣❡t❛✉❝❤t✳ ■❝❤ ❜✐♥ ü❜❡r③❡✉❣t✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ❞❛s
●❡s❡t③ ❜❡stät✐❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆❜❡r ❡s ✐st ❞❛s ❡✐♥ ❇❡✇❡✐s✱ ❞❛ss ❡s ❦❡✐♥ ❛♣r✐♦✲
r✐s❝❤❡s ●❡s❡t③ ✐st✳ ❲❡♥♥ ❡s ♥✐❝❤t ❣❡❧t❡♥ ✇ür❞❡✱ ❦ö♥♥t❡♥ ✇✐r ✈♦♠ ❧♦❣✐s❝❤❡♥
❙t❛♥❞♣✉♥❦t❡ ♥✐❝❤ts ❡♥t❣❡❣♥❡♥✳✏

❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❤❛t ❞✐❡ ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐täts✲
t❤❡♦r✐❡ ü❜❡r❧❡❜t✱ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♥✐❝❤t✳ ❯♥s❡r ❤❡✉t✐❣❡s ❱❡r✲
stä♥❞♥✐s ❧ässt s✐❝❤ ♣rä❣♥❛♥t s♦ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥✿

❼ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

❼ ❉✐❡ ▼❛ss❡ ✐st ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❡r❤❛❧t❡♥✳

▼✐t ❞❡♥ ❞r❡✐ P♦st✉❧❛t❡♥ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞r❡✐ P♦st✉❧❛t❡♥ ❞❡r ❉②✲
♥❛♠✐❦ ✐st ❞❛s ❛①✐♦♠❛t✐s❝❤❡ ●❡rüst ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
✭s✳ ❚❛❜✳ ✹✳✶✮✳ ❉✐❡ t✐❡❢❡r❡ ❯rs❛❝❤❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡rs❡✐ts s♦✇✐❡ ❞❡♠ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❞❡♠ ■♠♣✉❧s ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❧✐❡❣t
❛✉s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●röÿ❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③✲
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜③✇✳ ❙②♠♠❡tr✐❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✳

✹✳✹ ❑✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

✹✳✹✳✶ ❘✉❤❡s②st❡♠

❊✐♥ ✐s♦❧✐❡rt❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ● ❜❡st❡❤❡ ❛✉s N ❚❡✐❧❝❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❡✲
r❡♥ ■♠♣✉❧s❡ ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ❙ ❜❡❦❛♥♥t
s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ❦❡♥♥t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞❡♥ ■♠♣✉❧s p ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ✈♦♥ ●✱ ❞❡♥♥ s✐❡
s✐♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ■♠♣✉❧s❡ ❜③✇✳ ❊♥❡r❣✐❡♥ s❡✐♥❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥✳

✶❍❛♥s ❍❡✐♥r✐❝❤ ▲❛♥❞♦❧t ✐st ✉✳❛✳ ❢ür s❡✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡♥✇❡r❦ ▲❛♥❞♦❧❞t✲❇ör♥st❡✐♥ ❜❡rü❤♠t✳
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❲❡♥♥ s✐❝❤ ■♠♣✉❧s❡ ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ s②st❡♠✐♥t❡r♥
❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♣r♦③❡ss❡ ä♥❞❡r♥✱ s♦ ❜❧❡✐❜❡♥ p ✉♥❞ E ✉♥✈❡rä♥✲
❞❡rt✱ ❞❡♥♥ ❡s s✐♥❞ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞❛s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠
✇❡❝❤s❡❧t✱ ✐st ❞❛s ❛♥❞❡rs✳ ❉❛♥♥ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡s ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s❡s p
❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ E✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ❤ä♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥
❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❜❡♥✳

❩✉r ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ●❡s❛❣t❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❡✐♥ ✐s♦❧✐❡rt❡s ♣❤②s✐✲
❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ●✱ ❞❛s ♥✉r ❛✉s N = 2 ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡st❡❤t✳ ❉❡r❡♥
▼❛ss❡♥ s❡✐❡♥ mA ✉♥❞ mB✱ ✐❤r❡ ■♠♣✉❧s❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ■♥✲

❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫ s❡✐❡♥ pA➫ ❜③✇✳ pB➫ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ EA➫ =
√

m2
Ac

4 + c2pA➫2

❜③✇✳ EB➫ =
√

m2
Bc

4 + c2pB➫
2✳ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ● s✐♥❞

❞❛♥♥✷

E➫ = EA➫+ EB➫ ✭✹✳✷✹✮

p➫ = pA➫+ pB➫ . ✭✹✳✷✺✮

❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱
s♦ ä♥❞❡r♥ ❞✐❡s❡ ✇❡❞❡r p➫ ♥♦❝❤ E➫✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡s❡ s✐♥❞ ❥❛ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥✳
■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡r ❑♦♥st❛♥③ ✈♦♥ p➫✱ ❞❛ss s✐❝❤ ✐s♦❧✐❡rt❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
❙②st❡♠❡ ❢ür ❛❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ st❡ts ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ✉♥❞ ♦❤♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣sä♥❞❡✲
r✉♥❣ ❜❡✇❡❣❡♥✳

❉✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ p➫ ✉♥❞ E➫ s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ r❡❧❛t✐✈✦ ■❤r❡ ❲❡rt❡ ❤ä♥❣❡♥
✈♦♥ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ❛❜ ✉♥❞ s✐♥❞ s♦♠✐t ③✉♠ ❚❡✐❧ ✉♥♣❤②s✐❦❛✲
❧✐s❝❤✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡ ✈♦♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✈❡r✉rs❛❝❤t❡ ➘✉ÿ❡r❧✐❝❤❦❡✐t ✒✇❡❣✲
tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✏✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❥❡♥❡s s♣❡③✐❡❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❙ ❛✉s✇ä❤❧t✱ ❢ür
✇❡❧❝❤❡s p = 0 ❣✐❧t✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ❙②st❡♠✱ ✇♦ ❞❡r ■♠♣✉❧s ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳ ❉✐❡s❡s s♣❡✲
③✐❡❧❧❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ✐st ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ✈♦♥ ●✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E(p = 0)✱ ❞✐❡
❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❜❡s✐t③t✱ ✐st s❡✐♥❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
U = E(p = 0)✳ ❙✐❡ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇❛s ♠❛♥ ✉♥t❡r ❞❡r ▼❛ss❡ m ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s
③✉ ✈❡rst❡❤❡♥ ❤❛t ✭●❧✳ ✹✳✷✷✮✿

m = E(p = 0)/c2 = U/c2 .
❉✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ● ✐st s♦♠✐t ❡✐♥❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡r ▲♦r❡♥t③tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❘❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ S➫✱ ❞❛s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t −v
r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❙ ❜❡✇❡❣t✱ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ● ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
+v ✉♥❞ ❤❛t ❞♦rt ❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡

E➫ =
√
m2c4 + c2p➫2 =

mc2√
1− v2/c2

.

✷ ●röÿ❡♥ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡ ✐❝❤ ♥✉r ❞❛♥♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❙②♠❜♦❧ ●✱
✇❡♥♥ ❡s ❛✉s ●rü♥❞❡♥ ❞❡r ❑❧❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤ ✐st✳ ❉❛♥♥ s❝❤r❡✐❜❡ ✐❝❤ ③✳❇✳ EG➫ ❢ür ❞✐❡
❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s S➫✳ ❖❢t s❝❤r❡✐❜❡ ✐❝❤ ❛❜❡r ♥✉r E➫

❢ür EG➫✱ ✇❡♥♥ ❛✉s ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❦❧❛r ✐st✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ●röÿ❡ ❛✉❢ ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠
❜❡③✐❡❤t✱ ❞✳❤✳ ❞❛♥♥ ❧❛ss❡ ✐❝❤ ✇✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✹✳✷✹ ✉♥❞ ✐♥ ●❧✳ ✹✳✷✺ ❞❡♥ ■♥❞❡① G ❡✐♥❢❛❝❤ ✇❡❣✳
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❉✐❡s❡ ✐st ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E = U ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❘✉❤❡s②st❡♠✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③

E➫− U =

√
m2c4 + c2p➫2 −mc2 ✭✹✳✷✻✮

✐st ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥ ❆rt❡❢❛❦t✱ ❞❛s ❛✉s ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s r❡s✉❧t✐❡rt ✉♥❞
❞❡♠ ❦❡✐♥❡ ❡❝❤t❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ③✉❦♦♠♠t✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❞❡s❤❛❧❜ ❛✉❝❤
ä✉ÿ❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ● ❣❡♥❛♥♥t✳ ■♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ✈❡r✲
s❝❤✇✐♥❞❡t ❞✐❡ ä✉ÿ❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❡s ✈❡r❜❧❡✐❜t ♥✉r ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ r❡❧❡✈❛♥t❡
❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❙②st❡♠s✱ ♥ä♠❧✐❝❤ s❡✐♥❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡✿

■♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡

U = mc2
✭✹✳✷✼✮

❉❛ss ♠❛♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●röÿ❡ ♠✐t ▼❛ss❡ ❜③✇✳ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✇❡✐ ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ◆❛♠❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛t✱ ✐st ❤✐st♦r✐s❝❤ ❜❡❞✐♥❣t✳ ❖❜ ♠❛♥ s✐❡ ✐♥ ❏♦✉❧❡
♦❞❡r ❑✐❧♦❣r❛♠♠ ♠✐sst✱ ✐st ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ✈✐❡❧ ❛♥❞❡rs✱ ✇✐❡ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❲är♠❡ ✐♥
❏♦✉❧❡ ♦❞❡r ❑✐❧♦❦❛❧♦r✐❡ ♠✐sst✳

✹✳✹✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

❍✐❡r s♦❧❧ ❡✐♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛s ③✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ♥✉r
❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ♠✐t ❞❡♥ ▼❛ss❡♥ mA = UA/c

2 ✉♥❞ mB = UB/c
2

❜❡st❡❤t✳ ❆❧s ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❢ür ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥
■♠♣✉❧s pA➫ ♦❞❡r ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t vA➫ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ S➫
❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥ ✉♥❞ s♦ s❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ EA➫ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ s❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡
EA➫ ✉♥❞ s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ UA ✇✐r❞ ❛❧s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

Ekin,A➫ = EA➫− UA ✭✹✳✷✽✮

❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ❆ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ♦❜ ♠❛♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥ ■♠♣✉❧s pA➫ ♦❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t vA➫ ❛✉s❣❡s✉❝❤t ❤❛t✱
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡♠äÿ

Ekin,A➫(pA➫) =
√
m2

Ac
4 + c2pA➫

2 −mAc
2 ✭✹✳✷✾✮

♦❞❡r

Ekin,A➫(vA➫) = [γ(vA➫)− 1]mAc
2 . ✭✹✳✸✵✮

❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ●❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✐st ✭♥❡❜❡♥ ❞❡r ▼❛ss❡ mA✮ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡✲
③✉❣ss②st❡♠ S➫ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t vA➫ ❜❡❦❛♥♥t✳ ❉❛❤❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t
♠❛♥ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♠❡✐st ●❧✳ ✹✳✸✵✳ ❉✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥
❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ❇ s♦✇✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ● s✐♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡✲
✜♥✐❡rt✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡s ❞✐❡s❡r ❖❜❥❡❦t❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ S➫ r✉❤t✱ s✐♥❞ s♦✇♦❤❧ s❡✐♥❡ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ s❡✐♥ ■♠♣✉❧s ❛❧s ❛✉❝❤ s❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞✲
❧✐❝❤ ♥✉❧❧✳
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❉✐❡ ❛✉s s❡✐♥❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin➫ ✉♥❞ s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U
✭✐♥✈❛r✐❛♥t✦✮ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡

E➫ = Ekin➫+ U
= EA➫+ EB➫

= Ekin,A➫+ UA + Ekin,B➫+ UB

❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆
✉♥❞ ❇ s♦✇✐❡ ✐❤r❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❉✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
Ekin➫ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ✐st ✐❞❡♥t✐s❝❤ ♠✐t s❡✐♥❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t
❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✲❆rt❡❢❛❦t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ✒✇❡❣tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✏✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥
s✐❝❤ ✐♥ ❞❛s ❤✐❡r ♠✐t ❙ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❘✉❤❡s②st❡♠ ✈♦♥ ● ❜❡❣✐❜t✳ ❉♦rt ✐st Ekin = 0
✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡st❡❤t ♥✉r ♥♦❝❤ ❛✉s s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

U = mc2 = EA + EB = Ekin,A + UA + Ekin,B + UB , ✭✹✳✸✶✮

✇♦❜❡✐ ❤✐❡r Ekin,A = [γ(vA) − 1]mAc
2 ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆

✉♥❞ vA s❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❙ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s
● ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✭❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡s ❢ür ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❇✮✳

❲ä❤r❡♥❞ ❡s ✐♠♠❡r ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s
✇❡❣③✉tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✱ ✐st ❡s ✐✳❆❧❧❣✳ ✉♥♠ö❣❧✐❝❤✱ ❡✐♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ③✉ ✜♥❞❡♥✱
❜③❣❧✳ ❞❡♠ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❛❧❧❡r s❡✐♥❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ s✐♠✉❧t❛♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥✲
❞❡♥✳ ■♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❙ ✐st ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ❜❧♦ÿ
❡✐♥ ❆rt❡❢❛❦t ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❜③✇✳ ❞❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s✱ s♦♥✲
❞❡r♥ s✐❡ ❤❛t t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✿ ❉✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✲
❜❡✐trä❣❡ Ekin,A ✉♥❞ Ekin,B ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ s✐❡ ✐♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❙ ❤❛❜❡♥✱ s✐♥❞
❛✉t❤❡♥t✐s❝❤❡ ❇❡✐trä❣❡ ③✉r ✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ●✳

❼ ❉✐❡ ✐♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡
Ekin,A ✉♥❞ Ekin,B ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ③ä❤❧❡♥ ③✉
s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U ✉♥❞ s✐♥❞ ❞❛♠✐t ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥✳

❼ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ vA ❜③✇✳ vB ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s
❘✉❤❡s②st❡♠s s✐♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②s✲
t❡♠s✳

❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥✿ G(I) ✉♥❞ G(II) s❡✐❡♥ ③✇❡✐ ●❡s❛♠t✲
s②st❡♠❡✳ ❏❡❞❡s ❡♥t❤❛❧t❡ ③✇❡✐ ❚❡✐❧❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡♥ ❛❧❧❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ s❡✐❡♥
❣❧❡✐❝❤✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ✐❤r❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❘✉❤❡s②st❡♠s ♠ö❣❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥ G(II)

❡♥t❤❛❧t❡♥❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛❜❡r s❝❤♥❡❧❧❡r ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❤ö✲
❤❡r❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❤❛❜❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ▼❛ss❡ m(II) ❞❡s
❙②st❡♠s G(II) ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ▼❛ss❡ m(I) ✈♦♥ G(I)✳

❆♥♠❡r❦✉♥❣ ③✉r ❲är♠❡✿ ■♠ ❇❛♥❞ ❘P❑✷ ✇❡r❞❡♥ ❙✐❡ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞❛s
❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❲är♠❡ ❦❡♥♥❡♥❧❡r♥❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❲är♠❡ ❡✐♥❡s ③✳❇✳
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✐♥ ❡✐♥❡ ❋❧❛s❝❤❡ ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ●❛s❡s ❛❧s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ s❡✐♥❡r
✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❛t♦♠❛r❡♥ ❇❡st❛♥❞t❡✐❧❡ ❣❡❞❡✉t❡t ✇✐r❞✳
❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛s ●❛s ❡r✇är♠t✱ s♦ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❢♦❧❣❧✐❝❤ s❡✐♥❡ ▼❛ss❡ ✭✉♥❞
❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡r ❞❛s ●❛s ❡♥t❤❛❧t❡♥❞❡♥ ❋❧❛s❝❤❡✮✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥
❞✐❡s❡ ❋♦❧❣❡r✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ③✉✈♦r ●❡s❛❣t❡♥ ✈ö❧❧✐❣ ❦♦rr❡❦t ✐st✱ s♦ ❜❧❡✐❜t
s✐❡ ❡❤❡r ❤②♣♦t❤❡t✐s❝❤✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✐st s♦ ✇✐♥③✐❣ ❦❧❡✐♥✱
❞❛ss s✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ♥✐❝❤t ✈❛❧✐❞❡ ♥❛❝❤✇❡✐s❜❛r ✐st ✭s✳ ❑❛♣✳ ✺✳✷✳✶✮✳

✹✳✹✳✸ ❘✉❤❡s②st❡♠ ✉♥❞ ▲❛❜♦rs②st❡♠

❋ür ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ❤❛t ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ❙ ❞❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss
♠❛♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ✒✉♥♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥✏ ä✉ÿ❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin➫ ❤❡r✉♠♣❧❛✲
❣❡♥ ♠✉ss✳ ❋ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✲ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❣✐❧t ❤✐❡r ❡✐♥❢❛❝❤

E = U = Ekin,A +mAc
2 + Ekin,B +mBc

2 ✭✹✳✸✷✮

p = pA + pB = 0 . ✭✹✳✸✸✮

■♥ ❥❡❞❡♠ ✈♦♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫ ❤❛t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡
❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❢ü♥❢ ❇❡✐trä❣❡

E➫ = Ekin➫+ U = Ekin➫+ Ekin,A + UA + Ekin,B + UB ,

✇❡✐❧ ③✉ ❞❡♥ ✈✐❡r ❇❡✐trä❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ③✉r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ U s✉♠♠✐❡r❡♥✱ ❜❡③ü❣✲
❧✐❝❤ S➫ ③✉sät③❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ä✉ÿ❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❤✐♥③✉❦♦♠♠t✱ ❞✐❡ ❛❧s ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❞❡r
❲❛❤❧ ❞❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin➫ ❞❡s ●❡s❛♠ts②s✲
t❡♠s ✐♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ tr✐tt✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✐♠ ▲❛❜♦r ❞✉r❝❤❢ü❤rt✱ ✐st ❡s ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❥❡❞♦❝❤
s♦✱ ❞❛ss ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✉♥❜❡❦❛♥♥t ✐st✳ ❉✐❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❤❡r ③✉♥ä❝❤st r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠
S➫ ❣❡♠❡ss❡♥✱ ❞❛s ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r s♦ ❢❡st❧❡❣t✱ ✇✐❡ ❡r ❡s ❢ür ③✇❡❝❦♠ä✲
ÿ✐❣ ❡r❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ▲❛❜♦rs②st❡♠✳ ◆❛❝❤
❆❜s❝❤❧✉ss ❞❡r ❉❛t❡♥❛✉❢♥❛❤♠❡ r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ③✇❡❝❦s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r
❆♥❛❧②s❡ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❛s ❘✉✲
❤❡s②st❡♠ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✉♠✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ❡r❢♦❧❣❡♥ ❛❧s♦ ❞✐❡
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ✈♦♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▲❛❜♦rs②st❡♠s
✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥❛❧②s❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ✈♦♠ ❚❤❡♦r❡t✐❦❡r ❜❡✈♦r③✉❣t❡♥ ❘✉❤❡s②st❡♠s✳

✹✳✹✳✹ ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss❡

❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❙t♦ÿ s♣r✐❝❤t✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ♠❛♥ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞❡♥ ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♣r♦③❡ss ✈♦r ❆✉❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ
✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❢r❡✐ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ❞❡r ❙t♦ÿ s❡❧❜st✱ s♣✐❡❧t
s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡♥❣ ❜❡❣r❡♥③t❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❛❜ ✭s✳ ❑❛♣✳
✹✳✶✮✳

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ✒❙t♦ÿ✏ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜③✇✳ ❞❡♥
■♠♣✉❧s ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ● ❡✐♥❢❛❝❤ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❜③✇✳
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■♠♣✉❧s❡ s❡✐♥❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈♦r ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❛❞❞✐❡rt✱ ✉♥❞ ❣❡♥❛✉s♦ ✈❡r❢ä❤rt ♠❛♥ ♠✐t
❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❇❡✐trä❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ✳ ❉❡r ❙t♦ÿ s❡❧❜st ✇✐r❞ ❛❧s ❡✐♥❡
❦✉r③③❡✐t✐❣❡ ❧♦❦❛❧❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈❡rst❛♥❞❡♥✱ ❞✉r❝❤ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s✲
❊♥❡r❣✐❡♥ ✉♥❞ ✲■♠♣✉❧s❡ ✐♥ ❞✐❡ ❊♥❞✲❊♥❡r❣✐❡♥ ✉♥❞ ✲■♠♣✉❧s❡ ü❜❡r❣❡❤❡♥✳ ❉✐❡
❊r❤❛❧t✉♥❣ssät③❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❙ ❧❛✉t❡♥

EA + EB = ẼA + ẼB ✭✹✳✸✹✮

pA + pB = p = p̃A + p̃B ✭✹✳✸✺✮

❍✐❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ pA, pB ❜③✇✳ p ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡ ✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆✱ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❇ ❜③✇✳
❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ● r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❙ ✉♥❞

EA =
√

m2
Ac

4 + p2Ac
2

❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ❆✳ ❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❇
s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲❡♥♥ s♣❡③✐❡❧❧ p = 0 ❣✐❧t✱ ❞❛♥♥
✐st ❙ ❣❡r❛❞❡ ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③✱ ●❧✳ ✹✳✸✹✱ ❧ässt s✐❝❤ ♥♦❝❤
♥❛❝❤ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ✐♥♥❡r❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✇❡✐t❡r ❛✉❢s❝❤❧üss❡❧♥✿

Ekin,A +mAc
2 + Ekin,B +mBc

2 = Ẽkin,A + m̃Ac
2 + Ẽkin,B + m̃Bc

2 . ✭✹✳✸✻✮

✹✳✹✳✺ ❊❧❛st✐s❝❤❡r ❙t♦ÿ✳

❲❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡✐♠ ❙t♦ÿ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜❡♥✱ ❛❧s♦ m̃A = mA

✉♥❞ m̃B = mB✱ ❞❛♥♥ ❧✐❡❣t ❡✐♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡r ❙t♦ÿ ✈♦r✳ ●❧✳ ✹✳✸✻ r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤
❞❛♥♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③

Ekin,A + Ekin,B = Ẽkin,A + Ẽkin,B ✭✹✳✸✼✮

❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✉♥❞ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣t

[γ(vA)− γ(ṽA)]mA + [γ(vB)− γ(ṽB)]mB = 0 . ✭✹✳✸✽✮

❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡s ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥s ❢ür ❞✐❡ ▼❛ss❡ ✭s✳ ●❧✳
✹✳✷✸✮✳

✹✳✹✳✻ ❉❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥

❉❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥ ❣❡❤ört ③✉ ❞❡♥ ❡t✇❛s s❝❤✇✐❡r✐❣❡r❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ❞❡r
❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✳ ❊s ❧ässt s✐❝❤ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ♥✐❝❤t
❛✉✢ös❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❡rst ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦✳ ❲✐r ✈❡r♣❛❝❦❡♥ ❡s ③✉♥ä❝❤st
❡✐♥♠❛❧ ✐♥ ❡✐♥❡ ♥❡tt❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡✿

❆ ✉♥❞ ❇ s✐♥❞ ❩✇✐❧❧✐♥❣s❜är❡♥✱ ❞✐❡ ♠✉tt❡rs❡❡❧❡♥❛❧❧❡✐♥ ✐♠ ❧❡❡r❡♥
❲❡❧t❛❧❧ ❧❡❜❡♥✱ ❍ä♥❞❝❤❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❣❧ü❝❦❧✐❝❤ s✐♥❞✳
❆❧s s✐❡ ❡✐♥❡s ❚❛❣❡s ❞♦❝❤ ✐♥ ❤❡❢t✐❣❡♥ ❙tr❡✐t ❣❡r❛t❡♥✱ ❧ös❡♥ s✐❡ ❦✉r③✲
③❡✐t✐❣ ❡✐♥❡ ❛❜st♦ÿ❡♥❞❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉s✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❙t♦ÿ✱ ✉♥❞



❑❆P■❚❊▲ ✹✳ ❉❨◆❆▼■❑ ✶✸✶

❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥✲
❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❣✳ ●❛♥③ ❛❧❧❡✐♥ ✇✐r❞ ✐❤♥❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ❧❛♥❣✲
✇❡✐❧✐❣✳ ❙✐❡ ❧ös❡♥ ❞❛❤❡r ✐r❣❡♥❞✇❛♥♥ ❡✐♥❡ ❦✉r③③❡✐t✐❣❡ ❛♥③✐❡❤❡♥❞❡
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉s✱ ✉♥❞ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ♠✐t ❦♦♥st❛♥✲
t❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✇✐❡❞❡r ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ③✉✳ ❆❧s s✐❡ ❛♠ ❊♥❞❡ ✇✐❡✲
❞❡r ③✉s❛♠♠❡♥❦♦♠♠❡♥✱ ❜❡s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ s✐❡✱ ❞❡♥ ❘❡st ✐❤r❡s ▲❡❜❡♥s
❤ä♥❞❝❤❡♥❤❛❧t❡♥❞ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ③✉ ✈❡r❜r✐♥❣❡♥✳ ❯♥❞ ✇❡♥♥ s✐❡ ♥✐❝❤t
❣❡st♦r❜❡♥ s✐♥❞✱ s♦ ❧❡❜❡♥ ❞✐❡ ❇är❝❤❡♥ ♥♦❝❤ ❤❡✉t❡✳

❆♥❢❛♥❣s s✐♥❞ ❆ ✉♥❞ ❇ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❘✉❤❡✳ ❉❛♥♥ ✢✐❡❣t ❇ ✈♦♥ ❆
♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✇❡❣✱ ✇❡❝❤s❡❧t ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❲❡✐❧❡ s❡✐♥❡ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❦❡❤rt ♠✐t ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣
③✉ ❆ ③✉rü❝❦✳ ■st ❇ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❥ü♥❣❡r ❛❧s ❆❄ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❙✐❡ ❡♥ts❝❤❡✐✲
❞❡♥ s✐❝❤ ❞❛❢ür✱ ❞❛s ③✉ ❜❡❥❛❤❡♥✱ ✇❡✐❧ ❙✐❡ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ s❝❤♦♥ ♠❛❧
❡t✇❛s ✈♦♥ ❞❡r ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥ ❣❡❧❡s❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉❛♥♥ ✇ür❞❡ ✐❝❤ ❡✐♥✇❡♥❞❡♥✱ ❞❛ss
♠❛♥ ❞❛s ❛✉❝❤ ✉♠❣❡❦❡❤rt s❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ♥ä♠❧✐❝❤ ❆ ✈♦♥ ❇ ✇❡❣❜❡✇❡❣t
✉♥❞ ✇✐❡❞❡r ③✉ ✐❤♠ ③✉rü❝❦❦❡❤rt✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ♠üsst❡ ❆ ❥ü♥❣❡r ❛❧s ❇ s❡✐♥✱ ❞❡♥♥
r❡✐♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✐st ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ r❡❧❛t✐✈✳ ❑✐♥❡♠❛t✐s❝❤
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦♥ ❦❡✐♥❡♠ ❇är❡♥ s❛❣❡♥✱ ♦❜ ❣❡r❛❞❡ ❡r ✐♠ ▲❛✉✲
❢❡ s❡✐♥❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s✲❍✐st♦r✐❡ ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❡r❢❛❤r❡♥ ❤❛t ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱
❞❡♥♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✐st r❡❧❛t✐✈✳ ❉❛s ❘❡❧❛t✐✈✐täts❛r❣✉♠❡♥t s❝❤❡✐♥t ❢♦❧❣❧✐❝❤
♣❡r ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉ ❜❡✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥ ✉♥♠ö❣❧✐❝❤ ✐st ✉♥❞ s♦✲
♠✐t ❞✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❡✐♥ ❙❝❤♠❛rr♥✳ ❉❛s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s
❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥✳

❑♦♠♠❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ③✉r ❆✉✢ös✉♥❣ ❞❡s P❛r❛❞♦①♦♥s✳ ●❡s❝❤❡✐t❡r ❲❡✐s❡ ✇ä❤❧t
♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ❘ ❞❡r ❇är❡♥ ❛❧s ❇❡③✉❣s✲
s②st❡♠✳ ❋ür ❥❡❞❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❦✉r③③❡✐t✐❣❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❇är❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❛✉s ❞❡r ■♠♣✉❧s✲ ✉♥❞ ❊♥❡r✲
❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢♦❧❣t ❢ür ❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✐❣❡ ❩✇✐❧✲
❧✐♥❣❡ ✭❞✳❤✳ ❩✇✐❧❧✐♥❣❡ ❣❧❡✐❝❤❡r ▼❛ss❡✮✱ ❞❛ss ✐❤r❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❡♥t❣❡❣❡♥✲
❣❡s❡t③t ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡trä❣❡ ✇❡r❞❡♥
s✐❝❤ ❞✐❡ ❇är❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❋❡✐❡r ✐❤r❡s ❲✐❡❞❡rs❡❤❡♥s ❞❛rü❜❡r ❢r❡✉❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❛ss
s✐❡ ❣❧❡✐❝❤❛❧tr✐❣ ❣❡❜❧✐❡❜❡♥ s✐♥❞✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❤❛t
❞❡r ❢❡tt❡r❡ ❇är ❞❛s ◆❛❝❤s❡❤❡♥✿ ❊r ✇✐r❞ ä❧t❡r s❡✐♥ ❛❧s s❡✐♥ ❇r✉❞❡r✳ ❆✉s ❞❡r
❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❢♦❧❣t ❞❛❤❡r✱ ❞❛ss ❙✐❡ ❜❡st❡♥s ❜❡r❛t❡♥ s✐♥❞✱ ♠❛ÿ✈♦❧❧ ✉♥❞
✈❡❣❡t❛r✐s❝❤ ③✉ ❡ss❡♥ ✭❊✐♥st❡✐♥ ✇❛r ❱❡❣❡t❛r✐❡r✮✳

◆✉r ❞❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❇är❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡ ▼❛ss❡ ❤❛❜❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❩❡✐t❡♥ ❛✉❢ ✐❤r❡♥ ♠✐t❣❡❢ü❤rt❡♥ ❚❛s❝❤❡♥✉❤r❡♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱
❞❛ss s✐❡ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❆❧t❡r ❤❛❜❡♥✳ ■st ❞❛s ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❞❡r ❋❛❧❧✱ ✇✐r❞
s✐❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐t ❛✉❢ ❞❡r ❚❛s❝❤❡♥✉❤r ❞❡s ✉♥t❡r❣❡✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❇är❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r
❞❡s ü❜❡r❣❡✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❛❧s ❞✐❧❛t✐❡rt ❡r✇❡✐s❡♥✳

❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥ ❞r✐tt❡♥ ❇är❡♥✱ ❞❡r ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ❡❜❡♥❢❛❧❧s r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❘
r✉❤t✳ ❲❡♥♥ ❡r s✐❝❤ ❛♥ ❦❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t✱ ❜❧❡✐❜t ❡r ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❘ ✐♥ ❘✉❤❡✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❩❡✐t ❜❡✐❞❡r ❩✇✐❧❧✐♥❣s❜är❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ s❡✐♥❡r ❩❡✐t
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❞✐❧❛t✐❡rt s❡✐♥✳
P❤②s✐❦❡r ❦ö♥♥❡♥ ♥✉♥ ❡✐♥♠❛❧ ♥✐❝❤t ❤❡①❡♥✿ ■❤r❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsä♥❞❡r✉♥✲

❣❡♥ ❦♦♠♠❡♥ ❞✉r❝❤ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ③✉st❛♥❞❡✱ ❞✐❡ ❞❡r ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣
✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✳ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ♠❛♥ ❞❛s✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥ ❛✉❝❤
❦❡✐♥❡ ❲✐❞❡rs♣rü❝❤❡ ♠❡❤r✳ ❆✉❢ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ♦❜ ❞✐❡ ❇är❡♥ ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡r ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣s❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ❣❧❡✐❝❤❛❧tr✐❣ s✐♥❞✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ♥✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡r ❇är ❞❡r ❥ü♥❣❡r❡
✐st✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ st❡ts ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❣❧❛s❦❧❛r❡ ❆♥t✇♦rt✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ❡s ✈ö❧❧✐❣ ❡❣❛❧✱
✇❡❧❝❤❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ❧❡t③t❧✐❝❤ ❤❡r❛♥③✐❡❤t
✭❡✐♥❢❛❝❤❡r ✐st s✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤ s❝❤♦♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ✇ä❤❧t✮✳

✹✳✺ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t

❉❡r ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t tr✐tt ❜❡✐ ✈✐❡❧❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❜③✇✳ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢✳
❩✇❡✐ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ s✐♥❞ ❞❡r ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❞❡r
✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙t♦ÿ✳

✹✳✺✳✶ ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s

❇❡✐ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙töÿ❡♥ ✐st ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✹✳✺✮✳
❊✐♥❡♥ ❣❡♥❡r❡❧❧❡♥ ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✱ ✇✐❡ ✐❤♥ ▲❛✈♦✐s✐❡r ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ❤❛t✱ ❣✐❜t
❡s ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❉❛s ❧ässt s✐❝❤ ❜❡s♦♥❞❡rs s❝❤ö♥ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡s ❩❡r❢❛❧❧s ❡✐♥❡s
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✐❧❧✉str✐❡r❡♥✳

❊✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ③❡r❢❛❧❧❡ ❣❡♠äÿ ❞❡r ❩❡r❢❛❧❧sr❡❛❦t✐♦♥
● → ❆✰❇ ✐♥ ③✇❡✐ ❚❡✐❧❝❤❡♥✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ✐♠ ❘✉❤❡s②st❡♠
✈♦♥ ●✳ ❉❛♥♥ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ♥✉r ❛✉s s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
U = mc2✳ ❉✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧❛✉t❡♥✿

U = ẼA + ẼB

0 = p̃A + p̃B

▲✐♥❦s st❡❤❡♥ ❞✐❡ ●röÿ❡♥ ✈♦r ✉♥❞ r❡❝❤ts ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❩❡r❢❛❧❧✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❩❡✐❧❡ ✐st
❞✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❧❛✉t❡t ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥

U = ŨA + Ẽkin,A + ŨB + Ẽkin,B . ✭✹✳✸✾✮

❉✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ✉♠

∆U = ŨA + ŨB − U = ∆mc2 = −(Ẽkin,A + Ẽkin,B) , ✭✹✳✹✵✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❤✐❡r ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❉✐✛❡r❡♥③

∆m = m̃A + m̃B −m ✭✹✳✹✶✮

❞❡r ▼❛ss❡♥ ❛❧s ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❢ür ❩❡r❢❛❧❧sr❡❛❦t✐♦♥❡♥
♥❡❣❛t✐✈ ✐st ✭❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ s✐♥❞ st❡ts ♣♦s✐t✐✈✮✳
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❇❡✐ ❡✐♥❡r ❩❡r❢❛❧❧sr❡❛❦t✐♦♥ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ✐✳❆❧❧❣✳ ♥✐❝❤t ❡r❤❛❧✲
t❡♥✳ ❙✐❡ ♥✐♠♠t ❛❜✳ ■♥ ❛❧❧❡r ❙tr❡♥❣❡ ❣✐❧t ❞❛s s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❢ür ❞❡♥
❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛❡s ● ✐♥ ③✇❡✐ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❙t♦✛❡ ❆ ✉♥❞ ❇✱ ❛✉❝❤
✇❡♥♥ ❞❡r ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ❜❡✐ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ä✉ÿ❡rst ❣❡r✐♥❣ ❛✉s❢ä❧❧t✳
❉❛ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▼❛ss❡♥ ❞❡r ❘❡❛❦t✐✲
♦♥s♣r♦❞✉❦t❡ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ❆✉s❣❛♥❣sst♦✛s ●✳ ❉✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❩❡r❢❛❧❧ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❇r✉❝❤stü❝❦❡ ✇✐r❞ ♠✐t ✐♥♥❡r❡r ❊♥❡r✲
❣✐❡ ✒❜❡③❛❤❧t✏✱ ❞✳❤✳ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❚❡✐❧ ❞❡r ▼❛ss❡ ✭✈❣❧✳ ●❧✳ ✹✳✹✵✮✳ ❊❣❛❧ ♦❜ ✐♥ ❞❡r
❈❤❡♠✐❡ ❜❡✐♠ ❡①♦t❤❡r♠❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ▼♦❧❡❦ü❧s ♦❞❡r ✐♥ ❞❡r ❆t♦♠♣❤②s✐❦ ❢ür
❡✐♥❡♥ ❛t♦♠❛r❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❡✐♥ P❤♦t♦♥ ❛❜❣❡str❛❤❧t ✇✐r❞✱ ♦❞❡r ✐♥ ❞❡r
❑❡r♥♣❤②s✐❦ ❜❡✐ ❞❡r ❑❡r♥s♣❛❧t✉♥❣✱ st❡ts tr✐tt ❡✐♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ∆m ❛✉❢✱ s♦
❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❇r✉❝❤stü❝❦❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ✭♥❡❣❛✲
t✐✈❡♥✮ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❇r✉❝❤stü❝❦❡ ✐st ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❣❧❡✐❝❤
−∆mc2✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ●✱ ❞✐❡ ❥❛ s♦✇♦❤❧
❛✉s ❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❇r✉❝❤stü❝❦❡ ❜❡st❡❤t✱
❜❧❡✐❜t ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❊✐♥ ❑ör♣❡r ● ③❡r❢❛❧❧❡ ✐♥ ③✇❡✐ ❚❡✐❧❡ ❆ ✉♥❞ ❇✳ ❘❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❘✉❤❡s②s✲
t❡♠ ✈♦♥ ● ❤❛❜❡ ❆ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ 200 J
✉♥❞ ❇ ✈♦♥ 1.6 kJ✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐♠♠t ❛❧s♦ ✉♠ ∆mc2 = −1.8 kJ
❛❜ ✉♥❞ ♠✐t c2 ≈ 9 × 1016m2/s2 ❡rr❡❝❤♥❡t s✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t
∆m ≈ −2× 10−14 kg✳

✹✳✺✳✷ ■♥❡❧❛st✐s❝❤❡r ❙t♦ÿ

❊s ❦❛♥♥ s❡✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❡✐♥❡s ③✇❡✐t❡✐❧✐❣❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s
● s❡❧❜st ✇✐❡❞❡r ❙②st❡♠❡ ✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ✐♥♥❡r❡ ❙tr✉❦t✉r
❜❡s✐t③❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t♦ÿ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r
❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐♠ ❙②st❡♠✐♥♥❡r❡♥ ✈♦♥ ❆ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐♠ ❙②st❡♠✐♥♥❡r❡♥ ❇
ä♥❞❡r♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ UA = mAc

2 ❜③✇✳ UB =
mBc

2 ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇✳ ❋ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③
♠✉ss ♠❛♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ●❧✳ ✹✳✸✻ ✐♥ ✈♦❧❧❡♠ ❯♠❢❛♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✿

∆mc2 = −
[
Ẽkin,A + Ẽkin,B − Ekin,A − Ekin,B

]
✭✹✳✹✷✮

= −∆Ekin . ✭✹✳✹✸✮

❉✐❡ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣
∆m = m̃−m

❞❡✜♥✐❡r❡♥ ✇✐r ❤✐❡r ❛❧s ❉✐✛❡r❡♥③ m̃ = m̃A + m̃B ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥✲
♠❛ss❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ✉♥❞ ❞❡r ❙✉♠♠❡ m = mA +mB ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥♠❛ss❡♥
✈♦r ❞❡♠ ❙t♦ÿ✳ ❇❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥
♠✐t

∆UAB = ŨA + ŨB − UA − UB = ∆mc2 ,
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s♦ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ✭∆Ekin✮ ❡✐♥❡ ❆❜✲
♥❛❤♠❡ ❞❡r ❇✐❧❛♥③ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ∆UAB✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ● ❜③✇✳
s❡✐♥❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❡✐❣❡♥❡♥ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❜❧❡✐❜t ✇❡❣❡♥

∆Ekin +∆UAB = 0

✉♥✈❡rä♥❞❡rt✳ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡✱ ❞✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❛✉s
❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ✐s♦❧✐❡rt❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ❦♦♥st✐t✉✐❡rt✱ ❢ü❤r❡♥ ♥✐❝❤t ③✉ ❡✐♥❡r
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛ss❡ ✈♦♥ ●✳

■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ∆UAB → 0 ✇✐r❞ ❞❡r ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙t♦ÿ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥
❙t♦ÿ✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ♥✉r ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♠✈❡rt❡✐❧t
✇✐r❞✳ ■st ∆UAB < 0 ✱ s♦ ♥❡❤♠❡♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥
❛❜ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ③✉✳ ❉❛s st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❡①♦t❤❡r♠❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❞❛r✳
❉❡r ❋❛❧❧ ∆UAB > 0 ✐st ❡✐♥❡ ❡♥❞♦t❤❡r♠❡ ❘❡❛❦t✐♦♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
✐♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇✐r❞✳

❉❡r ❡♥❞♦t❤❡r♠❡ ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙t♦ÿ ✐st ③✳❇✳ ❢ür ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥♣❤②s✐❦ ✇✐❝❤t✐❣✿
◆❡✉❡ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ♣r♦❞✉③✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥ Pr♦✲
❥❡❦t✐❧✲❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ❛✉❢ ❡✐♥ ❚❛r❣❡t✲❚❡✐❧❝❤❡♥ ❇ s❝❤✐❡ÿt✳ ❉❛❜❡✐ st❡❤❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r
❞❡r ■♥❤❛❧t ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❜❡✐❞❡r ❆✉s❣❛♥❣st❡✐❧❝❤❡♥ ❢ür ❞✐❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥
♥❡✉❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ❜❡③♦✲
❣❡♥❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✈♦♥ Pr♦❥❡❦t✐❧✲ ✉♥❞ ❚❛r❣❡t✲❚❡✐❧❝❤❡♥ ✭❞❡s ✈♦♥ ❆
✉♥❞ ❇ ❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s ●✮✳

❇❡✐ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❍♦❝❤❡♥❡r❣✐❡♣❤②s✐❦ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s
❞❡r ❛♥ ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡♥♦r♠ ❣r♦ÿ ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❉❛✲
❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ❞✐❡s❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
s✐❣♥✐✜❦❛♥t ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣st❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❉❛♥♥ ✐st ❡s ü❜✲
❧✐❝❤✱ ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ❛❧s ❡✐♥ ♥❡✉❡s✱ ✈♦♥ ❞❡♥ ❛❧t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥
❛✉❢③✉❢❛ss❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❤✐♥❣❡❣❡♥ s❡❤r ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡
❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐st✱ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❛❧s ❞✐❡ ❛❧t❡♥
❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ❛♥❣❡r❡❣t ❤❛t✳ ❉✐❡ ❛♥❣❡r❡❣✲
t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r❜❡✐ ❛❧s ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ✇✐❡ ③✉✈♦r ❛✉❢❣❡❢❛sst✳
■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇❡♥♥ ③✳❇✳ ❡✐♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ❛✉❢tr✐tt✱ ❞❡r ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡s✲
s✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ♥✐❝❤t ♥❛❝❤✇❡✐s❜❛r ✐st✱ ❜❧❡✐❜t ❡✐♥❡♠ ❥❛ ✇♦❤❧ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤ts ❛♥❞❡r❡s
ü❜r✐❣✳ ❲✐r❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧✲
❝❤❡♥s②st❡♠s ✐♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐❡s❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❞❛s ❞❛♥♥ ❛❧s ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ❊♥❡r❣✐❡
❛❧s ❆♥r❡❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡✳ ❇❡✐❞❡s✱ ❞✐❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ❡✐♥❡s ♥❡✉❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥s ♦❞❡r ❞✐❡
❆♥r❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❛❧t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥s✱ s✐♥❞ ③✉❧äss✐❣❡ ✉♥❞ ü❜❧✐❝❤❡ ❙✐❝❤t✇❡✐s❡♥ ❢ür
❡♥❞♦t❤❡r♠❡ ❱♦r❣ä♥❣❡✳
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◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦

■♠ ❏❛❤r❡ ✶✻✽✼ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✐❡rt❡ ■s❛❛❝ ◆❡✇t♦♥ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ♠✐t s❡✐♥❡♠ ❇✉❝❤
✧❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ◆❛t✉r♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡✧✳ ➱♠✐❧✐❡ ❞✉ ❈❤ât❡❧❡t
✈❡r❜❛♥❞ s❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ♠✐t ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ●♦tt❢r✐❡❞ ❲✐❧❤❡❧♠
▲❡✐❜♥✐t③✳ ▼✐t ✐❤r❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✐♠ ❏❛❤r ✶✼✹✾ ✈❡r❤❛❧❢ s✐❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡♠
❲❡r❦ ◆❡✇t♦♥s ❛✉❢ ❞❡♠ ❡✉r♦♣ä✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t✐♥❡♥t ③✉♠ ❣r♦ÿ❡♥ ❉✉r❝❤❜r✉❝❤✳

✺✳✶ ●r❡♥③❢ä❧❧❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦

❉✐❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❦❡♥♥t ③✇❡✐ ✇✐❝❤t✐❣❡ ●r❡♥③❢ä❧❧❡✱ ❞❡♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥
◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧✿

❘❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ●r❡♥③❢❛❧❧✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡s ♠✐t s❡❤r ❣r♦ÿ❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t❡♥ ③✉ t✉♥ ❤❛t✱ ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③✲
❢❛❧❧s✳ ❙✐❡ ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐❦✱ ❞✐❡ ❆str♦♣❤②s✐❦ ♦❞❡r ❞✐❡
❚❡✐❧❝❤❡♥♣❤②s✐❦ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❞❡r P❤♦t♦♥❡♥✳ ■♥
❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✐st ❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✭r❡❧❛t✐✈
③✉♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠✮ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ c✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st

|v| ≈ c . ✭✺✳✶✮

❉❛s ❤❛t ③✉r ❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U = mc2 ✐♥ ●❧✳ ✹✳✷✷ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❇❡tr❛❣ ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✿

E ≈ c |p| . ✭✺✳✷✮

❘❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ✇✐❡ Pä❝❦❝❤❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡✳

◆❡✇t♦♥s❝❤❡r ●r❡♥③❢❛❧❧✳ ❆❧❧t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣ ♠✐t ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦✲
t❡♥ s♣✐❡❧t s✐❝❤ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡r❡✐❝❤ ❛❜✱ ❢ür ❞❡♥

✶✸✺
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|v| ≪ c ✐st✳ ❉✐❡s❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡r ♥✐❝❤t✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✱ ❛✉❝❤ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡r ●r❡♥③❢❛❧❧ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❉✐❡ ◆❡✇t♦♥✲
s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✐st ❛❧s♦ ❡✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ✐♥ ❑❛♣✳ ✸ ✭❑✐♥❡♠❛t✐❦✮ ✉♥❞ ❑❛♣✳ ✹
✭❉②♥❛♠✐❦✮ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦✳

❉✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ P❤②s✐❦ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♥✉r ♠✐t ❞❡♥ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ■♥✲
❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥✱ ❞✳❤✳ ♠✐t ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ♠✐t |v| ≪ c r❡❧❛t✐✈
③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❧ä✉❢t ❞❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭●❧✳ ✸✳✸✾✮ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❆❞❞✐t✐♦♥

u ≈ u➫+ v ✭✺✳✸✮

❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❤✐♥❛✉s✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❣❡r❛❞❡ ü❜❡r ❤♦❝❤♣rä③✐s❡ ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥t❡ ✈❡r❢ü❣t✱ ❦❛♥♥

♠❛♥ ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❦❡✐♥❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥ ✭●❧✳ ✸✳✺✷✮ ❢❡st✲
st❡❧❧❡♥✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ❞❛r❢ ❞❛♥♥

t➫ ≈ t ✭✺✳✹✮

s❡t③❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t t ❞✐❡ ❩❡✐t ❣❡♠❡ss❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❙ ✉♥❞
t➫ ❞✐❡ ❩❡✐t r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥✳ ■♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ❩❡✐t
❢♦❧❣❧✐❝❤ ❛❜s♦❧✉t✳ ❉❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣str❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ●❧✳ ✸✳✺✺✱
❢ü❤rt ❞❛♠✐t ❛✉❢ ❞❛s ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡ ❘❡s✉❧t❛t

a➫ ≈ a .

❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st ✐♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❦❡✐♥ r❡❧❛t✐✈❡r
❇❡❣r✐✛ ♠❡❤r✱ s♦♥❞❡r♥ ✇✐r❞ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❇❡❣r✐✛✿

❩❡✐t ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ s✐♥❞ ❢ür ❛❧❧❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❣❧❡✐❝❤✦

■♠ ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❣✐❧t ❢ür ❞❡♥ ■♠♣✉❧s

p ≈ mv . ✭✺✳✺✮

❲❡❣❡♥ (γ − 1)c2 ≈ v2/2 ✭s✳ ❚❛❜✳ ✶✳✷✮ ❢♦❧❣t ❛✉s ●❧✳ ✹✳✸✵ ❢ür ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡

Ekin ≈ 1

2
mv2 ≈ p2

2m
. ✭✺✳✻✮

❲✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✐st ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡

E ≈ 1

2
mv2 + U ✭✺✳✼✮

❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❛✉s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ✐♥♥❡r❡r ❊♥❡r❣✐❡✳
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❆❧❧❡ ◆ä❤❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ s✐♥❞ ❢ür ❞❡♥ ❆❧❧t❛❣s❜❡❞❛r❢
❢❛♥t❛st✐s❝❤ ❣❡♥❛✉✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❛r❢ ♠❛♥ ❞❛❤❡r ♦❤✲
♥❡ s❝❤❧❡❝❤t❡s ●❡✇✐ss❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ●❧♥✳ ✺✳✸✕✺✳✼ ❞❛s ❯♥❣❡❢ä❤r③❡✐❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥
●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ❡rs❡t③❡♥✳

■♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ❞✐❡s❡s ❇❛♥❞❡s ✇✐r❞ ■❤♥❡♥ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ✈♦r✲
✇✐❡❣❡♥❞ ✐♥ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❉❡r ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❙❝❤r✐tt✱
♠✐t ❞❡♠ s✐❝❤ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✈♦♥ ❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦
❛❜♥❛❜❡❧t ✉♥❞ ③✉ ❡✐♥❡r ❡✐❣❡♥stä♥❞✐❣❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ✇✐r❞✱ ✐st ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s
❇❡❣r✐✛s ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✐❡s❡r ❇❡❣r✐✛ ✐st ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❛s ❆❧❧❡✐♥✲
st❡❧❧✉♥❣s♠❡r❦♠❛❧ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦✳ P♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❦ö♥♥❡♥
♥✉r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❜❡❣rü♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥❞❡♠ s✐❝❤ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❉②♥❛✲
♠✐❦ ❛✉❢ ❞✐❡ P❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❡ stüt③❡♥ ♠✉ss✱ ❡r❤ä❧t s✐❡ ❡✐♥❡ ✇❡✐t stär❦❡r❡ ❡①♣❡✲
r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❆♥❜✐♥❞✉♥❣ ❛❧s ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❉②♥❛♠✐❦✳ ❙✐❡ ✐st ❛❧s♦ ✈✐❡❧ ♥ä❤❡r
❛♥ ❞❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr❛❦t✐❦❛ s❛♠♠❡❧♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s
♠❛❝❤t ✐❤r❡♥ ❤♦❤❡♥ ❙t❡❧❧❡♥✇❡rt ❢ür ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ●r✉♥❞❛✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❛♥
❞❡♥ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡♥ ❛✉s✳

✺✳✷ P♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡

P♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❡rs❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ✇✐r ③✉♥ä❝❤st ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥
❊♥❡r❣✐❡♥✳ ❉❡♠ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞❡r ✐♥ ❑❛♣✳ ✹✳✹ ❞❡✜♥✐❡rt
✇✉r❞❡✱ ❦♦♠♠t ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❙❝❤❧üss❡❧r♦❧❧❡ ③✉✳ P♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✇❡r✲
❞❡♥ ❞✉r❝❤ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧✲
❧❡ ❱♦r❣❛♥❣s✇❡✐s❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
✉♥❞ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

✺✳✷✳✶ ❲❛r✉♠ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❄

■♠ s❝❤✉❧✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦✉♥t❡rr✐❝❤t ✇✐r❞ ■❤♥❡♥ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ✒♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡✏ s❝❤♦♥ ❡✐♥♠❛❧ ❜❡❣❡❣♥❡t s❡✐♥✳ ❱✐❡❧❧❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❙✐❡ s✐❝❤ s❝❤♦♥ ❞❛r✲
ü❜❡r ❣❡✇✉♥❞❡rt ❤❛❜❡♥✱ ❞❛ss ❡r ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦r❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st✳ ❉❛
❡r ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡♥öt✐❣t
✇✐r❞ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ③✉♥ä❝❤st ✇✐❡ ❡✐♥ ❋r❡♠❞❦ör♣❡r ❛✉❢✲
s❝❤❡✐♥t✱ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ③✉❛❧❧❡r❡rst ♠♦t✐✈✐❡r❡♥✱ ✇❛r✉♠ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦
❞❛s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ü❜❡r❤❛✉♣t ❜r❛✉❝❤t✳

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✈❡rr✐♥❣❡rt✱
✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ s❡✐♥❡r ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ❡r❤ö❤t✱ ✇✐❡
③✳❇✳ ❜❡✐♠ ✐♥ ❑❛♣✳ ✹✳✺✳✶ ❞✐s❦✉t✐❡rt❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❛r❛♥ ❛❜❧❡s❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥♠❛s✲
s❡♥ ä♥❞❡rt✳ ❯♥❞ ♠❡❤r ❜r❛✉❝❤t ❡s ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ♠✐t
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡♥ ✐♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ③✉ t✉♥ ❤❛t✱ ❞❛♥♥ ❜❧❡✐❜t
❞✐❡s❡s ❱♦r❣❡❤❡♥ ❡✐♥ ❢r♦♠♠❡r ❲✉♥s❝❤✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ s♦ ✇✐♥③✐❣
❦❧❡✐♥ ❛✉s❢ä❧❧t✱ ❞❛ss s✐❡ ♠✐t ❣❡❧ä✉✜❣❡♥ ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡♥
♥✐❝❤t ③✉❣ä♥❣❧✐❝❤ ✐st✳
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❉✐❡ ❞❡r ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ∆m ✭❞✳✐✳ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▼❛s✲
s❡♥ ❛❧❧❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▼❛ss❡♥
✈♦r ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✮ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ∆U = ∆mc2 ≈ O(mv2)
❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♠✉ss ♥ä♠❧✐❝❤ ♠✐t ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥mv2

❧✐❡❣❡♥✱ ✇♦❜❡✐ v ❤✐❡r ❡✐♥❡ r❡♣räs❡♥t❛t✐✈❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❘✉❤❡✲
s②st❡♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ s♦❧❧✳ ❉✐❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣
∆m/m ❧✐❡❣t ❢ür ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ✐♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❛❤❡r ❜❡✐

O
(
∆m

m

)
≈ O

(
v2

c2

)
.

❉❛s ❙②♠❜♦❧ O s♦❧❧ ❤✐❡r ❛✉s❞rü❝❦❡♥✱ ❞❛ss ❡s ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ●röÿ❡♥✲
♦r❞♥✉♥❣❡♥ ❣❡❤t✱ ❞❛ss ❛❧s♦ ❞✐❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣
✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡s ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡s v2/c2 ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsq✉❛❞r❛t❡
❧✐❡❣t✳ ❉❛♠✐t ✐st ❣❡♠❡✐♥t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡❤♥❡r♣♦t❡♥③❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ✉♥❞ r❡❝❤t❡♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡ ✉♥❣❡❢ä❤r ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞ ✭❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ●röÿ❡♥♦r❞✲
♥✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡♥ ❋❛❦t♦r 1/2 ❞❛❤❡r ❣❡tr♦st ✇❡❣❧❛ss❡♥✳✮✳ ❙❡❧❜st ✇❡♥♥
♠❛♥ ❡s ♠✐t ❢ür ✐r❞✐s❝❤❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ r❡❝❤t ❤♦❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ③✉ t✉♥
❤❛t✱ ❜❧❡✐❜t ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ✇✐♥③✐❣✿ ❋ür ❞✐❡ ❙❝❤❛❧❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
v ≈ 3× 102m/s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡

∆m

m
≈

(
3× 102

3× 108

)2

= 1× 10−12 !

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡r ❑ör♣❡r ♠✐sst✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡
▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✐✳❆❧❧❣✳ ❣❡✇❛❧t✐❣ ✈✐❡❧ ❣röÿ❡r ❛❧s 1 × 10−12✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❡✐♥❡ ▼✐❧❧✐♦♥ ♠❛❧ ❣röÿ❡r✱ ✉♠ ♥✉r ♠❛❧ ❡✐♥❡ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❞❛✈♦♥ ③✉
❣❡❜❡♥✳ ❉❛s ❢ü❤rt ❞❛③✉✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♥✉r ❡✐♥❡ ❩✉❢❛❧❧s③❛❤❧ ❡r❤ä❧t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥
✈❡rs✉❝❤❡♥ ✇ür❞❡✱ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❞✐r❡❦t❡ ▼❡ss✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛ss❡♥
③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✳ ▼✐t s♦❧❝❤❡♥ ✒▼❡ss✇❡rt❡♥✏ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤ts ❛♥❢❛♥❣❡♥✳ ❉❛s ✐st
❞❛s ❑❡r♥♣r♦❜❧❡♠ ♠✐t ❞❡♠ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✱ ❢ür ❞❛s ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡
P❤②s✐❦ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ✜♥❞❡♥ ♠✉ss✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❯♠ ❡✐♥ ●❡❢ü❤❧ ❢ür ❞✐❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡s ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦ts ❜❡✐ ♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ③✉ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ s❝❤ät③❡♥ ✇✐r ✐❤♥ ❢ür ❢♦❧✲
❣❡♥❞❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❛❜✿ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ③✇❡✐ ❲❛❣❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ♠✐t ❡✐♥❡r
▼❛ss❡ ✈♦♥ m ≈ 0.1 kg✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ✐❤r❡♥ ❣❡s♣❛♥♥t❡♥ ❋❡❞❡r ❛❜st♦ÿ❡♥✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❲❛❣❡♥ ❧♦s❧ässt✱ s♦ ✒③❡r❢ä❧❧t✏ ❞✐❡s❡s ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡
●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ✐♥ s❡✐♥❡ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❡ ❆ ✉♥❞ ❇✱ ❞✐❡ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r str❡❜❡♥✱
✇ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ✐❤r❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❋❡❞❡r♥ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣
❡♥ts♣❛♥♥❡♥ ✭❆❜❜✳ ✺✳✶✮✳ ❆♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s ♠ö❣❡♥ ❞✐❡ ❲❛❣❡♥ ❡✐♥❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣ 1m/s ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❦✐♥❡✲
t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲❛❣❡♥ st❛♠♠t ❛✉s ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✿ ❙❦✐③③❡ ③✉♠ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t✳ ❉✐❡ ❲❛❣❡♥ s✐♥❞ ③✉♥ä❝❤st ✐♥ ❘✉❤❡
✉♥❞ ❞✐❡ ❋❡❞❡r♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❞rü❝❦t✳ ▲ässt ♠❛♥ s✐❡ ❧♦s✱ ❞❡❤♥❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❋❡❞❡r♥
❛✉s ✉♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ s✐❝❤t❧✐❝❤ ③✉

❜❡✐❞❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ r✉❤❡♥❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ✭❲❛❣❡♥ ❆ ❜③✇✳ ❲❛❣❡♥ ❇ ✐♥✲
❦❧✉s✐✈❡ ✐❤r❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❋❡❞❡r✮✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✹✳✹✵ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ Ekin,A + Ekin,B = 0.1 J ❡✐♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❡✐♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥ ∆m = 0.1 J/9× 1016m2s−2 ≈ 1× 10−15 g. ❆✉❝❤
♠✐t ❞❡♥ ❜❡st❡♥ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡♥ ✐st ❡s ✉♥♠ö❣❧✐❝❤✱ ❡✐♥❡ s♦ ✇✐♥③✐❣ ❦❧❡✐♥❡
▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t ♥❛❝❤③✉✇❡✐s❡♥✱ ❞❛s
❡✐♥❡ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r 1017 ❣röÿ❡r❡ ▼❛ss❡ ❤❛t✳ ❉❡r ❡r♥ü❝❤t❡r♥❞❡ ❙❝❤❧✉ss
✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ③✇❛r ✐♠ Pr✐♥③✐♣ ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❤❛t✱
♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t✱ ❛❜❡r ♠❛♥ ❦❛♥♥ ✐❤♥ ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧ ♠❡ss❡♥✱
✉♥❞ ❞❛s ✐st ♥✉♥ ❡✐♥♠❛❧ ♥✐❝❤t s❡❤r ♣r❛❦t✐s❝❤✳

❲✐r ❤❛❜❡♥ ❡s ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡♥
Pr♦❜❧❡♠ ③✉ t✉♥✱ ❞❛ss ✇✐r ♥✐❝❤t ❛♠ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ Pr✐♥③✐♣ s❝❤❡✐t❡r♥✱ s♦♥❞❡r♥
❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞❡r ✇✐♥③✐❣ ❦❧❡✐♥❡ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ✐♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈❡rs✐♥❦t
✉♥❞ s♦ ③✉ ❡✐♥❡r ✉♥❜r❛✉❝❤❜❛r❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✇✐r❞✳ ▼✐t ✐❤r ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❦❡✐✲
♥❡ ❛✉❢ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❜❛s✐❡r❡♥❞❡♥ ❙❝❤❧üss❡ ♠❡❤r ③✐❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ◆❡✇t♦♥✲
s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✒❧öst✏ ❞✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ❞❛s ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ❡r✜♥❞❡t✱ ✇♦r❛✉❢ ✇✐r ❣❧❡✐❝❤ ③✉ s♣r❡❝❤❡♥ ❦♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❩✉✈♦r ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♥ä♠❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❆s♣❡❦t ❡✐♥s❝❤✐❡✲
❜❡♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉s ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡ ❡r❣✐❜t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t s♦
❣r♦ÿ ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ✐♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ♥✐❝❤t ✈❛❧✐❞❡ ✈♦♥ ♥✉❧❧ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ✐st
❡s ❣❡r❡❝❤t❢❡rt✐❣t✱ ✐❤♥ s❝❤❧✐❝❤t ✉♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✉❧❧ ③✉ s❡t③❡♥✳ ❙♦♠✐t ❣✐❜t ❡s ✐♠
❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✏✳ ❲❡♥♥
❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ mA ❜③✇✳ mB ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ③✇❡✐❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ✈♦r ❡✐✲
♥❡r ❘❡❛❦t✐♦♥ ❜③✇✳ ❡✐♥❡♠ ❙t♦ÿ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❚✐❧❞❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t❡♥
●röÿ❡♥ m̃A ❜③✇✳ m̃B ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ✱ s♦ ❣✐❧t ❢ür ❛❧❧❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r✲
❦✉♥❣s♣r♦③❡ss❡ ✐♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧

mA +mB ≈ m̃A + m̃B . ✭✺✳✽✮

❉❛ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❈❤❡♠✐❦❡r ❜❡✐ ✐❤r❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ③✉
t✉♥ ❤❛❜❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✐♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡r❡✐❝❤ ✈❡r❜❧❡✐✲
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❜❡♥✱✶ ❜r❛✉❝❤❡♥ s✐❡ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥ s❝❤❧❡❝❤t❡s ●❡✇✐ss❡♥ ③✉ ❤❛❜❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❢ür ✐❤r❡
❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t ✖
❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ✇✐r P❤②s✐❦❡r ❣❛♥③ ❣❡♥❛✉ ✇✐ss❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t st✐♠♠t
✭✉♥❞ ✐❝❤ ❞❡s❤❛❧❜ ❞❛s ❲♦rt ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✏ ✐♥ ❆♥❢ü❤r✉♥❣s③❡✐❝❤❡♥ ❣❡✲
s❡t③t ❤❛❜❡✮✳

❑♦♠♠❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❛✉❢ ✉♥s❡r Pr♦❜❧❡♠ ③✉rü❝❦✿ ❲✐❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡r ♣r❡❦ä✲
r❡♥ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ✉♠❣❡❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡ ❢ür ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤
❦❧❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❡♥t✇❡rt❡t❄ ❉✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❆♥t✇♦rt ✐st
P❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❡✦ ❉❛♠✐t ❜❡❣✐❜t ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❦r✐st❛❧❧❦❧❛r❡♥
r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ✐♥ ❞✐❡ trü❜❡♥ ●❡✇äss❡r ❞❡r ❊♠♣✐r✐❡✱ ❛❜❡r ❡s ❣✐❜t
♥✉♥ ❡✐♥♠❛❧ ❦❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❆✉s✇❡❣✳ ❉❡♥ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❆♥s❛t③ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤
❛♠ ♦❜❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ③✇❡✐❡r ③✉♥ä❝❤st ♠✐t ❡✐♥❡r ❋❡❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡r
❲❛❣❡♥ ❡r❧ä✉t❡r♥✿

❇❡♦❜❛❝❤t❜❛r ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡r ✈❛❧✐❞❡♥ ▼❡ss✉♥❣ ③✉❣ä♥❣❧✐❝❤ ✐st ❢ür ❞✐❡s❡s
❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❤❡r ❣❡❤❡♥❞❡ ❋♦r♠✲
ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❋❡❞❡r✳ ❙❝❤♦♥ ♠✐t ✇❡♥✐❣❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ✐♥ ❊r❢❛❤✲
r✉♥❣ ❜r✐♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❣✉t r❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡s❡r ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥❛❝❤ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥
❑r✐t❡r✐❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❣✐❜t✳ ▲❡t③t❡r❡s ❜❡❞❛r❢ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡r
❊r❧ä✉t❡r✉♥❣✳ ❇❡✐ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣✱ ❞✐❡ ✇✐r ❣❧❡✐❝❤ ❜❡s♣r❡❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❧❛ss❡♥ ✇✐r
♥ä♠❧✐❝❤ ③✳❇✳ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❞❡r ❘ä❞❡r ✇❡❣ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❧❛s✲
s❡♥ ✇✐r ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❛❧❧❡ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✉♥t❡r ❞❡♥
❚✐s❝❤ ❢❛❧❧❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ✇✐r ③✇❛r ♠✉t♠❛ÿ❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ✈♦r✲
❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞ ✭③✳❇✳ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▲✉❢t✮✱
❛❜❡r ❢ür ❞✐❡ ✇✐r ❦❡✐♥❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❤❛❜❡♥ ❡♥t❞❡❝❦❡♥ ❦ö♥✲
♥❡♥✳ ❇❡✐ ❡rst❡r❡♠ ❤❛❜❡♥ ✇✐r ❡s ♠✐t ❡✐♥❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ③✉ t✉♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ ♣rä③✐s❡r❡ ❆♥❛❧②s❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❡✐♥❡s ✇❡✐t❡r❡♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐✲
s❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣s ③✉r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤trä❣❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ✈❡r❜❡ss❡r♥ ❦❛♥♥✱
✇ä❤r❡♥❞ ❞❛s ③✇❡✐t❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡r ❆rt ✐st ✉♥❞ ③✉♠ ❚❤❡♠❡♥❦r❡✐s ❞❡r ❉✐ss✐♣❛✲
t✐♦♥ ❣❡❤ört✱ ♠✐t ❞❡♠ ✇✐r ✉♥s ❡rst ✐♥ ❑❛♣✳ ✺✳✾ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡rs❡t③❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❏❡❞❡♥❢❛❧❧s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥
●❡❞❛♥❦❡♥ ❦♦♠♠❡♥✱ ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ❢ür ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥✲
s❝❤❡ P❤②s✐❦ ❞❛❞✉r❝❤ ✒③✉ r❡tt❡♥✏✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ❞❡r ❋❡❞❡r ❛❧s
❡✐♥ ▼❛ÿ ❞❡r ✐♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ● ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t
✉♥❞ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❛♥♥❛❤♠❡ ♠❛❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡tr❛❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✐♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ü❜❡r✲
❢ü❤rt ✇✐r❞✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ❉❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✒❆✉s❧❡♥✲
❦✉♥❣✏ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ✐st ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür
❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❑✐♥❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡
❞✉r❝❤ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❡③✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞✐❡s❡r ❇❡✐trä❣❡

✶◆✐❝❤t ③✉❧❡t③t ❞❡s❤❛❧❜ ❤❛❧t❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❈❤❡♠✐❦❡r ❞✐❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ❤❡✐❧✐❣❡♥
●r❛❧ ❞❡r ❊r❦❡♥♥t♥✐s✳



❑❆P■❚❊▲ ✺✳ ◆❊❲❚❖◆❙❈❍❊ ▼❊❈❍❆◆■❑ ✶✹✶

✐st ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ❞❛s ❦❧❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✱ ✇❡r❞❡ ✐❝❤ ♠✐r
✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❡rs♣❛r❡♥✱ st❡ts ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥③✉✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss ✇✐r ü❜❡r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦✲
❣✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ s♣r❡❝❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ✈♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞✐❡ ❘❡❞❡
✐st✳

❋ür ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡
❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s✲
t❛✉s❝❤❡♥✱ ♣♦st✉❧✐❡rt ✭✦✮ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❡r✲
❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✿

❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦

E =
∑

Ekin +
∑

Epot =
∑

Ẽkin +
∑

Ẽpot = Ẽ ✭✺✳✾✮

■♥ ●❧✳ ✺✳✾ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t Ẽ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ Pr♦③❡ss✳ ❉✐❡✲
s❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✇✐r❞ ♥✉r ❢ür ✐s♦❧✐❡rt❡ ❜③✇✳ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠❡ ❜❡✲
❛♥s♣r✉❝❤t✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❞✉r❝❤ f ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ s✐♥❞✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ s✐♥❞ st❡ts
♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❞✐r❡❦t ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡ ●röÿ❡♥✳ ❙✐❡ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❞✐❡ f

❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✭f = 1, 2, 3, . . .✮ ❞❡s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠s✳ ◆✉r ✉♥t❡r
❞✐❡s❡r ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ s❛❣t ●❧✳ ✺✳✾ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✈♦r ❡✐♥❡♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss ✭♦❤♥❡ ❚✐❧❞❡✮
❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ♥❛❝❤
❞❡♠ Pr♦③❡ss ✭♠✐t ❚✐❧❞❡✮ ✐st✳ ❉✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✾ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❙✉♠♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥
③✳❇✳ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✈♦♥
❚❡✐❧❝❤❡♥ s❡✐♥✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ③✉s❛♠♠❡♥✲
s❡t③t✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ♠❛❦r♦s❦♦✲
♣✐s❝❤❡ ❖❜❥❡❦t❡✱ ❞✐❡ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ◆✐❝❤ts ❡♥tst❡❤❡♥✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ❞❡♥
③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ♥✐❝❤t ✈❛❧✐❞❡ ♥❛❝❤✇❡✐s❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛♥♥ tr❛❝❤t❡t ♠❛♥
❞❛♥❛❝❤✱ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡ ●röÿ❡♥ ❞✐♥❣❢❡st ③✉ ♠❛❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛❧s ♣❤ä♥♦♠❡♥♦✲
❧♦❣✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❢ür ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥
❦❛♥♥✳ ●❛♥③ ❣❡♥❡r❡❧❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❥❡❞❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡ ●röÿ❡ z✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❢ür
❞✐❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣s Epot(z) ❡✐❣♥❡t✱ ❛❧s
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳

❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ Epot(z) ✐st ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✱ ❞❡r ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ z s♣❡③✐✜③✐❡rt ✐st✳
P♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❡r❣ä♥③❡♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐✲
trä❣❡ ③✉♠ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✳

✺✳✷✳✷ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ❞✉r❝❤ P♦✲
t❡♥③r❡✐❤❡♥

P♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ❞✉r❝❤ r❡✐♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥
❣❡✇♦♥♥❡♥✳ ❉❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❡✐♥ ❙②st❡♠ ♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡♠
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❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❢ür ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛✲
❜❧❡ ♠✐t z✳ ▼❛♥ st❡❧❧t ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ❛✉❢✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❲❡rt❡
❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z ❡♥t❤ä❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡s
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❲❡rt❡ Epot

❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳
Ü❜❡r ❞❡♥ ❢✉♥❦t✐♦♥❛❧❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ Epot(z) = f(z) ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❩✉✲

st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z ✉♥❞ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✇❡✐ÿ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❡rst
❡✐♥♠❛❧ ❣❛r ♥✐❝❤ts✳ ❉✐❡s❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ tr✐tt ❛✉❝❤ ✐♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ♦❢t ❛✉❢✱ ✇♦
♠❛♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡
♥✐❝❤t ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥❡♥ ❚✐♣♣ ❜❡❦♦♠♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ✈♦♥ ✇❡❧❝❤❡r ❆rt ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(z)
✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ s♦❧❧✱ ❜❡✲
❤✐❧❢t ♠❛♥ s✐❝❤ ♠❡✐st ♠✐t ❞❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ P♦t❡♥③r❡✐❤❡

f(z) = a0 + a1z+ a2z
2 + · · ·+ anz

n ✭✺✳✶✵✮

♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ a1, . . . an✳ ❇❡❧✐❡❜t❡r ✐st ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡♠♣✐✲
r✐s❝❤❡r ❉❛t❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚❛②❧♦rr❡✐❤❡

f(z) = k0 +
1

1!
k1z+

1

2!
k2z

2 + · · ·+ 1

n!
knz

n ✭✺✳✶✶✮

✭❤✐❡r✿ ✉♠ ❞✐❡ ❙t❡❧❧❡ z = 0✮ ♠✐t ❞❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ k1, . . . kn✳ ❉✐❡s❡
❤ä♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ z = 0 ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡
❡✐♥❢❛❝❤❡ ❲❡✐s❡ ③✉s❛♠♠❡♥✿

k0 = f(0), k1 = f p(0), k2 = f q(0), . . . , kn = f (n)(0) .

❍✐❡r ❜❡❞❡✉t❡♥ f p(0) ❞✐❡ ❡rst❡ ✉♥❞ f (n)(0) ❞✐❡ n✲t❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥
f ♥❛❝❤ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z✱ ✇♦❜❡✐ ♥❛❝❤ ❞❡r ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r
❲❡rt z = 0 ❡✐♥③✉s❡t③❡♥ ✐st✳

❩✐❡❧ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ✐st✱ ❡✐♥❡ P♦t❡♥③r❡✐❤❡ ❛♥③✉❣❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥
▼❡ss❞❛t❡♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❣❡♣❛sst ✐st✳ ❊s ❣✐❜t ❣✉t❡ ❈♦♠♣✉t❡r♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ✇❡❧❝❤❡
❞✐❡s❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❢ür ❙✐❡ ❡r❧❡❞✐❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

✺✳✷✳✸ ❉❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③

❉✐❡ ❆❜❜✳ ✺✳✷ s❦✐③③✐❡rt ❡✐♥❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❛✉s❣❡③♦❣❡♥❡♥ ❋❡❞❡r ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✐st✱ ✉♥❞ ❆❜❜✳ ✺✳✸❛
③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣✱ ✇✐❡ s✐❡ ③✉ ❉❡♠♦♥str❛t✐✲
♦♥s③✇❡❝❦❡♥ ❛✉❢❣❡❜❛✉t ✇✉r❞❡✿ ❆♠ ❊♥❞❡ ❡✐♥❡r ✇❛❛❣❡r❡❝❤t ❡✐♥❥✉st✐❡rt❡♥ ❇❛❤♥
✐st ❡✐♥❡ ❋❡❞❡r ♠♦♥t✐❡rt✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ✉♠ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ x ❛✉s③✐❡❤❡♥✳ ❉✐❡s❡
❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ❞❡r ❋❡❞❡r ③✐❡❤❡♥ ✇✐r ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❢ür ❞❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥
❇❡✐tr❛❣ ③✉r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❤❡r❛♥✳ ■❤r❡♥ ❲❡rt ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ♠✐t
❡✐♥❡r ❙❦❛❧❛ ✈❡rs❡❤❡♥❡♥ ❘ö❤r❝❤❡♥ ❧✐♥❦s ❛❜❧❡s❡♥✳✷ ❆✉❢ ❞✐❡ ❇❛❤♥ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❲❛✲
❣❡♥ ❣❡s❡t③t✱ ❞❡r ♠✐t ❞❡r ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞ ✉♥❞ ③✉♥ä❝❤st

✷❉✐❡ ❋❡❞❡r s❡❧❜st ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❡t✇❛s ❞✐❝❦❡r❡♥ ❘ö❤r❡ ✉♥❞ ✐st ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ♥✐❝❤t
s✐❝❤t❜❛r✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✿ ❙❦✐③③❡ ③✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡r
❋❡❞❡r ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❘ö❤r❡ ✇✐r❞ ✉♠ x ❛✉s✲
❣❡③♦❣❡♥ ✉♥❞ ③✐❡❤t ❞✐❡ ❋❡❞❡r ❞❛♠✐t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✉♠ x ❛✉s ✭❂ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❞❡r
❋❡❞❡r✮✳ ❉❛♥♥ ❧ässt ♠❛♥ s✐❡ ❧♦s ✉♥❞ ♠✐sst ❞✐❡ ❊♥❞❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✱ ❞✐❡ ❡✐♥
❲❛❣❡♥ ♠✐t ▼❛ss❡ m ❡rr❡✐❝❤t

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✸✿ ❍♦♦❦❡s❝❤❡s ●❡s❡t③✿ ✭❛✮ ❊✐♥❡ ❋❡❞❡r ✇✐r❞ ✉♠ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ x
❛✉s❣❡❧❡♥❦t ✉♥❞ ❧♦s❣❡❧❛ss❡♥✳ ❆✉❢ ❡✐♥❡♥ ❲❛❣❡♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♥
❇❛❤♥ ❜❡✜♥❞❡t✱ ✇✐r❞ ❊♥❡r❣✐❡ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳ ❉✐❡ ❞❡♠ ❲❛❣❡♥ ❡rt❡✐❧t❡ ❊♥❞❣❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✇✐r❞ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ✭❜✮ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✭❞✉r❝❤
❋❡❤❧❡r❜❛❧❦❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✮ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊♥❞✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❋❡❞❡r❛✉s❧❡♥❦✉♥❣

✐♥ ❘✉❤❡ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❡r ❤❛t ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u = 0 r❡❧❛t✐✈ ③✉r
❆♥♦r❞♥✉♥❣✳ ❲✐r❞ ❞✐❡ ❋❡❞❡r ❧♦s❣❡❧❛ss❡♥✱ s❡t③t s✐❝❤ ❞❡r ❲❛❣❡♥ ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣✳
❊r ❡rr❡✐❝❤t s❡✐♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ s♦❜❛❧❞ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡♥
❲❡rt x̃ = 0 ③✉rü❝❦❣❡❣❛♥❣❡♥ ✐st✳ ❉❛s ♠❛r❦✐❡rt ❞❛s ❊♥❞❡ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
Pr♦③❡ss❡s✳ ❉❛♥♥ ❤❛t ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ũ ❞✐❡ ❊♥❞❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ũ = v ❡r✲
r❡✐❝❤t✳ ❉✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❚✐❧❞❡ ✈❡rs❡❤❡♥❡♥ ❲❡rt❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✾ ✇✐❡❞❡r
❞✐❡ ❊♥❞✇❡rt❡✳

❲✐❡ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✸❜ ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥❡♥ ▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡ ③❡✐❣❡♥✱✸ ✜♥❞❡t ♠❛♥
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ✉♥❞ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❛♠ ❊♥❞❡

✸❉✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❣❡tr❛❣❡♥❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✐st ♥✐❝❤t ❞❛s ❘❡✲
s✉❧t❛t ❡✐♥❡r st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦rs✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡
❛✉❝❤ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ❘❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❦❡✐t ❞❡r Prä♣❛r❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✲
♠❡ss✉♥❣ ❡✐♥❣✐♥❣❡♥✳
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❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣
v ∝ x . ✭✺✳✶✷✮

❲❡♥♥ ❞❡r ❲❛❣❡♥ ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ m ❤❛t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s ❡♥tst❛♥❞❡♥ ✐st✱ ♠✐t Ẽkin =
1
2mũ2 = 1

2mv2 ❛❜s❝❤ät③❡♥✳ ❉✐❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✭❞❡s ❲❛✲
❣❡♥s✮ s♦❧❧ ❛✉s ❡✐♥❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✭❞❡r ❋❡❞❡r✮ ❤❡r❛✉s ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✱
✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡ ●röÿ❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❤✐❡r ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x✱ ✇❡❧❝❤❡ ❤✐❡r ❞✐❡ ❘♦❧❧❡ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡✐♥♥✐♠♠t✳ ■♠
❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✭❲❛❣❡♥ ❛❧s ❛❧❧❡✐♥✐❣❡r ❚rä❣❡r ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❋❡✲
❞❡r ❛❧s ❛❧❧❡✐♥✐❣❡r ❚rä❣❡r ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✮ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ s❡t③t ♠❛♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③

Ekin(u) + Epot(x) = Ẽkin(ũ) + Ẽpot(x̃) ✭✺✳✶✸✮

❛♥✱ ✇♦❜❡✐ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ Ekin(u) = Ekin(0) = 0 ✉♥❞ ❛♠ ❊♥❞❡ Ẽpot(x̃) =

Ẽpot(0) = 0 ✐st✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s❣❡❤t✳ ❲❡❣❡♥ ●❧✳ ✺✳✶✷ ❣✐❧t ❛❧s♦

Epot(x) = Ẽkin(ũ) =
1

2
mv2 ∝ x2 .

❋ür ❞✐❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡ ❚❛②❧♦rr❡✐❤❡ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠ ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✶✶ ❣❡♥ü❣t ❡✐♥
❙✉♠♠❛♥❞✱ ♥ä♠❧✐❝❤

Epot(x) =
1

2
kx2 ✭✺✳✶✹✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❑♦♥st❛♥t❡♥ k✳ ❉❛s ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✺✳✶✹ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❣❡✲
✇♦♥♥❡♥❡ ●❡s❡t③ ❤❡✐ÿt ❍♦♦❦❡s❝❤❡s ●❡s❡t③ ✳

❉✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ k ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❞❡r ❋❡❞❡r ✉♥❞ ✇✐r❞ ❋❡✲
❞❡r❦♦♥st❛♥t❡ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❊♥❞❣❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

v =
√

k/m x = x/τ ✭✺✳✶✺✮

♠✐t ❞❡r ❙t❡✐✜❣❦❡✐t k ❞❡r ❋❡❞❡r ③✉ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r ▼❛ss❡ m ✭❞❡s ❲❛❣❡♥s✮ ❛❜✳
❉✐❡ ●röÿ❡

√
k/m ❤❛t ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❡r r❡③✐♣r♦❦❡♥ ❩❡✐t✱ ✉♥❞

❞❡r ❑❡❤r✇❡rt
τ = (k/m)−1/2

st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡ ❢ür ❞✐❡ ❆♥t✇♦rt ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠s ✭❞✐❡ ❋♦❧❣❡✮ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣ ✭❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡✮ ❞❛r✳

❍♦♦❦❡s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✐st ❦❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s✱ ❦❡✐♥ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡s ●❡s❡t③ ❞❡r
P❤②s✐❦✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❋❡❞❡r♥✱ ❞✐❡ ③✳❇✳ ✈♦♥ ▼❛t❡✲
r✐❛❧✱ ❱❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ♦❞❡r ❋♦r♠ ❞❡r ❋❡❞❡r ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✳ ❋❡r♥❡r ✐st ❞❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡
●❡s❡t③ ♥✉r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲❡rt❡❜❡r❡✐❝❤s ❣ü❧t✐❣✳ ❉❛ss ❡s ♥✐❝❤t
❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❣r♦ÿ❡ x ❣❡❧t❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✭❱♦r❤❡r ❣❡❤t ❞✐❡ ❋❡❞❡r
❦❛♣✉tt✮✳
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❉❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③✱ ●❧✳ ✺✳✶✹✱ ✐st ❡✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡
❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x✱ ❞❛s ❛✉s ❡♠✲
♣✐r✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❤❡r❛✉s❣❡❧❡s❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❉❛ ♠❛❣ ♠❛♥ s✐❝❤ ❢r❛❣❡♥✱ ♦❜ ❡s ❞❛s
❡✐♥③✐❣ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ✐st✱ ♠✐t ❞❡♠ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥t✇♦rt ✐st✿ ♥❡✐♥✦ ▼❛♥ ❤ätt❡ ❞✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥
❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ❞✉r❝❤ ❞❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧

Epot(x) =
1

2
k2x

2 +
1

4!
k4x

4 ✭✺✳✶✻✮

♠✐t ③✇❡✐ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ k2 ✉♥❞ k4 ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❤ö❝❤st✇❛❤r✲
s❝❤❡✐♥❧✐❝❤ s♦❣❛r ✈✐❡❧ ❜❡ss❡r✳

❆❜❡r s♦ ❧❛♥❣❡ ❞❛s ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ✭♠✐t k2 6= 0 ✉♥❞
k4 = 0✮ ❞✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r str❡✉❡♥❞❡♥ ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡ ✭❞✳❤✳ ✐♥
❞❡♥ ❙❝❤r❛♥❦❡♥ ❞❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✮ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡♥ ❆♥❧❛ss✱ ❡✐♥ ❦♦♠✲
♣❧✐③✐❡rt❡r❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❤❡r❛♥③✉③✐❡❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❡❤r❡r❡ ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❞✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✉♥❞ ❦❡✐♥ ❧♦❣✐s❝❤❡s ❆r❣✉♠❡♥t ❡✐♥❡s
❞❛✈♦♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿt✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❣❧❡✐❝❤ r✐❝❤t✐❣✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡s ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❧✐❡❣t ✐♠ ❊r♠❡ss❡♥ ❞❡s P❤②s✐❦❡rs✳ ●❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❡r ❡✐♥❡
❞❡♥❦✲ö❦♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❲❛❤❧ tr❡✛❡♥✱ s✐❝❤ ❛❧s♦ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞❛s ✐❤♠
❛♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❜❡✐♠ ❉✉r❝❤❞❡♥❦❡♥ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❞❡s ❡rs❝❤❧♦s✲
s❡♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s ✇❡✐t❡r❤✐❧❢t✳ ❉❛s s♣r✐❝❤t ❞❛❢ür✱ ❖❝❦❤❛♠s ❘❛s✐❡r♠❡ss❡r
③✉ ③ü❝❦❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ❢ür ●❧✳ ✺✳✶✹ ③✉ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ♥✉♥ ❡✐♥♠❛❧ ❞❛s ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡ ●❡s❡t③✱ ●❧✳ ✺✳✶✻✱ ❢ür ❞✐❡
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ③✉❣r✉♥❞❡ ❧❡❣❡♥ ✇ür❞❡♥✱ ❞❛♥♥ ❧✐❡ÿ❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ▼❡ss❞❛t❡♥ ❡✐♥❡
♦❜❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ ❢ür k4 ❤❡r❛✉s❧❡s❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❱❡r❢❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠
❩✐❡❧✱ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ③✉ ✈❡rr✐♥❣❡r♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ ✐♠ Pr✐♥✲
③✐♣ ✐♠♠❡r ✇❡✐t❡r ❤❡r❛❜s❡t③❡♥✳ ■r❣❡♥❞✇❛♥♥ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ❞❛❜❡✐ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt
❢ür k4 st♦ÿ❡♥✱ ❞❡r ❛✉❝❤ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❡✐♥❡♥ ✈♦♥
◆✉❧❧ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❲❡rt ❤❛t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇är❡ ●❧✳ ✺✳✶✹ ❢❛❧s✐✜③✐❡rt✱ ❞✳❤✳ ❞❛♥♥
✇är❡ ●❧✳ ✺✳✶✻ ❞❛s ❦♦rr❡❦t❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ●❡s❡t③ ✉♥❞ ●❧✳ ✺✳✶✹ ❢❛❧s❝❤✳ ❚r♦t③❞❡♠
✇ür❞❡ ♠❛♥ ❞❛♥♥ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❢ür ✈✐❡❧❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✶✹ ❛✉s❣❡❤❡♥✱
❛❧s♦ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❛❧s ◆ä❤❡✲
r✉♥❣ ❜r❛✉❝❤❜❛r ✐st ✉♥❞ ✉♥s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ❜❡q✉❡♠❡r ♦❞❡r s❝❤♥❡❧❧❡r
❞✉r❝❤❞❡♥❦❡♥ ❧ässt ❛❧s ❞✐❡ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✺✳✶✻✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉✲
t❡t✿ ❙❡❧❜st ✇❡♥♥ s✐❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❤❡r❛✉sst❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋❡❞❡r ❡✐♥❡♠ ❦♦♠♣❧✐✲
③✐❡rt❡r❡♥ ●❡s❡t③ ❛❧s ❞❡♠ ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❢♦❧❣t✱ ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ tr♦t③❞❡♠ ♦❢t ❞❛s
❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③ ❛❧s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ◆ä❤❡r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳

■♠ ❘ü❝❦❜❧✐❝❦ s♦❧❧t❡♥ ✇✐r ✉♥s ❞❛r❛♥ ❡r✐♥♥❡r♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❛✉s ❞❡♠ ♣❤②s✐❦❛✲
❧✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥❞❡ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✺✳✶✹ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür
❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡rst❡♥s ❛✉❢ ❞❡r ♦♣t✐♠✐st✐s❝❤❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡ ❜❡r✉❤t✱ ❞❛ss
❜❡r❡✐ts ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✈♦♥ ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠ä✲
ÿ✐❣ 1023 ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✦✮ ❣❡♥ü❣t✱ ✉♠ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s
❛✉s ❲❛❣❡♥ ✉♥❞ ❋❡❞❡r ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡✲
♥❛✉ ③✉ ❡r❢❛ss❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s✱ ❞❛ss ❞❛s ♥✉r ♠✐t ③✇❡✐ ❖❜❥❡❦t❡♥ ❛✉s❣❡st❛tt❡t❡
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✹✿ ❊✐♥ ❲❛❣❡♥ ❧ä✉❢t ❡✐♥❡ ❇❛❤♥ ❤✐♥❛❜✱ ❞✐❡ ✉♠ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α ❣❡❣❡♥
❞✐❡ ❍♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❣❡♥❡✐❣t ✐st✳ ❯♠ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ Z ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣
❜③✇✳ ❞❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ Z̃ ❡♠♣✐r✐s❝❤
③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡♥ ❱❡❦t♦r s ♦❞❡r ❞❡♥ ❱❡❦t♦r
h ✇ä❤❧❡♥

▼♦❞❡❧❧s②st❡♠ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❛❧s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❙♦ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤ ❞✐❡s❡r ❇❡r✉❢s♦♣t✐♠✐s♠✉s ❞❡r P❤②s✐❦❡r ❛✉❝❤ ❢ür ❡✐♥❡♥ ▲❛✐❡♥
s❡✐♥ ♠❛❣✱ ❞❡r ❊r❢♦❧❣ ❣✐❜t ✐❤♥❡♥ ✕ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ✕ r❡❝❤t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r
❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❛✉ÿ❡r ❥❡♥❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ✭●❧✳
✺✳✶✸✮ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇✉r❞❡♥✱ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ s②st❡♠❛t✐✲
s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r ❜❡❣❛♥❣❡♥✳ ❆♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡s P❤ä♥♦♠❡♥s ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ✇❡r❞❡ ✐❝❤
✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞❛r❛✉❢ ❡✐♥❣❡❤❡♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞❛♠✐t ✉♠❣❡❤t ✉♥❞ ❞✉r❝❤
✇❡❧❝❤❡ ▼❛ÿ♥❛❤♠❡♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❋❡❤❧❡r ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ❦ö♥♥t❡✳

✺✳✷✳✹ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡

❆❜❜✳ ✺✳✹ s❦✐③③✐❡rt ❡✐♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♠✐t ❞❡♠ ♠❛♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ③✉♠ P❤ä♥♦✲
♠❡♥ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ s❛♠♠❡❧♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛❜❡✐ s❡t③t ♠❛♥ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥❡♥ ❲❛❣❡♥ ❛✉❢
❡✐♥❡ ❇❛❤♥✳ ❉❛s s❡✐ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ Z✳ ◆❡✐❣t ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❛❤♥ ✉♠ ❡✐♥❡♥
❲✐♥❦❡❧ α ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❍♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ s♦ ❜❡❣✐♥♥t ❞❡r ❲❛❣❡♥ ❤✐♥❛❜③✉r♦❧❧❡♥✳ ❲ä❤✲
r❡♥❞ s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ s❡✐♥❡ P♦s✐t✐♦♥ ✈❡rä♥❞❡rt✱ ♥✐♠♠t s❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉✳
❯♠ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥sä♥❞❡r✉♥❣ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❜✐❡t❡♥ s✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡
❛♥✳ ❩✇❡✐ ❞❛✈♦♥ ✇✉r❞❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✹ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t✿ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❞✐❡ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t❡ ❲❡❣str❡❝❦❡ ⑤s| ♦❞❡r ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ |h| ❞❡r ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥❡♥ ❍ö❤❡
✇ä❤❧❡♥✳ ❉❛ ❜❡✐❞❡ ❥❡❞♦❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

|h| = |s| sinα ✭✺✳✶✼✮

♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❦♥ü♣❢t s✐♥❞✱ ✐st ✈ö❧❧✐❣ ❡❣❛❧✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉ss✉❝❤t✳ ❙✐❡ s✐♥❞
äq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ■❝❤ ♠ö❝❤t❡ ♠✐❝❤ ❤✐❡r ❞❛❢ür ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞❡♥ ✈❡rt✐❦❛❧❡♥ ❱❡❦t♦r h
③✉ ✇ä❤❧❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❲❛❣❡♥s ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳ ❙❡✐♥ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥✈❡❦t♦r s❡✐ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♠ ♠✐t 0 ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✹
❣❡❣❡❜❡♥✳ ❚rä❣t ♠❛♥ ❢ür ❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✺❛ ❣❡③❡✐❣t❡ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s❡①♣❡r✐♠❡♥t
❞❛s ◗✉❛❞r❛t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❞❡s ❲❛❣❡♥s ❣❡❣❡♥ |h| ❛✉❢✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✺✿ ✭❛✮ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✹ s❦✐③③✐❡rt❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❜❡✐
❞❡♠ ❡✐♥ ❲❛❣❡♥ ❡✐♥❡ ✭s❝❤✇❛❝❤✮ ❣❡♥❡✐❣t❡ ❇❛❤♥ ❤✐♥❛❜❧ä✉❢t✳ ●❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡
❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v(h)✳ ✭❜✮ ❚rä❣t ♠❛♥ v2 ❣❡❣❡♥ |h| ❛✉❢✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡♠♣✐✲
r✐s❝❤ ❡✐♥ ❧✐♥❡❛r❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✳ ❋❡❤❧❡r❜❛❧❦❡♥ s✐♥❞ ✐♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❞❡s❤❛❧❜
♥✐❝❤t ❡✐♥❣❡tr❛❣❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❦❧❡✐♥❡r ✇är❡♥ ❛❧s ❞✐❡ ❑r❡✐ss❝❤❡✐❜❝❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡
▼❡ss♣✉♥❦t❡ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥✳

✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✺❜ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t

v2 = |kS | |h| = kS · h . ✭✺✳✶✽✮

❆✉s ❞❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ▼❡ss❞❛t❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥✲
st❛♥t❡ |kS | ≈ 18m/s2. ❉❛ h ❡✐♥❡♥ ❱❡❦t♦r ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ s♦❧❧✱ ♠✉ÿ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤✲
t❡♥ ❙❡✐t❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✶✽ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡❦t♦r st❡❤❡♥✱
❤✐❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❱❡❦t♦r kS ✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❙❡✐t❡ ✐st ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r✳ ❉❛
❞✐❡s❡r ❙❦❛❧❛r ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ st❡❤❡♥ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ kS ✉♥❞ h ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳

❲❡♥♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉♥✐♠♠t✱ s♦ ♥✐♠♠t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ❞❡s ❲❛❣❡♥s ③✉✳ ❉❛s ✇✐r❢t ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ❛✉❢✱ ✇♦❤❡r ❞✐❡s❡ ❊♥❡r❣✐❡ st❛♠♠t✳
❉❛ ♠❛♥ ❞❛s ❩✐♠♠❡r✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t st❛tt✜♥❞❡t✱ ❛❧s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s
❙②st❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❦❛♥♥
❞❛❤❡r ♥✐❝❤t ❛✉s ❞❡♠ ◆✐❝❤ts ❡♥tst❡❤❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❡s ♠✉ss ❡✐♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡s ●❡✲
❣❡♥❦♦♥t♦ ❡①✐st✐❡r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣✐❜t✳ ❲✐r ✈❡rs✉❝❤❡♥ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥
♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❲✐r ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ s✐❡ ❛❧s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡✳ ❋ür
❞✐❡s❡ ♠üss❡♥ ✇✐r ③✉❡rst ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✳ ◆✉♥
✐st ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❲❛❣❡♥s ❤✐❡r ❛❜❡r ❞❛s ❡✐♥③✐❣❡ ❜❡♦❜❛❝❤t✲
❜❛r❡ ▼❡r❦♠❛❧✱ ❞❛s ♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ❡✐♥❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❜r✐♥❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛❤❡r ❡r❦❧är❡♥ ✇✐r ❞❡♥ P♦s✐t✐♦♥s✈❡❦t♦r h ③✉r
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡r ❞❛s ❙❝❤✇❡r❡♣❤ä♥♦♠❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡ Epot(h)✳ ❙✐❡ s♦❧❧ ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❧✐❡❢❡r❛♥t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❦✐♥❡t✐✲
s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳ ❩✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s✱ ❛❧s♦ ✐♠ ❆♥❢❛♥❣s③✉✲
st❛♥❞ Z✱ s♦❧❧ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ Epot(Z) = Epot(h = 0) = Epot(0)
❣❡❣❡❜❡♥ s❡✐♥ ✉♥❞ ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s ❞✉r❝❤ Epot(Z̃) = Epot(h)✱ ✇♦❜❡✐ Z̃
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❞❡♥ ❊♥❞③✉st❛♥❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ s♦❧❧✳
❉✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❲❛❣❡♥s ❛❧s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ✐st ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ♥✉❧❧✱

❞✳❤✳ Ekin(Z) = 0✱ ✉♥❞ ❛♠ ❊♥❞❡ ✐st s✐❡ Ekin(Z̃) = 1
2mv2✱ ✇♦❜❡✐ m ❞✐❡ ▼❛ss❡

❞❡s ❲❛❣❡♥s ✐st✳ ■♠ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇✐❡ ❡s ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✺❛ ❣❡③❡✐❣t ✐st✱
✇❡r❞❡♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ 1

2mv2 ❞❡s ❲❛❣❡♥s ❛❧s ●❡s❛♠ts②st❡♠
❛❜❡r ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❇❡✐trä❣❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡
❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ✒❣❡❢ütt❡rt✏✳ ❉✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✐♠ ✈♦r❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥
❆❜s❝❤♥✐tt ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✳ ❇❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
✒♠✐t❜❡③❛❤❧t❡♥✏ ❆♥t❡✐❧ s✉♠♠❛r✐s❝❤ ❛❧s ✒s♦♥st✐❣❡ ❊♥❡r❣✐❡✏ Esonst✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

Epot(0) = Epot(h) +
1

2
mv2 + Esonst

❜③✇✳

∆Epot(h) +
1

2
mv2 + Esonst = 0 ✭✺✳✶✾✮

❛✉❢st❡❧❧❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ∆Epot(h) = Epot(h)−Epot(0)✳ ❩✉r ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤
■❤♥❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❇❡✐trä❣❡ ♥❡♥♥❡♥✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ Esonst ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥ ❦❛♥♥✿
❉❛③✉ ❣❡❤ör❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ③✉r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❲❛❣❡♥s✱ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ s❡✐♥❡r r♦t✐❡r❡♥❞❡♥ ❘ä❞❡r✳ ❋❡r♥❡r ❣❡❤ör❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❞❛③✉✱
✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▼❡❞✐✉♠ r❡s✉❧t✐❡r❡♥✱
✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❆✉❢tr✐❡❜ ✭s✳ ❑❛♣ ✻✳✺✳✷✮✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇✐r❞ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤
❆✉ss❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙❝❤❛❧❧ ♦❞❡r ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✐♥ ❲är♠❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✭③✳❇✳ ❞✉r❝❤
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❘❡✐❜✉♥❣✮✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ❞✐❡s❡ ❦❧❡✐♥❡ ❆✉❢③ä❤❧✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ❦❛♥♥ ❡s
❣❛♥③ s❝❤ö♥ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür
❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙♣✉r ❦♦♠♠❡♥ ✇✐❧❧✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❆✉s✲
❞r✉❝❦ ❢ür Epot(h) ❛✉s ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❛❜❧❡✐t❡♥ ♠ö❝❤t❡✳ ❉❛♠✐t ❥❡❞♦❝❤ ●❧✳ ✺✳✶✾
♠✐t ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡♥ ●❧✳ ✺✳✶✽ ❦♦♠♣❛t✐❜❡❧ ✐st✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ●❧✳
✺✳✶✾ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❡♥t✇❡❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ v2 ♦❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
③✉ h s❡✐♥✱ ♦❞❡r ❛❜❡r s♦ ❦❧❡✐♥ s❡✐♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❣❡❣❡♥ s♦❧❝❤❡ ❇❡✐trä❣❡ ✈❡r♥❛❝❤✲
❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✇✐r❞ s✐❝❤ s♣ät❡r ❢ür ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣
❞❡r ❘ä❞❡r ❤❡r❛✉sst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ v2 ✐st✱ ❢ür ❞❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❞❡s
❆✉❢tr✐❡❜s✱ ❞❛ss ❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ h ✐st✱ ✉♥❞ ❢❡r♥❡r✱ ❞❛ss ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣
❞❡r ❙❝❤❛❧❧❡♠✐ss✐♦♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t
✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❆✉s ❞✐❡s❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤
s♦♠✐t ❞✐❡ ❆r❜❡✐ts❤②♣♦t❤❡s❡

∆Epot(h) = −1

2
mv2 − Esonst = −1

2
mkS · h− Esonst ∝ |h| ✭✺✳✷✵✮

❛❜❧❡✐t❡♥✳ ❆r❜❡✐ts❤②♣♦t❤❡s❡♥ ❤❡❧❢❡♥ ③✉ ❦❧är❡♥✱ ✇❛s ♠❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ü❜❡r✲
♣rü❢❡♥ ♠üsst❡✱ ✉♠ ③✉ ❡✐♥❡r ❢✉♥❞✐❡rt❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡ ③✉ ❣❡❧❛♥❣❡♥✳ ❙✐❡ ❜✐❡t❡♥
❡✐♥❡♥ ✒▲❡✐t❢❛❞❡♥✏ ❛♥✱ ❞❡r ③✉r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❊r❤ärt✉♥❣ ❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❢ü❤r❡♥
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❦❛♥♥✳ ■♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❛❧❧ ❣❡❤t ❡s ❞❛r✉♠ ❤❡r❛✉s③✉✜♥❞❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ❞❡♠ ●❡s❡t③

Epot(h) = −mg · h+ Epot(0) ✭✺✳✷✶✮

❢♦❧❣t✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ h ✐st✳ ❉❡♥ ❋❛❦t♦r m ❤❛❜❡ ✐❝❤ ❤✐❡r ❤❡r✲
❛✉s❣❡③♦❣❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ❛♥❛❧♦❣ ③✉ −1

2mkS ·h ✐st ✭s✳ ●❧✳ ✺✳✷✵✮✳ ❲❡♥♥
❡s ✉♥s ❣❡❧ä♥❣❡✱ ❛❧❧❡ s♦♥st✐❣❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ③✉ ✉♥t❡r❞rü❝❦❡♥✱ ✇är❡
g = 1

2kS ✳ ■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ Esonst → 0✱ ❡r✇❛rt❡t ♠❛♥ ❛❧s♦ 1
2kS → g✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥

♠❛♥ ❛✉s ❞❡♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❘❡s✉❧t❛t ❞❡s ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✺ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❊①♣❡r✐✲
♠❡♥ts s❝❤♦♥ ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤ät③✇❡rt ❢ür ❞✐❡ ❯♥t❡r❣r❡♥③❡ ✈♦♥ |g| ❛❜❧❡✐t❡♥✱
♥ä♠❧✐❝❤✿

|g| ≥ |kS |/2 ≈ 9m/s2 .

❉✐❡s❡♥ ❙❝❤ät③✇❡rt ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈❡r❜❡ss❡r♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ α = 90◦

✇ä❤❧t✱ ❞✳❤✳ ❞❡♥ ❲❛❣❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ✈❡rt✐❦❛❧ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❢❛❧❧❡♥ ❧ässt✱ ❞❡♥♥ ❞❛♠✐t
❤❛t ♠❛♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❘ä❞❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡r
❇❛❤♥ ❞✉r❝❤ ❘❡✐❜✉♥❣ ❛✉s❣❡s❝❤❛❧t❡t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛♥♥ ♥♦❝❤ ③✉♠ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧
ü❜❡r❣❡❤t✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❡♥ ❲❛❣❡♥ ③✳❇✳ ✐♥ ❞❡r ❡✈❛❦✉✐❡rt❡♥ ❘ö❤r❡ ❞❡s ❇r❡♠❡r
❋❛❧❧t✉r♠s ❢❛❧❧❡♥ ❧ässt✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ♠❛♥ ❞❛s ✉♠❣❡❜❡♥❞❡ ▼❡❞✐✉♠ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ❡❧✐✲
♠✐♥✐❡rt ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❆✉❢tr✐❡❜✱ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❙❝❤❛❧❧❡♠✐ss✐♦♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❥❡❣❧✐❝❤❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❜✐s ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✇❡r❡✲
♣❤ä♥♦♠❡♥ ❛✉ss❝❤❛❧t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛♥♥ ❧✐❡❣t s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡r ❢r❡✐❡ ❋❛❧❧ ✈♦r✳ ❋ür
❞✐❡s❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

v2 = 2g · h ✭✺✳✷✷✮

♠✐t
|g| ≈ 10m/s2 , ✭✺✳✷✸✮

❞✳❤✳ ❡✐♥❡♥ ✉♠ ❝❛✳ 10% ❣röÿ❡r❡♥ ❲❡rt ❢ür g✱ ❛❧s s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❣r♦❜❡♥ ❙❝❤ät③✲
❡①♣❡r✐♠❡♥t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❲❛❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❣❡♥❡✐❣t❡♥ ❇❛❤♥ ❡r❣✐❜t✳

❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✷✶ ♥♦❝❤ ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤ Epot(0) = 0✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ❞✉r❝❤

Epot(h) = −mg · h ✭✺✳✷✹✮

❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss g ③✳❇✳ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛
❛❜❤ä♥❣t✱ ❛✉s ❞❡♠ ❞❡r ❲❛❣❡♥ ❣❡❢❡rt✐❣t ✇✉r❞❡✳ ▼❡❤r ♥♦❝❤✿ ❞❡r ❱❡❦t♦r g ❤ä♥❣t
✈♦♥ ü❜❡r❤❛✉♣t ♥✐❝❤ts ❑ör♣❡rs♣❡③✐✜s❝❤❡♠ ❛❜✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ✈♦♥ ❞❡r ❛✉❢ ❞❡r
❊r❞♦❜❡r✢ä❝❤❡ ✇✐r❦s❛♠❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❞❡s ❑ör♣❡rs✱
❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ✭●❧✳ ✺✳✷✹✮ ❡✐♥✢✐❡ÿt✱ ✐st ❞❛♠✐t s❡✐♥❡
▼❛ss❡ m✳ ❉❛s ✐st ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt✳ ❉❡s❤❛❧❜ s♦❧❧ ❞✐❡s❡r ❡rst❛✉♥❧✐❝❤❡ ❇❡❢✉♥❞
❡①♣❧✐③✐t ❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✿

❋ür ❛❧❧❡ ❑ör♣❡r ❣❧❡✐❝❤❡r ▼❛ss❡ m ✐st Epot(h) ❣❧❡✐❝❤✱ ❞✳❤✳
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r❡♥ s♦♥st✐❣❡r ♠❛t❡r✐❡❧❧❡r ❇❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t✳
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✺✳✷✳✺ P❧❛t♦♥s ❍ö❤❧❡♥❣❧❡✐❝❤♥✐s ✉♥❞ ❞✐❡ P❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❡

✒❉✐♥❣❡ s✐♥❞ ✉♥s ❛❧s ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✉♥s ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ ●❡❣❡♥stä♥❞❡ ✉♥s❡r❡r ❙✐♥♥❡
❣❡❣❡❜❡♥✳ ❱♦♥ ❞❡♠✱ ✇❛s s✐❡ ❛♥ s✐❝❤ s❡❧❜st s❡✐♥ ♠ö❣❡♥✱ ✇✐ss❡♥ ✇✐r ♥✐❝❤ts✳ ❲✐r
❦❡♥♥❡♥ ♥✉r ✐❤r❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥✱ ❞✳✐✳ ❞✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ s✐❡ ✐♥ ✉♥s ❜❡✇✐r✲
❦❡♥✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ❛✉❢ ✉♥s❡r❡ ❙✐♥♥❡ ❡✐♥✇✐r❦❡♥✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ❣❡st❡❤❡ ✐❝❤ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s
③✉✱ ❞❛ss ❡s ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✉♥s t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❑ör♣❡r ❣✐❜t✱ ❞✳✐✳ ❉✐♥❣❡✱ ❞✐❡✱ ♦❜③✇❛r
♥❛❝❤ ❞❡♠✱ ✇❛s s✐❡ ❛♥ s✐❝❤ s❡❧❜st s❡✐♥ ♠ö❣❡♥✱ ✉♥s ❣ä♥③❧✐❝❤ ✉♥❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞✱
✇✐r s✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❦❡♥♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐❤r ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ✉♥s❡r❡ ❙✐♥♥✲
❧✐❝❤❦❡✐t ✉♥s ✈❡rs❝❤❛✛t✱ ✉♥❞ ❞❡♥❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❇❡♥❡♥♥✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ❣❡❜❡♥✳
❉✐❡s❡s ❲♦rt ❜❡❞❡✉t❡t ❛❧s♦ ❜❧♦ÿ ❞✐❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ❥❡♥❡s ✉♥s ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥✱ ❛❜❡r
♥✐❝❤ts❞❡st♦✇❡♥✐❣❡r ✇✐r❦❧✐❝❤❡♥ ●❡❣❡♥st❛♥❞❡s✳✏ ✭■♠♠❛♥✉❡❧ ❑❛♥t✱ ✒Pr♦❧❡❣♦♠❡✲
♥❛ ③✉ ❡✐♥❡r ❥❡❞❡♥ ❦ü♥❢t✐❣❡♥ ▼❡t❛♣❤②s✐❦✱ ❞✐❡ ❛❧s ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✇✐r❞ ❛✉❢tr❡t❡♥
❦ö♥♥❡♥✏ ✭✶✼✽✸✮✮

■♠ P❧❛t♦♥s❝❤❡♥ ❍ö❤❧❡♥❣❧❡✐❝❤♥✐s ❧❡❜❡♥ ▼❡♥s❝❤❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❍ö❤❧❡✳ ❙✐❡ ❦ö♥✲
♥❡♥ ♥✉r ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❲❛♥❞ ❜❧✐❝❦❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡r s✐❡ ❞✐❡ ❙❝❤❛tt❡♥❜✐❧❞❡r ✇❛❤r♥❡❤♠❡♥
❦ö♥♥❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❱♦r❣ä♥❣❡♥ ❡♥t✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉ÿ❡♥ st❛tt✜♥❞❡♥✳ ❲❡♥♥
▼❡♥s❝❤❡♥ ❛✉ÿ❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ●❡❣❡♥stä♥❞❡ ❤✐♥✲ ✉♥❞ ❤❡rtr❛❣❡♥✱ s♦ ❞❛ss
s✐❡ s❡❧❜st ✈❡r❜♦r❣❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✱ ❞❛♥♥ s❡❤❡♥ ❞✐❡ ❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r ♥✉r ❞❛s ❙❝❤❛t✲
t❡♥t❤❡❛t❡r ❞✐❡s❡r ●❡❣❡♥stä♥❞❡✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡r ❞❡r ❚rä❣❡r s♣r✐❝❤t✱ ❤❛❧❧t ❞❛s ❊❝❤♦
✈♦♥ ❞❡r ❍ö❤❧❡♥✇❛♥❞ s♦ ③✉rü❝❦✱ ❛❧s ♦❜ ❞✐❡ ❙❝❤❛tt❡♥ s♣rä❝❤❡♥✳ ❉❛❤❡r ♠❡✐♥❡♥
❞✐❡ ❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r✱ ❞✐❡ ❙❝❤❛tt❡♥ ❦ö♥♥t❡♥ r❡❞❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤❛t✲
t❡♥ ❛❧s ▲❡❜❡✇❡s❡♥ ✉♥❞ ❞❡✉t❡♥ ❛❧❧❡s✱ ✇❛s ❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ❛❧s ❞❡r❡♥ ❍❛♥❞❧✉♥❣❡♥✳
❉❛s✱ ✇❛s s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ❲❛♥❞ ❛❜s♣✐❡❧t✱ ✐st ❢ür s✐❡ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❘❡❛❧✐tät✳ ❙✐❡ ❡♥t✲
✇✐❝❦❡❧♥ ❡✐♥❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✈♦♥ ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥ ✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ✐♥ ❞❡r❡♥ ❆✉❢tr❡✲
t❡♥ ✉♥❞ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❢❡st③✉st❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞❛r❛✉s Pr♦❣♥♦s❡♥
❛❜③✉❧❡✐t❡♥✳

❉✐❡ ❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r ❦ö♥♥❡♥ ③✇❛r ❞✐❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ✇❛❤r♥❡❤♠❡♥✱ ♥✐❝❤t
❛❜❡r ❞✐❡ ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t s❡❧❜st✳ ❉✐❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❞✐❡ P❤ä✲
♥♦♠❡♥❡ ✉♥❞ ❥❡♥❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ❞❡r ❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ P❤ä♥♦✲
♠❡♥❡♥✱ ❛❧s♦ ❞❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥✱ ♦r✐❡♥t✐❡rt✱ ✐st ❡✐♥❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❲✐s✲
s❡♥s❝❤❛❢t✳

❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❡✐♥ P❛r❛❞❡❜❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❛✉s ❞❡r
♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P❤②s✐❦❤örs❛❛❧ ❞❡r
❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ③✉♥ä❝❤st r✉❤❡♥❞❡♥ ❖❜❥❡❦ts ✐♥ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡ ❚❡✐❧❡ ❞❡♠♦♥str✐❡rt
✇✐r❞✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❩❡r❢❛❧❧ ♠✐t ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥❡✐♥✲
❛♥❞❡r ❢♦rt❜❡✇❡❣❡♥✱ ✐st ♠❛♥ ❣❛♥③ ❛✉ÿ❡r ❙t❛♥❞❡✱ ❞✐❡ ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t ✇❛❤r③✉♥❡❤✲
♠❡♥✱ ❛❧s♦ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r ❛✉s P❧❛t♦♥s ●❧❡✐❝❤♥✐s
♥✐♠♠t ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r ❞✐❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ✇❛❤r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
✈♦r ❞❡♠ ❩❡r❢❛❧❧ ♥✉❧❧ ✇❛r✱ ♥❛❝❤❤❡r ❛❜❡r ✈♦♥ ♥✉❧❧ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✐st✳ ❉❛ ❞❡r ▼❛s✲
s❡♥❞❡❢❡❦t ③✉ ❦❧❡✐♥ ✐st✱ ✉♠ ✇❛❤r❣❡♥♦♠♠❡♥ ③✉ ✇❡r❞❡♥✱ s✐❡❤t ❡s ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧
s♦ ❛✉s✱ ❛❧s ♦❜ ❞❛ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ❞❡♠ ◆✐❝❤ts ❡♥tst❡❤t✱ ❛❧s♦ ❛❧s ♦❜ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✲
s❛t③ ✈❡r❧❡t③t ✇är❡ ✭❆❧s ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♣r♦❞✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❘❛❞✐✉♠s ❡♥t❞❡❝❦t❡✱
s❛❤ ❡s t❛tsä❝❤❧✐❝❤ s♦ ❛✉s✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ s✐❡ ❛✉❢ ❦❡✐♥❡ ❜❡❦❛♥♥t❡ P❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❡
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❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥ ❦♦♥♥t❡✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ❞✉r❝❤ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❇❡♦❜❛❝❤✲
t✉♥❣ ❣❡✇❛❤r ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❜❡✐♠ ❩❡r❢❛❧❧s❡①♣❡r✐♠❡♥t ③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥
❡✐♥❡ ❋❡❞❡r ❣❡s♣❛♥♥t ✐st ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ♥♦❝❤ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡
✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐st✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐✲
♥❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛♥❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ♦r✐❡♥t✐❡rt✱
♥ä♠❧✐❝❤ ❛♥ ❞✐❡s❡♠ P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❞✐❡ ❍ö❤❧❡♥✲
❜❡✇♦❤♥❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❞❡r ❋❡❞❡r ❡✐♥❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✈♦♥ ❞❡♥ ✉♥s ③✉❣ä♥❣✲
❧✐❝❤❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥❜✐❧❞❡r♥ ❞❡r ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t✳ ✭❉✐❡s❡ ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t ✐st ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠
▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ❜❡r✉❤❡♥❞❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✦✮ ❉✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❞ ❡✐♥❡♠ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Epot ✉♥❞ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ x
❞❡r ❋❡❞❡r ♦❞❡r s♦♥st ❡✐♥❡♠ ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥✱ ❢ür ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
✒❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r✏ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡♥ ■♥❞✐❦❛t♦r ③✉❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡♠ü❤✉♥❣❡♥
✉♠ ❞❡♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❛✉❡rt❡♥ ✈✐❡❧❡
❏❛❤r③❡❤♥t❡✳ ❊rst ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❣❡❧❛♥❣ ❡s ✶✾✵✺✱ ❞✐❡ ❤✐♥t❡r ❞✐❡s❡r ❊rs❝❤❡✐✲
♥✉♥❣ st❡❤❡♥❞❡ ✒❘❡❛❧✐tät✏✱ ❞✳❤✳ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t✱ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥ ✉♥❞ ✉♥s ③✉
❡✐♥❡♠ t✐❡❢❡r❡♥ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ◆❛t✉r ③✉ ❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡
❜❡♥öt✐❣t ❛✉❢♠❡r❦s❛♠❡ ▼❡♥s❝❤❡♥✱ ❞❡♥❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ü❜❡r❤❛✉♣t ❡rst ❡✐♥♠❛❧
❛✉✛❛❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ s✐❡ ❦♦♠♠✉♥✐③✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥❀ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧♣❤②s✐❦❡r✱ ✇❡❧❝❤❡
❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ❡r❢♦rs❝❤❡♥ ✉♥❞ q✉❛♥t✐✜③✐❡✲
r❡♥❀ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ P❤②s✐❦❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❛✉❢❣❡✲
❢✉♥❞❡♥❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❡♥t✇❡r❢❡♥❀ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❥❡♥❡ ❤❡r❛✉sr❛❣❡♥❞❡♥
●❡♥✐❡s✱ ❞❡♥❡♥ ❡s ❣❡❧✐♥❣t✱ ✈♦♥ ❞✐❡s❡r P❤②s✐❦ ❞❡r ❇✐❧❞❡r ✉♥s❡r❡r ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t
❛✉❢ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❙t✉❢❡ ❞❡r ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ❘❡❛❧✐tät ❛✉❢③✉st❡✐❣❡♥✱ ✇✐❡ ❡s
❡t✇❛ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❣❡❧❛♥❣✳ ❱♦♥ ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥✱ ❞❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡♥✱ ❢ü❤rt ❦❡✐♥
❜r✉❝❤❧♦s❡r ❧♦❣✐s❝❤❡r ❲❡❣ ③✉ ❞❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡♥ ❞✐❡s❡r ●❡♥✐❡s✱ s♦♥❞❡r♥ ♠❡✐st
♥✉r ❡✐♥❡ ❤❡✉r✐st✐s❝❤❡ ❊✐♥❣❡❜✉♥❣✱ ❡✐♥ ●❡✐st❡s❜❧✐t③✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ♦❜ s✐❝❤ ❞✐❡
❤❡✉r✐st✐s❝❤❡ ■❞❡❡ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ s♣ät❡r❡♥ Prü❢✉♥❣❡♥ ❛❧s tr❛❣❢ä❤✐❣✱ ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐
✉♥❞ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ❡r✇❡✐st✱ ✇✐r❞ s✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ❙❛♠♠❧✉♥❣ ❞❡r ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❞❡r P❤②✲
s✐❦ ü❜❡r ❞✐❡ ✒❘❡❛❧✐tät✏ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ♦❞❡r ✈❡r✇♦r❢❡♥✳ ◆✉♥ ♠✉ss ♠❛♥ s✐❝❤
❧❡✐❞❡r ❡✐♥❣❡st❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞❛❜❡✐ ♥❛t✉r❣❡♠äÿ ♥✐❡ ❦❧❛r ✐st✱ ♦❜ ♥✐❝❤t ❛✉❝❤ ❞✐❡✲
s❡ ✒❘❡❛❧✐tät✏ s✐❝❤ ❡✐♥❡s ❚❛❣❡s ❛❧s ❡✐♥❡ ♥✉r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❡r✇❡✐st✱ ❛❧s♦
s❡❧❜st ✇✐❡❞❡r ❡✐♥ ❙❝❤❛tt❡♥❜✐❧❞ ❡✐♥❡r ✉♥s ❞❡r③❡✐t ♥♦❝❤ ✐♠♠❡r ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥
❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t ❞❛rst❡❧❧t✳

✺✳✷✳✻ ▲❡✐st✉♥❣

❖✛❡♥❡ ❙②st❡♠❡ ❡♥t✇❡r❢❡♥ ❡✐♥ ✈✐❡❧ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡r❡s ❇✐❧❞ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t✳ ❊✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❤❡✐ÿt ♦✛❡♥✱ ✇❡♥♥ ❡s ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥ ♦❞❡r ✐❤♠ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥
❡s ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ✐s♦❧✐❡rt ✐st✳ ❉✐❡ ❘❛t❡✱ ♠✐t ❞❡r ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❊♥❡r❣✐❡
♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣✐❜t ♦❞❡r ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❡♠♣❢ä♥❣t✱ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇❡✲
❣r✐✛ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ✳ ●❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❘❛t❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❛✉❢
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❡✐♥❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ❜❡③♦❣❡♥❡ ●röÿ❡ ♠❡✐♥t✳
P❡r ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❜❡③✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ P ❛✉❢ ❞❛s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ❙②st❡♠✳

❲❡♥♥ ❡s ▲❡✐st✉♥❣ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣✐❜t✱ ✐st P ♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ E ❞❡s ❙②st❡♠s ♥✐♠♠t ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ❛❜✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❤✐♥❣❡❣❡♥
▲❡✐st✉♥❣ ❛✉❢♥✐♠♠t✱ ✐st ❡s ✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ❋ür ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ä♥❞❡rt
s✐❝❤ s❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ❣❡r❛❞❡ ❛✉s❣❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❣❡♠äÿ

dE
dt

+ P = 0 . ✭✺✳✷✺✮

❉❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ✭❊♥❡r❣✐❡✲✮❙tr♦♠stär❦❡

I = |P | =
∣∣∣∣
dE
dt

∣∣∣∣

❞❡s ❊♥❡r❣✐❡✢✉ss❡s✳ ❉✐❡s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ●röÿ❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❇❡tr❛❣ ❞❡r ♣r♦ ❩❡✐t✲
❡✐♥❤❡✐t ③✉♠ ❙②st❡♠ ❤✐♥ ♦❞❡r ✈♦♥ ✐❤♠ ✇❡❣ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t
❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❇❡tr❛❣ ❞❡r ❘❛t❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠s✳

▲❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ✭❊♥❡r❣✐❡✲✮❙tr♦♠stär❦❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ❲❛tt ❣❡♠❡s✲
s❡♥✿

[P ] = [I] = Watt = W = J/s .

❯♠❣❡❦❡❤rt ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡✐♥❤❡✐t ❏♦✉❧❡ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣s❡✐♥✲
❤❡✐t ❲❛tt ❛✉s❞rü❝❦❡♥✿

1 Joule = 1Wattsekunde = 1Ws . ✭✺✳✷✻✮

❇❡✐ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥❦♦♥✈❡♥t✐♦♥ ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✿ ●✐❜t ❞❛s ❙②s✲
t❡♠ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜✱ ✐st P ♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ P = I✳ ❲✐r❞ ❞❡♠ ❙②st❡♠
③✉❣❡❢ü❤rt✱ s♦ ✐st P = −I ✉♥❞ s♦♠✐t ♥❡❣❛t✐✈✱ ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t
♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❊✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡ ✐st ❡✐♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳

❲❡♥♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❛❜♥✐♠♠t✱ s♦
❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡str♦♠ ❞❡r ❙tär❦❡ I = P ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐
❞❡r ✒❙tr♦♠r❡❝❤♥✉♥❣✏ ❡✐♥❡s ❙tr♦♠❧✐❡❢❡r❛♥t❡♥ ✐♥ ❑✐❧♦✇❛ttst✉♥❞❡♥ ✭1 kWh =
3.6Millionen Joule✮ ❛❜❣❡r❡❝❤♥❡t ✇✐r❞✱ s♦ ③❛❤❧t ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐✲
s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❣❡❧✐❡❢❡rt ✇✉r❞❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ❞❡r ❊♥❡r✲
❣✐❡str♦♠❧✐❡❢❡r❛♥t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛t✳ ❉✐❡ ✒❙tr♦♠r❡❝❤♥✉♥❣✏ ✐st ❡✐♥❡ ✒❊♥❡r❣✐❡str♦♠✏✲
❆❜r❡❝❤♥✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❆❜r❡❝❤♥✉♥❣s③❡✐tr❛✉♠ T ❣❡❧✐❡❢❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡

|∆E| =
T̂

0

I(t)dt

✐♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✳
▼❛♥ ❦❛♥♥ ●❧✳ ✺✳✷✺ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡ I ❛✉s❞rü❝❦❡♥✿

dE
dt

+ Iex − Iin = 0 . ✭✺✳✷✼✮
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❍✐❡r❜❡✐ ♠✉ss ✇❡❣❡♥ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣s❜❡✐trä✲
❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙tr♦♠stär❦❡ Iex ❞❡r ❛✉s ❞❡♠ ❙②st❡♠ ❛❜✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ▲❡✐st✉♥❣
✉♥❞ ❞❡r ❙tr♦♠stär❦❡ Iin ❞❡r ✐♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❤✐♥❡✐♥✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ▲❡✐st✉♥❣ ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ●❧♥✳ ✺✳✷✺ ✉♥❞ ✺✳✷✼ st❡❧❧❡♥ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛r✳
❲❡♥♥ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❜❡st❡❤t✱
❧❛✉t❡t ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣

d

dt

(∑
Ekin +

∑
Epot

)
+
∑

P = 0 . ✭✺✳✷✽✮

❉❛s ❙✉♠♠❡♥③❡✐❝❤❡♥ ✒
∑
✏ st❡❤t ❤✐❡r s②♠❜♦❧✐s❝❤ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❦✐♥❡✲

t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡
❚❡✐❧s②st❡♠❡ ❡♠♣❢❛♥❣❡♥ ♦❞❡r ❛❜❣❡❜❡♥✱ ③✉ ❛❞❞✐❡r❡♥ s✐♥❞✳ ■st ❞❛s ●❡s❛♠ts②s✲
t❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ♦❞❡r ✢✐❡ÿt ✐❤♠ ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉ ✇✐❡ ❡s ❛❜❣✐❜t✱ s♦ ✐st∑

P = 0✳ ❉❛♥♥ r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
❢ür ❞✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r✲
✇❡✐st s✐❝❤ ❞❛♠✐t ❛❧s ❡✐♥❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧✲
t✉♥❣✳

✺✳✸ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭▼✷✮

▼❛♥❝❤♠❛❧ ♠✉ss ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❞ ✐❤r❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥ s♦❧❝❤❡r
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❛r✳

❉❡r ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧✐❡❣t ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡
❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❦❡♥♥t ✉♥❞ ✐❤r❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉✣♥❞❡♥ ♠✉ss✳
❉❛s ✐st ③✳❇✳ ❜❡✐ ●❧✳ ✸✳✷✽ ❞❡r ❋❛❧❧✱ ✇♦ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ x(t) ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥
t ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❦❡♥♥t✱ ♥ä♠❧✐❝❤

ẋ = v0. ✭✺✳✷✾✮

❉❛s ✐st ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❙✐❡ ❤❛t ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ x(t) =
v0t + C✳ ❉✐❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❡✐♥❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r
❢r❡✐❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥✳ ■♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❛❧❧ ❣✐❜t ❡s ❞❛❤❡r ♥✉r ❡✐♥❡ ❢r❡✐❡ ❑♦♥st❛♥✲
t❡✳ ❉✐❡s❡ ✇✉r❞❡ ❤✐❡r ♠✐t C ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❙♦❧❝❤❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇✐❡ ●❧✳ ✺✳✷✾ ❧öst ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ■♥✲
t❡❣r❛t✐♦♥✳ ■♠ P❤②s✐❦❡r❥❛r❣♦♥ ❜❡❞❡✉t❡t ❡s ❛✉❝❤ ❢ür ❦♦♠♣❧❡①❡r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛ss❡❧❜❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛✈♦♥ s♣r✐❝❤t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧öst ♦❞❡r s❛❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥t❡❣r✐❡rt✳

P❤②s✐❦❡r ✇✐❞♠❡♥ s✐❝❤ ❞❡♠ ❘❛t❡s♣✐❡❧ ✒❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧ös❡♥✏ ♠✐t ❞❡r
❣❧❡✐❝❤❡♥ ■♥❜r✉♥st ✉♥❞ ▲❡✐❞❡♥s❝❤❛❢t ✇✐❡ ◆♦r♠❛❧st❡r❜❧✐❝❤❡✱ ❞✐❡ ü❜❡r ❞✐❡ ✈✐❡r
●r✉♥❞r❡❝❤❡♥❛rt❡♥ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❤✐♥❛✉s❣❡❦♦♠♠❡♥ s✐♥❞✱ ❞❡♠ ❙✉❞♦❦✉✳ ❊✐♥ ✇✐❝❤✲
t✐❣❡r ✈♦r❜❡r❡✐t❡♥❞❡r ❙❝❤r✐tt ③✉♠ ❆✉✣♥❞❡♥ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞✐❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉ ❦❧❛ss✐✜③✐❡r❡♥✿
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❆rt✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♥✉r ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❤❡✐ÿ❡♥ ❣❡✲
✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❋ür ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r
❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ❛✉❝❤ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✺✳✺✮✳ ❉❛♥♥
❧✐❡❣❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦r✳

❖r❞♥✉♥❣✿ ❉✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t ❞✐❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❞❡r
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ✭✉♥❜❡st✐♠♠t❡♥✮ ❑♦♥st❛♥✲
t❡♥ ❡✐♥❡r ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ✐❤r❡r ❖r❞♥✉♥❣✳

❍♦♠♦❣❡♥✐tät✿ ❊✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❤♦♠♦❣❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ◆✉❧❧❢✉♥❦✲
t✐♦♥ ✭y = f(x) = 0✮ ③✉ ❞❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❣❡❤ört✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s ✐st s✐❡ ✐♥❤♦✲
♠♦❣❡♥✳

▲✐♥❡❛r✐tät✿ ❙✐♥❞ f ✉♥❞ g ③✇❡✐ ▲ös✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞
a ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r❡ ❑♦♥st❛♥t❡✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧✐♥❡❛r✱ ✇❡♥♥
❛✉❝❤ af + g ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ✐st✱ ❛♥s♦♥st❡♥ ✐st s✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♥✉r ✐♥ ❡rst❡r P♦t❡♥③
❛✉❢tr❡t❡♥✱ s✐♥❞ ❧✐♥❡❛r✳

▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❚r❡♥♥✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❊✐♥❡ ❜❡✇ä❤rt❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❢ür
❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r
❚r❡♥♥✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❙✐❡ s♦❧❧ ❤✐❡r ❛♥ ③✇❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

y′ − y = 0 ✭✺✳✸✵✮

✐st ❡✐♥❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ▼❛♥
s❝❤r❡✐❜t s✐❡ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

dy

dx
= y ✭✺✳✸✶✮

✉♠ ✉♥❞ s♦rt✐❡rt ❢♦r♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ✉♥❞ y ❛✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❜③✇✳
r❡❝❤t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡✿

dy

y
= dx .

❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✐♥t❡❣r✐❡rt ♠❛♥ ❜❡✐❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡♥✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ❡r♠✐t✲
t❡❧t ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ✉♥❞ ❢❛sst ❞✐❡ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡♥
❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ ③✉ ❡✐♥❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥
C ③✉s❛♠♠❡♥✿

ˆ

1

y
dy =

ˆ

dx

ln y = x+ C .

■♥❞❡♠ ♠❛♥ ♥✉♥ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡♥ ❞✐❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥
❛♥✇❡♥❞❡t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♠✐t y = exp(ln y) ✉♥❞ ❞❡r ❑♦♥st❛♥t❡♥ a = expC
❞✐❡ ▲ös✉♥❣

y = a expx . ✭✺✳✸✷✮
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❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

y′ =
√

1− y2 ✭✺✳✸✸✮

✐st ❡✐♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳
▼❛♥ tr❡♥♥t ✇✐❡❞❡r ❢♦r♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ✉♥❞ y ✉♥❞ ✐♥t❡❣r✐❡rt
❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ✉♥❞ r❡❝❤t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡✿

ˆ

1√
1− y2

dy =

ˆ

dx . ✭✺✳✸✹✮

❊✐♥ ❦✉r③❡r ❇❧✐❝❦ ❛✉❢ ●❧✳ ✸✳✷✶ ❣❡♥ü❣t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❧✐♥✲
❦❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡ ❤❡r❛✉s③✉✜♥❞❡♥ ✭❧❛ss❡♥ ❙✐❡ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ♥✐❝❤t ❞❛❞✉r❝❤
✈❡r✇✐rr❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✷✶ ♠✐t x ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✐st ✉♥❞ ✐♥
●❧✳ ✺✳✸✹ ♠✐t y✳ ◆❛♠❡♥ ❜③✇✳ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❙✐❡ ❛✉st❛✉s❝❤❡♥✳✮✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ ❜❡✐❞❡r ❙❡✐t❡♥ ③✉ ❡✐♥❡r ♠✐t δ ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛sst✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡
❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣

arcsin y = x+ δ

❜③✇✳
y = sin(x+ δ) . ✭✺✳✸✺✮

❋ür ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✇är❡ ❡s ♥✐❝❤t ♥öt✐❣ ❣❡✇❡s❡♥✱ s✐❡
♠✐t ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❚r❡♥♥✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤ ③✉ ❧ös❡♥✳ ❉✐❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ y′ − y = 0 ✈❡r❧❛♥❣t ♥✐❝❤ts ❛♥❞❡r❡s ❛❧s ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
y = y′ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ s❡❧❜st ✐st✳ ▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t
❞✐❡ ▲ös✉♥❣✱ ●❧✳ ✺✳✸✷✱ ❞❛❤❡r ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❚❛❜✳ ✸✳✶ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❞❡♠
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞✉r❝❤s✉❝❤t✳ ❋♦r♠t ♠❛♥ ●❧✳ ✺✳✸✸ ③✉ y2 + y′ 2 = 1
✉♠✱ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❡❜❡♥❢❛❧❧s s♦❢♦rt ❞✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❚❛❜✳ ✸✳✶
✉♥❞ ❞❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ sin2 x+ cos2 x = 1✳

❲✐❝❤t✐❣❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ◆✉r ③✇❡✐ ❞❡r ❢ür
❞✐❡ P❤②s✐❦ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ s♦❧❧❡♥
✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳✶ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❉●✶ ✉♥❞ ❉●✷✳ ❇❡✐❞❡s s✐♥❞ ❧✐♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡✲
r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✱ ✇✐❡ ③✳❇✳
●❧✳ ✺✳✸✵✱ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧ös✉♥❣ ✭expx ✐♥ ●❧✳ ✺✳✸✷✮ ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞
❡✐♥❡ ❢r❡✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✭a ✐♥ ●❧✳ ✺✳✸✷✮✳ ❙♦❧❝❤❡ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❤❛❜❡♥ ❞❡r❡♥
③✇❡✐✳ ❉✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧ös✉♥❣❡♥ ❧✐♥❡❛r❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❧✐♥❡❛r
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▲ös✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❧✐♥❡❛r ③✉r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ▲ös✉♥❣
③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✳ ■♥ ❉●✷ s✐♥❞ ❞❛s ③✳❇✳ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥
cosx ✉♥❞ sinx✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❜❡❞❡✉t❡t ❤✐❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
a cosx + b sinx = 0 ♥✉r ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ a = b = 0 ❤❛❜❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡✐❧ ✈❡r❧❛♥❣t
✇✐r❞✱ ❞❛ss s✐❡ ❢ür ❛❧❧❡ x ❛✉s ❞❡♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥
❣❡❧t❡♥ s♦❧❧✳



❑❆P■❚❊▲ ✺✳ ◆❊❲❚❖◆❙❈❍❊ ▼❊❈❍❆◆■❑ ✶✺✻

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✶✿ ❲✐❝❤t✐❣❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✉♥❞ ✐❤r❡ ▲ö✲
s✉♥❣❡♥✳

❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧✳ ▲ös✉♥❣ ❋r❡✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥

❉●✶ y′′ − y = 0 y = a exp(x) + b exp(−x) a, b
❜③✇✳ c = a+ b

y = c cosh(x) + d sinh(x) d = a− b

❉●✷ y′′ + y = 0 y = a cosx+ b sinx a, b

❉✐❡ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳✶ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❞✉r❝❤ ❱❡r✲
❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❚❛❜✳ ✸✳✶ ❡rr❛t❡♥ ✇❡r❞❡♥✿ ❉✉r❝❤ ③✇❡✐❢❛❝❤❡s ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥ r❡♣r♦✲
❞✉③✐❡r❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ exp(x) ✉♥❞ exp(−x)✱ ✇ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ❞✐❡ tr✐❣♦♥♦✲
♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ cos(x) ✉♥❞ sin(x) ③✇❛r ❛✉❝❤ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❡♥✱ ❛❜❡r ♠✐t
❡✐♥❡♠ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✳

❆✉❝❤ ❘❛t❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ③✉❧äss✐❣❡ ▲ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❣❧❛✉❜t✱ ❞✐❡
▲ös✉♥❣ ❡✐♥❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rr❛t❡♥ ③✉ ❤❛❜❡♥✱ ✐st ❞❛s ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧
♥✉r ❡✐♥❡ ❆♥♥❛❤♠❡✳ ▼❛♥ ✈❡r✐✜③✐❡rt s✐❡✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❡rr❛t❡♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
❡✐♥❢❛❝❤ ✐♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥s❡t③t✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥✲
t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧öst✱ ❤❛t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✐st ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r ❞✐❡
❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡ ▲ös✉♥❣✳ ■♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ tr❡t❡♥ ❢r❡✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ❛✉❢✱
✉♥❞ ③✇❛r ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧❡✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛♥❣✐❜t✳

❙✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳✶ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ✈❡r✐✜③✐❡r❡♥✱
❞❛ss ❙✐❡ s✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥s❡t③❡♥✳ ❉❛ s✐❡ ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧❡ ❢r❡✐❡
P❛r❛♠❡t❡r ❤❛❜❡♥✱ ✇✐❡ ❡s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❤❛❜❡♥ ♠üs✲
s❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ③✇❡✐✱ s✐♥❞ ❡s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥✳

❯♠ ❞✐❡ ❆♥t✇♦rt ❛✉❢ ❡✐♥ s♣❡③✐❡❧❧❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s Pr♦❜❧❡♠ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ✇❡r✲
❞❡♥ ❞✐❡ ❢r❡✐❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ♠❡✐st ❞✉r❝❤ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t✱
❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣
③✉ ❡✐♥❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞❛s s♣❡③✐❡❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠✳ ❋ür ❞✐❡✲
s❡ ❱♦r❣❛♥❣s✇❡✐s❡ ✇❡r❞❡♥ ❙✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ❛✉s❣✐❡❜✐❣ ✈✐❡❧❡
❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❦❡♥♥❡♥❧❡r♥❡♥✳

✺✳✹ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❉❛s ❆✉❢st❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ▲ös❡♥ ✈♦♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡❤ört ③✉ ❞❡♥ ❙t❛♥✲
❞❛r❞❛✉❢❣❛❜❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❣❡❤t ❡s ❞❛r✉♠✱ ❙✐❡ ✐♥ ❡✐♥✐❣❡
▲ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥ ❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❢♦r♠❡♥
❦❡♥♥❡♥③✉❧❡r♥❡♥✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❤✐❡r ❜❡s♦♥❞❡rs ❡✐♥❢❛❝❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡✲
♠❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥✉r ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❢ür ❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❛♥t❡✐❧ ✉♥❞
❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ x✱ ✇❡❧❝❤❡ ❤✐❡r ✐♥ ❡✐♥❡r ❞♦♣♣❡❧t❡♥ ❘♦❧❧❡ ❛✉❢tr✐tt✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❛❧s
❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❛❧s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛✲
❜❧❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❛♥t❡✐❧s ✭③✳❇✳ ❢ür ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❡✐♥❡r ❋❡❞❡r✮✳ ❉❛s
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❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❤✐❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡ s♦❧❧ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥

E = E(v, x) ✭✺✳✸✻✮

③✇❡✐❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r ❜③✇✳ ③✇❡✐❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥ s❡✐♥✳ ❯♠ ❞❛♠✐t ❇❡✲
✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢st❡❧❧❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥✲
❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ❞✳✐✳ v✱ ✉♥❞ ❞❡r ③❡✐t❧✐✲
❝❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣

ẋ =
dx

dt

❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ❦❡♥♥❡♥✳ ❯♠ ❡s ❢ür ❆♥❢ä♥❣❡r ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ s✐♥❞ ❞✐❡
♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❞❛ss

v = ẋ

✐st✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♠✐t ❛❧s♦ ❞✉r❝❤
③✇❡✐♣❛r❛♠❡tr✐❣❡ ❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❋♦r♠

E = E(ẋ, x)

♠♦❞❡❧❧✐❡rt✳
❲❡♥♥ ❡s s✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ✉♠ ✐s♦❧✐❡rt❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❤❛♥❞❡❧t✱ ✐st

❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❡r❢ü❧❧t✱ ❞✳❤✳

E(ẋ, x) = E0 . ✭✺✳✸✼✮

❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❞❛♥♥ ❢ür ❛❧❧❡ Pr♦③❡ss❡ ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤ E0✳ ●❧✳ ✺✳✸✼ ✐st
❡✐♥❡ ✐♠♣❧✐③✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ Ü❜❡r ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s✲
❦♦♥st❛♥t❡ E0 ❦❛♥♥ ❢r❡✐ ✈❡r❢ü❣t ✇❡r❞❡♥✳ Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✇✐r❞ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❢❡st❣❡❧❡❣t ✇❡r✲
❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❙②st❡♠ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t = 0 ♠✐t❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✳

❯♠ ❙✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥ ❢ür ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥✱
✇✉r❞❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ ③✇❡✐ ❙t❛♥❞❛r❞❜❡✐s♣✐❡❧❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❡r❡♥ ❑❡♥♥t♥✐s
❢ür P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r ③✉♠ P✢✐❝❤t♣r♦❣r❛♠♠ ❣❡❤ört✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ❢r❡✐❡ ❋❛❧❧ ✉♥❞
❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❜❡✇❡❣✉♥❣✳

❲✐r ❢ü❤r❡♥ ❤✐❡r ❡✐♥❡ r❡✐♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤ ✉♥❞ ü❜❡r✲
♣rü❢❡♥ ❞✉r❝❤ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡✱ ✐♥✇✐❡❢❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r
▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈❡r✐✜③✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❊r✲
❣❡❜♥✐ss❡ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ü❜❡r❡✐♥st✐♠✲
♠❡♥✳ ❉❛♥♥ ❤❛t ♠❛♥ ❡✐♥ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞❡s ▼♦❞❡❧❧ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ✇✐r❞
❞❛s ♥✐❝❤t ❞❡r ❋❛❧❧ s❡✐♥✱ ✉♥❞ ❞♦❝❤ ✇❛r ❞✐❡ ❆♥str❡♥❣✉♥❣ ♠❡✐st ♥✐❝❤t ✉♠s♦♥st✱
✇❡✐❧ ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡rt✈♦❧❧❡ ❍✐♥✇❡✐s❡
❡r❤❛❧t❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞❛s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r❜❡ss❡r♥ ❧ässt✳
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✺✳✹✳✶ ❋r❡✐❡r ❋❛❧❧

◆❡❜❡♥ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ s❡✐ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡

Epot(x) = −mg · x ✭✺✳✸✽✮

❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❍✐❡r✐♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t x ❞❡♥ ❖rts✈❡❦t♦r ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦t❡s✱ ❞❡r s❡✐♥❡ ▲❛❣❡
r❡❧❛t✐✈ ③✉r x✲❆❝❤s❡ ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱ ✉♥❞ g ❡✐♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❱❡❦t♦r✳

❲✐r s❡t③❡♥ ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ♥✉r ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r
❛✉st❛✉s❝❤❡♥ ✉♥❞ s❡t③❡♥ ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧

E(ẋ, x) = Ekin(ẋ) + Epot(x) =
1

2
mẋ2 −mg · x ✭✺✳✸✾✮

✐♥ ●❧✳ ✺✳✸✼ ❡✐♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẋ2 − 2g · x = 2E0/m . ✭✺✳✹✵✮

❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣sstr❛t❡❣✐❡ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞✐❡s❡ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡r
❩❡✐t ③✉ ❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẋ · (ẍ− g) = 0

✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ẋ = 0 ♦❞❡r ẍ−g = 0 ❣❡❧öst✳
❉✐❡ ❡rst❡ ❞❛✈♦♥ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥✉❧❧ ✐st ✉♥❞ ❜❡s❝❤r❡✐❜t
s♦♠✐t ❦❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣✳ ❉❛❤❡r ❜❡❢❛ss❡♥ ✇✐r ✉♥s ♥✉r ♠✐t ❞❡r ③✇❡✐t❡♥✱ ❞❡r
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẍ = g . ✭✺✳✹✶✮

■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❜❡✐❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡♥ ❞✐❡s❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣
✐♥t❡❣r✐❡rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

ẋ = gt+ C1

✉♥❞ ❞✉r❝❤ ♥♦❝❤♠❛❧✐❣❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣

x(t) =
1

2
gt2 + C1t+ C2 .

▲ös✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❤ä♥❣❡♥ st❡ts ✈♦♥ ③✇❡✐
❢r❡✐❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ ❛❜✳ ❉✐❡s❡ ✇✉r❞❡♥ ❤✐❡r ♠✐t C1 ✉♥❞ C2 ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ❞✉r❝❤ ❩✉s❛t③❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳
▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛✉s✇ä❤❧❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞❛✲
❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❜❡st✐♠♠t❡ ❲❡rt❡ ❢ür t = 0 ✈❡r❧❛♥❣t✳ ❉❛s ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❤✐❡r
t✉♥✳ ■♥❞❡♠ ✇✐r ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ x(0) = x0 ✉♥❞ ẋ(0) = v0 ❢♦r❞❡r♥✱
❢♦❧❣t ❞❛♥♥ ❛❧s s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣

x(t) =
1

2
gt2 + v0t+ x0 .

❲✐❡ ♠❛♥ ❛✉s ●❧✳ ✺✳✹✶ ❡r❦❡♥♥t✱ st❡❧❧t g ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣
❞❛r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❑ör♣❡r ❜❡✐♠ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧ ❡r❢ä❤rt✳ ❉❛❤❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ g
❛✉❝❤ ❛❧s ❋❛❧❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✳
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✺✳✹✳✷ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞❛s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②s✲
t❡♠s ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ❞❡♠ ✇✐❡❞❡r ③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡ ③✉❡r❦❛♥♥t ✇❡r❞❡♥✿ ❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ♠✐t ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ẋ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♠✐t ❞❡r ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ x✳

◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E0 ③✉r ❩❡✐t t = 0 ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✐♥ ❋♦r♠
✈♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦r❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❇❡✐tr❛❣ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ♥✉❧❧
✐st✳ ▼✐t ❡✐♥s❡t③❡♥❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ s♦❧❧ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜♥❡❤♠❡♥✱ ✇ä❤✲
r❡♥❞ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ▼❛ÿ❡ ③✉♥✐♠♠t✳ ❉❛s ❣❡❤t s♦ ❧❛♥❣❡✱ ❜✐s ❞✐❡
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦❧❧❡♥❞s ❛✉❢❣❡❜r❛✉❝❤t ✉♥❞ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✲
✇❛♥❞❡❧t ✇♦r❞❡♥ ✐st✳ ❙♦ ✇❡✐t ✐st ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧✳

❇❡✐ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s✈♦r❣ä♥❣❡♥ ♣ä♣♣❡❧t ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❙②st❡♠s
❥❡❞♦❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐❡❞❡r ❞❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❛♥t❡✐❧ ❛✉❢✱ ❜✐s s✐❡ ✇✐❡✲
❞❡r✉♠ ❛✉❢❣❡❜r❛✉❝❤t ✐st ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❛♥③❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✉♥ ✇✐❡❞❡r ❛❧s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ❧✐❡❣t ❛❧s♦ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡
❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❆♥❢❛♥❣ss✐t✉❛t✐♦♥ ✈♦r✳ ❉❛♥♥ ❜❡❣✐♥♥t ❞❛s ❙♣✐❡❧ ✈♦♥ ♥❡✉❡♠✱ ✉♥❞
③✇❛r ❢ür ❡✐♥❡♥ ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❡①❛❦t s♦✱ ✇✐❡ ③✉✈♦r✱ ❞❡♥♥ ❡s ❣✐❜t ❦❡✐♥❡♥
●r✉♥❞✱ ✇❛r✉♠ ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥♠❛❧ ❛♥❞❡rs ❛❜❧❛✉❢❡♥ s♦❧❧t❡✳ ❇❡r❡✐ts ❞✐❡s❡
❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❧ässt ✉♥s ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ss s♦❧❝❤❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ③❡✐t❧✐❝❤ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❛❜✲
❧❛✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❛❧s♦ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❉❛s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤
❜❡stät✐❣❡♥✳ ❊✐♥ ❜❡s♦♥❞❡rs ✇✐❝❤t✐❣❡r ▼♦❞❡❧❧❢❛❧❧ ✐st ❞❡r ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❖s③✐❧❧❛✲
t♦r ✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙✐♥✉s✲ ❜③✇✳ ❑♦s✐♥✉s❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳

❍♦♦❦❡s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r✳ ❉❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❖s✲
③✐❧❧❛t♦rs ❜❡st❡❤t ❛✉s s❡✐♥❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❋♦r♠ Ekin = 1

2mẋ2 ✉♥❞
❡✐♥❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Epot = 1

2kx
2 ❞❡r ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❋♦r♠✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ③✉

❞❡r ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡s ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ E0 ❛❞❞✐❡r❡♥✿

1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 = E0 . ✭✺✳✹✷✮

❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❞ ❤✐❡r ❛❧s♦ s❡❤r r❡❞✉❦t✐♦♥✐st✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ♥✉r ③✇❡✐
P❛r❛♠❡t❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ m ❢ür ❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞
❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ k ❢ür ❞❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✳ ❊s ✐st ü❜❧✐❝❤✱ m ❛❧s
▼❛ss❡ ✉♥❞ k ❛❧s ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡ ③✉ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳

●❧✳ ✺✳✹✷ ✐st ❡✐♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞✲
♥✉♥❣✳ ❋ür ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ❡s st❡ts ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t✱ s✐❡
❞✉r❝❤ ❊✐♥❢ü❤r❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r ❛✉❢ ✐❤r❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❑❡r♥
③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❜❡✐ ❞❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♠✐t ❧äst✐❣❡♥
❑♦♥st❛♥t❡♥ ❤❡r✉♠③✉♣❧❛❣❡♥ ❤❛t✳ ❋ür ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐st
❞❛s ❞❡r ü❜❧✐❝❤❡ ❡rst❡ ❆r❜❡✐tss❝❤r✐tt✱ ✉♥❞ ❡s ✐st r❡❝❤t ♥üt③❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ❙✐❡ s✐❝❤
s❝❤♦♥ ❢rü❤ ❞❛r❛♥ ❣❡✇ö❤♥❡♥✳ ❉❡♠ ❢♦❧❣❡♥❞ ❡rs❡t③❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡ x ♠✐t ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❡r ▲ä♥❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ t ♠✐t ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥
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❡✐♥❡r ❩❡✐t ❛❧s ❡rst❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥

ξ =

√
k

2E0
x = x/|x0| ✭✺✳✹✸✮

ϑ =

√
k

m
t = ω0t ✭✺✳✹✹✮

✉♥❞ s❝❤r❡✐❜❡♥ ●❧✳ ✺✳✹✷ ✐♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣
∣∣∣∣
dξ

dϑ

∣∣∣∣ =
√
1− ξ2 ✭✺✳✹✺✮

✉♠✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ s❦❛❧❛r❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥

|x0| =
√

2E0
k

ω0 =

√
k

m

❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t ●❧✳ ✺✳✹✺ ❛❧s ❡✐♥❡ ❜❡r❡✐ts ❣❡❧öst❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱
♥ä♠❧✐❝❤ ●❧✳ ✺✳✸✸✳ ❉❡r❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❧❛✉t❡t

ξ(ϑ) = sin(ϑ+ δ∗) ✭✺✳✹✻✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❢r❡✐❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ δ∗✳ ❉❛ ξ ❡✐♥ ❱❡❦t♦r ✐st✱ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt s✐❝❤ δ∗

❜❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠s♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❣❡♠äÿ δ∗ → δ∗ + π. ❲✐r ♠❛❝❤❡♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ♦❜✐❣❡♥
❙✉❜st✐t✉t✐♦♥❡♥ ✭●❧✳ ✺✳✹✸ ✉♥❞ ●❧✳ ✺✳✹✹✮ ✇✐❡❞❡r rü❝❦❣ä♥❣✐❣ ✉♥❞ ❡r❤❛❧t❡♥ ❢ür
❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

x(t) = |x0| sin(ω0t+ δ∗) . ✭✺✳✹✼✮

❆♥st❛tt δ∗ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ δ ❡✐♥❢ü❤r❡♥✱ ❞✐❡ ✉♥t❡r ❘❛✉♠s♣✐❡❣❡❧✉♥❣
✐♥✈❛r✐❛♥t ✐st✳ ❉❛♥♥ ✐st

x(t) = x0 sin(ω0t+ δ) . ✭✺✳✹✽✮

❉❡r ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡ ❱♦r❢❛❦t♦r x0 ❞❡r ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ❛❧s ❆♠♣❧✐t✉❞❡
✉♥❞ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ s❦❛❧❛r❡ ❑♦♥st❛♥t❡ δ ❛❧s P❤❛s❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✺✳✹✽
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ❤❡✐ÿt ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✳

❱❡r❧❛♥❣t ♠❛♥ ❛❧s ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❞❛ss x(0) = x0✱ s♦ ✐st δ = π/2 ✉♥❞
s♦♠✐t ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛r❛✉s ③✳❇✳ ❞✐❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0 cosω0t . ✭✺✳✹✾✮

❉❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞✐❡s❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✻❛ ❣❡③❡✐❣t✳ ❉✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s P❡r✐♦❞❡ ❜③✇✳
P❡r✐♦❞❡♥❞❛✉❡r T ✳ ❉❡r ❑❡❤r✇❡rt ν = 1/T ❣✐❜t ❛♥✱ ✇✐❡ ♦❢t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❩✉st❛♥❞
♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❡✐♥tr✐tt✱ ✐st ❛❧s♦ ❞✐❡ ❍ä✉✜❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❋r❡q✉❡♥③ ✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✻✿ ✭❛✮ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x(t) ✉♥❞ ✭❜✮ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✭❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin(t) ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ Epot(t)✮ ❛❧s
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t t ❢ür ❡✐♥❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r

❣❧❡✐❝❤❡ ❩✉st❛♥❞ ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❡✐♥tr✐tt✳ ❉❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❩✉st❛♥❞ tr✐tt ❛✉❢✱ ✇❡♥♥
❞❛s ❆r❣✉♠❡♥t ❞❡r ❑♦s✐♥✉s❢✉♥❦t✐♦♥ ❣❡r❛❞❡ ❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ 2π ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥
❤❛t✱ ✇❡♥♥ ❛❧s♦ ω0T = 2π✳ ❉✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❋❛❦t♦r 2π ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt❡ ❋r❡q✉❡♥③
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❑r❡✐s❢r❡q✉❡♥③

ω0 = 2πν =
√

k/m . ✭✺✳✺✵✮

❲❡♥♥ ❦❡✐♥❡ ❱❡r✇❡❝❤s❧✉♥❣s❣❡❢❛❤r ❜❡st❡❤t ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❛✉s ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥✲
❤❛♥❣ ❦❧❛r ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♠✐t ω0 ❞✐❡ ❑r❡✐s❢r❡q✉❡♥③ ♠❡✐♥t✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ❛✉❝❤
❡t✇❛s s❝❤❧❛♠♣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ✒❋r❡q✉❡♥③✏ ω0✳ ■♥ ●❧✳ ✺✳✶✺ tr❛t ❞✐❡ ●röÿ❡

√
k/m

❛❧s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❊♥❞❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❆♥❢❛♥❣s❛✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❛✉❢✳ ❉❛s ✐st
❞❡r ❢ür ❞✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡
③❡✐t❧✐❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r✳ ❉❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❦✐♥❡t✐✲
s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ✐st ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✻❜ ❣❡③❡✐❣t✳ ❉✐❡
❜❡✐❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❋r❡q✉❡♥③✱ ❞✐❡ ❞♦♣♣❡❧t ✭✦✮ s♦ ❣r♦ÿ
✐st ✇✐❡ ❞✐❡ ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❲✐❡ ❙✐❡ ❞❛♠✐t s❡❤❡♥✱ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❡✐♥ ❍♦♦❦❡s❝❤❡r
❖s③✐❧❧❛t♦r ❣❡♥❛✉ s♦✱ ✇✐❡ ✇✐r ❡s ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✷
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❤❛❜❡♥✿ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✇❛♥❞❡❧♥ s✐❝❤ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ✐♥✲
❡✐♥❛♥❞❡r ✉♠✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs✳

❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ s♦❧❧ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✼ ❣❡③❡✐❣t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❲❛❣❡♥✱ ❞❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❘♦❧❧❜❛❤♥ ③✇✐s❝❤❡♥
③✇❡✐ ❋❡❞❡r♥ ❡❧❛st✐s❝❤ ❣❡s♣❛♥♥t ✐st✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐❤♥ ❛✉s ❞❡r ❘✉❤❡❧❛❣❡ ❛✉s❧❡♥❦t
✉♥❞ ❞❛♥♥ ❧♦s❧ässt✱ s❝❤✇✐♥❣t ❡r ✉♠ ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❧❛❣❡ ✭❞✳✐✳ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣✲
❧✐❝❤❡ ❘✉❤❡❧❛❣❡✮✱ ❞✳❤✳ ❡s ❧✐❡❣t ❡✐♥ s❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❢ä❤✐❣❡s ❙②st❡♠ ❜③✇✳ ❡✐♥ ❖s③✐❧❧❛✲
t♦r ✈♦r✳ ▼✐sst ♠❛♥ s❡✐♥❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t✱ s♦ ✜♥❞❡t ♠❛♥✱
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✼✿ ❙❦✐③③❡ ③✉r ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s
s❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❢ä❤✐❣❡♥ ❙②st❡♠s✳ ❉✐❡
❜❡✐❞❡♥ ❋❡❞❡r♥ ✇✐r❦❡♥ ❣❡♠❡✐♥s❛♠
s♦✱ ✇✐❡ ❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❋❡❞❡r ♠✐t ❞❡r
❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡ k

❞❛ss s✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ●❧✳ ✺✳✹✾ ❢♦❧❣t✱ ❞✳❤✳
❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❦❛♥♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s✲
③✐❧❧❛t♦rs ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✖ ✉♥❞ s♦♠✐t s❡❤r r❡❞✉❦t✐♦♥✐st✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ♥✉r
③✇❡✐ P❛r❛♠❡t❡r✳ ❊✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❡r❣❡❜❡♥✱ ❞❛ss ✇❡❞❡r
❞❡r P❛r❛♠❡t❡r m ❣❡♥❛✉ ❞❡r ▼❛ss❡ ❞❡s ❲❛❣❡♥s ❡♥ts♣r✐❝❤t ♥♦❝❤ ❞❡r P❛r❛✲
♠❡t❡r k ❣❡♥❛✉ ❞❡r ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❣❡❤❡♥ ✉✳❯✳
❛♥❞❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❡✐♥ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❘ä❞❡r✳ ❉✐❡s❡
❜❡❡✐♥trä❝❤t✐❣❡♥ ❞✐❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❛s ③✇❡✐♣❛r❛♠❡tr✐❣❡
▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❛❜❡r ♥✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❛✉✛ä❧❧✐❣st❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣
❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥✱ ❞✐❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s✲
③✐❧❧❛t♦r ❡r✇❛rt❡t ✇✐r❞✱ ✐st ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r
❩❡✐t ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ❉✐s❦r❡♣❛♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ❊r✇❛rt✉♥❣
✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♠ ❇❡❢✉♥❞ ③❡✐❣t ❛✉❢✱ ❞❛ss ❞❛ ♥♦❝❤ ❑❧är✉♥❣s❜❡❞❛r❢ ✐st✳ ❉❛s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧❡ ❊r❣❡❜♥✐s ✇✐r❞ ❜❡ss❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♠ ❞r❡✐♣❛r❛✲
♠❡tr✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✹✮ ❛✉s❣❡❤t✱ ❞✳❤✳
✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❆❜✢✉ss ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛♥♥✐♠♠t✳

❍❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❉❡r ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r ✐st ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ✳
●❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❧✐❡❣t ❡✐♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✐❤♥ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❋♦r♠ ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✹✺ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥✱ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤

(
dξ

dϑ

)2

+ ξ2 = 1 .

❆♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✶✮ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐✲
❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✇❡✐t❡r ❖r❞✲
♥✉♥❣ ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ s✐❡ ✉♥t❡r ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧
❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ❞✐✛❡r❡♥③✐❡rt✳ ▼✐t dξ

dϑ 6= 0 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s d2ξ
dϑ2

dξ
dϑ+

dξ
dϑξ = 0

✭❞❡r ❋❛❧❧ dξ
dϑ = 0 ✐st tr✐✈✐❛❧✮ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

d2ξ

dϑ2
+ ξ = 0

❞❡s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥❡rs❡✐ts ❡✐♥ ❙❝❤r✐tt ③✉rü❝❦✱ ❞❡♥♥ ❡s
✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❡✐♥❣❡t❛✉s❝❤t✱ ❛❜❡r ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❡✐♥ ❙❝❤r✐tt ✈♦r✇ärts✱
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❞❡♥♥ ❡s ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥✲
t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♠❢♦r♠✉❧✐❡rt✳

❉✐❡s❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❛❧❧❡ ❤❛r✲
♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✳ ❙✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ▼♦❞❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r P❤②s✐❦ ✉♥❞
❤❡✐ÿt ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✳ ❋ür ❞❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡s ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❘ü❝❦s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭●❧✳ ✺✳✹✸ ✉♥❞ ●❧✳ ✺✳✹✹✮ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẍ+ (k/m)x = 0 .

▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❞❛✈♦♥ ü❜❡r③❡✉❣❡♥✱ ❞❛ss ●❧✳ ✺✳✹✾ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r
r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẍ+ ω2
0x = 0 ✭✺✳✺✶✮

♠✐t ω0 =
√
k/m ✐st✳

❊✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ n✲t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❤❛t n ❧✐♥❡❛r
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▲ös✉♥❣❡♥✳ ●❧✳ ✺✳✺✶ ❤❛t ❛❧s♦ ③✇❡✐ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▲ös✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡s❡
s✐♥❞ cosω0t ✉♥❞ sinω0t✳ ❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡ ▲ös✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

x(t) = a cosω0t+ b sinω0t ✭✺✳✺✷✮

♠✐t ③✇❡✐ ❑♦♥st❛♥t❡♥ a ✉♥❞ b✳ ●❧✳ ✺✳✺✷ ✉♥❞ ●❧✳ ✺✳✹✽ s✐♥❞ ✐❞❡♥t✐s❝❤✳ ❉❡r
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ a = x0 sin δ ✉♥❞ b = x0 cos δ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❆❞❞✐t✐♦♥s✲
t❤❡♦r❡♠❡♥ ❢ür tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡ ③✉♥ä❝❤st ❢r❡✐❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥
a ✉♥❞ b ✇❡r❞❡♥ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❲❡♥♥
♠❛♥ ③✳❇✳ ❖rt ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉r ❩❡✐t t = 0 ♠✐t x0 ✉♥❞ v0 ❢❡st❧❡❣t✱
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ●❧✳ ✺✳✺✶ ❞✐❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0 cosω0t+
v0
ω0

sinω0t .

❋ür v0 = 0 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ♠✐t ●❧✳ ✺✳✹✾ ❜❡r❡✐ts ❛✉❢❣❡❢✉♥❞❡♥❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣✳

▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s P❡♥❞❡❧✳

❊s ❣✐❜t s❡❤r ✈✐❡❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ③✉♠✐♥❞❡st ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡
❛✉❢ ❞✐❡ ❋♦r♠ ❡✐♥❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜r✐♥❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st ❞❛s
▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❢ür ❞✐❡ P❤②s✐❦ s♦ ✇✐❝❤t✐❣✳ ❉❛s ❇❡✐s♣✐❡❧
❞❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ P❡♥❞❡❧s s♦❧❧ ❞✐❡s❡ ❆✉ss❛❣❡ ✐❧❧✉str✐❡r❡♥✳

❊✐♥ P❡♥❞❡❧ ✐st ❡✐♥ ❞r❡❤❜❛r ❣❡❧❛❣❡rt❡r ❑ör♣❡r✳ ❲✐❡ s✐❝❤ ❣❧❡✐❝❤ ③❡✐❣❡♥ ✇✐r❞✱
s✐♥❞ ❛✉❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤✇❡r❡❢❡❧❞ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ P❡♥❞❡❧ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❤❛r♠♦♥✐✲
s❝❤❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✳ ❯♠ ❡✐♥❡ ❦♦♥❦r❡t❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ③✉ ❤❛❜❡♥✱ ❞❡♥❦❡♥ ❙✐❡ s✐❝❤
③✳❇✳ ❡✐♥❡ ❑✉❣❡❧ ❞❡r ▼❛ss❡ m✱ ❞✐❡ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❋❛❞❡♥ ❞❡r ▲ä♥❣❡ l ❛♥ ❡✐♥❡♠
❉r❡❤♣✉♥❦t ❛✉❢❣❡❤ä♥❣t ✐st✱ s♦ ❞❛ss s✐❡ s✐❝❤ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡
❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❑r❡✐s ✭❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✽✮ ✉♠ ❞❡♥ ❆✉❢❤ä♥❣❡♣✉♥❦t ❜❡✲
✇❡❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s r❡❞✉❦t✐♦♥✐st✐s❝❤st❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ③✉ ❞✐❡s❡♠
❋❛❞❡♥♣❡♥❞❡❧ ❤❡✐ÿt ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s P❡♥❞❡❧ ✳ ❊s ❜❡st❡❤t ❛✉s ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✽✿ ❙❦✐③③❡ ③✉♠
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ P❡♥❞❡❧

❊♥❡r❣✐❡ Ekin = 1
2mv2 ✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡❡♥❡r❣✐❡ Epot = −mg·h ❛❧s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠

❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✳ ❉❡♠ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧

E(v, h) = 1

2
mv2 +m|g||h| = E0 ✭✺✳✺✸✮

s✐❡❤t ♠❛♥ ③✉♥ä❝❤st ♥✐❝❤t ❛♥✱ ❞❛ss ❡s ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❛s❥❡♥✐❣❡ ❞❡s ❤❛r♠♦✲
♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ✐st✳ ❉❛ss ❡s ❞❡♥♥♦❝❤ s♦ ✐st✱ ❧✐❡❣t ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❞❛r❛♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❢ür ❞❛s ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡
Pr♦❜❧❡♠ ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❤❛t✳

❲✐r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❛✉❢
❞❡r x✲❆❝❤s❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❘✉❤❡❧❛❣❡ ❜❡✐ x = 0✳ ❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥ |x| ≪ l
❣✐❧t ❛✉❝❤ |h| ≪ l✳ ❙♦♠✐t ❢♦❧❣t ❛✉s ✭s✳ ❆❜❜✳ ✺✳✽✮

l2 = (l − |h|)2 + x2

✐♥ ❡rst❡r ◆ä❤❡r✉♥❣✱ ❞❛ss

|h| ≈ x2

2l
.

❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st s♦♠✐t ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣✱ ❞✳❤✳

Epot(x) ≈
1

2
kx2

♠✐t ❡✐♥❡r ❑♦♥st❛♥t❡♥ k = m|g|/l✱ ✇❛s ❢ür ❞❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ P❡♥❞❡❧ ③✉
❡✐♥❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❢ü❤rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ③✉r ❋♦r♠ ❞❡r ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ✭❞✳❤✳ ●❧✳ ✺✳✶✹✮✳ ❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥ ❣✐❧t ❢ür ❞❛s
▲ä♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥t ❛✉❢ ❞❡r ❑r❡✐s❜❛❤♥ ds ≈ dx ✉♥❞ s♦♠✐t ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❇❛❤♥❣❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑✉❣❡❧

v =
ds

dt
≈ dx

dt
= ẋ .
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❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥ ❣✐❧t ❞❛❤❡r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✱ ❞❛ss

Ekin =
1

2
mẋ2 .

❉❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ P❡♥❞❡❧ ✇✐r❞ s♦♠✐t ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❞❡♠
❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❛♥❛❧♦❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧

1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 = E0 ✭✺✳✺✹✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ❤❛t ❞❛❤❡r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0 cos(ω0t+ δ) ✭✺✳✺✺✮

♠✐t ❞❡r ❑r❡✐s❢r❡q✉❡♥③
ω0 =

√
|g|/l ✭✺✳✺✻✮

✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❢r❡✐❡♥ P❛r❛♠❡t❡r δ✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✉r❞❡ ■❤♥❡♥ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❢ür

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ❞✐❡ ❞❛r❛✉❢ ❜❡r✉❤t✱ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s Pr♦✲
❜❧❡♠ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❲❛❤❧ ❡✐♥❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞❡r❡♥ ▲ös✉♥❣ ♠❛♥ ❜❡r❡✐ts ❦❡♥♥t✿ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r✲
❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦♥ h ♥❛❝❤ x ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❞❡r
❍ö❤❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉♠❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥
❲❡❝❤s❡❧ ✈♦♥ v ♥❛❝❤ ẋ ✇✉r❞❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✉♠✲
❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ s♦ ❞❛ss s✐❝❤ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ●❧✳ ✺✳✺✹ ❛❧s ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❣❛❜✳

❲❡♥♥ ❙✐❡ ❞❛rü❜❡r ❞✐❡ ◆❛s❡ rü♠♣❢❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ P❡♥❞❡❧ ♥✉r
❡✐♥❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥ ✐st✱ ❞❛♥♥ s♦❧❧t❡♥ ❙✐❡ ♥✐❝❤t ✈❡r❣❡ss❡♥✱
❞❛ss ❛✉❝❤ ❞❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③ ♥✉r ❡✐♥❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥
✐st✳ ❊s ❧✐❡❢❡rt ♥✉r s♦ ❧❛♥❣❡ ❡✐♥ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞❡s ❇✐❧❞ ❢ür ❡✐♥❡ r❡❛❧❡ ❋❡❞❡r ❛❜✱
✇✐❡ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❦❧❡✐♥ ❜❧❡✐❜t ✭s✳ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✶✻✮✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❋❛❧❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙❝❤❧üss❡❧❦❡tt❡✳
■❝❤ tr❛❣❡ ♠❡✐♥❡ ❍❛✉stürs❝❤❧üss❡❧ st❡ts ❛♥ ❡✐♥❡r ❙❝❤❧üss❡❧❦❡tt❡✳ ❙✐❡ ❤❛t
❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ✈♦♥ ❝❛✳ ❡✐♥❡♠ ❤❛❧❜❡♥ ▼❡t❡r✳ ❲❡♥♥ ✐❝❤ ❡✐♥ ❊♥❞❡ ✐♥ ❞❡r
❍❛♥❞ ❤❛❧t❡ ✉♥❞ ❞❛s ❛♥❞❡r❡✱ ❛♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❙❝❤❧üss❡❧ ❤ä♥❣❡♥✱ ✶✵ ♠❛❧ ♣❡♥✲
❞❡❧♥ ❧❛ss❡✱ ❜r❛✉❝❤t ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❝❛✳ 14 s✳ ❉✐❡ P❡r✐♦❞❡♥❞❛✉❡r ❜❡trä❣t
❛❧s♦ T ≈ 1.4 s✳ ❇✐❧❞❡ ✐❝❤ ❞❛s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❙❝❤❧üss❡❧❦❡t✲
t❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❥❡♥❡s ❞❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ P❡♥❞❡❧s ❛❜ ✉♥❞ s❡t③❡
✐❝❤ ❞❡♥ ❲❡rt T ≈ 1.4 s ✐♥ ●❧✳ ✺✳✺✻ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤❛❧t❡ ✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❇❡✲
tr❛❣ ❞❡r ❋❛❧❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❲❡rt |g| ≈ 10m/s2✳
❉✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♠❛❣ ü❜❡rr❛s❝❤❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ❙❝❤❧üss❡❧❦❡tt❡ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤
✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ▲✉❢t ✉♥❞ ❤❛t ♥♦❝❤ ❡✐♥ ♣❛❛r ❛♥❞❡r❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❇❡✐trä❣❡
❛❧s ❜❧♦ÿ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t ❛❜❡r ♥✉r✱
❞❛ss ❛♥❞❡r❡ ❇❡✐trä❣❡ ❦❧❡✐♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❤❛r✲
♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡ stör❡♥✱ ❞✐❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ◗✉❛❞r❛t ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ✐st✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✾✿ ❙❦✐③③❡ ③✇❡✐❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❋❡❞❡r ♠✐t ❞❡r ❋❡✲
❞❡r❦♦♥st❛♥t❡♥ κ ❣❡❦♦♣♣❡❧t s✐♥❞

✺✳✹✳✸ ●❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥

❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ③✇❡✐ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❣❡❣❡❜❡♥
s✐♥❞✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✱ ❛❧s♦ EA = 1

2mẋ2A + 1
2kx

2
❆
✉♥❞ EB = 1

2mẋ2
❇
+ 1

2kx
2
B✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✾

s②♠❜♦❧✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ❲❛❣❡♥ ♠✐t ❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r m ❢ür ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
✉♥❞ ❋❡❞❡r♥ ♠✐t ❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r k ❢ür ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❍✐❡r
❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ xA ✉♥❞ xB ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥ ✭❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲❛❣❡♥✮ ❛✉s ❞❡♥ ❥❡✇❡✐✲
❧✐❣❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts♣♦s✐t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ s❡✐❡♥ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ❋❡❞❡r ♠✐t ❞❡r ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡♥ κ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❦♦♣♣❡❧t✳ ❉✐❡✲
s❡ ❋❡❞❡r ❧✐❡❢❡rt ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ 1

2κ(xA − xB)
2 ③✉r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞❡r

✈♦♥ ❜❡✐❞❡♥ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥ ❛❜❤ä♥❣t✳ ■♥ ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ♥✉♥ ❛♥❛❧②s✐❡rt
✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❣❡❤❡♥ ❛❧s♦ ❛✉s ③✇❡✐ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✉♥❞ ❞r❡✐ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡♥ ❡✐♥✿

1

2
mẋ2A +

1

2
mẋ2B +

1

2
kx2A +

1

2
kx2B +

1

2
κ(xA − xB)

2 = E0 . ✭✺✳✺✼✮

■♥s❣❡s❛♠t s♦❧❧ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ s❡✐♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ E0 ❞❡r ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ s❡✐♥✳

■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✻ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❡✐♥❡s ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦❜❧❡♠s ❞✉r❝❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❣❡❡✐❣♥❡t❡r❡ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐✲
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♥❛t❡♥ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

ξ+ =
1√
2
(xA + xB)

ξ− =
1√
2
(xA − xB)

❢ü❤rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡♥✲ ✉♥❞ ❉✐✛❡r❡♥③❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ξ+ ❜③✇✳ ξ− ❡✐♥✳ ❉❛♠✐t
❧ässt s✐❝❤ ●❧✳ ✺✳✺✼ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥✿

E0 =
1

2
mξ̇2+ +

1

2
kξ2+ +

1

2
mξ̇2− +

1

2
(k + 2κ)ξ2− .

❉✉r❝❤ ❜❧♦ÿ❡s ❍✐♥s❝❤❛✉❡♥ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐✲
❡♥ ③✇❡✐❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❡♥ ω1 =

√
k/m ✉♥❞

ω2 =
√

(k + 2κ)/m ❞❛rst❡❧❧t✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞❡r❡♥ ❊✐❣❡♥✲
s❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ s♦❢♦rt ❛♥❣❡❜❡♥✿

ξ1(t) = ξ10 cosω1t

ξ2(t) = ξ20 cosω2t

❯♥t❡r ❊✐❣❡♥s❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ✉♥❣❡❦♦♣♣❡❧t❡✱ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❙❝❤✇✐♥✲
❣✉♥❣❡♥✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✜♥❞❡t✱ ❞✉r❝❤ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥
❙②st❡♠ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ✐♥ ❙②st❡♠ ✉♥❣❡❦♦♣♣❡❧t❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ tr❛♥s✲
❢♦r♠✐❡rt ✇✐r❞✱ s♦❧❧ ❤✐❡r ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❱♦r❡rst ❣❡♥ü❣t✱ ❞❛ss
❙✐❡ ✇✐ss❡♥✱ ❞❛ss ❡s s♦ ❡t✇❛s ❣✐❜t✳

❉✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ξ10 ✉♥❞ ξ20 s✐♥❞ ❛✉s ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉ ❜❡st✐♠✲
♠❡♥✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✳❇✳

xA(t) =
1√
2
[ξ1(t) + ξ2(t)] =

1

2
(xA0 + xB0) cosω1t+

1

2
(x10 − x20) cosω2t .

❍✐❡r s✐♥❞ xA0 ✉♥❞ xB0 ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❛✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ❋❛❧❧✱ ❞❛ss ③✉ ❇❡✲
❣✐♥♥ ♥✉r ❞❡r ❡rst❡ ❲❛❣❡♥ ♠✐t xA0 = x0 ❛✉s❣❡❧❡♥❦t ✉♥❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ✐♥ s❡✐♥❡r
❘✉❤❡❧❛❣❡ ✐st✱ ❞✳❤✳ xB0 = 0✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

xA(t) =
1

2
x0 [cosω1t+ cosω2t] = x0 cos∆ωt cosωt ✭✺✳✺✽✮

xB(t) =
1

2
x0 [cosω1t− cosω2t] = x0 sin∆ωt sinωt ✭✺✳✺✾✮

❍✐❡r❜❡✐ ✐st ∆ω = 1
2(ω2−ω1) ✉♥❞ ω = 1

2(ω1+ω2)✳ ■♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t s✐❡❤t ❞❛s s♦
❛✉s✱ ❛❧s♦ ♦❜ ❞❡r ❡rst❡ ❲❛❣❡♥ ✇✐❡ ❡✐♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ♠✐t ❞❡r ♠✐tt✲
❧❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③ ω s❝❤✇✐♥❣t✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ③✉❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤
ä♥❞❡rt✳
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❙❝❤✇❡❜✉♥❣✳ ❉❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡
✇✐r❞ ❛❧s ❙❝❤✇❡❜✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❋ür s❝❤✇❛❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✭κ ≪ k✮ ä♥❞❡rt s✐❝❤
❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡

EA =
1

2
mẋ2A +

1

2
kx2A ≈ 1

2
kx20 cos

2∆ωt = k
(x0
2

)2
(1 + cosΩt) ✭✺✳✻✵✮

❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❆ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ♠✐t ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③❢r❡q✉❡♥③ Ω = ω2 − ω1 = 2∆ω✱
❞✐❡ ♠❛♥ ❛❧s ❙❝❤✇❡❜✉♥❣s❢r❡q✉❡♥③ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❱❡r❧ä✉❢❡ ✈♦♥ xA(t) ✉♥❞ xB(t)
s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✵ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❉✐❡ ❙❝❤✇❡❜✉♥❣ ✐st ❡✐♥ P❤ä♥♦♠❡♥✱ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ③✇❡✐❡r
❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❋r❡q✉❡♥③ ③✉st❛♥❞❡ ❦♦♠♠t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ③✇❡✐ ●✐t❛rr❡♥s❛✐t❡♥ ❜③✇✳ ❙t✐♠♠❣❛❜❡❧♥ ❛♥s❝❤❧ä❣t✱ ❞✐❡ ✉♠ ❞✐❡ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥③ Ω ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rst✐♠♠t s✐♥❞✱ s♦ ♥✐♠♠t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♥
❚♦♥ ♠✐t ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③ ω ✇❛❤r✱ ❞❡ss❡♥ ▲❛✉tstär❦❡ (∝ (1 + cosΩt))
♠✐t ❞❡r ❙❝❤✇❡❜✉♥❣s❢r❡q✉❡♥③ Ω ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❛♥✲ ✉♥❞ ❛❜s❝❤✇✐❧❧t✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✵✿ ●❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✳ ❉✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ x1(t) ✭●❧✳ ✺✳✺✽✮
✉♥❞ x2(t) ✭●❧✳ ✺✳✺✾✮ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ EA ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❆ ✭●❧✳ ✺✳✻✵✮ s✐♥❞ ❛❧s
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t t ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥ ✭❤✐❡r ❢ür x0 = 1, ω = 7 s−1, ∆ω = 0.5 s−1✮✳
❉✐❡ ❡✐♥❤ü❧❧❡♥❞❡ ❙❝❤✇❡❜✉♥❣s❦✉r✈❡ ✐st ❣❡str✐❝❤❡❧t ❣❡③❡✐❝❤♥❡t
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▲❡✐st✉♥❣sü❜❡rtr❛❣✉♥❣✳ ●❡❦♦♣♣❡❧t❡ P❡♥❞❡❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❛✉s ❡✐♥❡♠
❛♥❞❡r❡♥ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ▼✐t ω0 =

√
(k + κ)/m ❧ässt s✐❝❤ ●❧✳ ✺✳✺✼

❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ✉♠❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥✿

1

2
mẋ2A +

1

2
mω2

0x
2
A +

1

2
mẋ2B +

1

2
mω2

0x
2
B = E0 + κxA · xB . ✭✺✳✻✶✮

❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
[
d

dt

(
1

2
mẋ2A +

1

2
mω2

0x
2
A

)
− κẋA · xB

]

+

[
d

dt

(
1

2
mẋ2B +

1

2
mω2

0x
2
B

)
− κẋB · xA

]
= 0 .

❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ●❧✳ ✺✳✷✽ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❛❧s ❡✐♥ ❛❜✲
❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ③✇❡✐❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ✈❡rst❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r
✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ❡✐♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ PA = −κẋA ·xB ❜③✇✳ PB = −κẋB ·xA
✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❤✐♥✲ ✉♥❞ ❤❡r✈❡rs❝❤✐❡❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ♠✐t
❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ✐♥s ❆✉❣❡ ❢❛sst✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐❤♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣

d

dt

(
1

2
mẋ2 +

1

2
mω2

0x
2

)
+ P = 0 ✭✺✳✻✷✮

❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ❞✳❤✳ ❛❧s ❡✐♥❡♥ ❣❡tr✐❡❜❡♥❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r✱ ❞❡ss❡♥ ♠✐t ❞❡r
❆✉ÿ❡♥✇❡❧t ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❚❡r♠ P ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❋ür
❞❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❆ ♠✐t ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x = xA ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣

P = −κẋ · xB ✭✺✳✻✸✮

❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ xB ❡✐♥❡s
③✇❡✐t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❇ ❣❡st❡✉❡rt ✇✐r❞✳

✺✳✹✳✹ ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣

■♠ ✈♦r✐❣❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡r ❛♥ ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡✲
r❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❇ ❣❡❦♦♣♣❡❧t ✐st✳ ❍✐❡r ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱
❞❡r ❛✉❢ s✐❝❤ s❡❧❜st ③✉rü❝❦ ✇✐r❦t ❜③✇✳ ❛✉❢ s✐❝❤ ③✉rü❝❦ ❦♦♣♣❡❧t✳ ❉✐❡s❡r ❚②♣✉s
❞❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❡♥ ❡①❡♠♣❧❛r✐✲
s❝❤❡♥ ❋❛❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❞❛r✐♥ ❜❡st❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❞✐❡ ♠✐t
❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t❡ ▲❡✐st✉♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❡✐❣❡♥❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ẋ st❡✉❡rt✳ ❲✐r s❡t③❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✻✸ ❛❧s♦ xB ∝ ẋ ✉♥❞ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❞✐❡
❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ▲❡✐st✉♥❣st❡r♠s ❞❡s ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣st②♣s

P = −2γRmẋ2 , ✭✺✳✻✹✮

✇♦❜❡✐ ❤✐❡r ③✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳
✺✳✻✺✮ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥ ❋❛❦t♦r 2m ❛✉s ❞❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ κ = 2mγR ❤❡r❛✉s✲
❣❡③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✈♦♥ γR ✇✐r❞ ❡♥t✇❡❞❡r stä♥❞✐❣ ▲❡✐st✉♥❣
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③✉❣❡❢ü❤rt ✭γR ♣♦s✐t✐✈✱ P ♥❡❣❛t✐✈✮ ♦❞❡r ❞❡♠ ❖s③✐❧❧❛t♦r stä♥❞✐❣ ❡✐♥❡ ▲❡✐st✉♥❣
❡♥t③♦❣❡♥ ✭γR ♥❡❣❛t✐✈✱ P ♣♦s✐t✐✈✮✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❘ü❝❦✲
❦♦♣♣❧✉♥❣ ❛❧s ▼✐t❦♦♣♣❧✉♥❣✳ ❙✐❡ ✈❡rstär❦t ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs✳ ■♠
③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ●❡❣❡♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ✳ ❙✐❡ ❞ä♠♣❢t ❞✐❡ ❆♠♣❧✐✲
t✉❞❡✱ ❞✳❤✳ s✐❡ s❝❤✇ä❝❤t s✐❡ ❛❜✳

❋ü❤rt ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✻✷ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛✉s ✉♥❞ s❡t③t ♠❛♥ ❞❡♥ ▲❡✐s✲
t✉♥❣st❡r♠ ✭●❧✳ ✺✳✻✹✮ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẍ− 2γRẋ+ ω2
0x = 0 . ✭✺✳✻✺✮

❉❛s ❙②st❡♠✈❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✲
st✐♠♠t✿ ❞✐❡ ✭❑r❡✐s✲✮❋r❡q✉❡♥③ ω0 ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞ ❞✐❡ ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥✲
st❛♥t❡ γR✳ ■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ γR = 0 ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ♠✐t ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③ ω0 s❝❤✇✐♥✲
❣❡♥❞❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ♠✐t ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x(t) = x0 cosω0t✳ ❇❡✲
tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❢ür ●❧✳ ✺✳✻✺ ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ω0 = 0✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛♣❡r✐✲
♦❞✐s❝❤✿ ❉✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x(t) = x0 exp(γRt) ✇ä❝❤st ❥❡ ♥❛❝❤ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✈♦♥
γR ❡♥t✇❡❞❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ❛♥ ♦❞❡r ♥✐♠♠t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ❛❜✳ ●❧✳ ✺✳✻✺ ✐st ❡✐♥❡
❤♦♠♦❣❡♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❯♠ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür
❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋❛❧❧ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❣❡❤❡♥ ✇✐r ✈♦♥ ❞❡♠ ❆♥s❛t③ ❛✉s✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡
▲ös✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

x(t) = f(t)g(t) ✭✺✳✻✻✮

♠✐t ③✇❡✐ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ f(t) ✉♥❞ g(t) s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥ ✭Pr♦✲
❞✉❦t❛♥s❛t③ ✮✳ ❊✐♥ ❆♥s❛t③ ✐st ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❡✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❛✉s❢♦r♠✉❧✐❡rt❡r
✒❚❡st❜❛❧❧♦♥✏✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞❛♠✐t ❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❡✐♥❡s ▲ös✉♥❣s✈❡r✲
s✉❝❤s✳ Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ s✐♥❞ ❢ür ❡✐♥❡♥ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❆♥s❛t③ ❞✐❡ ❞❛r✐♥ ❛✉❢tr❡✲
t❡♥❞❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ♦❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s✲
❢r❡✐ ❣❡❧✐♥❣t✱ ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡♠ ❆♥s❛t③ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣✳ ❆♥s♦♥st❡♥ ♠✉ss ❞❡r ❆♥s❛t③
❛❧s ♠✐ss❣❧ü❝❦t❡r ✒❚❡st❜❛❧❧♦♥✏ ✈❡r✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉r ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ❞❡r Ü❜❡r✲
s✐❝❤t❧✐❝❤❦❡✐t ✇❡r❞❡ ✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❞❛s ❋✉♥❦t✐♦♥s❛r❣✉✲
♠❡♥t ✒(t)✏ ✉♥t❡r❞rü❝❦❡♥ ✉♥❞ s❝❤r❡✐❜❡ ❢ür ❞❡♥ Pr♦❞✉❦t❛♥s❛t③ ❛♥st❛tt ●❧✳
✺✳✻✻ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❜❧♦ÿ x = fg ✭❇❡❛❝❤t❡♥ ❙✐❡✱ ❞❛ss g ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❋❛❧❧❜❡✲
s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✦✮✳ ❉❡r Pr♦✲
❞✉❦t❛♥s❛t③ ✐st ❤✐❡r ❞❛❞✉r❝❤ ♠♦t✐✈✐❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛✉s ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③❢ä❧❧❡♥ ❛❧s
Pr♦❞✉❦t ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ x(t) = x0 cosω0t exp(γRt) ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥
●r❡♥③❢ä❧❧❡ γR = 0 ✉♥❞ ω0 = 0 r✐❝❤t✐❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✇ür❞❡✳ ❙❡t③t ♠❛♥

ẋ = ḟ g + fġ

ẍ = f̈ g + 2ḟ ġ + fg̈

✐♥ ●❧✳ ✺✳✻✺ ❡✐♥✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

fg̈ + 2(ḟ − γRf)ġ + (f̈ − 2γRḟ + ω2
0f)g = 0 .

▼❛♥ ✈❡r❢ü❣t ü❜❡r ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f s♦✱ ❞❛ss ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡ ❚❡r♠ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t
✭❊s ❦❛♥♥ s❝❤♦♥ ♠❛❧ ♣❛ss✐❡r❡♥✱ ❞❛ss s♦ ❡✐♥❡ ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤❡ ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡
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▲ös✉♥❣❡♥ ❧✐❡❢❡rt✳ P❤②s✐❦❡r s✐♥❞ ✈♦♥ ◆❛t✉r ❛✉s ❛❜❡r ❣❡♥ü❣s❛♠❡ ▼❡♥s❝❤❡♥
✉♥❞ ♦❢t s❝❤♦♥ ❢r♦❤✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ü❜❡r❤❛✉♣t ❡rst ♠❛❧ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ✜♥❞❡♥✳✮✳ ❉✐❡
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ḟ − γRf = 0 ✇✐r❞ ❞✉r❝❤

f(t) = exp(γRt)

❣❡❧öst✳ ❉❛♠✐t ✐st ♥✉r ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

g̈ + (ω2
0 − γ2R)g = 0 ✭✺✳✻✼✮

❢ür g ③✉ ❧ös❡♥✳ ❆✉s ❚❛❜✳ ✺✳✶ ❡rs✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠
❚②♣ ❉●✶ ✈♦r❧✐❡❣t✱ ✇❡♥♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ω2

0 − γ2R ♥❡❣❛t✐✈ ✐st ✭❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡r ❋❛❧❧✮
✉♥❞ ❡✐♥❡ ✈♦♠ ❚②♣ ❉●✷✱ ✇❡♥♥ ❡r ♣♦s✐t✐✈ ✐st ✭❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧✮✳

❉❡r ❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❋❛❧❧ ✭γ2R > ω2
0✮✿ ▼✐t

g̈ − γ2g = 0 und γ =
√

γ2R − ω2
0 ✭✺✳✻✽✮

❢♦❧❣t ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = [a exp(γt) + b exp(−γt)] exp(γRt) . ✭✺✳✻✾✮

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ x(0) = x0 ✉♥❞ ẋ(0) = 0 ❢♦r❞❡rt✱
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ●❧✳ ✺✳✻✾ ❞✐❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0[cosh(γt)−
γR
γ

sinh(γt)] exp(γRt) . ✭✺✳✼✵✮

❋❛❧❧s γR ♥❡❣❛t✐✈ ✐st✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡ ●❡❣❡♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ✈♦r❧✐❡❣t✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡r
❋❛❧❧ ❛✉❝❤ ❛❧s ❑r✐❡❝❤❢❛❧❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❉❡r ❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧ ✭ω2
0 > γ2R✮✿ ▼✐t

g̈ + ω2g = 0 und ω =
√

ω2
0 − γ2R ✭✺✳✼✶✮

❢♦❧❣t ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0 exp(γRt) cos(ωt+ δ) ✭✺✳✼✷✮

= A(t) cos(ωt+ δ) ✭✺✳✼✸✮

❞❡s ❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧s✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ❛❧s ❡✐♥❡ ❡✐♥❡ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❙❝❤✇✐♥✲
❣✉♥❣ ❛✉✛❛ss❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ A(t) = x0 exp(γRt) ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥
A(0) = x0 ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ③✉✲ ♦❞❡r ❛❜♥✐♠♠t✳ ■st γR
♣♦s✐t✐✈✱ s♦ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ③✉ ✉♥❞ ♠❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ γR = γG > 0 ❞❛❤❡r ❛❧s ●❛✐♥ ❜③✇✳ ❱❡rstär✲
❦✉♥❣s❦♦❡✣③❡♥t ✳ ■st γR ♥❡❣❛t✐✈✱ ❧✐❡❣t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ✈♦r ✉♥❞ ❡s
tr✐tt ❡✐♥❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❛✉❢✳ ❉❛♥♥ ❢ü❤rt ♠❛♥ ♦❢t ❡✐♥❡ ♣♦✲
s✐t✐✈❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s✲ ❜③✇✳ ❆❜❦❧✐♥❣❦♦♥st❛♥t❡ γD = −γR ❡✐♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✶✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ❑r✐❡❝❤❢❛❧❧✱ ❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✉♥❞
❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧✳ ❋ür ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❑✉r✈❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡
❋r❡q✉❡♥③ ω0 ❣❧❡✐❝❤❀ ❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ γD ✇✐r❞ ✈❛r✐✐❡rt

❉ä♠♣❢✉♥❣ ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❦❧✐♥❣t ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t
❛❜✳ ❉❡s❤❛❧❜ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛❧s ❣❡❞ä♠♣❢t❡
❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ✳
❇❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ P❡r✐♦❞❡♥❞❛✉❡r ❞❡r ❙✐♥✉ss❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ♠✐t T = 2π/ω✱
s♦ ✐st ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ γR = 0 ❡r❣❡❜❡♥❞❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❡✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐✲
s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♠✐t ❞❡r ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t x(t) = x(t+ T ). ❉✐❡ ❞✉r❝❤

x(t) = x0 exp(−γDt) cos(ωt+ δ) ✭✺✳✼✹✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❤❛t ❞✐❡s❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❛❜❡r ♥✐❝❤t
✉♥❞ ✐st s♦♠✐t ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥
s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ❞❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✶ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ●r❛♣❤❡♥ ❞❡r ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❙❝❤✇✐♥✲
❣✉♥❣ ❛♥s❝❤❛✉t✱ ❤❛t ❞✐❡s❡r ❞❡♥♥♦❝❤ ❡t✇❛s ✒P❡r✐♦❞✐s❝❤❡s✏✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❋✉♥❦✲
t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▼❛①✐♠❛ ✉♥❞ ▼✐♥✐♠❛ ❛✉❢✇❡✐st✳
❉❡s❤❛❧❜ ③ä❤❧t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ③✉r ❑❧❛ss❡ ❞❡r
♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s♠✉st❡r✱ ✉♥❞ ❞❛s r❡❝❤t❢❡rt✐❣t ✐❤r❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣
✒❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✏✳
▲❡❣t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ x(0) = x0 ✉♥❞ ẋ(0) = 0 ♥✐❝❤t
♥✉r ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❛♠♣❧✐t✉❞❡ x0✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t ❛✉❢ ♥✉❧❧ ❢❡st✱ ❢♦❧❣t ❛✉s ●❧✳ ✺✳✼✹ ❞✐❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0[cos(ωt) +
γD
ω

sin(ωt)] exp(−γDt) ✭❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧✮ ✭✺✳✼✺✮

❢ür ❞✐❡ ❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✳

❉❡r ❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✭ω2
0 = γ2R✮✿ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ g̈ = 0

❤❛t ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ g(t) = a + bt✳ ▼✐t ❞❡♥ s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❆♥❢❛♥❣s✲
❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ x(0) = x0 ✉♥❞ ẋ(0) = 0 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0[1− γRt] exp(γRt) ✭❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡r ●r❡♥③❢❛❧❧✮



❑❆P■❚❊▲ ✺✳ ◆❊❲❚❖◆❙❈❍❊ ▼❊❈❍❆◆■❑ ✶✼✸

❞❡s ❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧s✳

■♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✶ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❛❜❦❧✐♥❣❡♥❞❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ✭γD = −γG ≥ 0✮ ❢ür ❞❡♥
❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧ ✭ω0 > γD✮✱ ❞❡♥ ❑r✐❡❝❤❢❛❧❧ ✭ω0 < γD✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❛♣❡✲
r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✭ω0 = γD✮ ❢ür ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣
x(0) = x0 ✉♥❞ ẋ(0) = 0 ❜❡✐ ❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥❡r ❋r❡q✉❡♥③ ω0 ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐✲
❝❤❡♥✳ ■♠ ❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ♥ä❤❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡♠ st❛t✐♦♥är❡♥
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✇❡rt x = 0 ❛♠ s❝❤♥❡❧❧st❡♥ ❛♥✳ ■♥ ❢rü❤❡r❡♥ ❩❡✐t❡♥✱ ✇♦ ♠❛♥
♥♦❝❤ ❩❡✐❣❡r✐♥str✉♠❡♥t❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡✱ str❡❜t❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st r❛s❝❤❡ ❊✐♥✲
st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss✇❡rt❛♥③❡✐❣❡ ❛♥ ✉♥❞ ❜❡♠ü❤t ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛❤❡r✱ ❞❡r❡♥ ❉ä♠♣✲
❢✉♥❣ ✭❣❡♥❛✉❡r✿ ❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ γD✮ s♦ ❡✐♥③✉st❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❡♠
❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ♠ö❣❧✐❝❤st ♥❛❤❡ ❦❛♠✳

✺✳✹✳✺ ❘❡s♦♥❛♥③

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❡✐♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ♠✐t ❞❡r ❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③ ω0 ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r ü❜❡r ❡✐♥❡ ❡①t❡r♥❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❛♥❣❡tr✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t
rü❝❦✇✐r❦❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❡①t❡r♥ ❡r③✇✉♥❣❡♥❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣
♥❡♥♥❡♥✱ ♦❞❡r ❦✉r③✱ ❛❧s ❡r③✇✉♥❣❡♥❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳ ❊✐♥ s❡❤r ❡✐♥✲
❢❛❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡r ❡r③✇✉♥❣❡♥❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✱ ❞✐❡
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤ ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥❞❡♥ ❡①t❡r♥❡♥ ❆♥tr✐❡❜ ♠✐t ❡✐♥❡r ❋r❡q✉❡♥③
ω ✉♥❞ ❦♦♥st❛♥t❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ③✉st❛♥❞❡ ❦♦♠♠t✳ ❉❛s ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ r❡❛❧✐✲
s✐❡rt✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✻✸ xB ∝ cosωt ❡✐♥s❡t③t✳ ❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ③✐❡❤❡♥
✇✐r ❛✉s ❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ ✇✐❡❞❡r ❡✐♥ ❋❛❦t♦r m ❤❡r❛✉s ✉♥❞ s❡t✲
③❡♥ κxB = ma cosωt✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡ ❱❡❦t♦r a ❤✐❡r ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❤❛t✳ ❆✉s ●❧✳ ✺✳✻✸ ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣
❞❛♠✐t ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

P = −ma · ẋ cosωt ✭✺✳✼✻✮

✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẍ+ ω2
0x = a cosωt . ✭✺✳✼✼✮

❊✐♥❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣ ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞✐❡ st❛t✐♦♥är❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣

x(t) = xs cosωt ✭✺✳✼✽✮

♠✐t ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡

xs(ω) =
a

ω2
0 − ω2

. ✭✺✳✼✾✮

❉✐❡s❡ ❛❧s ❘❡s♦♥❛♥③❦✉r✈❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✼✾ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③ ω ❛❜❢ä❤rt✱ ✇ä❝❤st s✐❡ ❞r❛♠❛t✐s❝❤
❛♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❡r ❘❡s♦♥❛♥③st❡❧❧❡ ω = ω0 ♥ä❤❡rt✳ ❆♥ ❞❡r ❘❡s♦♥❛♥③st❡❧❧❡
s❡❧❜st ✇ür❞❡ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r s♦♠✐t
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✷✿
❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❘❡s♦♥❛♥③❦✉r✈❡
✭●❧✳ ✺✳✼✾✮ ❡✐♥❡s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤ ❛♥❣❡✲
tr✐❡❜❡♥❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❛❧s ❋✉♥❦t✐✲
♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❢r❡q✉❡♥③ ω✳ ❋ür
ω = ω0 ✇ür❞❡ ❞✐❡ st❛t✐♦♥är❡ ❆♠✲
♣❧✐t✉❞❡ xs ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ ✇❡r❞❡♥✳

✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ s✐❝❤ ❛✉❢❣❡s♦❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❱♦r❤❡r✲
s❛❣❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s tr✐tt s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♥✐❡ ❡✐♥✱ ✇❡✐❧ ❞❛♥♥ ❡♥t✇❡❞❡r ❡♥❡r❣❡t✐✲
s❝❤❡ ❇❡✐trä❣❡ ③✉♠ ❚r❛❣❡♥ ❦♦♠♠❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡❣r❡♥③❡♥ ✭✉♥❞ ❞✐❡
✐♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇✉r❞❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❜❡✐trä❣❡✮
♦❞❡r ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❦❛♣✉tt ❣❡❤t✳ ▲❡t③t❡r❡s ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛❧s ❘❡s♦♥❛♥③❦❛t❛str♦♣❤❡
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲❡♥♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡♥ ❙✉♣♣❡♥t❡❧❧❡r tr❛❣❡♥ ✉♥❞ ■❤r❡ ❙❝❤r✐tt❢r❡q✉❡♥③ ω
③✉ ♥❛❤❡ ❛♥ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③ ω0 ❞❡s ❙❝❤✇❛♣♣s❝❤✇✐♥❣✉♥❣s✲❖s③✐❧❧❛t♦rs ❞❡s
♠✐t ❙✉♣♣❡ ❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❚❡❧❧❡rs ❤❡r❛♥❦♦♠♠t✱ ❦❛♥♥ s✐❡ ü❜❡rs❝❤✇❛♣♣❡♥✳ ❏❡ ♥❛❝❤
❲❡rt ■❤r❡s ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❞❛✈♦♥ ❜❡tr♦✛❡♥❡♥ ❑❧❡✐❞❡s ❦❛♥♥ ❞❛s ❢ür ❙✐❡ ♣❡rsö♥❧✐❝❤
❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ♦❞❡r ❦❧❡✐♥❡ ❘❡s♦♥❛♥③❦❛t❛str♦♣❤❡ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳

❉✐❡ st❛t✐♦♥är❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❡❝❤s❡❧t ❛♥ ❞❡r ❘❡s♦♥❛♥③st❡❧❧❡ ω0 ❞❛s ❱♦r③❡✐✲
❝❤❡♥✳ ❆♥st❛tt ●❧✳ ✺✳✼✾ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ♣♦s✐t✐✈❡♥
❆♠♣❧✐t✉❞❡

xs(ω) =
a√

(ω2
0 − ω2)2

✭✺✳✽✵✮

s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❆♥tr✐❡❜st❡r♠ ♠✐t ❡✐♥❡r P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ δ
s❝❤r❡✐❜t✱ ❛♥st❛tt ●❧✳ ✺✳✼✼ ❛❧s♦ ✈♦♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẍ+ ω2
0x = a cos(ωt+ δ) ✭✺✳✽✶✮

❛✉s❣❡❤t✱ ✇♦❜❡✐ ❆♥tr✐❡❜ ✉♥❞ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❢ür ω < ω0 ❣❧❡✐❝❤♣❤❛s✐❣ s✐♥❞ ✭δ = 0✮
✉♥❞ ❢ür ω > ω0 ❣❡❣❡♥♣❤❛s✐❣ ✭δ = π✮✳

✺✳✹✳✻ ❇❡❣r❡♥③✉♥❣ ❞❡r ❘❡s♦♥❛♥③❛♠♣❧✐t✉❞❡

❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ✇✐r❦❡♥ ✇✐❡ ❊♥❡r❣✐❡s♣❡✐❝❤❡r✳ ❲❡♥♥ ✐❤♥❡♥ ❡✐♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ P (t) ✈♦♥
❡✐♥❡r ❡①t❡r♥❡♥ ◗✉❡❧❧❡ ③✉✢✐❡ÿt✱ s♦ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ✐❤r❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
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❡✐♥❡r ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ τ ✉♠

∆E(τ) =
τ
ˆ

0

P (t)dt .

❯♥❣❡❜r❡♠st❡s ❲❛❝❤st✉♠ ✇ür❞❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✐r❣❡♥❞✇❛♥♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❑❛t❛str♦✲
♣❤❡ ❢ü❤r❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ✇ür❞❡ ❦❛♣✉tt ❣❡❤❡♥ ✭❊s ❣✐❜t ❦❡✐♥❡ ❖s③✐❧❧❛✲
t♦r❡♥ ♠✐t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡✮✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱
❞❛ss s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❘❡s♦♥❛♥③❦❛t❛str♦♣❤❡ ❞✉r❝❤ ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥✐❡rt❡♥ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ✈❡r❤✐♥❞❡r♥ ❧ässt ✭❉❛s ❣✐❧t ♥✐❝❤t ♥✉r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✱
s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❢ür ❛♥❞❡r❡ ❙②st❡♠❡✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡✿ ❇❡✈ö❧❦❡r✉♥❣s✇❛❝❤st✉♠ ✉♥❞ ❞✐❡
❝❤✐♥❡s✐s❝❤❡ ❊✐♥✲❑✐♥❞✲P♦❧✐t✐❦✱ ❑❡r♥r❡❛❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ◆❡✉tr♦♥❡♥ ❛❜s♦r❜✐❡r❡♥❞❡
❘❡❣❡❧stä❜❡✮✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❛③✉ ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣

d

dt

(
1

2
mẋ2 +

1

2
mω2

0x
2

)
= −P = m cos(ωt+ δ) a · ẋ− 2γDmẋ2 . ✭✺✳✽✷✮

❉✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t❡ ▲❡✐st✉♥❣ s❡t③t s✐❝❤ ❤✐❡r ❛✉s ③✇❡✐ ❙✉♠✲
♠❛♥❞❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✿ ❊✐♥♠❛❧ ❛✉s ❞❡♠ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ▲❡✐st✉♥❣s❜❡✐✲
tr❛❣ ❞❡r ❡r③✇✉♥❣❡♥❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ✭●❧✳ ✺✳✼✻✮ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❛✉s ❞❡r ●❡✲
❣❡♥❦♦♣♣❧✉♥❣✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❉ä♠♣❢✉♥❣s✲P❛r❛♠❡t❡r γD ❡✐♥❣❡st❡❧❧t
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭●❧✳ ✺✳✻✹✮✳ ❉❡r ❡rst❡ ❇❡✐tr❛❣ ❛❧❧❡✐♥❡ ✇ür❞❡ ✐♠ ❘❡s♦♥❛♥③❢❛❧❧
❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❛✉s❧❡♥❦✉♥❣ ẋ ✉♥❜❡✲
❣r❡♥③t ❛♥✇❛❝❤s❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ✈❡r✉s❛❝❤t ❡✐♥❡♥ ❆❜✢✉ss ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s
❞❡♠ ❖s③✐❧❧❛t♦r✳ ❉❛ ❞❡r ❡rst❡ ❇❡✐tr❛❣ ❧✐♥❡❛r ♠✐t ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ẋ ❛♥✇ä❝❤st✱
❞❡r ③✇❡✐t❡ ❥❡❞♦❝❤ q✉❛❞r❛t✐s❝❤✱ ❦♦♠♠t ❡s ♠✐t ❛♥✇❛❝❤s❡♥❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ẋ
✐r❣❡♥❞✇❛♥♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❡r ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❡✐♥✢✐❡ÿ❡♥❞❡
▲❡✐st✉♥❣s❜❡✐tr❛❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❛✉s✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❣❡r❛❞❡ ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉❛♥♥
s❝❤✇✐♥❣t ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ✇✐❡❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡r st❛t✐♦♥är❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■♥❢♦❧❣❡ ❞❡r
❉ä♠♣❢✉♥❣ ❡r✇❛rt❡♥ ✇✐r✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❦❧❡✐♥❡r ❛✉s❢ä❧❧t ❛❧s ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❡✐♥❡s ✉♥❣❡✲
❞ä♠♣❢t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞ ❞❛ss ❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✐♠ ❘❡s♦♥❛♥③❢❛❧❧
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡❣r❡♥③❡♥❞ ❡✐♥❣r❡✐❢t✳ ❉❛s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤
❜❡stät✐❣❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẍ+ ω2
0x = a cos(ωt+ δ)− 2γDẋ ✭✺✳✽✸✮

❞❡r ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❡r③✇✉♥❣❡♥❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❢♦❧❣t ❛❧s♦ ❛✉s ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ❞❡r ✉♥✲
❣❡❞ä♠♣❢t❡♥✱ ●❧✳ ✺✳✽✶✱ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❞❡♥ ❛✉s ●❧✳ ✺✳✻✺ ❜❡❦❛♥♥t❡♥
●❡❣❡♥❦♦♣♣❧✉♥❣st❡r♠ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡r ❑♦♥st❛♥t❡ γG = −γR ❤✐♥③✉❢ü❣t✳ ■♥ ❞✐❡s❡
▼♦❞❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ s❡t③❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ❆♥s❛t③

x(t) = xs cosωt ✭✺✳✽✹✮

❡✐♥✱ ✇❡✐❧ ✇✐r ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r st❛t✐♦♥är❡♥ ▲ös✉♥❣ s✉❝❤❡♥ ❜③✇✳ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥
▲ös✉♥❣ ❞❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẍ+ 2γDẋ+ ω2
0x = a cos(ωt+ δ) . ✭✺✳✽✺✮
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✸✿ ●❡❞ä♠♣❢t❡ ❡r③✇✉♥❣❡♥❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✿ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r st❛t✐♦♥är❡♥
❆♠♣❧✐t✉❞❡ xs ✉♥❞ ❞❡r P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ δ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❡①t❡r♥❡♥ ❋r❡✲
q✉❡♥③ ω ❢ür ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡♥ γD

❲❡❣❡♥ cos(ωt+ δ) = cos δ cosωt− sin δ sinωt ✭❲✐♥❦❡❧❛❞❞✐t✐♦♥st❤❡♦r❡♠✮
✉♥❞ ✇❡✐❧ ❑♦s✐♥✉s✲ ✉♥❞ ❙✐♥✉s❢✉♥❦t✐♦♥ ❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ ❣❡✇✐♥♥t ♠❛♥
♠✐t ❞❡♠ ❆♥s❛t③ ✭●❧✳ ✺✳✽✹✮ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

(ω2
0 − ω2)xs = a cos δ

2γAωxs = a sin δ .

▼✐t cos2 δ + sin2 δ = 1 ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ st❛t✐♦♥är❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡

xs =
a√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γDω)2

✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣

tan δ =
2γDω

ω2
0 − ω2

.
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■♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✸ s✐♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ❑✉r✈❡♥ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P❛r❛♠❡t❡r γD/ω0 ❡✐♥❡r
❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❡r③✇✉♥❣❡♥❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t
❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ xs ✉♥❞ ❞❡s P❤❛s❡♥✇✐♥❦❡❧s δ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ω ③❡✐❣❡♥✳ ❉❡r
❘❡s♦♥❛♥③❢❛❧❧ ✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✇✐r❞✱ tr✐tt ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡①❛❦t
❜❡✐ ω0 ❛✉❢✱ ❛❜❡r ❜❡✐ ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ ❣r♦ÿ❡r ❉ä♠♣❢✉♥❣ ✐st ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ♥ä❤❡r✉♥❣s✲
✇❡✐s❡ ω ≈ ω0✳ ❉✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❡✐❧t ❞❡♠ ❖s③✐❧❧❛t♦r st❡ts ✉♠ δ ✈♦r❛✉s ❜③✇✳
❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❤✐♥❦t ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ st❡ts ✉♠ δ ❤✐♥t❡r❤❡r✳ ❋ür ω = ω0 ✐st ❞❡r
P❤❛s❡♥✇✐♥❦❡❧ ✐♠♠❡r ✭✦✮ δ = 90◦ ❜③✇✳ δ = π/2✳

■♠ st❛t✐♦♥är❡♥ ❋❛❧❧ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✐täts✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣

d

dt

(
1

2
mẋ2 +

1

2
mω2

0x
2

)
=
1

2
mω2

0x
2
s

d

dt

(
ω2
0 cos

2 ωt− ω2 sin2 ωt
)

=−mx2sω(ω
2
0 − ω2) cosωt sinωt

❋ür ❞✐❡ ❆✉s❞rü❝❦❡ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❣✐❧t

−amẋ cos(ωt+ δ) = (−amxsω cos δ) cosωt sinωt+ (amxsω sin δ) sin2 ωt

−2γDmẋ2 =
(
−2γDmω2x2s

)
sin2 ωt .

❉✐❡ ♦❜❡r❡ ❩❡✐❧❡ ✐st ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❧❡✐st✉♥❣✱ ❞✐❡ ✉♥t❡r❡ ❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❧❡✐st✉♥❣✳
❉❡r ❆✉s❞r✉❝❦

PB = (−ma · xsω cos δ) cosωt sinωt

st❡❧❧t ❞✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ✉♥❞ ❆♥tr✐❡❜ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t❡ ❇❧✐♥❞❧❡✐st✉♥❣ ❞❛r✳
Ü❜❡r ❡✐♥❡ ❤❛❧❜❡ P❡r✐♦❞❡ ❣❡♠✐tt❡❧t ✐st s✐❡ ♥✉❧❧✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡r ❱✐❡rt❡❧♣❡r✐♦❞❡
✇✐r❞ ❞❡♠ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ♥ä❝❤st❡♥ ❱✐❡rt❡❧♣❡r✐♦❞❡
✇✐❡❞❡r ✈♦♥ ✐❤♠ ③✉rü❝❦❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r s♣✐❡❧t ❤✐❡r ❞✐❡ ❘♦❧❧❡ ❡✐♥❡s
③✇✐s❝❤❡♥③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡s♣❡✐❝❤❡rs✳

❉❡r ❆✉s❞r✉❝❦
PW = (ma · xsω sin δ) sin2 ωt

❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈ ✇✐r❦s❛♠❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❞❡s ä✉ÿ❡r❡♥ ❆♥tr✐❡❜s ❜③✇✳ s❡✐♥❡
✈♦♥ ✐❤♠ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❲✐r❦❧❡✐st✉♥❣ ✳ ❲❡♥♥ s✐❡ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡
❉ä♠♣❢✉♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt ✇ür❞❡✱ ✇ür❞❡ s✐❡ ✐♥ ❥❡❞❡r P❡r✐♦❞❡ ❊♥❡r❣✐❡
✐♥ ❞❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ♣✉♠♣❡♥ ✉♥❞ s♦ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs P❡r✐♦❞❡ ❢ür
P❡r✐♦❞❡ ✇❡✐t❡r ✈❡r❣röÿ❡r♥✳ ❆♠ P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❡r③✇✉♥❣❡♥❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ✐st
❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊✐♥st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❡①❛❦t❡♥ ❇❛❧❛♥❝❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❲✐r❦✲
✉♥❞ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❧❡✐st✉♥❣ s❡❧❜str❡❣✉❧✐❡r❡♥❞ ❡r❢♦❧❣t ✉♥❞ ❞❛ss ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡
st❛t✐♦♥är❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❙tör✉♥❣❡♥ st❛❜✐❧ ✐st✳

❲✐❡ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥✱ ❧✐❡❣t ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r ❲✐r❦❧❡✐st✉♥❣
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✭✦✮ ✈♦♥ ❞❡r ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡♥ γD st❡ts ❜❡✐ ω0✳ ❉❛s ✐st ❞❡s✲
✇❡❣❡♥ ❡t✇❛s ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇✐❡ ❆❜❜✳
✺✳✶✸❛ ③❡✐❣t✱ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❉ä♠♣❢✉♥❣ ③✉ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❡♥ ❤✐♥ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❜t✳ ❉❡r ●r✉♥❞ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❧✐♥❞❧❡✐st✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣



❑❆P■❚❊▲ ✺✳ ◆❊❲❚❖◆❙❈❍❊ ▼❊❈❍❆◆■❑ ✶✼✽

✈♦♥ δ = π/2 ❛✉s❢ä❧❧t✳ ❉❡r ❆♥tr✐❡❜ ❣✐❜t ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❜③✇✳ ♠❛①✐✲
♠❛❧❡ ❲✐r❦❧❡✐st✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ✈♦♥ π/2 ❛❜ ✭✉♥❞ s♦♠✐t ❜❡✐
❞❡r ❋r❡q✉❡♥③ ω0✮✳

✺✳✺ P❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭▼✸✮

P❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥
f(x, y) ③✇❡✐❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r x ✉♥❞ y ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉❛s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❦❛♥♥
❧❡✐❝❤t ❛✉❢ ❋ä❧❧❡ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ♥♦❝❤ ♠❡❤r ❱❛r✐❛❜❧❡♥
❛❜❤ä♥❣t✳

P❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣✳ ❍ä❧t ♠❛♥ y = y0 ❦♦♥st❛♥t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ f(x, y)
❛✉❝❤ ❛❧s ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ♥✉r ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉✛❛ss❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ x✱ ✉♥❞ s♦
✇✐❡ ü❜❧✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ x✿

(
∂f

∂x

)

y0

=
df(x, y0)

dx
.

❙✐❡ ✐st ❞✉r❝❤ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ✒∂ ✏ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳
❉✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ df ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x, y) ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ (x0, y0) ❡r❣✐❜t s✐❝❤

✭✉♥t❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥✮ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

df =

(
∂f

∂x

)

y0

dx+

(
∂f

∂y

)

x0

dy , ✭✺✳✽✻✮

❞❡r s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❡♥
(
∂f
∂x

)

y0
dx ✉♥❞

(
∂f
∂y

)

x0

dy

③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ü❜❡r❛❧❧ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ s♦ st❡❧❧t

df =

(
∂f

∂x

)

y

dx+

(
∂f

∂y

)

x

dy ✭✺✳✽✼✮

❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❛r✳
■♥ ●❧✳ ✺✳✽✼ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❜❡✐ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡✲

♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐③✐t ❛❧s ■♥❞❡① ❜❡✐ ❞❡♥ r✉♥❞❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❲❡♥♥
❥❡❞♦❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❦❧❛r ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✐ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥
❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞✱ ✇❛s ❜❡✐ ●❧✳ ✺✳✽✼ ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞✐❡s❡ ❑❧❛♠♠❡r♥ s❛♠t ■♥❞✐③❡s ❛✉❝❤ ✇❡❣❧❛ss❡♥ ✉♥❞ st❛tt❞❡ss❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡
❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy ✭✺✳✽✽✮

✈❡r✇❡♥❞❡♥✳ ❲✐r ✇❡r❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ✈♦♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡♥ ●❡❜r❛✉❝❤ ♠❛✲
❝❤❡♥✳
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❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ❢ür ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r✳ ❉✐❡ ●röÿ❡♥ x ✉♥❞ y
s❡✐❡♥ s❡❧❜st ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡s P❛r❛♠❡t❡rs✱ ❞❡r ❤✐❡r ♠✐t t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t s❡✐✳ ❊s ✐st
❛❧s♦ x = x(t) ✉♥❞ y = y(t)✳ ❉✐❡ t♦t❛❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x(t), y(t))
♥❛❝❤ ❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r t ❧❛✉t❡t

df

dt
=

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂y

dy

dt
. ✭✺✳✽✾✮

❙✐❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ s②♠❜♦❧✐s❝❤ ❛✉s ●❧✳ ✺✳✽✽✳ ❍✐❡r tr❡t❡♥ ③✇❡✐ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❛✉❢✱
♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❙②♠❜♦❧ ✒∂ ✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣✱ ③✳❇✳ ✐♥ ∂f

∂x

✉♥❞ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❙②♠❜♦❧ ✒d ✏ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ t♦t❛❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣✱ ③✳❇✳ ✐♥ df
dt ✳ ❋❛❧❧s

❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♥✉r ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❜❤ä♥❣t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ t♦t❛❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣
✉♥❞ ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❛ss❡❧❜❡ ✇✐❡ ❞✐❡ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣✱ ✉♥❞ ✇✐r
s❝❤r❡✐❜❡♥ s✐❡ ❞❛♥♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙②♠❜♦❧ ✒d ✏ ✇✐❡ ✐♥ dx

dt ✳ ■st f = f(x) ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
♥✉r ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x = x(t) ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ t✱ s♦
s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞❛❤❡r

df

dt
=

df

dx

dx

dt
. ✭✺✳✾✵✮

●❧✳ ✺✳✾✵ ✐st ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ❜❡❦❛♥♥t❡ ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✭●❧✳ ✸✳✶✽✮
✉♥❞ ●❧✳ ✺✳✽✾ s♦♠✐t ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ❛❧s ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ❛✉❢
❞❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x(t), y(t))✱ ❞✐❡ ✐❤r❡rs❡✐ts ✈♦♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥
❛❜❤ä♥❣t ✭❤✐❡r ✈♦♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ x(t) ✉♥❞ y(t)✮✳

P♦t❡♥t✐❛❧✳ ❋❛❧❧s ❢ür ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ df ❡①✐st✐❡rt✱
✇✐r❞ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❝❤ ❛❧s P♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s P♦t❡♥t✐❛❧

f =

ˆ

df + C ✭✺✳✾✶✮

✐st ❜✐s ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ C ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞ st❡❧❧t ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❇❡❣r✐✛s
❞❡r ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r ❞❛r✳ ❉❛s
P♦t❡♥t✐❛❧

f = f(x, y) =

(x,y)
ˆ

(x0,y0)

df ✭✺✳✾✷✮

❤❛t ❞❛❜❡✐ ❢ür ❥❡❞❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❲❡❣ ✐♥ ❡✐♥❡r ❦♦♠♣❛❦t❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s♠❡♥❣❡
s❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt✳ ❊s ✐st ❛❧s♦ ✇❡❣✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✱ ❤ä♥❣t ❛❜❡r
✈♦♥ s❡✐♥❡♥ ❙t❛rt✈❛r✐❛❜❧❡♥ x0 ✉♥❞ y0 ❛❜✳

✺✳✻ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❞❛s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●❡rüst ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦
❦❧❛r❡r ❤❡r❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉ ✐❤r❡♥ ③❡♥tr❛❧❡♥ ❇❡❣r✐✛❡♥ ❣❡❤ört ❞❡r ❞❡s
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✳
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✺✳✻✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s

❯♥t❡r ❡✐♥❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠ ❞❡r ◆❡✇✲
t♦♥s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡✱ ❞❛s ③✉r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡s r❡❛❧❡♥ ❙②st❡♠s ❞✐❡♥t✳ ❊s ✐st ❞❡✜✲
♥✐❡rt ❞✉r❝❤

✶✳ ❞✐❡ ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ f s❡✐♥❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡✳

✷✳ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1, . . . , zf✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡s❡
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥✳

✸✳ ❡✐♥❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦
E = E(z1, . . . , zf ) ✭✺✳✾✸✮

❢ür ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✳

✹✳ ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❛ss E ❦♦♥st❛♥t ✐st✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ✐s♦❧✐❡rt ✐st✳

❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ♠üss❡♥ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥ s❡✐♥✳
❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❦❡✐♥❡ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡♥ ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✜♥❞❡♥ ❧❛ss❡♥✱ tr❡t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠♠♦❞❡❧❧ ♣❡r ❉❡✲
✜♥✐t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❛✉❢✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❜❧❡♠ ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡✲
❜❡✐trä❣❡ ✉♠❣❡❤t✱ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r s♣ät❡r s❡❤❡♥ ✭s✳ ③✳❇✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❑❛♣✳ ✺✳✾✮✱
❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✭❑❛♣✳ ✼✮ ♦❞❡r ❊❧❡❦tr✐③✐tät ✭❑❛♣✳ ✾✮✮✳

❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ✐st ✐✳❆❧❧❣✳ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛✲
❜❧❡r✱ ♥ä♠❧✐❝❤ s❡✐♥❡r f ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✭●❧✳ ✺✳✾✸✮✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥
E = E(z1, . . . , ③f) ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥✱ ✇✐❡ ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠
✐♥ s❡✐♥❡♠ ■♥♥❡r❡♥ ✒t✐❝❦t✏✳ ❉❡r ✈✐❡rt❡ P✉♥❦t ♦❜❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt ✭✦✮✱ ❞❛ss E ❢ür ❙②s✲
t❡♠❡✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ♥✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❆✉ÿ❡♥✇❡❧t ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥ ✭✐s♦❧✐❡rt❡ ❙②st❡♠❡✮✱
❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ✐st✳

◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
Pr♦③❡ss ❣❡♠äÿ

z1, . . . , zf −→ z̃1, . . . , z̃f

❣❡ä♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♦❤♥❡ ❚✐❧❞❡ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ③✉
❇❡❣✐♥♥ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s ✈♦r❧❛❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ♠✐t ❚✐❧❞❡ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ③✉ ❊♥❞❡
❞❡s Pr♦③❡ss❡s s✐♥❞✳ ❉❛♥♥ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡♠äÿ

E(z1, . . . , zf) → Ẽ(z̃1, . . . , z̃f) .

■st ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡✲
r✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ❙②st❡♠ ❞✉r❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ s❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❡r❢ä❤rt✱ ❞✉r❝❤ ❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dE =
∂E
∂z1

dz1 + · · · ∂E
∂zf

dzf ✭✺✳✾✹✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
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❋ür ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡s ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❣✐❧t st❡ts

E(z1, . . . , zf) = Ẽ(z̃1, . . . , z̃f) = E0 = const. ✭✺✳✾✺✮

❜③✇✳
dE = 0 . ✭✺✳✾✻✮

❉✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ∂E
∂z1

✱ s✐♥❞ s❡❧❜st ✇✐❡❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥

✈♦♥ z1, . . . , zf✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ③✇❛r ❡♥❞❧✐❝❤✱
❛❜❡r ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ●❧✳ ✺✳✾✻ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤

∆E ≈ ∂E
∂z1

∆z1 + · · · ∂E
∂zf

∆zf ≈ 0 ✭✺✳✾✼✮

❛✉s❞rü❝❦❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ③✳❇✳ ∆z1 ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡✱ ❛❜❡r ❡♥❞❧✐❝❤ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1 ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ s♦❧❧✳

■❝❤ ♠ö❝❤t❡ ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤✱ ❞❡r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ❙②st❡♠s
st❛tt✜♥❞❡t✱ ❡✐♥♠❛❧ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❚ät✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡s ●❡❧❞✇❡❝❤s❧❡rs
✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✳ ❊r t❛✉s❝❤t ❩❛❤❧✉♥❣s♠✐tt❡❧ ❡✐♥❡r ❲ä❤r✉♥❣ ❣❡❣❡♥ s♦❧❝❤❡ ❡✐✲
♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❲ä❤r✉♥❣ ❛✉s✳ ◆❡❤♠❡♥ ❙✐❡ ❛♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡∆z1 ✐♥ ❞❡r
❲ä❤r✉♥❣ ✶ ✐♥ ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ∆z2 ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❲ä❤r✉♥❣ ✷ ❣❡t❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥
s♦❧❧✳ ■♥ ✉♥s❡r❡r ❆♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ❞❡♠✱ ✇❛s ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❱♦❧❦s✲
✇✐rts❝❤❛❢ts❧❡❤r❡ ❛❧s ✒❲❡rt✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ●❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❡s ❜❡✐ ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ ✐st ❛✉❝❤ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ✒❲❡rt✏ ❡✐♥ ❛❜str❛❦t❡r ❇❡❣r✐✛✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥
❞❡♥ ❲❡rt❜❡❣r✐✛ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥ ✇✐❧❧✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐❤♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤
s❡✐♥❡♥ ●♦❧❞✇❡rt ❞❛rst❡❧❧❡♥ ♦❞❡r ❞✉r❝❤ s❡✐♥❡♥ ❚❛✉s❝❤✇❡rt✳ ❉✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥
∂E
∂z1

s♦✇✐❡ ∂E
∂z2

❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❲❡❝❤s❡❧❦✉rs❡♥ ❞❡r ❲ä❤r✉♥❣❡♥✱ ✇✐❡
s✐❡ ③✳❇✳ ✐♠ ●♦❧❞st❛♥❞❛r❞ ♥♦t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❛❜s♦❧✉t ❢❛✐r❡♥
✉♥❞ ✉♥❡✐❣❡♥♥üt③✐❣❡♥ ❲ä❤r✉♥❣s❛✉st❛✉s❝❤✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❦❡✐♥ ❲❡rt❛♥t❡✐❧ ♥❛❝❤ ❛✉✲
ÿ❡♥ ✢✐❡ÿt✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❞✐❡ ❚❛s❝❤❡♥ ❞❡s ●❡❧❞✇❡❝❤s❧❡rs ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ❣✐❧t
❛♥❛❧♦❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠✿

∆E ≈ ∂E
∂z1

∆z1 +
∂E
∂z2

∆z2 ≈ 0 .

❑❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡ ❑✉rs❡ ∂E
∂z1

✉♥❞ ∂E
∂z2

✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❛✉sr❡❝❤♥❡♥✱ ✇✐❡✈✐❡❧ ❛♥
●❡❧❞♠❡♥❣❡ ∆z2 ✐♥ ❞❡r ❲ä❤r✉♥❣ ✷ ♠❛♥ ❢ür ∆z1 ❡r❤ä❧t✳ ❇❡✐♠ ❊♥❡r❣✐❡❛✉s✲
t❛✉s❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✭❞❡♥ ❆♥❛❧♦❣❛ ❞❡r ❲ä❤r✉♥❣❡♥✮ ✶ ✉♥❞
✷ ✇✐r❞ ❛♥❛❧♦❣ ❜✐❧❛♥③✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❜③✇✳ ♠❡♥❣❡♥❛rt✐❣❡♥ ●röÿ❡♥
∆z1 ✉♥❞ ∆z2 ❞❡♥ ▼ü♥③❡♥ ❜③✇✳ ❞❡♠ ●❡❧❞❜❡tr❛❣ ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✲
❧✐❝❤❡♥ ❲ä❤r✉♥❣❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛③✉ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡♥
∂E
∂z1

✉♥❞ ∂E
∂z2

❞❡♥ ❲ä❤r✉♥❣s❦✉rs❡♥ ✐♥ ❞❡r ❲✐rts❝❤❛❢ts❧❡❤r❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✳ ❉✐❡
❑✉rs❡ s✐♥❞ ✉✳❛✳ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ♠❛❦r♦ö❦♦♥♦♠✐s❝❤❡♥ ●❡❧❞♠❡♥❣❡♥✳ ❲❡r❞❡♥
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❲ä❤r✉♥❣s❦r✐s❡ ❣r♦ÿ❡ ●❡❧❞❜❡trä❣❡ ❣❡✇❡❝❤s❡❧t ✇❡r❞❡♥✱
❦❛♥♥ s✐❝❤ ❞❡r ❑✉rs ❞r❛♠❛t✐s❝❤ ä♥❞❡r♥✳ ❉❛❤❡r ❤❛❜❡♥ ✇✐r ♦❜❡♥ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱
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❞❛ss ♥✉r ❞❡r ❆✉st❛✉s❝❤ ❦❧❡✐♥❡r❡r ❇❡trä❣❡ ❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t
✇✐r❞✳ ❲✐❡ ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦✱ s♦ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ▼✐❦r♦ö❦♦♥♦♠✐❡ ❞❛s s❡❤r ❦♦♠✲
♣❧❡①❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡r ❱♦❧❦s✇✐rts❝❤❛❢t ❞✉r❝❤ ❦❧❛r ❞❡✜♥✐❡rt❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡
▼♦❞❡❧❧❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡
t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♠✐t ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✈❡r❣❧✐✲
❝❤❡♥✳

❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❛❜s♦❧✉t ❡❤r❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ❛❧tr✉✐st✐s❝❤❡♥ ●❡❧❞✇❡❝❤s❧❡rs ✐st ❡✐♥
●r❡♥③❢❛❧❧✱ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ❡❤❡r s❡❧t❡♥ ❛♥③✉tr❡✛❡♥ ✐st✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡s ●r❡♥③✲
♠♦❞❡❧❧ ❞❡s ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥ ●❡❧❞✇❡❝❤s❧❡rs ❛❜❡r ③✉tr✐✛t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r ❲ä❤r✉♥❣s✲
❛✉st❛✉s❝❤ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ✇✐❡ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❦❛♥♥ ●❡❧❞
❣❡✇❡❝❤s❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❞❡r ❑✉♥❞❡ ✭❂ ❞❛s ❙②st❡♠✮ ✈♦♥ ❞❡♠ ❲❡rt✱ ❞❡♥
❡r ❜❡s✐t③t✱ ❡t✇❛s ✈❡r❧✐❡rt✳ ❋ür ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ●❡❧❞✇❡❝❤s❧❡r ❣✐❧t ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r
❲❡rt❡r❤❛❧t✉♥❣ ❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❢ür ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ Pr♦③❡ss❡ ❞❡r P❤②s✐❦ ❞❛s Pr✐♥③✐♣
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❣✐❧t✳

❇❡✐ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤♣r♦③❡ss❡♥ ✐st ❞❛s ❛♥❞❡rs✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠
❲❡rt✈❡r❧✉st ❢ür ❞❡♥ ❑✉♥❞❡♥ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❆❧❧❡ r❡❛❧❡♥ ✇✐rts❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡
❧❛✉❢❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♠✐t s❡❤r ❤♦❤❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❛❜✱ ❞❡♥♥ ❡s ✐st
❥❛ ❞❡r ●❡✇✐♥♥✱ ❞❡r ❛✉s ❞❡♠ Pr♦③❡ss ❛♥ ❞✐❡ ●❡❧❞✇❡❝❤s❧❡r ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✱
✇❡❧❝❤❡r ✈♦♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ❜③✇✳ ♥❛tür❧✐❝❤ ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡ ❲✐rts❝❤❛❢ts♣r♦③❡ss❡ ❧❡t③t❧✐❝❤
❛♥tr❡✐❜t✳

❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ♠✐t ③✇❡✐ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✭f = 2) s✐♥❞
❞❡r ③✉✈♦r ❞✐s❦✉t✐❡rt❡ ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r ✉♥❞ ❞❛s ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ P❡♥❞❡❧✳
❋ür ❧❡t③t❡r❡s ❤❛tt❡♥ ✇✐r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❇❛❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✉♥❞ ❞✐❡
❍ö❤❡ h ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡✇ä❤❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❛❜❧ä✉❢❡
❞❡s ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ P❡♥❞❡❧s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡
❛✉s ❞❡♠ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✺✳✺✸ s♣❡③✐✜③✐❡rt❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❞❡❞✉③✐❡rt✳

✺✳✻✳✷ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä✲
❣❡

■♥ ✈✐❡❧❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ✐♥ ✭♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡✮ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ Ekin(v) ❜③✇✳ Epot(z) ③❡r❧❡❣❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❡rst❡r❡
✈♦♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ✈♦♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐✲
t❡♥ v ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❧❡t③t❡r❡ ❞❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ✈♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P♦s✐t✐♦♥s✲ ♦❞❡r
▲❛❣❡❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ z ❞❡s ❙②st❡♠s ♦❞❡r s❡✐♥❡r ❚❡✐❧❡✳ ❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

E(v, z) = Ekin(v) + Epot(z)

s♦❧❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞✐❡s❡r ❜❡✐❞❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥
●r✉♥❞t②♣❡♥✳

❊✐♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ❦❛♥♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ✈♦♥ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞s✲
❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s♦ ✈♦r❣❡❤t ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✺✳✷✱ ♠üsst❡ ♠❛♥
❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❛❧❧❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐s ❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐♥❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❣❡r❛❞❡ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥
♠ö❝❤t❡✱ ❦♦♥st❛♥t ❤❛❧t❡♥✳
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▼❛♥ str❡❜t ❛♥✱ ❡✐♥❡♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❙❛t③ ❛♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉ ✐❞❡♥t✐✜✲
③✐❡r❡♥ ✉♥❞ ③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ✐st✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧
❞❡r ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡♥ ❜③✇✳ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜③✇✳ ❞❡r ❋r❡✐❤❡✐ts✲
❣r❛❞❡ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❩❛❤❧ ❞❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡r
❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳

❖❢t ❣✐❜t ❡s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛✲
❜❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❜③✇✳ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
❞✉r❝❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✇✐❡ ③✳❇✳ ●❧✳ ✺✳✶✼✮ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r
✉♠r❡❝❤♥❡♥✳ ❉❛❤❡r ❤❛t ♠❛♥ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ s✐❝❤ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❙❛t③
✈♦♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞❡r ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡s♦♥❞❡rs
❡✐♥❢❛❝❤ ❞❛rst❡❧❧t ♦❞❡r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❡✐♥❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❜❡s♦♥❞❡rs ❡✐♥❢❛❝❤ ❛✉s❣❡❢ü❤rt
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s♦ ❡✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❡r❦❡♥♥t✱ ❞❛♥♥ s♦❧❧t❡ ♠❛♥ s✐❡
❛✉❝❤ ♥✉t③❡♥✳

✺✳✻✳✸ ❑♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②s✲
t❡♠❡♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✳ ❆❧s ❡✐♥❢❛❝❤❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥
③✇✐s❝❤❡♥ ♥✉r ③✇❡✐ ♠✐t ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❙②st❡♠❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ f❆ ❜③✇✳ f❇
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❤❛❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❛❧s ❡✐♥
✐s♦❧✐❡rt❡s ❙②st❡♠ ✈♦r❛✉ss❡t③❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ s♦ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱
❞❛ss ❞❡ss❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ✇✐❡❞❡r
❛❧s ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ♠✐t f = f❆+ f❇ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥ ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡♥❣❡ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✐st ❞❛❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❞❡r
▼❡♥❣❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✐❞❡r ❚❡✐❧s②st❡♠❡✳

❉✐❡s❡♥ s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❚②♣✉s ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✇❛❤r❡♥❞❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✭✐♥ ❞❡r ❲♦rt❜❡❞❡✉✲
t✉♥❣ ✒❦♦♥s❡r✈❛t✐✈✏ ❂ ✒❜❡✇❛❤r❡♥❞✱ ❡r❤❛❧t❡♥❞✏✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❜❡✐♠ ❲♦rt ✒❑♦♥s❡r✲
✈❡✏✮✳ ❑♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐❦✉♥❣❡♥ ❢ü❤r❡♥ ♥✉r ③✉ ❡✐♥❡♠ ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ f ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥ ❞❡s ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s✳
❉❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ P ✱ ❞❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❚❡✐❧s②st❡♠ ❛❜✢✐❡ÿt✱ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠
▲❡✐st✉♥❣s❜❡tr❛❣✱ ❞❡r ❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❙②st❡♠ ③✉✢✐❡ÿt✳

❉❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡s❛❣t ♥✉r✱ ❞❛ss ❙✉♠♠❡♥
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❞✉r❝❤ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❣❡❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡
❙✉♠♠❡♥ ❛♥❞❡r❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❡✐♥❣❡t❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
Ü❜❡r ❡✐♥❡ ❩❡✐t♦r❞♥✉♥❣ s❛❣t ❡✐♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❣❛r ♥✐❝❤ts✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❞❛ss
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤ ❜❡✐ ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ✇✐❡
❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✿

❑♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ s✐♥❞ st❡ts r❡✈❡rs✐❜❡❧✦

❲❡♥♥ ♠❛♥ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ●❡❧❞✇❡❝❤s❧❡r ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❛♥♥❛❤♠❡ ♠❛❝❤t✱ ❞❛ss ❡r
❛❧tr✉✐st✐s❝❤ ✐st✱ ❞❛♥♥ ✐st ❦❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❲❡❝❤s❡❧✈♦r❣❛♥❣s ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥
✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐st ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ r❡✈❡rs✐❜❡❧✳
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■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✷✳✸ ❤❛tt❡♥ ✇✐r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❋❡❞❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r
❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x✱ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❲❛❣❡♥ ❛❧s ❡✐♥ ❙②st❡♠ ♠✐t ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ u✱
❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❋ür ❞❡♥ ❲❛❣❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ s❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐✲
s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❡✐♥③✐❣❡r P❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡ ▼❛ss❡ m ❞❡s ❲❛❣❡♥s
✇❛r✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥
❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈ ✐st✱ ❤❛❜❡♥ ✇✐r ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s
❙②st❡♠s ❞❡r ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❋❡❞❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✱ ❞✐❡
❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥✉r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ P❛r❛♠❡t❡r ❛❜❤ä♥❣t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡♥
k✳ ❉❛❜❡✐ ❤❛tt❡♥ ✇✐r ❢ür ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❙②st❡♠❡ ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t✱
❞❛ss ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ P ✭♣♦s✐t✐✈✮ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣
❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ✈♦♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❙②st❡♠ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ▲❡✐st✉♥❣ ✐st✳

❊t✇❛s ❦♦♠♣❧❡①❡r ❛❧s ❞❛s ✒❋❡❞❡r✲✉♥❞✲❲❛❣❡♥✏ Pr♦❜❧❡♠ ✈♦♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✷✳✸
✇❛r ❞❛s ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✸ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ❛✉s ③✇❡✐ ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❖s✲
③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❛❧s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❜❡st❛♥❞✱ ✇❡❧❝❤❡ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❋❡❞❡r
♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦♣♣❡❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❢✉♥❣✐❡r❡♥ ❤✐❡r ❛❧s ❊♥❡r❣✐❡✲
s♣❡✐❝❤❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✈❡r✉rs❛❝❤t ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤ ❜③✇✳ ❞❛s P❤ä✲
♥♦♠❡♥ ❞❡r ❙❝❤✇❡❜✉♥❣✳

■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✐st ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥
r❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❆❧❧❡ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ r❡✲
✈❡rs✐❜❡❧✳ ❯♥s❡r❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ●❡❧❞✇❡❝❤s❧❡r♥ ❞❡s r❡❛❧❡♥ ▲❡❜❡♥s ③❡✐✲
❣❡♥ ❛❜❡r✱ ❞❛ss ❞❛s ■❞❡❛❧ ❞❡s ❛❧tr✉✐st✐s❝❤❡♥ ❜③✇✳ ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥ ●❡❧❞✇❡❝❤s❧❡rs
❡❤❡r s❡❧t❡♥ ❛♥③✉tr❡✛❡♥ ✐st✳ ●❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❞❡r ❲❡rt✱ ❞❡♥ ♠❛♥ ❜❡s✐t③t✱ ♠✐t ❩❛❤❧
❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✈♦r❣ä♥❣❡ s❝❤✇✐♥❞❡t✱ ♥✐♠♠t ♦❢t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ r❡❛❧❡♥ ❙②st❡♠
❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t ❛❜✳

❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ♥✐❝❤t✲r❡✈❡rs✐❜❧❡r ❜③✇✳ ♥✐❝❤t✲❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r✲
❦✉♥❣❡♥ s❝❤✐❡❜❡♥ ✇✐r ✈♦r❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❛✉❢✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❜✐s ③✉♠ ❑❛♣✐t❡❧ ü❜❡r ❞✐❡
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❑❛♣✳ ✺✳✾✮✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ❣❡❤❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠s ❤✐♥❛✉s✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞❡r ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡r ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥✲
❣❡♥ ❜❡✐ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ♥✉r ❤ö❝❤st s❡❧t❡♥ ✈❡r✇✐r❦❧✐❝❤t ✐st✱ ✈❡r❤❛❧✲
t❡♥ s✐❝❤ r❡❛❧❡ ❙②st❡♠❡ ♦❢t ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ s♦✱ ❞❛ss ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ✐s♦❧✐❡rt❡♥
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❡✐♥ ❜r❛✉❝❤❜❛r❡s ❇✐❧❞ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ❛❜❧✐❡❢❡rt✳ ❉❛s ✐st
❞❡r ●r✉♥❞✱ s✐❝❤ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♠✐t ✐❤♥❡♥ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r ③✉ s❡t③❡♥✳ ❯♠ ✐♠ ❇✐❧❞ ③✉
❜❧❡✐❜❡♥✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉r s❡❧t❡♥ ●❡❧❞ ✇ä❝❤s❡❧t✱ ✈❡r❜❧❡✐❜t ❛✉❝❤ ❞❡r ❲❡rt✈❡r❧✉st
❞✉r❝❤ ●❡❜ü❤r❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ✒♣❡❛♥✉ts✏ ✭✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r❡♥ ❇❡trä❣❡♥✮✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❞❛s ✈♦❧❦s✇✐rts❝❤❛❢t❧✐❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❛❧tr✉✐st✐s❝❤❡♥
●❡❧❞✇❡❝❤s❧❡rs ✉✳❯✳ ❡✐♥❡ ❜r❛✉❝❤❜❛r❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢ür r❡❛❧❡ ö❦♦♥♦♠✐s❝❤❡
Pr♦③❡ss❡ ❧✐❡❢❡r♥✳
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✺✳✼ ❑r❛❢t

✺✳✼✳✶ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡ss❡♥ ❡♥❡r✲
❣❡t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉s ❡✐♥❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin(ẋ) = mẋ2/2 ✉♥❞ ❡✐♥❡r
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Epot(x) ❜❡st❡❤t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❞✐❡
❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ẋ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❲✐r❞ ❡✐♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ P ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t✱ s♦
❢♦❧❣t ♠✐t ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥

E(x, ẋ) = Ekin(ẋ) + Epot(x) ✭✺✳✾✽✮

✉♥❞ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✐tät❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✺✳✷✺✮ ❢ür ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❞✐❡
●❧❡✐❝❤✉♥❣

d

dt
Ekin(ẋ) = − d

dt
Epot(x)− P . ✭✺✳✾✾✮

❯♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✉♥❞ ♠✐t
p = mẋ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

ṗ · ẋ = −dEpot

dx
· ẋ− P . ✭✺✳✶✵✵✮

❉✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ s②st❡♠✐♥t❡r♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ x ❜❡③✐❡❤❡♥❞❡ ●röÿ❡

Fkons(x) = −dEpot(x)

dx
✭✺✳✶✵✶✮

✇✐r❞ ❛❧s ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❑r❛❢t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ✒❦♦♥s❡r✈❛t✐✈✏
❤❛t ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●r✉♥❞✿ ❲❡♥♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡s ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs
✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✷✮✱ ♥✉r ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❑rä❢t❡ ❛✉❢tr❡t❡♥ ✭❛❧s♦ P = 0 ✐st✮✱ ❞❛♥♥
❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ❛✉s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜③✇✳ ❦♦♥s❡r✈✐❡rt✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
P = −Fext · ẋ ✭✺✳✶✵✷✮

❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❡①t❡r♥❡ ❑r❛❢t Fext✳ ■st ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ P ♣♦s✐t✐✈✱ ❞❛♥♥ ❤❛❜❡♥
❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ Fext ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ẋ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣✳ ❍✐❡r❜❡✐
❣✐❜t ❞❛s ❙②st❡♠ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐♠♠t
❛❜✳ ■st ✐♠ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❋❛❧❧ P ♥❡❣❛t✐✈✱ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s
❙②st❡♠s ③✉✳ ▼❛♥ s♦❧❧t❡ ♥✐❡ ✈❡r❣❡ss❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ä✉ÿ❡r❡ ❑r❛❢t Fext ❦❡✐♥❡ ❋✉♥❦✲
t✐♦♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ x ❞❡s ❙②st❡♠s ✐st✳ ❙✐❡ ❤❛t ♠✐t ❞❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠ ♥✐❝❤ts ③✉ t✉♥✳ ❙✐❡ ✐st ä✉ÿ❡r❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❡r ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥
❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✳ ■♠ st❛t✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ✭❞✳❤✳ ❢ür ẋ = 0 ❜③✇✳ v = 0✮
❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❦❡✐♥❡r ▲❡✐st✉♥❣ P ❞✉r❝❤ ä✉ÿ❡r❡ ◗✉❡❧❧❡♥ ✖ ❡❣❛❧ ✇✐❡ ❣r♦ÿ ❞✐❡
❡①t❡r♥❡♥ ❑rä❢t❡ Fext ❛✉❝❤ s❡✐♥ ♠ö❣❡♥✳

❉✐❡ ❛✉s ●❧✳ ✺✳✶✵✵ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

ṗ · ẋ = (Fkons + Fext) · ẋ
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✐st ✐♠ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ♥✉r ❡r❢ü❧❧❜❛r✱ ✇❡♥♥ ẋ = 0 ♦❞❡r ✇❡♥♥

ṗ = Fkons + Fext = F . ✭✺✳✶✵✸✮

❉❡r ❡rst❡ ❋❛❧❧ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❦❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ❞❡s❤❛❧❜ ♥✐❝❤t✳ ■♠
③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❜❡s❛❣t ●❧✳ ✺✳✶✵✸✱ ❞❛ss ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s ❣❧❡✐❝❤
❡✐♥❡r ❑r❛❢t F ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥ ✉♥❞ ❡①t❡r♥❡♥ ❑rä❢t❡
✐st✳ ■st ❞✐❡ ❡①t❡r♥❡ ❑r❛❢t ♥✉❧❧✱ ❞❛♥♥ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥✱
❞✳❤✳ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛✉s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❞❛♥♥ ❦♦♥st❛♥t✳

❉✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❑rä❢t❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❜r✐♥❣t ❡s ♠✐t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❡♥
❑rä❢t❡♥ ❡✐♥❡ ❊r❜s❝❤❛❢t ✐♥ ❞❡♥ ❙❝❤♦ÿ ❢ä❧❧t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❆❞❞✐t✐♦♥s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t
❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❛❧s♦ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♦❞❡r
❞✐❡ ③✉❣❡✢♦ss❡♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊✐♥③❡❧❜❡✐trä❣❡♥ ❛❞❞✐t✐✈ ③✉s❛♠✲
♠❡♥s❡t③❡♥✱ ❞❛♥♥ s❡t③❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❑rä❢t❡ ❛✉s ❞❡♥ ❊✐♥③❡❧❜❡✐trä❣❡♥ ❛❞❞✐t✐✈
③✉s❛♠♠❡♥✳ ❲❡♥♥ n ❑r❛❢t❜❡✐trä❣❡ ❜❡✐tr❛❣❡♥✱ ❞❛♥♥ s✉♠♠✐❡r❡♥ s✐❝❤ n ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❑r❛❢t❜❡✐trä❣❡ ③✉ ❡✐♥❡r r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t F ✿

ṗ =

n∑

i=1

Fi = F ✭✺✳✶✵✹✮

❉✐❡ ❱❡❦t♦r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✶✵✹ ✐st ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞
❞rü❝❦t ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❙✐❝❤t ③✉r ❘♦❧❧❡ ❞❡r ❑r❛❢t ❛✉s✿ ❙✐❡ ✐st ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❡r
❇❡✇❡❣✉♥❣sä♥❞❡r✉♥❣ ❜③✇✳ ■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣✳ ❉❛s ✐st ✐♠ ◆❛❝❤❤✐♥❡✐♥ ❞❡r ●r✉♥❞
❢ür ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡s ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥s ❜❡✐ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥
❑rä❢t❡ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✶✵✶✳

■♥ ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❣✐♥❣❡♥ ❞✐❡ ♥✐❝❤t✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞rü❝❦❡ ❢ür ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ■♠♣✉❧s ❡✐♥✳
❲❡♥♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❇❡tr❛❣ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r
❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ c ❧✐❡❣t✱ ❧✐❡❢❡rt ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣
✭●❧✳ ✺✳✶✵✹✮ ❞❛❤❡r ❢❛❧s❝❤❡ ❘❡s✉❧t❛t❡✳ ❆❜❡r ❢ür ❞✐❡ ✒❆❧❧t❛❣s♣❤②s✐❦✏✱ ❞✳❤✳ ❢ür
❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡r❡✐❝❤ ✉♥s❡r❡r ❆❧❧t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡ r❡❝❤t ♣❛ss❛❜❧❡ ◆ä❤❡r✉♥❣✳

❉✐❡ ▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t ❞❡r ❑r❛❢t ❤❡✐ÿt ◆❡✇t♦♥✿

[F ] = Newton = N = kg m/s2 . ✭✺✳✶✵✺✮

❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✶✵✹ ❢ür ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ▼❛ss❡ m ❞✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ p = mẋ
❡✐♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

mẍ = F . ✭✺✳✶✵✻✮

❊rst ❞❡r ❯♠st❛♥❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ a = ẍ ✐♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●r❡♥③✲
❢❛❧❧ v = ẋ → 0 ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✸✳✺✺ ③✉ ❡✐♥❡r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✇✐r❞✱ ❢ür ③✇❡✐ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡
■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❙ ✉♥❞ S➫ ♠✐t ❡✐♥❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ≪ c ❛❧s♦ ♥ä❤❡✲
r✉♥❣s✇❡✐s❡

a ≈ a➫ ✭✺✳✶✵✼✮
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❣✐❧t✱ ❢ü❤rt ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✒❑r❛❢t ❣❧❡✐❝❤ ▼❛ss❡ ♠❛❧ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✏✱

F = ma , ✭✺✳✶✵✽✮

✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ■♥✲
❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❣ü❧t✐❣❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ♠✐t ❡✐♥❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❑r❛❢t F
✇✐r❞✳ ❯♠ ❡s ❣❛♥③ ❦❧❛r ③✉ s❛❣❡♥✿ ◆✉r ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✐st ●❧✳
✺✳✶✵✽ ❡✐♥ ✭♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✮ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ●❡s❡t③✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡s ♥✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉ t✉♥ ❤❛t✱ s♦♥❞❡r♥ ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❛✉s N ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❛♥♥ ❛❞❞✐❡rt ♠❛♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡
❢ür ❛❧❧❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛✉❢ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t s♦ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t
♠❛♥ ❡✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❛s ♠✐t ❛❧❧❡♥ ü❜r✐❣❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t✱
s♦ ❛❣✐❡r❡♥ ❞✐❡s❡ ❛❧s ❡①t❡r♥❡ ❑rä❢t❡✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❦❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❩✉✲ ✉♥❞ ❆❜✢üss❡
❞✐❡s❡r ✒ä✉ÿ❡r❡♥✏ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ N ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ③✉s❝❤✐❡❜❡♥✱
✐♥ ❙✉♠♠❡ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❛✉s✱ ❞❡♥♥ ❢ür ❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥s②st❡♠ s✉♠♠✐❡r❡♥ s✐❝❤ ♣♦s✐✲
t✐✈❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉✢üss❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❚❡✐❧❝❤❡♥ j ♠✐t ❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥
❛♥ ❞✐❡s❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡strö♠❡ ③✉ ♥✉❧❧✳ ❉❛❤❡r ❣✐❧t ❢ür ❡✐♥
✐s♦❧✐❡rt❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s②st❡♠✿

ṗ =
N∑

j=1

ṗj =
N∑

j=1

Fj = 0 ,

✇♦❜❡✐ Fj ❤✐❡r ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❛s j✲t❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✇✐r❦❡♥❞❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❑rä❢t❡ ❞❡r
ü❜r✐❣❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐st✳

✺✳✼✳✷ ❆❝t✐♦ ❣❧❡✐❝❤ r❡❛❝t✐♦

❊s s❡✐ ● ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ♠✐t s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❛✉s
s❡✐♥❡r ✭ä✉ÿ❡r❡♥✮ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✐❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ✭❑❛♣✳ ✹✳✸✮ ✇ür❞❡ ❡s ③✉❧❛ss❡♥✱ ❞❛ss ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ä✉ÿ❡r❡
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠✇❛♥❞❡❧t ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ❉✐❡ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣✱ ✈❡r❤✐♥✲
❞❡rt ❞✐❡s❡♥ ✒▼ü♥❝❤❤❛✉s❡♥✲❚r✐❝❦✏✹✱ ❞✳❤✳ s✐❡ s❝❤❧✐❡ÿt ❡✐♥❡♥ s♦❧❝❤❡♥ Pr♦③❡ss
❛✉s✳

❲❡❣❡♥ ❞❡r ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ✭♠✐♥❞❡st❡♥s✮ ③✇❡✐ ❙②st❡♠❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✳
❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠ ● ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡✲
♠❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❚❡✐❧s②st❡♠ ❆ s❡✐♥❡
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✭❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧✮ ä♥❞❡rt✱ ✐♥❞❡♠ ❞✐❡ ❞❛♠✐t ③✳❇✳ ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣ dpA ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣
dpB ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠s ❇ ❛✉s❣❡❣❧✐❝❤❡♥ ✇✐r❞✳ ❲✐r❞ ❞✐❡ ■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣
✈♦♥ ❆ ❣❡♠äÿ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ṗA = F

✹■♥ ❡✐♥❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ▲ü❣❡♥❣❡s❝❤✐❝❤t❡ s♦❧❧ s✐❝❤ ❇❛r♦♥ ▼ü♥❝❤❤❛✉s❡♥ ❛♠ ❡✐❣❡♥❡♥ ❙❝❤♦♣❢
❛✉s ❞❡♠ ❙✉♠♣❢ ❣❡③♦❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳
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❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑r❛❢t F ❜❡✇✐r❦t✱ s♦ ♠✉ss ❡s ❡✐♥ ♠✐t ❆ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡s ❙②s✲
t❡♠ ❇ ❣❡❜❡♥✱ ❞❡ss❡♥ ■♠♣✉❧s s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ✐♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡r ❘✐❝❤t✉♥❣
❛♥❣r❡✐❢❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t ä♥❞❡rt✱ ❞✳❤✳

ṗB = −F ,

s♦ ❞❛ss ❢ür ❞❛s ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡
❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣

ṗA + ṗB = 0

❣✐❧t✳ ◆❡✇t♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜ ❞✐❡s❡s ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♣r✐♥③✐♣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P❛r♦❧❡ ✒❛❝✲
t✐♦ ❣❧❡✐❝❤ r❡❛❝t✐♦✏✱ ✇❛s ❜❡s❛❣❡♥ s♦❧❧✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡✐♥✇✐r❦❡♥❞❡ ❑r❛❢t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r
rü❝❦✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t ✐st✳

❲❡♥♥ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ♠✐t ❞❡♥
▼❛ss❡♥ mA ✉♥❞ mB ❜❡st❡❤t✱ ✐st ❥❡❞❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠
dE❦✐♥,❆ = pAdpA/mA ♠✐t ❡✐♥❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s ✉♠ dpA ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳
❉❛s ❙②st❡♠ ❇ ❦♦♠♠t ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❞❛❤❡r ③✇❛♥❣s❧ä✉✜❣ ✐♥s
❙♣✐❡❧✳ ■♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❣✐❧t st❡ts pA = −pB ✉♥❞ ♠✐t dEkin,❇ = pBdpB/mB

❢♦❧❣t dEkin,❇/dEkin,❆ = mA/mB✳ ❋❛❧❧s ❞✐❡ ▼❛ss❡ mB ❣❡❣❡♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣❡❤t✱
❜r❛✉❝❤t ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❇ ✐♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ♠✐t ❛♥❞❡r❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✭❞❡♥♥ s✐❡ ❣❡❤t ❣❡❣❡♥ ♥✉❧❧✮✳ ❉❛s ❙②s✲
t❡♠ ❇ ❧✐❡❢❡rt ❞❛♥♥ ♥✉r ❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ■♠♣✉❧s✱ s♣✐❡❧t
❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ❛❜❡r ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳

✺✳✼✳✸ ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥

■♥ ●❧✳ ✺✳✾✽ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t✱ ❞✐❡✱ ✉♠ ❡s ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉
❤❛❧t❡♥✱ ♥✉r ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ③✇❡✐ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✇❛r✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r
P♦s✐t✐♦♥s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x ✉♥❞ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ẋ✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈ ③✉r ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❛r✐❛✲
❜❧❡ ■♠♣✉❧s ❛✉s❣❡❞rü❝❦❡♥ ✭✈❣❧✳ ③✳❇✳ ●❧✳ ✹✳✷✾ ✉♥❞ ●❧✳ ✹✳✸✵✮✳ ❉✐❡ s♦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡
❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥

H = H(p, x) = Ekin(p) + Epot(x) ✭✺✳✶✵✾✮

❤❡✐ÿt ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥✳ ❙✐❡ ✐st ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ❛❧s ❡✐♥❡ ❛♥❞❡✲
r❡ ❊✐♥❦❧❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ③✇❡✐❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r✳
■♥ ✐❤r❡r ❦❛♥♦♥✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ ✐st ❞✐❡ ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ■♠✲
♣✉❧s❡s p ✉♥❞ ✇❡✐t❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r ✭✐♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ♥✉r ❡✐♥❡r✱ ♥ä♠❧✐❝❤
❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x✮✳ ❉❛s ❆❞❥❡❦t✐✈ ✒❦❛♥♦♥✐s❝❤✏ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ■♠♣✉❧s p ❛❧s ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❢♦r♠
✐st✱ ✐♥ ❞❡r ♠❛♥ ❞✐❡ ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ❛♥❣✐❜t✳ ❲❡♥♥ ❙✐❡ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♥
❑❛✛❡❡ ③✉♠ ❋rü❤stü❝❦ ✇ä❤❧❡♥✱ ❞❛♥♥ ✐st ■❤r ❦❛♥♦♥✐s❝❤❡s ❋rü❤stü❝❦ ❡❜❡♥ ❡✐✲
♥❡s ♠✐t ❑❛✛❡❡ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ♠✐t ❚❡❡✳ ❉✐❡ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ■♠♣✉❧s p st❛tt ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❤❛t ❞❛♠✐t
③✉ t✉♥✱ ❞❛ss ❞❡r ■♠♣✉❧s p ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
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♥✐❝❤t✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥ ❆s♣❡❦t✱ ❛✉❢ ❞❡♥ ❤✐❡r ❛❜❡r ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥
✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ❤ä♥❣❡♥ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲
❢✉♥❦t✐♦♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ✈♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ❛❜✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st ✐✳❆❧❧❣✳ p = p(t) ✉♥❞ x = x(t)✳ ❋ür
❞✐❡ t♦t❛❧❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ❣✐❧t

dH

dt
= −P = Fext · ẋ , ✭✺✳✶✶✵✮

❞❡♥♥ ❞✐❡ ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ✐st ❥❛✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❣❡s❛❣t✱ ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ❛❧s ❡✐♥❡
s♣❡③✐❡❧❧❡ ❊✐♥❦❧❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ✐♥ ●❧✳ ✺✳✷✺ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥✳ ❯♥t❡r
❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ✭●❧✳ ✺✳✽✾✮ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

∂H

∂p
· dp
dt

+
∂H

∂x
· dx
dt

= Fext · ẋ ✭✺✳✶✶✶✮

❜③✇✳
∂H

∂p
· dp
dt

= F · ẋ , ✭✺✳✶✶✷✮

✇♦❜❡✐ Fkons = −∂H
∂x = −∂Epot

∂x ❞❡r ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❑r❛❢t❜❡✐tr❛❣ ③✉r ✇✐r❦❡♥❞❡♥
❑r❛❢t

F = Fkons + Fext ✭✺✳✶✶✸✮

✐st✳ ●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

Ekin(p) =
√
p2c2 +m2c4 −mc2 ✭✺✳✶✶✹✮

❢ür ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣
❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ■♠♣✉❧s✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥✱
❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

v =
∂H

∂p
. ✭✺✳✶✶✺✮

▼✐t v = ẋ ✭✉♥❞ ✉♥t❡r ❞❡r ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣✱ ❞❛ss v 6= 0✮ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❞✐❡
❍❛♠✐❧t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

ẋ =
∂H

∂p
✭✺✳✶✶✻✮

ṗ = −∂H

∂x
+ Fext = F . ✭✺✳✶✶✼✮

❖✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ s✐♥❞ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❍❛♠✐❧t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ äq✉✐✈❛❧❡♥t✳
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✺✳✼✳✹ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠❡

❉✐❡ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡s ❡✐♥❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ❩✉stä♥❞❡ ❡✐♥❡s
❙②st❡♠s ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❆rt ✈♦♥ ✒❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠✏ ❣r❛♣❤✐s❝❤ ✈❡r✲
❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❥❡❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡ ③✉✲
❣❡♦r❞♥❡t ✐st ✭❆❜❜✳ ✺✳✶✹❛✮✳ ❉✐❡s❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠✳
❊✐♥❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❙♣✐❡❧❛rt ❞❡r ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✹❛
❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❡✐♥❡ P♦s✐t✐♦♥s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x ✐st ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❡✐♥❡ ■♠♣✉❧s❦♦♦r✲
❞✐♥❛t❡ p✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s P❤❛s❡♥r❛✉♠❞✐❛❣r❛♠♠❡✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✹✿ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ✭❍✐❡r ❞❡r ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡s P❤❛s❡♥r❛✉♠✲
❞✐❛❣r❛♠♠s ❜③✇✳ x✲p✲❉✐❛❣r❛♠♠s✮ ✭❛✮ ❢ür ❡✐♥❡♥ Pr♦③❡ss✱ ❞❡r ✐♥ ❆ ❜❡❣✐♥♥t ✉♥❞
✐♥ ❇ ❡♥❞❡t ✭❜✮ ❢ür ❡✐♥❡♥ ✈♦♥ ❆ ü❜❡r ❇ ♥❛❝❤ ❆ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥❞❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss✱
❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❛♠ ❊♥❞❡ ✇✐❡❞❡r ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥
❲❡rt ❤❛❜❡♥✱ ❞❡♥ s✐❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❤❛tt❡♥ ✭❝✮ ❢ür ❡✐♥❡♥ ✐❞❡❛❧❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥
❖s③✐❧❧❛t♦r ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ E0

❲❡♥♥ ❡✐♥ Pr♦③❡ss ♠✐t ❩✉st❛♥❞ ❆ ❜❡❣✐♥♥t✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆❜❢♦❧✲
❣❡ s❡✐♥❡r ❩✉stä♥❞❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ P❢❛❞ ✐♠ P❤❛s❡♥r❛✉♠ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✭③✳❇✳ ❆❜❜✳
✺✳✶✹❛✮✳ ❉❛s ✐st s❡✐♥❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡✳ ❋ü❤rt ❞✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ✇✐❡❞❡r ③✉♠ ❆✉s❣❛♥❣✲
③✉st❛♥❞ ❆ ③✉rü❝❦✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✹❜✱ s♦ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss✳
❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥ ✐s♦❧✐❡rt❡s ❙②st❡♠✱ ❞❛s ❡✐♥❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❞✉r❝❤❧ä✉❢t✱ ✐st
❞❡r ✐❞❡❛❧❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r✱ ❞❡ss❡♥ ▼♦❞❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ●❧✳ ✺✳✹✷ ❡r❣❡❜❡♥❞❡
❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥

H(p, x) =
1

2m
p2 +

1

2
kx2 = E0

✐st✳ ❉✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ❤❛t ✐♠ P❤❛s❡♥r❛✉♠ ❞✐❡ ❋♦r♠ ❡✐♥❡r ❊❧❧✐♣s❡✳ ■♥ ❞❡r ●❡♦✲
♠❡tr✐❡ ❤❛❜❡♥ ❊❧❧✐♣s❡♥ ✐♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x ✉♥❞ y ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡
❋♦r♠

x2

a2
+

y2

b2
= 1 ,

✇♦❜❡✐ a ✉♥❞ b ❑♦♥st❛♥t❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛✲
t♦rs ✈❡r❧ä✉❢t ❞❡♠♥❛❝❤ s♦✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss st❛tt✜♥❞❡t✱ ❞❡ss❡♥ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤
❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥❡♥ ❩✉stä♥❞❡ (x, p) ✐♠ P❤❛s❡♥r❛✉♠❞✐❛❣r❛♠♠ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❊❧❧✐♣s❡ ❧✐❡✲
❣❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✉ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❢ü❤rt ✉♥❞
❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞❛s ❙②st❡♠ ✇✐❡❞❡r ❛❜s❝❤❧✐❡ÿt✱ s♦ ❞✉r❝❤❧ä✉❢t ❡s ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✐♠
❩✉st❛♥❞sr❛✉♠ ✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡ ❊❧❧✐♣s❡✱ ❛❜❡r ♠✐t ❣röÿ❡r s❦❛❧✐❡rt❡♥ ❇❛❤♥❛❝❤s❡♥✳



❑❆P■❚❊▲ ✺✳ ◆❊❲❚❖◆❙❈❍❊ ▼❊❈❍❆◆■❑ ✶✾✶

❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✇❡r❞❡♥ ❣❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❛❧s ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠
❞❡♥ ❆❜❧❛✉❢ ✈♦♥ Pr♦③❡ss❡♥ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ③✉ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥ ♦❞❡r ③✉ s♣❡✲
③✐✜③✐❡r❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❦♦♠♠t✳ ❉✐❡ ❩✉✲
st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✐♥❞ ♠❡✐st ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ f = 2 ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥
❛✉s❣❡❧❡❣t✱ s❡❧t❡♥❡r ❛✉❢ f = 3 ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡✳ ❋ür ♥♦❝❤ ♠❡❤r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡
❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ♦❤♥❡❤✐♥ ♥✉r ❞✉r❝❤ Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥ ❜❡❤❡❧❢❡♥✳

✺✳✽ ❆r❜❡✐t

❲❡♥♥ ❡✐♥❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss ✈♦♥
❛✉ÿ❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉strö♠t✱ s♦ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ❞❡s ❙②s✲
t❡♠s✳ ❉❛s ❩❡✐t✐♥t❡❣r❛❧ ü❜❡r ❞✐❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ✉♥❞ ✈♦♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ P (t) ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❞✐❡ ❛♠ ❙②st❡♠ ❣❡✲
❧❡✐st❡t❡ ❆r❜❡✐t

W = −
tΩ
ˆ

tα

P (t) dt ✭✺✳✶✶✽✮

❍✐❡r ✐st tα ❞❡r ❩❡✐t♣✉♥❦t✱ ❛♥ ❞❡♠ ❞❡r Pr♦③❡ss ❜❡❣❛♥♥ ✉♥❞ tΩ ❞❡r ❩❡✐t✲
♣✉♥❦t✱ ❛♥ ❞❡♠ ❡r ❡♥❞❡t❡✳ ❇❡❦❛♥♥t❧✐❝❤ ✐st ✉♥s❡r❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥❦♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❞❛ss
③✉✢✐❡ÿ❡♥❞❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❡✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❤❛t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ♥❡❣❛t✐✈❡♥
❱♦r③❡✐❝❤❡♥s ✐♥ ●❧✳ ✺✳✶✶✽ ♥✐♠♠t ❞❛❤❡r ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s
③✉✱ ✇❡♥♥ ❡s ❆r❜❡✐t ❛✉❢♥✐♠♠t✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❩✉❢✉❤r ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥❡ ✐❤r❡r ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥✱ ✐✳❆❧❧❣✳ ❥❡❞♦❝❤ ♠❡❤r❡r❡✳ ◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ♥✉r ❡✐♥❡ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ z ä♥❞❡rt✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❆♥❢❛♥❣s✇❡rt zα ③✉ ❡✐♥❡♠ ❊♥❞✲
✇❡rt zΩ✳✺ ❉❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ❆r❜❡✐t ❣❡♥❛✉s♦ ❣r♦ÿ ✇✐❡ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣
❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✿

∆E =

zΩ
ˆ

zα

Z dz = W = −
tΩ
ˆ

tα

P (t) dt . ✭✺✳✶✶✾✮

❍✐❡r ✐st Z = dE
dz ✳ ❉❛ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠✲▼♦❞❡❧❧❡ ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s✲

❢r❡✐ s✐♥❞✱ ✐st ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t r❡✈❡rs✐❜❡❧ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✇✐❡❞❡r
✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛❜r✉❢❜❛r✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❡①t❡r♥ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ▲❡✐st✉♥❣ P (t) ❛✉s ◗✉❡❧✲
❧❡♥ st❛♠♠t✱ ❞✐❡ s❡❧❜st ✇✐❡❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞
❆✉❢♥❛❤♠❡ ✉♥❞ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ♦❤♥❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ✐♥ ❜❡✐❞❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥
♠ö❣❧✐❝❤✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❤✐❡r st❡ts ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ r❡✈❡r✲
s✐❜❧❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✇s❝❤❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠❡♥ ✭❜③✇✳

✺■❝❤ ❤❛❜❡ ❤✐❡r ❞❡s❤❛❧❜ ❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡ ❇✉❝❤st❛❜❡♥ ❛❧s ■♥❞✐③❡s ❣❡✇ä❤❧t✱ ✉♠ s✐❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ■♥❞✐✲
③❡s ③✉ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞✐❡ ♦❜❡♥ ③✉r ❇❡♥❡♥♥✉♥❣ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❡r ❇✉❝❤st❛❜❡ α ✐st ❞❡r ❡rst❡ ❇✉❝❤st❛❜❡ ✐♠ ♠✐t α, β, . . . ❜③✇✳ ✒❛❧❢❛✱❜❡t❛✱. . .✏
❜❡❣✐♥♥❡♥❞❡♥ ❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡♥ ❆❧❢❛ ❜❡t ✉♥❞ st❡❤t ❢ür ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣s✇❡rt✱ ❞❡r ❇✉❝❤st❛❜❡ Ω ✐st
❞❡r ❧❡t③t❡ ✉♥❞ st❡❤t ❢ür ❞❡♥ ❊♥❞✇❡rt✳



❑❆P■❚❊▲ ✺✳ ◆❊❲❚❖◆❙❈❍❊ ▼❊❈❍❆◆■❑ ✶✾✷

❛✉❢ ❞❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
▼♦❞❡❧❧s②st❡♠s✮✳

■♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥
♠✐t ✐❤r❡♥ ❖rts✲ ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x(t) ✉♥❞ ẋ(t) ❜❡tr❛❝❤t❡t✱
❦❛♥♥ ♠❛♥ ●❧✳ ✺✳✶✵✷ ❡✐♥s❡t③❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t

W = −
tΩ
ˆ

tα

P (t) dt =

tΩ
ˆ

tα

Fext(t) · ẋ(t) dt =
xΩ
ˆ

xα

Fext(x) · dx , ✭✺✳✶✷✵✮

✇♦❜❡✐ xα = x(tα) ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ✉♥❞ xΩ = x(tΩ) ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s
Pr♦③❡ss❡s ✐st✳ ❉✐❡ ❆r❜❡✐t tr✐tt ❤✐❡r ❛❧s ❲❡❣✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡r ❡①t❡r♥❡♥ ❑r❛❢t ❛✉❢✱
✇❡❧❝❤❡ ❛♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ❛♥❣r❡✐❢t✳ ●❧✳ ✻✳✸✶ ✉♥❞ ●❧✳ ✺✳✶✷✵ ✉♥t❡rs❝❤❡✐✲
❞❡♥ s✐❝❤ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ✉♥t❡r ❞❡♠ ■♥t❡❣r❛❧ ❞❛s Pr♦❞✉❦t ③✇❡✐❡r
❙❦❛❧❛r❡ st❡❤t ✭P (t) dt✮ ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ③✇❡✐❡r ❱❡❦t♦✲
r❡♥ ✭Fext(t) · ẋ(t)dt✱ s✳ ❯♥t❡r❦❛♣✳ ✸✳✹✳✸✮✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✇✐r❞ ❞❛s ❜❡st✐♠♠t❡
■♥t❡❣r❛❧ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ✐♥❞❡♠ s❦❛❧❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❇❡✐trä❣❡ s✉♠♠✐❡rt ✭✐♥t❡❣r✐❡rt✮
✇❡r❞❡♥✳

❇❡✐ ❞❡r ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✶✷✵ ♠✉ss ♠❛♥ ✈♦r ❡✐♥❡♠ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ▼✐ss✲
✈❡rstä♥❞♥✐s ✇❛r♥❡♥✿ ❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ❛✉❢tr✐tt✱ ✐st ❡✐♥❡ Pr♦③❡ss✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ✉♥❞ ✐✳❆❧❧❣✳ ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❙②st❡♠s✦ ❙✐❡ ♣❛r❛♠❡✲
tr✐s✐❡rt ❞❡♥ ❞✉r❝❤ P (t) ♠✐t ❞❡♠ ❩❡✐t♣❛r❛♠❡t❡r t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ Pr♦③❡ss ❞❡r
❡①t❡r♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ❛❧t❡r♥❛t✐✈ ❞✉r❝❤ Fext(x) ♠✐t ❞❡r ❲❡❣❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x
❛❧s ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✳ ■st ❞✐❡ ❆r❜❡✐t W (t) ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t t
❜③✇✳ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❖rt❡s x = x(t) ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t ❣❡❣❡❜❡♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t
♠❛♥ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✿

dW (t)

dt
=

d

dt

x(t)
ˆ

xα

Fext(x‘) · dx‘ =
d

dt
[G(x(t))−G(xα)] .

❍✐❡r❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ Fext(x) ♠✐t G(x) ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❞❡r
❙tr✐❝❤ ❢ür x‘ ❞✐❡♥t ❤✐❡r ♥✉r ❞❛③✉✱ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✱ ü❜❡r ❞✐❡ ✐♥t❡❣r✐❡rt ✇✐r❞✱ ✈♦♥
x ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✈♦♥ G(x(t)) ♠✉ss
♠❛♥ ❞✐❡ ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ❜❡❛❝❤t❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t s♦

dW (t)

dt
= Fext · ẋ = −P .

▲❡✐st✉♥❣str❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡ ❧❛ss❡♥ ③✉✱ ❡✐♥❡♠
❙②st❡♠ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❩❡✐tr❛✉♠ τ1 ❤✐♥✇❡❣ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❡✐♥❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ▲❡✐s✲
t✉♥❣ P1 ③✉③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞♦rt ❛❧s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ③✉ s♣❡✐❝❤❡r♥ ✉♥❞ ❞❛♥♥
❞❡♠ ❙②st❡♠ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❦✉r③❡♥ ❩❡✐tr❛✉♠ τ2 ❡✐♥❡ s❡❤r st❛r❦❡ ▲❡✐st✉♥❣ P2 ≫ P1

❛❜③✉❢♦r❞❡r♥✳ ◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ③✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❙②st❡♠ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡♥
❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❛✉s❢ü❤rt ✉♥❞ ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞ ✐st
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✇✐❡ ❛♠ ❆♥❢❛♥❣ ✉♥❞ ❞❛ss P1 ✉♥❞ P2 ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r Pr♦③❡ss❞❛✉❡r ❥❡✇❡✐❧s ❦♦♥✲
st❛♥t s✐♥❞✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ Pr♦③❡ss✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✈♦♠
❙②st❡♠ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆r❜❡✐t ✭♣♦s✐t✐✈✮ ♥✐❝❤t ❣röÿ❡r s❡✐♥ ❦❛♥♥✱ ❛❧s ❞❡r ❇❡tr❛❣
❞❡r ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ✭♥❡❣❛t✐✈✮✱ ❞✳❤✳

W2 = P2τ2 ≤ −P1τ1 = −W1 . ✭✺✳✶✷✶✮

❩✉r ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ❆r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡❣❡♥ ✇✐r ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥
❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❞❡♥❦❜❛r❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ③✉❣r✉♥❞❡✳ ❉❛s ✐st
❞❡r r❡✈❡rs✐❜❧❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s✱ ❢ür ❞❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✶✷✶ ❞❛s ●❧❡✐❝❤✲
❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ❣✐❧t✿

W1 +W2 = P1τ1 + P2τ2 = 0 .

❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❧ässt ❢♦❧❣❧✐❝❤ ③✉✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❤ö❤❡r❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❣❡❣❡♥ ❦ür③❡✲
r❡ Pr♦③❡ss❞❛✉❡r t❛✉s❝❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ❡s ③✳❇✳ ❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❇♦❣❡♥
❧❛♥❣s❛♠ s♣❛♥♥t ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡♥ P❢❡✐❧ ❛❜s❝❤✐❡ÿt✳ ❊✐♥ ●❡♣❛r❞ ❦❛♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❦✉r③❡ ❩❡✐t ❡✐♥❡ s❡❤r ❤♦❤❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❏❛❣❞ ❡r❜r✐♥❣❡♥✱ ❛❜❡r
❞❛♥♥ ♠✉ss s❡✐♥ ❑ör♣❡r ❢ür ❡✐♥❡ ❧ä♥❣❡r❡ ❩❡✐t ❛✉sr✉❤❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r❡r
▲❡✐st✉♥❣s③✉❢✉❤r ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ✒♥❛❝❤❧❛❞❡♥✏✳

❲❡❣✲❑r❛❢t✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊✐♥❡ P♦s✐t✐♦♥ s❡✐ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x
s♣❡③✐✜③✐❡rt ✉♥❞ ♠✐t Fext,1 s❡✐ ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ä✉ÿ❡r❡ ❑r❛❢t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞✐❡ ❛♥
❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❛♥❣r❡✐❢t✳ ❊✐♥ Pr♦③❡ss ❧❛✉❢❡ s♦ ❛❜✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❦♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ x1,α ③✉r ❊♥❞❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x1,Ω ä♥❞❡rt✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✐st
∆x1 = x1,Ω − x1,α✳ ❉❡♠ ❙②st❡♠ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t

W1 = Fext,1 ·∆x1

③✉❣❡❢ü❤rt✳ ■st ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ♥❡❣❛t✐✈✱ s♦ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❆r❜❡✐t ③✉❣❡❢ü❤rt✱
✇❛s ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ❞❛♠✐t ✐st✱ ❞❛ss ❞❛s ❙②st❡♠ ❆r❜❡✐t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛t✳

❋ü❤rt ❞❛s ❙②st❡♠ ❡✐♥❡♥ r❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❛✉s✱ s♦ ♠✉ss ❞✐❡ ✐♠
❙②st❡♠ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐❡❞❡r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡✱ ❞✳❤✳ ❞❛s
❙②st❡♠ ♠✉ss ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❆r❜❡✐t

W2 = Fext,2 ·∆x2

❧❡✐st❡♥ ✭❞✳❤✳ ❛❜❣❡❜❡♥✮✳ ❉❛ ❛❧s♦ W1 = −W2 s❡✐♥ ♠✉ss✱ ✐st

Fext,1 ·∆x1 = −Fext,2 ·∆x2 . ✭✺✳✶✷✷✮

❲✐❡ ♠❛♥ s✐❡❤t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t W1 ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❧ä♥❣❡r❡♥
Pr♦③❡ss✇❡❣∆x1 ❛✉❢♥❡❤♠❡♥✱ ✐♠ ❙②st❡♠ ③✇✐s❝❤❡♥s♣❡✐❝❤❡r♥ ✭③✳❇✳ ❛❧s ❡✐♥❡♥ ❞❡r
❇❡✐trä❣❡ ③✉r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✮ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❦ür③❡r❡♥ Pr♦✲
③❡ss✇❡❣ ∆x2 ✇✐❡❞❡r ❛❜❣❡❜❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❢ür ❞❛s ✒❆♥s♣❛r❡♥✏ ❡✐♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡r
✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❛♥❣r❡✐❢❡♥❞❡r ❑r❛❢t❜❡tr❛❣ ❜❡♥öt✐❣t ❛❧s ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✈♦♠ ❙②st❡♠
❛✉s ü❜❡r ❞❡♥ ❦✉r③❡♥ Pr♦③❡ss✇❡❣ ✇✐r❦❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ♠✐t s♦❧❝❤❡♥ ❙②s✲
t❡♠❡♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❑r❛❢t✲❲❡❣✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡r③✐❡❧❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✺✳✶✷✷
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✐st✳
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✺✳✾ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥

✺✳✾✳✶ ❉✐ss✐♣❛t✐✈ ❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥✳

■♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✷ ❑❛♣✐t❡❧ ❤❛❜❡♥ ❙✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r♠♦❞❡❧❧❡ ❦❡♥✲
♥❡♥❣❡❧❡r♥t✿

❖s③✐❧❧❛t♦r♠♦❞❡❧❧ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs

❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❦♦♥st❛♥t
❣❡❦♦♣♣❡❧t❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤
❣❡❞ä♠♣❢t❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ♥✐♠♠t ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ❛❜

❉❛s ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❛♥ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✐st✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r
❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ♥❛❝❤ ❡✐♥✐❣❡r ❩❡✐t ✇✐❡❞❡r ❡✐♥st❡❧❧t ✉♥❞ ❞❛ss ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s✲
✈♦r❣❛♥❣ ✉♠❦❡❤r❜❛r ❜③✇✳ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ✐st✳ ❇❡✐♠ ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ✇✐r❞ ❞❡r
❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ♥✐❡ ✇✐❡❞❡r ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣ ✐st ♥✐❝❤t ✉♠✲
❦❡❤r❜❛r✱ ❞✳❤✳ ❡r ✐st ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✳

❉✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss r❡❛❧❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❖s③✐❧❧❛✲
t♦r❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❛♠ ❜❡st❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ✐st ❛♥ ✉♥❞ ❢ür s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✈❡r✇✉♥❞❡r❧✐❝❤✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s
❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ♥✉r ③✇❡✐ ✈♦♥ ✈✐❡❧❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥✱
❞✐❡ ❡✐♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❤❛❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ③✇❡✐❡r ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡r
❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❤❛t ❜❡r❡✐ts ♠❡❤r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✉♥❞ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❛♥♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡✲
r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❢ür s✐❝❤ ❛❧❧❡✐♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t
♥✐❝❤t ♠❡❤r ❦♦♥st❛♥t ✐st✳ ❉❡r ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ✇✐r❞ ❥❡❞♦❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡r ❞♦♣✲
♣❡❧t❡♥ ❙❝❤✇❡❜✉♥❣s♣❡r✐♦❞❡ ✇✐❡❞❡r r❡❣❡♥❡r✐❡rt✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠✱ ❞❛s ❞✉r❝❤
❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ♥✉r ③✇❡✐ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ♠✐t ❡✐♥❡r ❡①tr❡♠
❣r♦ÿ❡♥ ❩❛❤❧ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ✉♥❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t✱ ❣❡❤t
❞✐❡ ❘❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥s♣❡r✐♦❞❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❣❡❣❡♥ ❯♥❡♥❞❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❡♥❡r✲
❣✐❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❦❡♥♥t ❢ür ❞✐❡ st❡ts ❡♥❞❧✐❝❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s③❡✐t ❞❛❤❡r ♥✉r ❡✐♥❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣✿ ❞✐❡ ✐❤r❡r ❆❜♥❛❤♠❡✳
❉❛s ✐st ❞❡r ●r✉♥❞✱ ✇❡s❤❛❧❜ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧
❞❡s ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❡r
❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡♥ γD✱ s♦ ❣✉t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ●✉t❡♥ ■♥❣❡♥✐❡✉r❡♥
❣❡❧✐♥❣t ❡s ♦❢t✱ ❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ❞✉r❝❤ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▼❛ÿ♥❛❤♠❡♥ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤ st❛r❦
③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✳ ❏❡ ❣❡r✐♥❣❡r ❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ γD ✐st✱ ❞❡st♦ ♠❡❤r ♥ä✲
❤❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r ♠✐t γD → 0 ❞❡♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡s ❤❛r♠♦✲
♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❛♥✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❛❜✢✐❡ÿ❡♥❞❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❦❧❡✐♥ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s③❡✐t ❦❧❡✐♥ ❣❡♥✉❣✱ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s✲
③✐❧❧❛t♦rs ❡✐♥❡ ③✉❢r✐❡❞❡♥❞st❡❧❧❡♥❞❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s r❡❛❧❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs s❡✐♥✳
❯♠❣❡❦❡❤rt ❧ässt s✐❝❤ ❥❡❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r✱ ❞❡r ■❤♥❡♥ ❛❧s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r
✈❡r❦❛✉❢t ✇✐r❞ ✭❛❧s♦ ❛❧s ❡✐♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡s P❡r♣❡t✉✉♠ ▼♦❜✐❧❡✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥ ❙②st❡♠✱
❞❛s s✐❝❤ ❡✇✐❣ ❜❡✇❡❣t✮✱ ❛❧s ❣❡❞ä♠♣❢t❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❡♥t❧❛r✈❡♥✱ ✇❡♥♥ ❙✐❡ s✐❝❤ ♥✉r
❡✐♥❡ ❣❡♥ü❣❡♥❞ ❣r♦ÿ❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❡✐♥rä✉♠❡♥✳
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❉✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❧ässt s✐❝❤ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❡r ♠✐t ✈✐❡❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t✱
❞✐❡ s✐❝❤ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❛❧s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❋ür s♦❧❝❤❡
❙②st❡♠❡ ♠üss❡♥ ✇✐r ❧❡✐❞❡r ❞❛♠✐t ❧❡❜❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❯♥③✉❧ä♥❣❧✐❝❤✲
❦❡✐t ✉♥s❡r❡r ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ✲✐♥str✉♠❡♥t❡ ❦❡✐♥❡ s✐❝❤t❜❛r❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ❆❜✢✉ss ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ❡✐✲
♥❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ✒✉♥s✐❝❤t❜❛r❡✏ ❙②st❡♠❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❛❧s ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❉✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✢✐❡ÿt ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ❞❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✏✐r❣❡♥❞✇♦ ❤✐♥✒✳

❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐st s✉❜t✐❧✿ ❲❡♥♥
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ s❝❤✇✐♥❣❡♥❞❡ ❙t✐♠♠❣❛❜❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❯♠✇❛♥❞✲
❧✉♥❣ ✐♥ ❲är♠❡ ✈❡r❧✐❡rt✱ ❞❛♥♥ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ❞❛s ❛❧s ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥s❡❤❡♥✱ ❞❡♥♥
❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✐st ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❙t✐♠♠❣❛❜❡❧ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❊♥❡r❣✐❡
✈❡r❧✐❡rt✱ ❞❛ss s✐❡ ❙❝❤❛❧❧ ❛❜str❛❤❧t✱ ❞❛♥♥ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❙tr❛❤❧✉♥❣s❞ä♠♣❢✉♥❣ ✳
▲❡t③t❡r❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✐st ♥ä♠❧✐❝❤ ✐♠ Pr✐♥③✐♣ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r Pr❛①✐s ③✉♠✐♥✲
❞❡st t❡✐❧✇❡✐s❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧✿ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❙❝❤❛❧❧ ③✉♠✐♥❞❡st t❡✐❧✇❡✐s❡ ✇✐❡❞❡r
③✉rü❝❦r❡✢❡❦t✐❡r❡♥✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙t✐♠♠❣❛❜❡❧ ❦❛♥♥ ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✉r❝❤ ❆✉❢♥❛❤✲
♠❡ ✈♦♥ ❙❝❤❛❧❧❡♥❡r❣✐❡ ✭❡✐♥ ✇❡♥✐❣✮ ③✉♠ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❆♥st❛tt
❡✐♥❡s ❘❡✢❡❦t♦rs ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ③✇❡✐t❡ ❙t✐♠♠❣❛❜❡❧ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱ ❞✐❡
③✉♥ä❝❤st ❙❝❤❛❧❧❡♥❡r❣✐❡ ❛✉❢♥✐♠♠t✱ ③✉ s❝❤✇✐♥❣❡♥ ❛♥❢ä♥❣t ✉♥❞ ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r
❙❝❤❛❧❧❡♥❡r❣✐❡ ❛❜❣✐❜t✳ ❉✐❡s❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ♠✐t ③✇❡✐ ❙❝❤✇✐♥❣❣❛❜❡❧♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❛❧s ❡✐♥ P❛❛r ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❛♥s❡❤❡♥✳

✺✳✾✳✷ ❲❛r✉♠ ③❡✐❣❡♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥❄

❏❡❞❡s r❡❛❧❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡①tr❡♠ ✈✐❡❧❡♥ ❚❡✐❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t✲
❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✳ ■♠ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❤ätt❡ ♠❛♥ ③✳❇✳
♠✐t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥ ③✉ t✉♥✳ ❙❡❧❜st ❞❛s ❛t♦♠✐st✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧
❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❤❛t ♥♦❝❤ ✐♠♠❡r ❡✐♥❡ ✉♥❣❡❤❡✉❡r ❣r♦ÿ❡ ❩❛❤❧ ✈♦♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛✲
❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❦❛♥♥✱ ✉♠ ❢ür ■❤r❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥❡ t②♣✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥♦r❞✲
♥✉♥❣ ③✉ ❜❡♥❡♥♥❡♥✱ ❢ür ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ③✳❇✳ ❜❡✐ 1023 ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛✲
❞❡♥ ❧✐❡❣❡♥✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥ s✐❝❤ ❞❛r❛✉❢✱ ❞✐❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥
❍❛✉♣t❜❡✐trä❣❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ✇❡♥✐❣❡✱ ❜❡q✉❡♠ ③✉ ♠❡ss❡♥❞❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡
③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ f ❞❡r ✐♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❡r❢❛sst❡♥
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✐st ü❜❡rs❝❤❛✉❜❛r ✉♥❞ ❧✐❡❣t t②♣✐s❝❤❡r✇❡✐s❡ ✐r❣❡♥❞✇♦ ③✇✐s❝❤❡♥
✷ ✉♥❞ ✶✵✵✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ♠❛♥ 1023− f ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ♥✐❝❤t ❡r❢❛sst ❤❛t✱
❛❧s♦ ❢❛st ❛❧❧❡✳ ▼❛♥ ❣❡❤t ♠❡✐st ♦♣t✐♠✐st✐s❝❤ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ f ✈❡r❢ü❣❜❛r❡♥
❜③✇✳ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ tr♦t③❞❡♠ ❣❡♥ü❣❡♥✱ ✉♠ ③✉♠✐♥❞❡st ❡✐♥❡ ❇❡✲
s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❩ü❣❡ ❡✐♥❡s ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦✲
③❡ss❡s ③✉ ❣❡✇✐♥♥❡♥✳ ■♥ ✉♥❣❧❛✉❜❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❧✐❡❢❡r♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡
t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞❡s ❇✐❧❞ ❞❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥s r❡❛❧❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r
❙②st❡♠❡✳

❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❉❡r ❲❛❣❡♥ ❞❡s ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✺ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❉❡✲
♠♦♥str❛t✐♦♥s❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❞❡r ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✐❡♥❡✱ ❛✉❢ ❞❡r ❡r s✐❝❤ ❜❡✇❡❣t✱ ✉♥❞
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✺✿ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❣❡s❡t③❡✳ ✭❛✮ ❲❛❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❋✐❧③♣❧❛tt❡✱ ❞✐❡ ✐♥
❡✐♥st❡❧❧❜❛r❡r ❲❡✐s❡ ❛✉❢ ❞❡r ❙❝❤✐❡♥❡ s❝❤❧❡✐❢t ✭❜✮ ❲❛❣❡♥ ♠✐t ❆✉s❧❡❣❡r✳ ❉❡r ❇❛❧❧
❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ♠✐t ●❧②③❡r✐♥ ❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❲❛♥♥❡

❞❡r s♦♥st✐❣❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ✇ür❞❡✱ ❤❛t
❘ä❞❡r✱ ❆❝❤s❡♥ ✉s✇✳✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞❡♠ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t s✐♥❞✳ ❊r
✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t ♠✐t ❞❡r ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▲✉❢t✱ ♣r♦❞✉③✐❡rt ❙❝❤❛❧❧ ✉s✇✳✱ ✉♥❞ s❡✐♥❡
❙❝❤✐❡♥❡ s♦✇✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐st ♠✐t s❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❧❡t③t❧✐❝❤ ❣❡❦♦♣♣❡❧t✱ ❥❛ ❥❡✲
❞❡s ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ❚❡✐❧❡ ✈♦♥ ❲❛❣❡♥✱ ❙❝❤✐❡♥❡ ✉♥❞ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❣❡❣❡♥
❛♥❞❡r❡ ❚❡✐❧❡ ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥st❡r ❋♦r♠ s♣❡✐❝❤❡r♥ ♦❞❡r ❛❜✲
❣❡❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❲❛❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❞❡r♠❛ÿ❡♥ r❡❞✉❦t✐♦♥✐st✐s❝❤❡s
❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ✇✐❡ ❡s ✐♥ ❑❛♣✳ ✺✳✷ ❣❡s❝❤❛❤✱ s♦ ♠✉ss ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❡r
❊❤r❧✐❝❤❦❡✐t ❤❛❧❜❡r ❡✐♥❣❡st❡❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ✉♥❣❡❤❡✉❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❩❛❤❧
❛♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛ ③✉s❛♠♠❡♥✇✐r❦❡♥✱ ♣r❛❦t✐s❝❤ ❛❧❧❡ ✭✦✮ ❇❡✐trä❣❡
♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❤❛t✱ ❜✐s ❛✉❢ ❥❡♥❡ ❡✐♥✱ ③✇❡✐✱ ❞r❡✐✱ ✳✳✳✱ ✇❡♥✐❣❡♥ ❆✉s♥❛❤✲
♠❡♥✱ ❢ür ❞✐❡ ♠❛♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❉❛s s✐♥❞ ❞✐❡ ✇❡♥✐❣❡♥ ✒s✐❝❤t✲
❜❛r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✏ ❜③✇✳ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✱ ❞❡♥❡♥
♥❛❤❡③✉ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ✉♥s ✒✈❡r❜♦r❣❡♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✏ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s
❣❡❣❡♥ü❜❡rst❡❤❡♥✳ ❉❡r❡♥ ❇❡✐trä❣❡ s✐♥❞ ✉✳❯✳ ③✇❛r ♥✉r ③✉ ❣❛♥③ ❣❡r✐♥❣❡♠ ❚❡✐❧
❛♠ ❊♥❡r❣✐❡✉♠s❛t③ ❜❡t❡✐❧✐❣t✱ ❛❜❡r ❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r ✉♥❣❡❤❡✉❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❆♥③❛❤❧
❦❛♥♥ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t ❞❡♥♥♦❝❤ ❞❡r ❞❡✉t❧✐❝❤ ♠❡ss❜❛r❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❊✛❡❦t ❞❡r
❊♥❡r❣✐❡❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ③✉ ❚❛❣❡ tr❡t❡♥✳

✺✳✾✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦

❲❡♥♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦
♥✉r ✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ❞✉r❝❤ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ③✉
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❡s ❢ür ❞❡♥ ❱❡r❧✉st ✈♦♥ ❙②st❡♠❡♥❡r❣✐❡
❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❛♥❦♦♠♠t✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r
❛✉❢ ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ |v| ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s s✐❝❤ ❜❡✇❡❣❡♥❞❡♥ ❑ör♣❡rs r❡❧❛t✐✈
③✉r ❯♠❣❡❜✉♥❣✳

❯♠ ❞✐❡ ▲❡s❜❛r❦❡✐t ③✉ ✈❡r❜❡ss❡r♥✱ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ♥✐❝❤t ü❜❡r❛❧❧
❇❡tr❛❣sstr✐❝❤❡ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❉❛❤❡r ❢ü❤r❡ ✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ ❞❡r ●❡✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✻✿ ■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧
✭❆❜❜✳ ✺✳✶✺❛✮ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ❧✐♥❡❛r ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ❛❜✱ ✐♠
③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ✭❆❜❜✳ ✺✳✶✺❜✮ ♥✐❝❤t❧✐✲
♥❡❛r

s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✭✉♥❞ ♥✉r ❢ür ❞✐❡s❡ ●röÿ❡✦✮ ❞✐❡ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ v ❡✐♥✱ ❞✳❤✳ ❡s
✐st v = |v|✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❡rs❡t③❡ ✐❝❤ ❞❡♥ ❧❛♥❣❡♥ ❞❡✉ts❝❤❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ✒❞❡r ❇❡✲
tr❛❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✏ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❊♥❣❧✐s❝❤❡♥ ❡♥t❧❡❤♥t❡♥ ❦✉r③❡♥
❆✉s❞r✉❝❦ ✒❞❡r ❙♣❡❡❞✏✳

❉✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ s♦ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ✇✐❡
❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✺ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡s ❲❛❣❡♥s ❞❡♠♦♥str✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞❡r ❛✉❢ ❡✐✲
♥❡r ❙❝❤✐❡♥❡ ❧ä✉❢t✳ ▼❛♥ ❡rt❡✐❧t ✐❤♠ ❡✐♥❡ ❆♥❢❛♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ♠✐sst
❞✐❡ ❘❛t❡ v̇✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r ❇❡tr❛❣ v = |v| ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ❛❧s♦
s❡✐♥ ❙♣❡❡❞✱ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t t ❛❜♥✐♠♠t✳ ❆❜❜✳ ✺✳✶✺ ③❡✐❣t ③✇❡✐ ✇✐❝❤✲
t✐❣❡ ▼♦❞❡❧❧s✐t✉❛t✐♦♥❡♥✿ ■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ✭❆❜❜✳ ✺✳✶✺❛✮ s❝❤❧❡✐❢t ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ❛♠
❲❛❣❡♥ ❜❡❢❡st✐❣t❡ ❋✐❧③♣❧❛tt❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❙❝❤✐❡♥❡ ✭✇✐❡ st❛r❦ s✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤✐❡♥❡
❞rü❝❦t✱ ❧ässt s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♠✐t ♠✐t ❡✐♥❡r ❙❝❤r❛✉❜❡ ❡✐♥st❡❧❧❡♥✮✳
■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ✭❆❜❜✳ ✺✳✶✺❜✮ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❇❛❧❧ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❆✉s❧❡❣❡r ❛♠ ❲❛✲
❣❡♥ ❜❡❢❡st✐❣t✳ ❉❡r ❇❛❧❧ ❜❡✇❡❣t❡ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ♠✐t ●❧②③❡r✐♥ ❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❲❛♥♥❡✳
❆❜❜✳ ✺✳✶✻ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❧✐♥❡❛r ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t
❛❜♥✐♠♠t✱ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r✳

❉❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞✐❡s❡r ❑✉r✈❡♥ ✐st ❢ür ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣❡♥
❣❧❡✐❝❤✳ ❉❛❤❡r ❤ä♥❣t ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❣❡s❛❣t✱ ♥✉r ✈♦♠ ❇❡tr❛❣ v

❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❲❛❣❡♥s ③✉r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛❜✱ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❡r s✐❝❤
❜❡✇❡❣t✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐♠ ❙t♦ÿ✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ♠❛♥ ♠❡✐st ✈♦♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❛✉s❣❡❤t✱
✇ä❤❧t ♠❛♥ ❜❡✐ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s♣❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ❞❛❤❡r ♠❡✐st ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ❜❡✐
❞❡♠ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ r✉❤t✳ ❘❡❧❛t✐✈ ❞❛③✉✱ ❞✳❤✳ ③✉r ❯♠❣❡❜✉♥❣✱ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤
③✳❇✳ ❞❡r ❲❛❣❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙♣❡❡❞ v✳ ❙♦❜❛❧❞ ❞❡r ❙♣❡❡❞ ❛✉❢ ♥✉❧❧ ❣❡❢❛❧❧❡♥ ✐st✱
✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

❉✉r❝❤ ❑✉r✈❡♥❛♥♣❛ss✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥ ✈♦♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✻ ✉♥❞ ❉✐✛❡r❡♥✲
t✐❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ❡r❤ä❧t ♠❛♥ v̇ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ v✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❢♦❧❣t
❞❛r❛✉s ❞❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ❑✐♥❡t✐❦ ♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✱

dv

dt
=

{
−a0 für v > 0

0 für v = 0
, ✭✺✳✶✷✸✮
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✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❞❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ❑✐♥❡t✐❦ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✱

dv

dt
= −a1v . ✭✺✳✶✷✹✮

❉✐❡ ❑✐♥❡t✐❦ ♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ✉♥st❡t✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡✲
❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✶✷✸ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❋❛❧❧✉♥t❡rs❝❤❡✐✲
❞✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉ss❛❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❛t❡ dv/dt ❞❡r ❙♣❡❡❞✲❆❜♥❛❤♠❡
✈♦♥ −a0 s❝❤❧❛❣❛rt✐❣ ❛✉❢ ♥✉❧❧ ❛❜❢ä❧❧t✱ s♦❜❛❧❞ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ✈❡rs❝❤✇✐♥✲
❞❡t✱ ❞✳❤✳ s♦❜❛❧❞ v = 0 ✇✐r❞✳

▼✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❩❡✐t ♥✐♠♠t ❞❡r ❙♣❡❡❞ ✐♥❢♦❧❣❡ ✈♦♥ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s✈♦r❣ä♥✲
❣❡♥ st❡ts ❛❜✳ ❉✐❡s❡ ❆✉s③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❡✐♥❡r ❩❡✐tr✐❝❤t✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ❋♦❧❣❡ ❞❡r ■r✲
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s✳ ■♥❞❡♠ ❞❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ♦❜✐❣❡♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❡r❛✉s❣❡③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ✒❋✐t♣❛r❛♠❡t❡r✏ a0 ✉♥❞ a1
♣♦s✐t✐✈✳ ■❤r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ s♦♥st✐❣❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❞❡r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞
❞❛❞✉r❝❤ ③✉r ❊♥❡r❣✐❡❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❢ü❤r❡♥✱ ❦❛♥♥ s❡❤r ❦♦♠♣❧❡① ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❲❡♥♥
♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ▼❛ss❡ m ❞❡s ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✺ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❲❛❣❡♥s ✈❛r✐✲
✐❡rt✱ s♦ st❡❧❧t s✐❝❤ ❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss s✐❝❤ a0 ♥✉r ✇❡♥✐❣ ä♥❞❡rt✱ ✇ä❤r❡♥❞ a1 s✐❝❤
✉♠❣❡❦❡❤rt ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ▼❛ss❡ ✈❡r❤ä❧t✱ ❞✳❤✳ a1 ∝ m−1✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡
❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✷✳✸ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❱♦r❡rst ✐st ♥✉r ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✱
❞❛ss ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r a0 ✉♥❞ a1 ❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✳

❉✐❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣

Pv = −dE
dt

= −dEkin

dt
= −m

2

d

dt

(
v2
)
= −mv

dv

dt
= −mv

dv

dt

❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❤✐❡r ●❧✳ ✺✳✶✷✸ ❜③✇✳ ●❧✳ ✺✳✶✷✹ ❡✐♥s❡t③t✳ ❋ür ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥
♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♠✐t

Pv = a0mv ✭✺✳✶✷✺✮

✉♥❞ ❢ür ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣

Pv = a1mv
2 . ✭✺✳✶✷✻✮

❉✐❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ Pv ✐st s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ st❡ts ♣♦s✐t✐✈✱ ❞❡♥♥ s✐❡ st❡❧❧t ❡✐♥❡
✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❞❛r✳ ❖❜ ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐s✲
t✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ▼❛ss❡ ❛❜❤ä♥❣t ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱ ❤ä♥❣t ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ♦❜ ✉♥❞ ✇✐❡ ❞✐❡
❜❡✐❞❡♥ ❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r a0 ✉♥❞ a1 ✈♦♥
❞❡r ▼❛ss❡ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳

❋ür ❡✐♥ ❙②st❡♠✱ ❞❛s ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✭❂❚❡✐❧s②st❡♠❡♥✮ ❜❡st❡❤t✱ r❡✲
❞❡t ♠❛♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ü❜❡r ❞✐❡
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ♦❞❡r ❞✐❡ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ s♣r✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❇❡✲
③✉❣ss②st❡♠❡ s✐♥❞ ✐✳❆❧❧❣✳ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
❛❧s ❚❡✐❧❜❡✐tr❛❣ ③✉r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❛❧❧❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡✲
tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ♠❡✐st ✐❞❡♥t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❘✉❤❡s②st❡♠



❑❆P■❚❊▲ ✺✳ ◆❊❲❚❖◆❙❈❍❊ ▼❊❈❍❆◆■❑ ✶✾✾

❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s②st❡♠s✳ ❊s ✐st ❛❧s♦ ❞❛s❥❡♥✐❣❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❡r ●❡✲
s❛♠t✐♠♣✉❧s ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s②st❡♠s ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳ ❇❡✐ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❣❡❤t ❡s
❤✐♥❣❡❣❡♥ ✉♠ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s r❡❧❛t✐✈ ③✉
❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠✳

✺✳✾✳✹ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ▼❡❞✐❡♥

❖❤♥❡ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❡✐♥ ❑ör♣❡r✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❞❛r❣❡✲
❧❡❣t✱ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❇❡✇❡❣t ❡r s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠
▼❡❞✐✉♠✱ ♠✐t ❞❡♠ ❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t✱ s♦ ♥✐♠♠t ❞❡r ❇❡tr❛❣ s❡✐♥❡r
❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❜✳ ❉✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✇✉r❞❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✺✳✾✳✸ ❞✉r❝❤
♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ●❡s❡t③❡ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠ ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✶✷✸ ❜③✇✳ ●❧✳ ✺✳✶✷✹ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❇❡✐❞❡s s✐♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❙✐❡
❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ v(t)✳
❉❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s✈❡r❧❛✉❢✱ ❞✳✐✳ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ℓ(t)✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ❑ör♣❡r ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r
❩❡✐t t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ③✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✇❡❣❡♥
v = ℓ̇ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❉✐❡s❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❑✐♥❡t✐❦ ❡rst❡r
✉♥❞ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❛✉s❢ü❤r❡♥✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❢ür v(t) ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ü❜❡rr❛✲
s❝❤❡♥❞ s❡✐♥✱ ❞❡♥♥ ❡s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ❜❧♦ÿ ✉♠ ❞✐❡ ❯♠❦❡❤r✉♥❣ ❞❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥✱
♠✐t ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ●❡s❡t③❡ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ✐♥ ❑❛♣✳ ✺✳✾✳✸ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇✉r✲
❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ ❦❡♥♥t✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ ❞❡r
❆♥❢❛♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v0 ❛✉s ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❊✐♥❞r✐♥❣t✐❡❢❡ ℓ∞ ✐♥ ❞❛s ❞✐ss✐✲
♣❛t✐✈❡ ▼❡❞✐✉♠ ❡r♠✐tt❡❧♥✳

❇❡✇❡❣✉♥❣s✈❡r❧❛✉❢ ❢ür ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❱❡r✲
❧ä✉❢t ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ❜③✇✳ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s
♠✐t s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ r❡✐♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ♥✉❧❧t❡r
❖r❞♥✉♥❣✱ s♦ ❧✐❡❣t ♠✐t ●❧✳ ✺✳✶✷✸ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r
❖r❞♥✉♥❣ ✈♦r✳ ❉✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞❡♥ ❙♣❡❡❞ ❞❛s ❩❡✐t❣❡s❡t③

v(t) = C − a0t .

❉✐❡ ❢r❡✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ C ✭s✳ ●❧✳ ✸✳✷✸✮ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛✲
❞✉r❝❤ ❢❡st❧❡❣❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t = 0 ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ v(t =
0) = v0 s❡t③t✳ ❉❛❜❡✐ ✐st v0 = |v0| ❞❡r ❙♣❡❡❞✱ ❞❡♥ ❞❡r ❑ör♣❡r ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r
❇❡✇❡❣✉♥❣ ✭t = 0✮ r❡❧❛t✐✈ ③✉ s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❤❛t✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤

v(t) =

{
v0 − a0t ❢ür t ≤ T

0 ❢ür t ≥ T
. ✭✺✳✶✷✼✮

▼❛♥ ♠✉ss ✐♥ ●❧✳ ✺✳✶✷✼ ❡✐♥❡ ❋❛❧❧✉♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ tr❡✛❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞❡r ❙♣❡❡❞ ✐st
❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❇❡trä❣❡ ❦ö♥♥❡♥ ❥❛ ♥✐❝❤t ♥❡❣❛t✐✈ ✇❡r❞❡♥✳
❆❜ ❞❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t = T ♠✐t T = v0/a0✱ ✇♦ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉❢ ♥✉❧❧
❣❡s✉♥❦❡♥ ✐st✱ ❜❧❡✐❜t s✐❡ ❥❛ ❛✉❝❤ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✳ ■♥ ●❧✳ ✺✳✶✷✸ ✇✐r❞ v̇ = 0 ✉♥❞
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❞❡r ❑ör♣❡r ✈❡r❜❧❡✐❜t ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉ s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐♥ ❘✉❤❡✳ ❉✐❡
❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞❡r ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ T ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛✉❢❣❡③❡❤rt✳ ●❧✳ ✺✳✶✷✼ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✕ ✇❡♥✐❣ ü❜❡r✲
r❛s❝❤❡♥❞ ✕ ❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✺ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❩❡✐t✈❡r❤❛❧t❡♥
❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳

❉✐❡ ❆♥t✇♦rt ❛✉❢ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❙tr❡❝❦❡ ℓ(τ) ❡✐♥ ❲❛❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞✐s✲
s✐♣❛t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ✐♥ ❡✐♥❡r ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ τ ≤ T ③✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❡r s❡✐♥❡
❇❡✇❡❣✉♥❣ ③✉r ❩❡✐t t = 0 ♠✐t ❞❡♠ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣ v0 ❜❡❣✐♥♥t✱ ❡r❤ä❧t
♠❛♥ ❛✉s ●❧✳ ✺✳✶✷✼ ❞✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥✿

ℓ(τ) =

ℓ(τ)
ˆ

0

dl =

τ
ˆ

0

v(t) dt =

τ
ˆ

0

(v0 − a0t)dt .

❆♥s❝❤❛✉❧✐❝❤ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s ❡rst❡ ❞❡r ■♥t❡❣r❛❧❡✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐✲
♠❛❧❡ ❙tr❡❝❦❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ dl = vdt ❛✉❢s✉♠♠✐❡rt✳ ❉❛s ❘❡s✉❧t❛t ❢ür ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡
❩❡✐ts♣❛♥♥❡ τ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❧❛✉t❡t

ℓ(τ) =

{
v0τ − 1

2a0τ
2 ❢ür τ ≤ T

v20/2a0 = ❝♦♥st. ❢ür τ ≥ T
. ✭✺✳✶✷✽✮

❉❡r ❲❛❣❡♥ st♦♣♣t ③✉r ❩❡✐t τ = T ✱ ♥❛❝❤❞❡♠ ❡r ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡

ℓ∞ = v20/2a0

✐♠ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t ❤❛t✳ ■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ a0 → 0 ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t
❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❆✉s ●❧✳ ✺✳✶✷✽ ❢♦❧❣t ❞❛♥♥ ❡r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡
❇❡✇❡❣✉♥❣ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡♠ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣✳

❇❡✇❡❣✉♥❣s✈❡r❧❛✉❢ ❢ür ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ●❧✳ ✺✳✶✷✹
✐st ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠
❦♦♥st❛♥t❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥

ϑ = −a1t ✭✺✳✶✷✾✮

❜r✐♥❣t ♠❛♥ s✐❡ ❡rst ❛✉❢ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❢♦r♠

dv

dϑ
= v .

❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ●❧✳ ✺✳✸✶✱
♠✐t ❞❡r ▲ös✉♥❣

v(ϑ) = a exp(ϑ) ,

✇♦❜❡✐ a ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✐st✳ ▼✐t ❞❡r ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣✱ ❞❛ss ❞❡r
❙♣❡❡❞ v(0) = v0 ✐st✱ ✉♥❞ ♥❛❝❤❞❡♠ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✶✷✾ ✇✐❡❞❡r
❛✉❢ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❩❡✐t ③✉rü❝❦ s✉❜st✐t✉✐❡rt ❤❛t✱ ❢♦❧❣t

v(t) = v0 exp(−a1t) .
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❉❡r ❙♣❡❡❞ ♥✐♠♠t ❛❧s♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ❛❜✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♥
s❝❤✇❛r③❡♥ ▼❡ss♣✉♥❦t❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✺✳ ❉❡♥ ❲❡❣ ℓ(τ)✱ ❞❡♥ ❡✐♥ ❲❛❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠
❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ✐♥ ❡✐♥❡r ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ τ ③✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
✇✐❡❞❡r ❞✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ❲❡❣❡❧❡♠❡♥t❡ dl = vdt ♠✐t ❞❡♠ ❊r❣❡❜♥✐s

ℓ(τ) =

ˆ τ

0
v(t) dt = ℓ∞ [1− exp(−a1τ)] = 2ℓ∞ exp(−γDτ) sinh(γDτ) ,

✭✺✳✶✸✵✮
✇♦❜❡✐ γD = a1/2✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✺✳✶✸✵ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡❣✐♥♥t ③✉♠
❩❡✐t♣✉♥❦t t = 0 ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v0✳ ❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣✱ ❞✐❡
❞❡r ❲❛❣❡♥ ✐♠ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ③✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st

ℓ∞ = v0/a1 .

❉✐❡s❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✇✐r❞ ♥✉r ✐♠ ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ τ → ∞ ❡rr❡✐❝❤t✱
❞✳❤✳ ℓ∞ = ℓ(τ → ∞)✳

✺✳✾✳✺ ❊✐♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧

▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✭③✳❇✳
P♦s✐t✐♦♥s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❲✐♥❦❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣❡♥✱ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❡ ✉s✇✳✮ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❆❧❧❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛✲
❜❧❡♥ s✐♥❞ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ✒s✐❝❤t❜❛r❡✏ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉❛ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❣✐❧t✱ s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❩✉✲
st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ r❡✈❡rs✐❜❡❧✳

❉❛ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ♥✉r ❡✐♥❡ ✇✐♥③✐❣❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡ ❛❧❧❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✉♠❢❛ss❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ♥✉r ❞✐❡❥❡♥✐✲
❣❡♥✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ✒s✐❝❤t❜❛r❡✏ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ❞❛s ▼♦✲
❞❡❧❧ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ♦❞❡r ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✲
❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ♥✉r ❢ür ❡✐♥❡ ❜❡❣r❡♥③t❡ ❩❡✐ts♣❛♥✲
♥❡ ❛❧s ❛❦③❡♣t❛❜❧❡s ▼♦❞❡❧❧✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❦❡♥♥t ③✇❡✐ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐✲
t❡♥✱ ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ✉♠③✉❣❡❤❡♥ ✭❆❜❜✳ ✺✳✶✼✮✿

✶✳ ❉❡r ❤✐st♦r✐s❝❤ ä❧t❡r❡ ❩✉❣❛♥❣ ✐st✱ ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ③✉ ö✛♥❡♥
✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ❆❜✢✉ss ❛♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉③✉❧❛ss❡♥✳ ■♠ ♦✛❡♥❡♥ ♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠✲▼♦❞❡❧❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✭❞✳❤✳ ♥✐❝❤t
✒s✐❝❤t❜❛r❡♥✏✮ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❛✉❢ ❞❛s ❑♦♥t♦ ❞❡r ✒❯♠❣❡❜✉♥❣✏ ❣❡❜✉❝❤t✳
❙✐❡ ❣❡❤ör❡♥✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❣❡s❛❣t✱ ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♥✐❝❤t ③✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❞✳❤✳ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥ ✒♥✐❝❤t s✐❝❤t❜❛r❡✏ ▼✐t✲
s♣✐❡❧❡r✱ ✇✐r❞ ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞❛❤❡r ❞✉r❝❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❆❜❣❛❜❡
❡✐♥❡r ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ Pv ❛♥ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st
Pv ❛✉❝❤ st❡ts ♣♦s✐t✐✈✳ ❉✐❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ ✇✐r❞ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ●❡s❡t③❡ ✐❤r❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✭s✳
❑❛♣✳ ✺✳✾✮✳ ❉❛s ❡✐♥③✐❣❡✱ ✇❛s ♠❛♥ ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ü❜❡r s✐❡ s❛❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st✱
❞❛ss s✐❡ ❡rst❡♥s ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❇❡tr❛❣s ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡✲
❧❛t✐✈ ③✉r ❢ür ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐st ✭❞✳❤✳ ❞❛ss
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✼✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠✲▼♦❞❡❧❧s✳ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ❦❛♥♥ ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ♥✉r ❢ür ♦✛❡✲
♥❡ ❙②st❡♠❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❡✐♥❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❛♥ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣
❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ Pv ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❣❡❧✐♥❣t ❡s✱ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡ ❞✉r❝❤ ❍✐♥③✉❢ü✲
❣❡♥ ③✇❡✐❡r s♣❡③✐❡❧❧❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r ✭❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ S ✉♥❞ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r
T ✮ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥

Pv = Pv(|v|) = Pv(v)✮ ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s✱ ❞❛ss s✐❡ ❢ür v = 0 ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳
❯♠ s✐❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❤❡r ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❡
✐♥ ❜❡✇ä❤rt❡r ❲❡✐s❡ ❛❧s P♦t❡♥③r❡✐❤❡ ✐♥ v ❛♥s❡t③❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤

Pv(v) = β1v+ β2v
2 + β3v

3 + · · · ✭✺✳✶✸✶✮

❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ β1, β2, . . . ♣♦s✐t✐✈❡ ❙❦❛❧❛r❡ s❡✐♥
♠üss❡♥✱ ✇❡✐❧ Pv ❡✐♥❡ ✭✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡✮ ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ♥❛❝❤
❛✉ÿ❡♥ ❞❛rst❡❧❧t ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈ s❡✐♥ ♠✉ss✳

✷✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❜❡st❡❤t✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts
❣❡s❛❣t✱ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛✉s s❡✐♥❡♥ ✭✇❡♥✐❣❡♥✮ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä✲
❣❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ✭✈✐❡❧❡♥✮ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐✲
③✐t ❞✉r❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❝❤❛r❛❦t❡✲
r✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ■♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✼✮ ✇✐r❞
❡✐♥ ❛♥❞❡r❡r t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ❩✉❣❛♥❣ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ✈✐❡❧❡♥ ✒✉♥s✐❝❤t✲
❜❛r❡♥✏ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ s✉♠♠❛r✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣
❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡✲
♥❡s ❙②st❡♠ ❡✐♥❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❜❡tr❛❝❤t❡t ❛❧s♦
❡✐♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❦♦♠♣❧❡tt✐❡rt❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠✱ ❞❛s ❞❛♠✐t ❛❧s t❛tsä❝❤❧✐❝❤
✐s♦❧✐❡rt❡s ❙②st❡♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜❜❛r ✇✐r❞✳ ❉❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧
♠♦❞❡❧❧✐❡rt ❞✐❡ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ❣❡✇✐ss❡r✱ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ❙②st❡♠ ❛❜✲
❧❛✉❢❡♥❞❡r Pr♦③❡ss❡ ❛♥❞❡rs✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❜❡st✐♠♠t❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥
✭P♦st✉❧❛t❡✮ ❛♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✲
❜❡✐tr❛❣s✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳
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✺✳✾✳✻ ❉❛s ❋❛❧❧❡♥ ✐♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ▼❡❞✐❡♥✳

❋ä❧❧t ❡✐♥ ❑ör♣❡r ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ✭③✳❇✳ ▲✉❢t✮✱ s♦
❜❡❞✐❡♥t ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ❡✐♥❡rs❡✐ts ❞✐❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❦✐♥❡✲
t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ü❜❡r ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✈❡r✲
❧✉st ❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ▲❡t③t❡r❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣
Pv✳ ❆❧s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣s❜✐❧❛♥③ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

mv · v̇ −mg · v + Pv = 0 , ✭✺✳✶✸✷✮

✇♦❜❡✐ g ❞✐❡ ❋❛❧❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧s ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ s♦❧❧✳

❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❙❡t③t ♠❛♥ Pv = ma0v✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s
●❧✳ ✺✳✶✸✷ ✭✇❡❣❡♥ v2 = v

2❀ ③✉r ❊r✐♥♥❡r✉♥❣✿ v = |v|✮ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣

v̇ = g − a0
v

v
.

❙✐❡ ❤❛t ❞✐❡ ▲ös✉♥❣

x(t) =
1

2
gefft

2 + v0t+ x0

♠✐t ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❋❛❧❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ geff = g − a0
v
v
✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❤✐❡r

g = 0✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❆✉ss❛❣❡ ✇✐❡ ❛✉s ●❧✳ ✺✳✶✷✽✳

❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❋❛❧❧s ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❞✉r❝❤
Pv = a1mv2 ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ a1
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣

v̇ + a1v = g . ✭✺✳✶✸✸✮

❊✐♥❡ ✐❤r❡r ▲ös✉♥❣❡♥ ✐st ❞✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣
♠✐t ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v∞ = g/a1✳ ❩✉ ❞✐❡s❡r ▲ös✉♥❣ ❦❛♥♥
♠❛♥ ♥♦❝❤ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

v̇ + a1v = 0 ✭✺✳✶✸✹✮

❞❛③✉ ❛❞❞✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✶✸✸✳
●❧✳ ✺✳✶✸✹ ❤❛t ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ✭s✳ ●❧✳ ✺✳✸✷✮

v = a exp(−a1t) ✭✺✳✶✸✺✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❢r❡✐ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ a✳ ❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ▲ös✉♥❣
v∞ ✉♥❞ ❞❡r ▲ös✉♥❣ vh = a exp(−a1t) ❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ●❧✳ ✺✳✶✸✸ ✇✐r❞ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❞✉r❝❤

v = v∞ + vh = v∞ + a exp(−a1t)
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✽✿ ❋r❡✐❡r ❋❛❧❧
✐♠ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠✳ ❱❡r✲
❧❛✉❢ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❧s
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ❣❡♠äÿ ●❧✳
✺✳✶✸✻✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t ❣❡③❡✐❝❤✲
♥❡t❡♥ ●❡r❛❞❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ▲ös✉♥✲
❣❡♥ ❞❡r ●r❡♥③❢ä❧❧❡ v̇ ≫ a1v
❜③✇✳ v̇ ≪ a1v ✈♦♥ ●❧✳ ✺✳✶✸✸

❣❡❧öst✳ ❉❛ vh ✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ t → ∞ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ♥ä❤❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤ ❣❡❣❡♥ v∞✱ ❞✳❤✳ v(t → ∞) = v∞✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ a ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ v(t =
0) = 0 ❢❡st❧❡❣t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥

❆❜❜✳ ✺✳✶✽ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ▲ös✉♥❣

v(t) = v∞[1− exp(−a1t)] . ✭✺✳✶✸✻✮

❩✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✇ä❝❤st ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉♥ä❝❤st ♥ä❤❡✲
r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❧✐♥❡❛r ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ❛♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r ♠✐t v ≈ gt✳ ❉❛s ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ 1− exp(−a1t) ≈ −a1t ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❩❡✐t❡♥ ✭s✳ ❚❛❜✳
✶✳✷✮ ✉♥❞ v∞a1 = g✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ♦❜❡♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ str❡❜t ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ❢ür t → ∞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤ ❡✐♥❡r ❊♥❞❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
v∞ ③✉✱ ❞✳❤✳ ❢ür ❣r♦ÿ❡ ❩❡✐t❡♥ ✭t → ∞✮ ✈❡r❧ä✉❢t ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♥ ❡①✲
③❡❧❧❡♥t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ♠✐t ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
v ≈ v∞ ✭❞❡s❤❛❧❜ ✇✉r❞❡ ♦❜❡♥ ❞❡r ■♥❞❡① ✒∞✏ ❢ür ❞✐❡s❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
❣❡✇ä❤❧t✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ❣r♦ÿ❡r ❍ö❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❛❧❧s❝❤✐r♠ ❛❜s♣r✐♥❣t
✭v(0) = 0✮✱ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✺✳✶✸✻ ③✉♥ä❝❤st ❧✐✲
♥❡❛r ✉♥❞ ❞❛♥♥ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ s✉❜❧✐♥❡❛r ③✉✱ ❜✐s s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤
❞✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❊♥❞❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v∞ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥
♦❤♥❡ ❋❛❧❧s❝❤✐r♠ ❛❜s♣r✐♥❣t✱ ❣❡s❝❤✐❡❤t ♥✐❝❤ts ❛♥❞❡r❡s✳ ❉❛ ✐♥ ❧❡t③t❡r❡♠
❋❛❧❧ a1 ❦❧❡✐♥❡r ✉♥❞ s♦♠✐t v∞ = g/a1 ❣röÿ❡r ❛✉s❢ä❧❧t✱ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❞❛s ③✉
✈❡r♠❡✐❞❡♥ s✉❝❤❡♥✳

❲❡❧❝❤❡s ❞❡r ♦❜✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ♠❛♥ ❛✉❢ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡s ❢r❡✐❡♥
❋❛❧❧s ❛♥✇❡♥❞❡t✱ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣ ❛❜✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❧ös❡♥
♠✉ss✳ ❲❡♥♥ ❡s ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❡r❢♦r❞❡rt✱ ♠✉ss ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ♥♦❝❤ ❞✉r❝❤ ✇❡✐t❡r❡
❊♥❡r❣✐❡✲ ♦❞❡r ▲❡✐st✉♥❣s❜❡✐trä❣❡ ❡r❣ä♥③❡♥✳ ❊✐♥ t②♣✐s❝❤❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ s✐♥❞ Pr♦✲
❜❧❡♠❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❆✉❢tr✐❡❜ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✻✳✺✳✷✮ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ③✉ ✈❡r♥❛❝❤❧äs✲
s✐❣❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✳
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✺✳✾✳✼ ❘❡✐❜✉♥❣s❦r❛❢t

❋ü❣t ♠❛♥ ③✉ ●❧✳ ✺✳✶✵✵ ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ Pv ❤✐♥③✉✱ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣
❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ♦✛❡♥❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s

d

dt
Ekin(ẋ) = (Fkons + Fext) · ẋ− Pv . ✭✺✳✶✸✼✮

❆♥❛❧♦❣ ③✉r ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❡①t❡r♥❡♥ ❑r❛❢t ✭●❧✳ ✺✳✶✵✷✮ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥
❞✉r❝❤

Pv = −FR · v ✭✺✳✶✸✽✮

❡✐♥❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❦r❛❢t FR✱ ✇♦❜❡✐ v ❤✐❡r ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❞✐s✲
s✐♣❛t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ✐st✳ ❉❛ ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ Pv st❡ts ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ✇❡✐❧ s✐❡
❡✐♥❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ❢♦❧❣t ❛✉s ●❧✳ ✺✳✶✸✽✱ ❞❛ss
❘❡✐❜✉♥❣s❦rä❢t❡ st❡ts ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ③✉r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❣❡r✐❝❤t❡t s✐♥❞✱ ❞✐❡ s✐❡
r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♠ ❢ür ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤❡♥ ▼❡❞✐✉♠s ❤❛❜❡♥✳ ▼✐t ❛♥✲
❞❡r❡♥ ❲♦rt❡♥✿ FR ✐st st❡ts ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ③✉r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❣❡r✐❝❤t❡t✱
♠✐t ❞❡♠ s✐❝❤ ❞❛s ❖❜❥❡❦t r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ▼❡❞✐✉♠ ❜❡✇❡❣t✳ ■st ✐♥ ❞❡r ❘❡✐❤❡♥❡♥t✲
✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ●❧✳ ✺✳✶✸✶ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t β2 ❞♦♠✐♥❛♥t ✉♥❞
❞❛❤❡r Pv ≈ −β2v

2✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ✇❡❣❡♥ v2 = v
2 ❢ür ❞✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❦r❛❢t

FR = −β2v .

❲ä❤❧t ♠❛♥ ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡♠ ❞❛s ❞✐ss✐♣✐❡r❡♥❞❡ ▼❡❞✐✉♠
r✉❤t✱ s♦ ✐st v = ẋ ✉♥❞ ♠✐t ẋ ✐st ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♠ ❛❧s r✉❤❡♥❞
❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❣❡♠❡✐♥t✳ ▼❛♥ ❦♦♠♠t s♦ ❛✉❢

ṗ · ẋ = (Fkons + Fext + FR) · ẋ
✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❢ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ṗ = Fkons + Fext + FR = F , ✭✺✳✶✸✾✮

✇♦❜❡✐ ❤✐❡r ❞✐❡ ❑r❛❢t F ♥✉♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❦r❛❢t ♠✐t ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿt✳ ❑♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈❡ ❑rä❢t❡ s✐♥❞ ✐♠♠❡r r❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❊①t❡r♥❡ ❑rä❢t❡ ❦ö♥♥❡♥ r❡✈❡rs✐❜❡❧ s❡✐♥
✭❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ✇❡♥♥ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ▲❡✐st✉♥❣s❜❡✐trä❣❡ ❤❛♥❞❡❧t✱ ❞✐❡ ♠✐t ❛♥❞❡r❡♥
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥✮✱ ❛❜❡r s✐❡ ♠üss❡♥ ♥✐❝❤t ♥♦t✇❡♥✲
❞✐❣❡r✇❡✐s❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧ s❡✐♥✳ ❘❡✐❜✉♥❣s❦rä❢t❡ s✐♥❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐♠♠❡r ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧✱
❞❡♥♥ s✐❡ st❡❤❡♥ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❜❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥✳ ❋ür ❞✐❡
■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✶✸✾ ✐st ❡s ❛❜❡r ✈ö❧❧✐❣ ❡❣❛❧ ♦❜ ❡✐♥❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ♦❞❡r ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❡♥t③♦❣❡♥ ✇✐r❞✳

❋ü❣t ♠❛♥ ❞✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❦r❛❢t ③✉r t♦t❛❧❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❍❛♠✐❧✲
t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ❤✐♥③✉✱ s♦ ❞❛ss dH

dt = −P − Pv = (Fext + FR)ẋ ❛♥st❛tt ●❧✳ ✺✳✶✶✵
❣✐❧t✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❍❛♠✐❧t♦♥s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

v =
∂H

∂p

F = −∂H

∂x
,
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✇♦❜❡✐ ❞✐❡s♠❛❧ ❛❜❡r ❞✐❡ ❑r❛❢t F ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❦r❛❢t ✐♥❦❧✉❞✐❡rt✱ ❞✳❤✳ F =
Fkons + Fext + FR✳

✺✳✾✳✽ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t

◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ s❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ➘♥❞❡✲
r✉♥❣ s❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛♥♥ ❦❛♥♥ ❡s ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤
❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❣❡s❝❤✐❡❤t ❞❛s ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ❛✉❝❤✳
■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ✉♥❞ ❡s
s♣r✐❝❤t ♥✐❝❤ts ❞❛❣❡❣❡♥✱ ❞❡♥ r❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥
♠ö❣❧✐❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧s
❛♥❛❧②s✐❡rt✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐ss✐♣❛t✐✈ ✉♥❞ s♦♠✐t ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧
✈❡r❧ä✉❢t✱ ❞❛♥♥ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ❛❜✱ ✉♥❞ ❞❛s ✐st ❞✐❡ ❡✐♥③✐❣ ♠ö❣✲
❧✐❝❤❡ Pr♦③❡ssr✐❝❤t✉♥❣✿ ❉❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s✈♦r❣❛♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ❊✐♥❜❛❤♥str❛ÿ❡✳ ❊r✲
❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ❧❛✉❢❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ s♦ ❧❛♥❣❡ ✈♦♥ s❡❧❜st
❛❜✱ ✇✐❡ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ s❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ➘♥❞❡r✉♥❣ s❡✐♥❡r ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ♥✐❝❤t
♠❡❤r ❣❡❤t✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✱ ❞❛♥♥
✐st ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❡rr❡✐❝❤t ✉♥❞ ❡s ✇❡r❞❡♥ ❦❡✐♥❡ ✈♦♥
s❡❧❜st ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠❡❤r ❜❡♦❜✲
❛❝❤t❡t✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❙t❡❧❧❡♥ ✇✐r ✉♥s ❡✐♥❡♥ ❲❛❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ❇❛❤♥ ✈♦r✱ ❞❡♠
❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❆♥❢❛♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ♠✐t❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r✲
❞❡✳ ❊r ❤❛❜❡ ❛❧s♦ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v0 r❡❧❛t✐✈ ③✉ s❡✐♥❡r
❯♠❣❡❜✉♥❣ ✭③✳❇✳ ❞❡r ✐❤♥ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▲✉❢t✮ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥ s✐❡
❞✐ss✐♣✐❡r❡♥ ❜✐s ❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉ s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ③✉r ❘✉❤❡ ❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐❤♥ ✇✐❡❞❡r ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ s❡t③❡♥ ✇✐❧❧✱ s♦ ③❡✐❣t ✉♥s❡r❡ ❆❧❧✲
t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❛♥♥ ♠✉ss ♠❛♥ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❢ü❤r❡♥✱ s♦ ❞❛ss
s❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✇✐❡❞❡r ✈♦♥ ♥✉❧❧ ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥ ✐st✳✻

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s s❡✐ ❣❧❡✐❝❤
❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡❡♥❡r❣✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡
ü❜❡r ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ x ❣❡♠äÿ

Epot(x) = mgx+
1

2
kx2

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✐st✳ ■♥❞❡♠ x ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ ✇✐r❞✱
❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡r❡✲❊♥❡r❣✐❡ mgx ✐♠♠❡r ✇❡✐t❡r ❛❜♥❡❤♠❡♥✳ ❉❡st♦ ❣röÿ❡r

✻❊s ✐st ❡✐♥❡ ❢❡✐♥❡ ■r♦♥✐❡ ❞❡r P❤②s✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆r✐st♦t❡❧✐s❝❤❡ P❤②s✐❦ ❞✐❡ ❆❧❧✲
t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣ ✈ö❧❧✐❣ ③✉tr❡✛❡♥❞ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❤❛t✿ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❑ör♣❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ✉♥❞
❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ❜❡✇❡❣❡♥ s♦❧❧✱ s♦ ③❡✐❣t ✉♥s❡r❡ ❆❧❧t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❛ss ❞❡♠ ❑ör♣❡r ❞❛③✉ stä♥❞✐❣
❊♥❡r❣✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ä✉ÿ❡r❡ ❑r❛❢t ❛✉❢ ❞❡♥ ❑ör♣❡r ✇✐r❦❡♥ ♠✉ss✱ ✇❡✐❧
s✐❝❤ ❞❡r ❆❧❧t❛❣ ✐♥ ▲✉❢t✱ ❲❛ss❡r ♦❞❡r ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❛❜s♣✐❡❧t✳ ❖❤♥❡ ❞✐❡s❡ ä✉ÿ❡r❡
❑r❛❢t ❤ört ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛❧s❜❛❧❞ s❝❤♦♥ ❛✉❢✳
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❛❜❡r |x| ✇✐r❞✱ ❞❡st♦ stär❦❡r ✇ä❝❤st ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❋❡❞❡r
❛♥✳ ❉❡r ❲❡rt x0 ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ x ❞❡s ❙②st❡♠s✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❡r
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✱ ✐st ❞❛s ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ◆✉❧❧s❡t③❡♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣✿

dEpot

dx
= mg + kx = 0 .

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❢ür ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✿ x0 = −mg/k✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡
❘✉❤❡❧❛❣❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ x
♠❡❤r st❛tt✜♥❞❡t✳ ❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❜❡✲
trä❣t Epot(x0) = −(mg)2/2k r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❘❡❢❡r❡♥③③✉st❛♥❞ Epot(0)✳ ❙✐❡
❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✇❡✐t❡r ✈❡r♠✐♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❉❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✲
st✐♠♠t✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐❤r ▼✐♥✐♠✉♠ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❲❡♥♥
♠❛♥ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❞✉r❝❤ ❡①t❡r♥❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ✐♥ ❡✐♥❡♥ ◆✐❝❤t✲
❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ✈❡rs❡t③t✱ s♦ ❦❡❤rt ❡s ❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡ ♥❛❝❤
❡✐♥✐❣❡r ❩❡✐t ✇✐❡❞❡r ✈♦♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ✐♥ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ③✉rü❝❦✳ ❉✐❡
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❢ü❤rt ❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❩❡✐t ❡✐♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ●r✉♥❞✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ s♦ ♥✐❝❤t ❛✉❢tr✐tt✿ ❉✐❡ ❱♦r❣ä♥❣❡
❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ s✐❝❤ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t st❡ts ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❊♥❡r❣✐❡♠✐♥✐♠✉♠s ❞❡s
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠
❤❛❜❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❤♦❝❤ ❛✉s❢❛❧❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞❛s
▼✐♥✐♠✉♠ ♠✐t ❞❡♠ ❤ö❤❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✇❡rt ❡✐♥♠❡t❛st❛❜✐❧❡r ❩✉st❛♥❞ ✳ ❙♦❧❝❤❡ ❩✉✲
stä♥❞❡ s✐♥❞ st❛❜✐❧ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❦❧❡✐♥❡♥✱ ♥✐❝❤t ❛❜❡r ❣❡❣❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥
❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉❛s t✐❡❢st❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡✐♥ st❛❜✐❧❡r ❩✉st❛♥❞ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✳

Pr✐♥③✐♣ ✈♦♠ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

▼❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ✐❤r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡r❢❛❤✲
r✉♥❣s❣❡♠äÿ s♦ ❧❛♥❣❡ ❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❜✐s ❡s ❦❡✐♥❡ ❡r❧❛✉❜t❡ ❩✉st❛♥❞s✲
ä♥❞❡r✉♥❣ ♠❡❤r ❣✐❜t✱ ♠✐t ❞❡r ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r✲
❞❡♥ ❦ö♥♥t❡✳ ❉✐❡ st❛❜✐❧❡ ❊♥❞❧❛❣❡✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
✐❤r ▼✐♥✐♠✉♠ ❛♥♥✐♠♠t✱ ✐st ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ✳



❑❛♣✐t❡❧ ✻

❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦

▼❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ❜③✇✳ ❚❡✐❧✲
s②st❡♠❡♥✱ ❞✐❡ ♠❡✐st ✐❤r❡rs❡✐ts ✇❡✐t❡r t❡✐❧❜❛r s✐♥❞✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ▼❛❦r♦s②st❡♠ ✐st ✉♥s❡r ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠✳ ❊s ❜❡st❡❤t ❛✉s ❞❡r ❙♦♥✲
♥❡✱ ❞❡r ❊r❞❡✱ ❑❧❡✐♥♣❧❛♥❡t❡♥ ✇✐❡ ❈❡r❡s✱ ❑♦♠❡t❡♥✱ ✐♥t❡r♣❧❛♥❡t❛r✐s❝❤❡♠ ❙t❛✉❜
✉s✇✳ ❉❛s s✐♥❞ s❝❤♦♥ ③✐❡♠❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❖❜❥❡❦t❡✳ ❆❜❡r ✐♥ ❥❡❞❡s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✇✐❡✲
❞❡r ❤✐♥❡✐♥③♦♦♠❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s ❚❡✐❧s②st❡♠ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛❧s ❞❛s ✐♥t❡r❡ss✐❡✲
r❡♥❞❡ ▼❛❦r♦s②st❡♠ ❛♥s❡❤❡♥✳ ❏❡❞❡s ❞❛✈♦♥ ❜❡st❡❤t ✇✐❡❞❡r ❛✉s ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉s ❞❡r ❆t♠♦s♣❤är❡✱ ❇❡r❣❡♥✱ ▼❡❡r❡♥✱ ●❛s❡♥✱ ❙t❡✐♥❡♥✱ ❇är❡♥
✉s✇✳ ❉❛s s✐♥❞ ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ③✐❡♠❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❖❜❥❡❦t❡✳ ❉❛ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✇✐❡❞❡r ❤✐♥✲
❡✐♥③♦♦♠❡♥✳ ❆✉❢ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ❞❡s ❩♦♦♠❡♥s ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱
❞❛ss ✇✐r ❞❛❜❡✐ ❛✉❢ ❡✐♥ ▼❛❦r♦s②st❡♠ st♦ÿ❡♥✱ ❞❡ss❡♥ ❚❡✐❧❡ s❝❤❡✐♥❜❛r ♥✐❝❤t
♠❡❤r ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡ ❤♦✲
♠♦❣❡♥ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥✳ ▼❛♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ❡s ❛❜ ❞❛♥♥ ❛❧s ❑♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❞✳❤✳ ❛❧s ❡✐♥
❜❡❧✐❡❜✐❣ ♦❢t ✕ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤ ✕ t❡✐❧❜❛r❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠✳ ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡s ❑❛✲
♣✐t❡❧s ✐st✱ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❤♦♠♦❣❡♥❡ ✉♥❞ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ▼❛❦r♦s②st❡♠❡
③✉ ❡t❛❜❧✐❡r❡♥✳

❆✉s ❞❡♠ ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❤❡r❛✉s③♦♦♠❡♥✳ ❉❛♥♥ ✇✐r❞
❞❛s ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠ ✕ s♦ ❣❡✇❛❧t✐❣ ❣r♦ÿ ❡s ❛✉❝❤ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥ ♠❛❣ ✕ ❛✉❢ ❞❡r ❣❛❧❛❦✲
t✐s❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ str✉❦t✉r❧♦s❡♥ P✉♥❦t✱ ❡rst r❡❝❤t ✇❡♥♥
♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊❜❡♥❡ ✈♦♥ ●❛❧❛①✐❡♥❤❛✉❢❡♥ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❑♦s♠♦s ❤✐♥✲
❛✉s③♦♦♠t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❡①tr❡♠❡r ■❞❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✇❡✐t ❤❡r❛✉s③♦♦♠t✱
❞❛♥♥ ❣❡♥ü❣t ❡✐♥ P✉♥❦t ❛❧s ❛❞äq✉❛t❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❙②st❡♠s✳ ●❡♥❛✉❡r ❣❡s❛❣t✱
❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞❛s ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♠ ❑♦s♠♦s ❞❛♥♥
❞✉r❝❤ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡s ▼❛ss❡♥♣✉♥❦ts✳ ❉✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❛❜❣❡✲
s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠ ❛✉❢ ❞✐❡s❡r ❊❜❡♥❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✱ ✐st s❡✐♥❡ ▼❛ss❡ m ❜③✇✳
s❡✐♥❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U = mc2✳

❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❡r❡♥ ✐♥♥❡r❡ ❙tr✉❦t✉r ♥✐❝❤t ❛✉✢ös❜❛r ✐st ♦❞❡r ♥✐❝❤t ✐♥t❡r❡ss✐❡rt✱
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ✐❤r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❊✐❣❡♥✲
s❝❤❛❢t❡♥ s♣❡③✐✜③✐❡rt✳ ❉❛③✉ ❣❡❤ör❡♥ ③✳❇✳ ▼❛ss❡✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ✭❑❛♣✳ ✾✳✶✮
♦❞❡r ❊✐❣❡♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s ✭s✳ ❘P❑✷✮✳ ❉❡r▼❛ss❡♥♣✉♥❦t ✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❛❧❧❡✐♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡

✷✵✽
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③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❣❡♥ü❣t✱ ✐st ❡✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s✳ ❲❡♥♥
❢ür ❡✐♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣
❣❡♥ü❣t✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r P✉♥❦t❧❛❞✉♥❣ ✳

❘❡❛❧❡ ▼❛t❡r✐❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ▼❛t❡r✐❡♠♦❞❡❧❧❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊①tr❡♠♣♦❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ▼❛t❡r✐❡♠♦❞❡❧❧❡
s✐♥❞ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✲▼♦❞❡❧❧❡ ✉♥❞ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧❡✳

❉✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✐st ❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥s
✈♦♥ ▼❛t❡r✐❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥ ❚❡✐❧❣❡❜✐❡t ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❤②s✐❦✳ ❙✐❡ ❣❡❤t ✈♦♠ ❑♦♥✲
t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❛✉s✳ ▼❛t❡r✐❡ ✇✉r❞❡ ❜✐s ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt
t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛❧s ❡t✇❛s ❑♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡s ❛♥❣❡s❡❤❡♥✱ ❞❛s ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✇❡r✲
❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❉✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss ▼❛t❡r✐❡ ❛✉s ❞✐s❦r❡t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❡t✇❛ ▼♦✲
❧❡❦ü❧❡♥ ♦❞❡r ❆t♦♠❡♥✱ ❛✉❢❣❡❜❛✉t s❡✐♥ ❦ö♥♥t❡✱ ✇✉r❞❡ ❞❛♠❛❧s ✈♦♥ ❞❡r ❣r♦ÿ❡♥
▼❡❤r❤❡✐t ❞❡r P❤②s✐❦❡r ❛❜❣❡❧❡❤♥t✳ ❍❡✉t❡ ❦♦♠♠t ❞❡♠ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ ❞❡r
▼❛t❡r✐❡ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♥✉r ❞❡r ❙t❛t✉s ❡✐♥❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ③✉✳ ❆❜❡r s✐❡ ❡♥t✲
s♣r✐❝❤t ❞❡r ❆❧❧t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣ ❞❡s ▼❡♥s❝❤❡♥ ✉♥❞ ✐st ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡✲
r❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ r❡❝❤t ❜r❛✉❝❤❜❛r✳ ❉✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♣❤②s✐❦
✐st ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ P❤②s✐❦✳ ❙✐❡ ✈❡r❜❧❡✐❜t ✐♠ ❉❡s❦r✐♣t✐✈❡♥ ✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤t
♥✐❝❤t ③✉ ❡r❣rü♥❞❡♥✱ ✇❛r✉♠ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❛✉❢❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥✲
❣❡ s♦ s✐♥❞✱ ✇✐❡ s✐❡ s✐♥❞✳

❊✐♥❡ ❡rst❡ ❣r♦❜❡ ❊✐♥t❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ❞❡♥ ✈✐❡r ❛♥t✐❦❡♥
❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❊r❞❡✱ ❲❛ss❡r✱ ▲✉❢t ✉♥❞ ❋❡✉❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆ttr✐❜✉t❡ ❢❡st✱ ✢üss✐❣✱
❣❛s❢ör♠✐❣ ♦❞❡r ♣❧❛s♠❛❛rt✐❣ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❡rst❡♥ ❞r❡✐ s✐♥❞ ■❤♥❡♥ ❛✉s ❞❡♠
❆❧❧t❛❣s❧❡❜❡♥ ❣❡❧ä✉✜❣✳ ❉❛s s✐♥❞ ❞✐❡ ❞r❡✐ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❆❣❣r❡❣❛t③✉stä♥❞❡✳ ❋❡st✲
❦ör♣❡r ✉♥❞ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❢❛sst ♠❛♥ ③✉r ❑♦♥❞❡♥s✐❡rt❡♥ ▼❛t❡r✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥✱
✇❡♥♥ ♠❛♥ ✐❤r❡ ✭♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✮ ❇❡✐❜❡❤❛❧t✉♥❣ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ❜③✇✳ ❞✐❡ ✐♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ●❛s❡♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❜❡t♦♥❡♥ ✇✐❧❧✳ ❋❧üs✲
s✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ●❛s❡ ❢❛sst ♠❛♥ ③✉ ❞❡♥ ❋❧✉✐❞❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡❤❡r ❞✐❡
❋❧✐❡ÿ❢ä❤✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❯♥❜❡stä♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋♦r♠ ❤❡r❛✉sstr❡✐❝❤❡♥ ♠ö❝❤t❡✳

❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡ ▼❛t❡r✐❡

{
❋❡st❦ör♣❡r

❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥
}

❋❧✉✐❞❡
●❛s❡

❯♠ ❞✐❡s❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ ✇✐r❞
❞✐❡ ▼❛t❡r✐❡ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛❧s ✐s♦tr♦♣ ❛♥❣❡s❡❤❡♥✳ ❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ✐s♦tr♦♣❡♥
▼❛t❡r✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❢ür ❛❧❧❡ ●❛s❡✱ ❢ür ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥
✉♥❞ s❡❤r ✈✐❡❧❡ ❋❡st❦ör♣❡r✳ ❆♥✐s♦tr♦♣❡ ▼❛t❡r✐❡ ✭③✳❇✳ ❑r✐st❛❧❧❡ ♦❞❡r ❋❧üss✐❣✲
❦r✐st❛❧❧❡✮ ✇✐r❞ s♣ät❡r ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✭s✳ ❘P❑✸✮✳ ▼❡✐st ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❡
❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ❛✉❝❤ ❛❧s ❤♦♠♦❣❡♥ ✈♦r❛✉ss❡t③❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡t♦♥❡♥
♠ö❝❤t❡✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡r ▼❛t❡r✐❡❜❡r❡✐❝❤ ❡✐♥❡s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♥ ❙tü❝❦ ▼❛t❡✲
r✐❡ ❤♦♠♦❣❡♥ ✐st✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❡r P❤❛s❡✳ ❉❛s ❲♦rt ✒P❤❛s❡✏ ❤❛t ✐♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ▼❛t❡r✐❡ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❛❧s ✐♥ ❑❛♣✳ ✺✳✹✳✷✳
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❙♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡✱ s♦ ♠❡✐♥t ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥
❇❡r❡✐❝❤ ❡✐♥❡s ✢üss✐❣❡♥ ❙t♦✛❡s✳

❲❡♥♥ ❡✐♥ P❤②s✐❦❡r ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❡ ❡r❢♦rs❝❤❡♥ ✇✐❧❧✱ ❞❛♥♥
❦❛♥♥ ❡r ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ✒▼❛t❡r✐❡✏ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳ ■♠ ▲❛❜♦r ❤❛t ❡r ♥✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠
❛❜str❛❦t❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ③✉ t✉♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥❦r❡t❡♥ Pr♦❜❡✳ ❉❛s ❡♥❣❧✐s❝❤❡
❲♦rt ✒s❛♠♣❧❡✏ tr✐✛t ❞❡♥ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ❜❡ss❡r✿ ▼✐t ❡✐♥❡♠ ✒s❛♠♣❧❡✏ ❧✐❡❣t ❡✐♥
✒❇❡✐s♣✐❡❧✏ ❢ür ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ✈♦r✱ ü❜❡r ❞❡ss❡♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡t✇❛s
❤❡r❛✉s❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ♥✐❝❤t ❛❜❡r ❞❛s ❛❜str❛❦t❡ ▼❡❞✐✉♠ ❛♥ s✐❝❤✳

❙t♦✛♠❡♥❣❡✳ ❊✐♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣r♦❜❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ r❡✲
♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ✐st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ▼❛ss❡✳ ❉❛❤❡r ✐st ❡s ♥❛❤❡❧✐❡❣❡♥❞✱
s✐❡ ❛✉❝❤ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ m s❡❧❜st ③✉ s♣❡③✐✜③✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡
▼❛ss❡ s♦❧❧ ❞❛s ✈♦r❧ä✉✜❣❡ ▼❛ÿ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ s❡✐♥✳ ❉✐❡ ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ ❉❡✲
✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❇❡❣r✐✛s ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❡r❢♦❧❣t s♣ät❡r ✭s✳ ❑❛♣✳ ✽✳✷✮✳ ❉❛s
❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ■♥str✉♠❡♥t ③✉r ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥❜❡st✐♠♠✉♥❣ ❜③✇✳ ③✉♠
❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤ ✐st ❞✐❡ ❲❛❛❣❡ ✭❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❑ü❝❤❡♥✇❛❛❣❡✮✳

❉✐❝❤t❡✳ ❉✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✇ä❝❤st ♠✐t ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ❞❡r Pr♦❜❡ ❛♥✿

m = ρV .

❉✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛ ✉♥❞ s❡✐♥❡♥ ❆❣❣r❡❣❛t③✉st❛♥❞ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✲
t✐s❝❤❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ ρ ✇✐r❞ ❛❧s ❉✐❝❤t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❉❡r ❡rst❡ ❙❝❤r✐tt✱ ❞❡r ❥❡❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ✈♦r❛✉s❣❡❤t✱ ✐st ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ Pr♦✲
❜❡♥♣rä♣❛r❛t✐♦♥✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ❣❛♥③ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞ ❞❛❢ür s❡✐♥✱ ♦❜ ♠❛♥ ❢ür ❡✐♥❡ ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡ ❛✉❢s❝❤❧✉ssr❡✐❝❤❡ ❆♥t✇♦rt ❡r✲
❤ä❧t ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳

❉✐❡ ♣rä♣❛r✐❡rt❡♥ Pr♦❜❡♥ ❤❛❜❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ●röÿ❡✱ ❋♦r♠✱ ❖❜❡r✲
✢ä❝❤❡ ✉s✇✳✱ ✉♥❞ ❛❧❧ ❞❛s ❜❡❡✐♥✢✉sst ✖ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❞❡s ❙t♦✛❡s ✖ s❡❧❜st✲
✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s✱ ✇❛s ♠❛♥ ❞❛r❛♥ ♠❡ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ✇✐❝❤t✐❣❡
❙❝❤r✐tt ❡✐♥❡r ♠❛t❡r✐❛❧♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❜❡st❡❤t ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞❛r✐♥✱ ❞✐❡
▼❡ss✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❦♦♥t✐♥❣❡♥t❡♥ ✭❞✳❤✳ ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥✮ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥❤❡✐t❡♥
❞❡r ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ Pr♦❜❡ ③✉ ❡♥t❦❧❡✐❞❡♥✳ ❊rst ❞❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✉ ❞❡♥ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦rst♦ÿ❡♥✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ■❤♥❡♥ ❞✐❡s❡r ❣r✉♥❞❧❡✲
❣❡♥❞❡ ❙❝❤r✐tt ❤✐❡r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❛♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ❛✉s ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦
✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✱ s♦ ❣❡❤t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ s❡❤r ä❤♥✲
❧✐❝❤ ✈♦r✳ ❙♦ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ③✳❇✳ s♣ät❡r s❡❤❡♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣r♦❜❡ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ✈♦♥ s❡✐♥❡♥ ❦♦♥t✐♥❣❡♥✲
t❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥ ❜❡❢r❡✐t✱ ✉♠ ③✉r ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ●röÿ❡✱ ❞❡♠
s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞✱ ✈♦r③✉st♦ÿ❡♥ ✭s✳ ●❧✳ ✶✵✳✹✾✮✳ ▼✐t ❩✉s❛t③ ✒s♣❡③✐✜s❝❤✏
✇❡✐st ♠❛♥ ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❜❧♦ÿ ✈♦♥ ❡✐♥❡r Pr♦❜❡♥❡✐❣❡♥✲
s❝❤❛❢t s♣r✐❝❤t✱ s♦♥❞❡r♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞✐❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙t♦✛
❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤ ✐st✱ ❞✳❤✳ ✈♦♥ ❡✐♥❡r st♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✿ ✭❛✮ ◆❛❤❡③✉ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡❧❛st✐s❝❤ ❞❡❢♦r♠✐❡r❜❛r❡
✭❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡✮ ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ✭❜✮ ❯♥❣❡s❝❤❡rt❡s ❑❛rt❡♥❞❡❝❦ ♠✐t ❙❝❤❡r✇✐♥❦❡❧
α = 0 ✭❝✮ ❯♠ ❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α ≈ 25➦ ❣❡s❝❤❡rt❡s ❑❛rt❡♥❞❡❝❦✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❣❡③❡✐❣t❡
❙❝❤❡r❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐st ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✉♥❞ s♦♠✐t ♣❧❛st✐s❝❤

✻✳✶ ❊❧❛st✐③✐tät

❊✐♥ ❑ör♣❡r ❜❡s✐t③t ❡✐♥❡ ●❡st❛❧t✱ ❞✐❡ ❢ür ✐❤♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤ ✉♥❞ st❛t✐♦♥är
✐st✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐❤♥ ✐♥ ❘✉❤❡ ❧ässt✱ ä♥❞❡rt s✐❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ✐♠ ❇❛❞❡③✐♠♠❡r ✭❆❜❜✳ ✻✳✶❛✮ ❞rü❝❦t✱ ä♥❞❡rt
s✐❡ ✐❤r❡ ●❡st❛❧t✱ ❞♦❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✐♥ ❘✉❤❡ ❧ässt✱ ♥✐♠♠t s✐❡
♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❲❡✐❧❡ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ●❡st❛❧t ❛♥✱ ❞✐❡ s✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❤❛tt❡✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡
●❡st❛❧t✱ ❞✐❡ s✐❡ ✐♠ st❛t✐♦♥är❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❜③✇✳ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❤❛t ✭●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✮ ✉♥❞ ✇♦r❛♥ ❥❡❞❡r s✐❡ s♦❢♦rt ❛❧s ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ❡r❦❡♥♥t✳

❊❧❛st✐③✐tät ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ r❡✈❡rs✐❜❧❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦✲
♥❡♥✳ ■rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦✲
♥❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡♥ ❙t❛♣❡❧
❙♣✐❡❧❦❛rt❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✳✶❜ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❧❛❣❡ ✐♥ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✳✶❝
❣❡③❡✐❣t❡ ❊♥❞❧❛❣❡ ü❜❡r❢ü❤rt✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❯♥✲
t❡r❦❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡ ❢ür ❞✐❡ ●❡st❛❧tä♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r r❡❛✲
❧❡♥ ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ❛✉❢st❡❧❧❡♥ ✇✐❧❧✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ❡✐♥❡ ③✐❡♠❧✐❝❤ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡
❙❛❝❤❡ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❡ ❛✉❢ ✈✐❡❧❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✲
❧✐❝❤❡ ❆rt❡♥ ❞❡❢♦r♠✐❡r❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ✈♦♥ ✈♦r♥ ❤❡r❡✐♥ ♥✐❝❤t ❦❧❛r ✐st✱ ✇❛s
❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✇är❡✳ ❩✇❡✐t❡♥s ✐st ✐❤r❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✇❛r
ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞ ❡❧❛st✐s❝❤ ❛❜❡r ❞♦❝❤ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ❦❧❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ♣❧❛st✐s❝❤✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥
✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❊♥t❡♥✲❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❢❣❡✇❛♥❞t ❤❛t✱ ♥✐❝❤t
♠❡❤r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉rü❝❦❜❡❦♦♠♠❡♥✳ ❩✉♠ ❞r✐tt❡♥ ❜❡st❡❤t ❡✐♥❡ ❑♦♠♣❧✐❦❛t✐♦♥
❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥t❡ ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡st❡❤t✳
❊s s♦❧❧ ❤✐❡r ❞❛❤❡r ❣❛r ♥✐❝❤t ❡rst ✈❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❡t✇❛s ❙❝❤✇✐❡r✐❣❡s ✇✐❡
❡✐♥❡ r❡❛❧❡ ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ③✉ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡s❡s ❇✉❝❤ ✐st ❡✐♥❡ ❊✐♥❢ü❤✲
r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ P❤②s✐❦✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ s♦❧❧❡♥ ❤✐❡r ♥✉r ❡✐♥✐❣❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❙t❛♥❞❛r❞❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥❡♥ ♥❡❜st ✐❤r❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✿
❉❡❤♥✉♥❣ ✭❜③✇✳ ❙t❛✉❝❤✉♥❣✮✱ ❙❝❤❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❚♦rs✐♦♥✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡ r❡✐♥❡ ❱♦❧✉✲
♠❡♥❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏❡❞❡ ❞❛✈♦♥ ❦ö♥♥t❡ ❛❧s ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡r ✭r❡✈❡rs✐❜❧❡r✮
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♦❞❡r ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ♣❧❛st✐s❝❤❡r ✭♥✐❝❤t✲r❡✈❡rs✐❜❧❡r✮ ●r❡♥③❢❛❧❧ r❡❛❧✐s✐❡rt s❡✐♥ ♦❞❡r
✐r❣❡♥❞✇♦ ❞❛③✇✐s❝❤❡♥ ❧✐❡❣❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ✉♥❞ ❞❡♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧ ✇❡r✲
❞❡♥ ♥✉r ▼♦❞❡❧❧❡ ❢ür ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❜③✇✳ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
✈♦♥ ▼❡❞✐❡♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ✉♥❞ ✐s♦tr♦♣❡♥ ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❛✉s❣❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥
●röÿ❡♥ E ✭❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧✮✱ µ ✭◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥✮✱ G ✭❙❝❤❡r♠♦❞✉❧✮✱ kT
✭❚♦rs✐♦♥s♠♦❞✉❧✮ ✉♥❞ K ✭❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧✮ s✐♥❞ ♥✐❝❤t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥✲
❡✐♥❛♥❞❡r✳ ■❤r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ s♦❧❧ ❛♥ ❛♥❞❡r❡r ❙t❡❧❧❡ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✭s✳
❘P❑✸✮✳

✻✳✶✳✶ ❉❡❤♥✉♥❣

❇❡✐ ❡✐♥❡r ❋❡❞❡r ♠✉ss ♠❛♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❢ü❤r❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✲
●❡st❛❧t ä♥❞❡r♥ ♠ö❝❤t❡✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ❧❡✐❝❤t ❡✐♥s❡❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ✐♥
❆❜❜✳ ✺✳✷ ❣❡③❡✐❣t❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✉♠❞r❡❤t✿ ▼❛♥ ❧ässt ❡✐♥❡♥ ❲❛❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡✲
❣❡❜❡♥❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❋❡❞❡r ❛✉✢❛✉❢❡♥ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ✈❡rs❝❤✇✉♥❞❡♥ ✐st✱ ❧✐❡❣t ❡✐♥❡ ❋❡❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ●❡st❛❧t ❜③✇✳ ♠✐t
❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x r❡❧❛t✐✈ ③✉r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ●❡st❛❧t ✈♦r✳ ❉✉r❝❤
❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❋❡❞❡r✳ ❉❛ ❞✐❡ ❞❛❜❡✐ ❛✉❢✲
tr❡t❡♥❞❡ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ♥✐❝❤t ✈❛❧✐❞❡ ♠❡ss❜❛r ✐st✱
❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❋❡❞❡r ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ❛✉s ❞❡r ❘✉❤❡❧❛❣❡ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ✇ä❤❧t✳

❆♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❦♦♠♠t ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❜③✇✳ ❙t❛✉❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❙t❛✲
❜❡s ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙t❛❜❛❝❤s❡ ❛♥ ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❤❡r❛♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❡✐♥❡r ❋❡❞❡r ✈♦r❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❣❡s❡t③ ✭❑❛♣✳ ✺✳✷✳✸✮ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❯♠ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ③✉
❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ♥❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛❧s ▼❛t❡r✐❛❧♣r♦❜❡ ❡✐♥❡♥ ❙t❛❜✱ ❞❡r ✐♠ ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤t ♠✐t s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ l ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt A ❤❛❜❡♥
♠ö❣❡ ✉♥❞ ❞❡r ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥❞❡♥ ❙t♦✛ ❜③✇✳ ❛✉s ❡✐♥❡♠
✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❣❡❢❡rt✐❣t s❡✐♥ ♠ö❣❡✳ ❉✐❡s❡r ✇✐r❞ ❛♥ ❜❡✐❞❡♥ ❊♥❞❡♥
❡✐♥❣❡s♣❛♥♥t ✉♥❞ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙t❛❜❛❝❤s❡ ❣❡❞❡❤♥t ✭❜③✇✳ ❣❡st❛✉❝❤t✮✳ ❆❧s ❜❡✲
♦❜❛❝❤t❜❛r❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ❛✉s
❞❡r ❘✉❤❡❧❛❣❡ ❛❧s ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣ ✉♥❞ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❜❡✐ ❋❡❞❡r♥ ❞❛s
❍♦♦❦❡s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❣❡s❡t③

Epot(x) =
1

2
kx2 ✭✻✳✶✮

③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣s❡✐❣❡♥✲
s❝❤❛❢t st❡❝❦t ✒✐r❣❡♥❞✇✐❡✏ ✐♥ ❞❡r ✒❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡♥✏ k✿ ❋ür ❣❧❡✐❝❤❡ Pr♦❜❡♥❛❜✲
♠❡ss✉♥❣❡♥ ❤ä♥❣t k ♥✉r ♥♦❝❤ ✈♦♠ Pr♦❜❡♥♠❛t❡r✐❛❧ ❛❜✳ ❯♠ ③✉r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡✐♥❡r
♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ●röÿ❡ ③✉ ❦♦♠♠❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞✐❡ P❛r❛❧❧❡❧s❝❤❛❧t✉♥❣
✉♥❞ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥s❝❤❛❧t✉♥❣ ✈♦♥ ❙tä❜❡♥✿

P❛r❛❧❧❡❧s❝❤❛❧t✉♥❣✿ ❊s s❡✐❡♥ N ❙t❛❜♣r♦❜❡♥ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡r ▲ä♥❣❡ ✉♥❞ ❣❧❡✐✲
❝❤❡♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt A1 ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡s❝❤❛❧t❡t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧❧❡
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✉♠ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ x ❞❡❤♥t✱ s♦ ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡ ✐st✱ ❞❛ss s✐❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ N ❛♥✇ä❝❤st✳
❉❛ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ A = AN = NA1 ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ ③✉ N ❛♥✇ä❝❤st✱ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s✱ ❞❛ss

k ∝ A .

❘❡✐❤❡♥s❝❤❛❧t✉♥❣✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ N ❙t❛❜♣r♦❜❡♥ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡r ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä✲
❝❤❡ ✉♥❞ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♥ ▲ä♥❣❡ l1 ✐♥ ❘❡✐❤❡ s❝❤❛❧t❡t✱ ✐♥❞❡♠
♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✐♥❞❡t✱ s♦ ✈❡rt❡✐❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❆✉s✲
❧❡♥❦✉♥❣ x ❞❡s ●❡s❛♠tst❛❜❡s ❞❡r ▲ä♥❣❡ l = Nl1 ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣ ❛✉❢ ❛❧❧❡
❙tä❜❝❤❡♥ ❞❡r ▲ä♥❣❡ l1 ✉♥❞ ❜❡trä❣t x1 = x/N ✳ ❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡
❞❡s ❙t❛❜❡s ✇ä❝❤st ❞❛❤❡r ♠✐t ❞❡r ▲ä♥❣❡ l ❣❡♠äÿ

Epot(x) =
∑

Epot(x1) = N
1

2
k1x

2
1 =

1

2
(k1/N)x2

❛♥ ❜③✇✳ ♠✐t
k ∝ 1/l .

❆✉s ❜❡✐❞❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥ ❢♦❧❣t

k = E
A

l
. ✭✻✳✷✮

❉✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡ k ❡✐♥❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣r♦❜❡ ✇ä❝❤st ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ♥✐♠♠t ✉♠❣❡❦❡❤rt ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r
▲ä♥❣❡ ❞❡s ❙t❛❜❡s ❛❜✳ ❉✐❡ ♥♦❝❤ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ E ✐st
❡✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛❧s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❉❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ✈♦♥ ❊✐s❡♥ ❧✐❡❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣
✈♦♥ E ≈ 1011 J/m3✳

❉❡♠ ❤✐❡r ❛✉❢❣❡③❡✐❣t❡♥ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡♥ ❲❡❣✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❢ür ❡✐♥❡ Pr♦❜❡ ♠✐t
❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ❤❡r❛✉s❛r❜❡✐t❡t✱
✇❡r❞❡♥ ❙✐❡ ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ❤ä✉✜❣ ❜❡❣❡❣♥❡♥ ✭❢ür ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
▲❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t ✈❣❧✳ ③✳❇✳ ●❧✳ ✶✵✳✹✾✮✳ ❉❡♠ ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ●❡s❡t③

Epot(x) =
1

2
E
A

l
x2

❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❋♦r♠ ❣❡❜❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣
ε = x/l ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡✐♥❢ü❤rt✳ ▼✐t ❞❡♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈♦❧✉♠❡♥ V =
Al ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥

Epot(ε) =
1

2
V Eε2 . ✭✻✳✸✮

●❧✳ ✻✳✸ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛♥♥ s♦ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✉♠ ε ❣❡❞❡❤♥t❡♥
▼❡❞✐✉♠✱ ❞❡ss❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ✐st✱ ❡✐♥❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡

Epot(ε)/V =
1

2
Eε2
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❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❙t❛❜ ❛✉❢
❞❛s ❣❛♥③❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣ ✈❡rt❡✐❧t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡
✐st✱ ✐st ❞❛s ❛✉❝❤ s♦ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✳ ❉❛❤❡r ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡
s♣❡③✐✜s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣röÿ❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞❛ss ✇✐r ❞✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛✲
❧✐tät ③✉♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ❡✐♥❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣r♦❜❡ ❡①♣❧✐③✐t s✐❝❤t❜❛r ♠❛❝❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠
✇✐r ❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❜❡♥✈♦❧✉♠❡♥ s❦❛❧✐❡r❡♥❞❡♥ ❋❛❦t♦r V st❡ts s♦ ❤❡r❛✉s③✐❡❤❡♥
✇✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✻✳✸✳

P♦✐ss♦♥③❛❤❧✳ ❊✐♥❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❣❡❤t ✐♠♠❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❑♦♥tr❛❦t✐♦♥ ❞❡r
◗✉❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❤❡r✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ r✉♥❞❡♥ ❙t❛❜ ❞❡r ❉✐❝❦❡ d ✐st ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡✲
❜❡r❡✐♥✐❣t❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❉✐❝❦❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ∆d/d✳ ❋ür ✐s♦tr♦♣❡
▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ s✐♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❉✐❝❦❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st

∆d

d
= −µ

∆l

l
. ✭✻✳✹✮

❉❡r ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❤❡r❛✉s❣❡③♦❣❡♥❡ ▼✐♥✉s③❡✐❝❤❡♥ ♣♦s✐t✐✈
❞❡✜♥✐❡rt❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❋❛❦t♦r µ ❤❡✐ÿt P♦✐ss♦♥③❛❤❧ ✳

✻✳✶✳✷ ❘❡✐♥❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣❡♥

❋ür ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❣✐❜t ❡s ③✇❡✐ ✇✐❝❤t✐❣❡ ●r❡♥③❢ä❧❧❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♥
❡✐♥❡r r❡✐♥❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♥ ❡✐♥❡r r❡✐♥❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣✳ ❘❡✐♥❡
❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ●❡st❛❧tsä♥❞❡r✉♥❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❦♦♥st❛♥t
❜❧❡✐❜t✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ r❡❛❧✐s✐❡rt✱ ✇✐r❞ ♠❛♥ ♥ä❤❡r ❛♥ ❞❡♠ ❡✐♥❡♥ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧
❧✐❡❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✿
❲❡♥♥ ❡✐♥ ❚❛✉❝❤❡r ❞✐❡ ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ③✉♠ ▼❡❡r❡s❜♦❞❡♥ ♠✐t♥✐♠♠t✱ ✐st ❞✐❡
r❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❛s ❛❞äq✉❛t❡r❡ ▼♦❞❡❧❧✳ ❲❡♥♥ ❡r ✐❤r ❞❡♥ ❍❛❧s ✈❡r✲
❞r❡❤t✱ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ✉♠ ❡✐♥❡ ❚♦rs✐♦♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡❤❡r
✉♠ ❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣✳

❙❝❤❡r✉♥❣✳ ❆❧s ❙❝❤❡r✲❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❙❝❤❡r✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❉❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✳✶❜ ❣❡③❡✐❣t❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❛❣❡ ✭❙❝❤❡r✇✐♥❦❡❧ α =
0✮ ✐♥ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✳✶❝ ❣❡③❡✐❣t❡ ❊♥❞❧❛❣❡ ✭❙❝❤❡r✇✐♥❦❡❧ α ≈ 25➦✮ ü❜❡r❢ü❤rt✳
❊s ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❞❡♥ ❚②♣✉s ❡✐♥❡r r❡✐♥❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣
♦❤♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❤❛♥❞❡❧t✳ ❆❜❜✳ ✻✳✶ ③❡✐❣t ❞✐❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛♥t❡ ❡✐✲
♥❡r ❙❝❤❡r❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❙❝❤❡r✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ❡❧❛st✐s❝❤ ✭✦✮✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞❡♥ ❙❝❤❡r✇✐♥❦❡❧ α ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✇ä❤❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚❛②❧♦rr❡✐❤❡ ✉♠ α = 0 ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❉❛ ❡s ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤❡rr✐❝❤✲
t✉♥❣ ❛♥❦♦♠♠t✱ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♥✉r ❣❡r❛❞❡ P♦t❡♥③❡♥ ✈♦♥
α ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ▼❡✐st ❣❡♥ü❣t ❞❛s ❡rst❡ ●❧✐❡❞

Epot(α) =
1

2
V Gα2 ✭✻✳✺✮
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❞✐❡s❡r ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣✱ ✉♠ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉sr❡✐✲
❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❡r ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❋❛❦t♦r G ❤❡✐ÿt ❙❝❤❡r✲
♠♦❞✉❧ ✳

❚♦rs✐♦♥✳ ❊✐♥ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡r ❙t❛❜ ❤❛❜❡ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ l ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❘❛❞✐✉s r✳
❲❡♥♥ ❖❜❡r✲ ✉♥❞ ❯♥t❡rs❡✐t❡ ✉♠ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ϕ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❞r❡❤t s✐♥❞✱
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❆rt ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧s ❚♦rs✐♦♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❚♦rs✐♦♥
st❡❧❧t ❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❛r✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ❙❝❤❡r✉♥❣ ❜❧❡✐❜t ❛❜❡r
♥✐❝❤t ♥✉r ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✿ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❚♦rs✐♦♥ ❜❧❡✐❜t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❖❜❡r✲
✢ä❝❤❡ AG = 2π(r2 + rl) ❞❡s ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡rs ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✱ ❞✳❤✳ s❡✐♥❡
●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ③✉♠ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▼❡❞✐✉♠✳ ❉❛ ❡s ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣
❛♥❦♦♠♠t✱ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❞❡r ❚❛②❧♦rr❡✐❤❡
♥✉r ❣❡r❛❞❡ P♦t❡♥③❡♥ ✈♦♥ ϕ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ■♥ ❡rst❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡ ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤

Epot(ϕ) =
1

2
V kTϕ

2 ✭✻✳✻✮

♠✐t ❡✐♥❡r ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❚♦rs✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ kT ❞❛rst❡❧❧❜❛r✳

■❞❡❛❧❡ ❋❧✉✐❞❡✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❙❝❤❡r♠♦❞✉❧ G ✉♥❞ ❞✐❡ ❚♦rs✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ kT ❡✐✲
♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠s ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✱ ✐st ❥❡❞❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ♦❤♥❡ ✒❊♥❡r✲
❣✐❡❦♦st❡♥✏ ✭❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡✱ s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✷✳✶✮ ♠ö❣✲
❧✐❝❤✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ✐st ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❢ür ❥❡❣❧✐❝❤❡ ❋♦r♠ ✐♠
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✳ ❊✐♥ s♦❧❝❤❡s ▼❡❞✐✉♠ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❢❛❧❧ ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥
❋❧✉✐❞s✳

✻✳✶✳✸ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät

❉❛ ✐❞❡❛❧❡ ❋❧✉✐❞❡ ✐❤r❡ ❋♦r♠ ❡♥❡r❣✐❡♥❡✉tr❛❧ ä♥❞❡r♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✈❡r❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ❱♦❧✉✲
♠❡♥❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧s ✐❤r❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤ r❡❧❡✈❛♥t❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ●❡st❛❧ts❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋ür ❋❡st❦ör♣❡r ❧✐❡❣❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♥✉r ❞❛♥♥ r❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥❡♥ ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✇✐♥❦❡❧✲ ✉♥❞ ✈❡r❤ä❧t♥✐str❡✉ s✐♥❞✳ ❉❛❤❡r
✇✐r❞ ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❡✐♥ ✐❞❡❛❧❡s ❋❧✉✐❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❊s
❤❛❜❡ ❞❛s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈♦❧✉♠❡♥ V0✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ä♥✲
❞❡r♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❢ü❤rt✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r Pr♦❜❡
❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♠✐t ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣
∆V = V − V0 ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■st ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣ ❦❧❡✐♥✱ s♦ ✐st
❡s ❢ür ❞✐❡ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡❣❛❧✱ ♦❜ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡
♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇✐r❞✱ ✇❡✐❧ ❞❡r
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❞❡r ❩✉st❛♥❞ ♠✐t ❞❡r ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st✳ ■♥ ♥✐❡❞✲
r✐❣st❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ✇ä❝❤st ❞❛❤❡r ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡r
r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ∆V/V0 ❛♥✿

Epot(V ) =
1

2
V0K

(
∆V

V0

)2

. ✭✻✳✼✮
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❉✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡ K ❤❡✐ÿt ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧ ✳ ❲❡✲
❣❡♥ ∆V = ∆V (V ) = V − V0 ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ✭♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥✮ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s✲
♠♦❞✉❧ ❛✉s Epot(V )✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ③✇❡✐♠❛❧ ♥❛❝❤ V ❞✐✛❡r❡♥③✐❡rt✿

K = V0
d2Epot

dV 2
. ✭✻✳✽✮

❉❡r ❑❡❤r✇❡rt

κ =
1

K
✭✻✳✾✮

❞❡s ✭♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥✮ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧s ✐st ❞✐❡ ✭♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡✮ ❑♦♠♣r❡ss✐✲
❜✐❧✐tät ✳

●❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❞❡r ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧K ❤❛❜❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ③✉✈♦r ❜❡s♣r♦❝❤❡✲
♥❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ E ✭❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧✮✱ G ✭❙❝❤❡r♠♦❞✉❧✮ ✉♥❞ kT
✭❚♦rs✐♦♥s♠♦❞✉❧✮ ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❜③✇✳ ❞❡s
❉r✉❝❦s✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s♦ ✐♥ P❛s❝❛❧ ❣❡♠❡ss❡♥✳

✻✳✷ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥♣❤ä♥♦♠❡♥❡

▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧ ❜❡✇❡❣❡♥ ✇✐r ✉♥s ✐♥ ❞❛s ❚❡✐❧❣❡❜✐❡t ❞❡r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥
P❤②s✐❦ ❤✐♥❡✐♥✱ ✇♦ ❡s ✇❡♥✐❣❡r ✉♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥❢r❛❣❡♥ ❣❡❤t✱ s♦♥✲
❞❡r♥ ♠❡❤r ✉♠ ❦♦♥❦r❡t❡ ✉♥❞ ❛♥✇❡♥❞✉♥❣sr❡❧❡✈❛♥t❡ ❋r❛❣❡♥ ❛✉s ❞❡r ❚❡❝❤♥✐❦✳
❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❞❛❤❡r ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ ✈✐❡❧ P❤②s✐❦ ❧❡r♥❡♥✱ ❛❜❡r ❡✐♥
♣❛❛r ❉✐♥❣❡✱ ❞✐❡ ❙✐❡ ✇✐ss❡♥ s♦❧❧t❡♥✱ ❜❡✈♦r ❙✐❡ ❞❛♠✐t ❧♦s❧❡❣❡♥✱ s✐❝❤ ■❤r❡♥ ❡rs✲
t❡♥ ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r ③✉ ❜❛✉❡♥✳ ▼✐t ❞❡r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ✉♥s
✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇✉❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡s♦♥❞❡rs ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❜❡❢❛ss❡♥✱ ❞❡♥♥ ❡s s♦❧❧ ❥❛ ✐♥ ❡rs✲
t❡r ▲✐♥✐❡ ❡✐♥ P❤②s✐❦❜✉❝❤ s❡✐♥✳ ❲✐r s❝❤♥✉♣♣❡r♥ ❛❧s♦ ♥✉r ❤✐♥ ✉♥❞ ✇✐❡❞❡r ✐♥
❞✐❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ P❤②s✐❦✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❆❤♥✉♥❣ ❞❛✈♦♥ ③✉ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ✇❛s ❞✐❡ ❞♦rt
✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ❚❤❡♠❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞♦rt ❛r❜❡✐t❡t✳

✻✳✷✳✶ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡

❉❛s ❇❡s♦♥❞❡r❡ ❛♥ ❞❡r ❚♦rs✐♦♥ ❡✐♥❡s ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡rs ✐st✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t ♥✉r
❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜t✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ s❡✐♥❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❜③✇✳ ❣❡♥❛✉✲
❡r✱ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡✱ ❞✐❡ ✐❤♥ ✈♦♥ s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛❜❣r❡♥③t✱ ❞✳✐✳ s❡✐♥❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡
AG✳ ❋❧✉✐❞❡ ❡r✇❡✐s❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❛❧s ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡
❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✐ ❚♦rs✐♦♥ ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✳ ❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ❋❧✉✐❞s ✐st ❞✉r❝❤
kT = 0 ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ♠❛♥ ✇❡❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ AG ✈❡rä♥❞❡rt✱
❞✐❡ ❡s ✈♦♥ s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛❜❣r❡♥③t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ ❋❧üss✐❣❦❡✐ts✲
♦❞❡r ●❛ss❝❤✐❝❤t❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❞r❡❤❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❛③✉ ❊♥❡r❣✐❡
❛✉❢✇❡♥❞❡♥ ♠✉ss ✭❚♦rs✐♦♥ ✉♥❞ ❙❝❤❡r✉♥❣ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❤✐❡r ❡✐♥ ✇❡♥✐❣✳✮✳

❙♦❜❛❧❞ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡rä♥❞❡rt
✇✐r❞✱ tr✐tt ❡✐♥ ♥❡✉❡r ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣✳ ❊s ❧✐❡❣t
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♥❛❤❡✱ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❤✐❡r❢ür AG ❤❡r❛♥③✉③✐❡❤❡♥✳ ❉❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❜❡✐✲
tr❛❣ ③✉r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❤ä♥❣t ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡ ▼❡❞✐❡♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r✲
❣r❡♥③❡♥ ✉♥❞ ❢♦❧❣t ❞❡♠ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③

Epot(AG) = ǫABAG . ✭✻✳✶✵✮

❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ ǫAB ✇✐r❞ ❛❧s s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r✲
❣✐❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❤❛t ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t [ǫAB] = J/m2✳ ❙✐❡ ✐st ❛❜❡r
❦❡✐♥❡s✇❡❣s ♥✉r ❢ür ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧ s♣❡③✐✜s❝❤ ✇✐❡ ❞❛s ③✳❇✳ ❢ür ❞❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts✲
♠♦❞✉❧ E ♦❞❡r ❞❡♥ ❚♦rs✐♦♥s♠♦❞✉❧ G ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❜❡✐❞❡♥
❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥❣r❡♥③❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❛❜✳ ■st ǫAB ♣♦s✐t✐✈✱ ❦♦st❡t ❞✐❡
❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥❣r❡♥③❡♥❞❡♥
❙t♦✛❡ ✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ✐❤r❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ③✉ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥✳ ■st ǫAB ♥❡✲
❣❛t✐✈✱ ✈❡rs✉❝❤❡♥ ❞✐❡ ❙t♦✛❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ③✉ ❜✐❧❞❡♥
✉♥❞ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ③✉ ❤❛❢t❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡s tr✐tt ❆❞❤äs✐♦♥ ❛✉❢✳

❋❧✉✐❞✲❋❧✉✐❞✳ ❉❛ss s✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❋❧✉✐❞❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ü❜❡r❤❛✉♣t ❡✐♥❡
●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❛✉s❜✐❧❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ǫAB ♣♦s✐t✐✈ ✐st✳ ■♠ ❛♥✲
❞❡r❡♥ ❋❛❧❧ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❡✐♥❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❆✉✢ös✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❡♥ ❋❧✉✐❞s ✐♥
❞❛s ❛♥❞❡r❡✳ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ♦❞❡r ●❛s❡ ♠✐s❝❤❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ♦❞❡r s✐❡ ❜✐❧❞❡♥ ❡✐♥❡
▲ös✉♥❣ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❲❡♥♥ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ✢üss✐❣❡ ✉♥❞ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ P❤❛s❡ ❞❡s
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙t♦✛s ❤❛♥❞❡❧t✱ ❞❛♥♥ ✈❡r❞❛♠♣❢t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ✢üss✐❣❡ P❤❛s❡✳

❲❡♥♥ ǫAB ♣♦s✐t✐✈ ✐st ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧❡♥✱
♥❡❤♠❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡✐♥✳ ❉❛
❞✐❡ ❑✉❣❡❧ ❜❡✐ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛❧❧❡r ❑ör♣❡r✲
❢♦r♠❡♥ ❤❛t✱ str❡❜❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ✐♥ ❋❧✉✐❞✉♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥❡ ❑✉❣❡❧❣❡st❛❧t ❛♥✳
❉✐❡ ❑✉❣❡❧❣❡st❛❧t ✈♦♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐tstr♦♣❢❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❜❡s♦♥❞❡rs s❝❤ö♥ ♠✐t ③✇❡✐
❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❣❧❡✐❝❤❡r ❉✐❝❤t❡ ρ ✉♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡
ǫAB ❞❡♠♦♥str✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❋♦r♠ ❡✐♥❡s ❋❧üss✐❣❦❡✐tstr♦♣❢❡♥s ❦❛♥♥ ❛❜❡r ♠❡❤r ♦❞❡r
✇❡♥✐❣❡r ✈♦♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧❣❡st❛❧t ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡
✐♥s ❙♣✐❡❧ ❦♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡ t②♣✐s❝❤❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡♥ ❜❡✐ ❣❡❣❡✲
❜❡♥❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭❆♥❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❋❧üss✐❣❦❡✐t ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❉r❛❤tr❛❤♠❡♥✮
❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❋❧üss✐❣❦❡✐ts❧❛♠❡❧❧❡♥ ❞❡♠♦♥str✐❡r❡♥ ✭❆❜❜✳ ✻✳✷✮✳

❋❧✉✐❞✲❋❡st❦ör♣❡r✳ ❉❛ s✐❝❤ ❋❧✉✐❞❡ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❋❡st❦ör♣❡r
❛✉✢ös❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ǫFS ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠ ❋❧✉✐❞ ❋
✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❋❡st❦ör♣❡r ❙ ✭s♦❧✐❞✮ ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t ♣♦s✐t✐✈ s❡✐♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❛r❢
❛✉❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ s❡✐♥✳ ■st s✐❡ ♣♦s✐t✐✈✱ ❞❛♥♥ tr❡t❡♥ ❢ür ❞❛s ❋❧✉✐❞ ä❤♥❧✐❝❤❡ P❤ä♥♦✲
♠❡♥❡ ✇✐❡ ❢ür ❋❧✉✐❞✲❋❧✉✐❞✲●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❛✉❢ ✕ ③✉♠❛❧ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ♥✉r ❡✐♥ ❚❡✐❧
❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ♠✐t ❞❡♠ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r ❣❡❜✐❧❞❡t ✇✐r❞ ✉♥❞ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡r ❚❡✐❧
♠✐t ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❋❧✉✐❞✳ ❋ä❧❧t ❡✐♥ ❙♣r✐t③❡r ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ❇♦❞❡♥✱ ❞❛♥♥
❤❛t ❡s t❡✐❧✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ♠✐t ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ ✉♥❞ t❡✐❧✇❡✐s❡ ♠✐t ❞❡r ▲✉❢t✳
❉❛ ❞❛s ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r ❛❜❡r tr♦t③❞❡♠ ü❜❡r❛❧❧ ✈♦♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡r
●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡❜❡♥ ✐st✱ ❜✐❧❞❡t ❡s ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❑ü❣❡❧❝❤❡♥ ❛✉s✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✷✿ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡r
❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡♥ ❞✉r❝❤
❋❧üss✐❣❦❡✐ts❧❛♠❡❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥✲
❣✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❉r❛❤tr❛❤♠❡♥
✈♦r❣❡❣❡❜❡♥✳ ❋ür ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐r❞
❙❡✐❢❡♥✇❛ss❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡✐❧ ❡s ❦❡✐✲
♥❡ ❛❧❧③✉ ❣r♦ÿ❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ③✉
▲✉❢t ❤❛t

❲❡♥♥ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐✲
♥❡s ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡rs ✐♥ ❡✐♥ ❋❧✉✐❞ ❡✐♥❣❡t❛✉❝❤t ✇❛r✱ ❞❛♥♥ ❤❛❢t❡t ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞
❡✐♥❡ ❞ü♥♥❡ ❋❧✉✐❞s❝❤✐❝❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t s♦ ❡✐♥❢❛❝❤ ❡♥t❢❡r♥❡♥ ❧ässt✳ ❯♠
❞✐❡ ❋❧✉✐❞s❝❤✐❝❤t tr♦t③❞❡♠ ✇❡❣③✉❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✳❇✳ ❞❡♥ ❑ör♣❡r ❡r✲
❤✐t③❡♥ ✉♥❞ s♦ ❞❛s ❋❧✉✐❞ ❛❜❞❛♠♣❢❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❩✉ ❞✐❡s❡r ▼❛ÿ♥❛❤♠❡ ❣r❡✐❢t ♠❛♥
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❆♣♣❛r❛t✉r ❡✐♥ ❯❧tr❛❤♦❝❤✈❛❦✉✉♠ ❡rr❡✐❝❤❡♥
♠ö❝❤t❡✳

❇❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❞ü♥♥❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐tss❝❤✐❝❤t ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ●❧❛s♣❧❛tt❡♥✱
❞❛♥♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ P❧❛tt❡♥ ♥✉r s❝❤✇❡r ❞✉r❝❤ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r P❧❛tt❡♥✢ä❝❤❡
✇✐r❦❡♥❞❡ ❑rä❢t❡ tr❡♥♥❡♥✳ ❊s ✐st ❛❜❡r ♠ö❣❧✐❝❤✱ s✐❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛❜③✉s❝❤❡r❡♥✱
❞❡♥♥ ❞❡r ❙❝❤❡r♠♦❞✉❧ ✈♦♥ ❋❧✉✐❞❡♥ ✐st ✭♥❛❤❡③✉✮ ♥✉❧❧✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t
❋ ❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ●r❡♥③s❝❤✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ●❛s ● ❜✐❧❞❡t ✭●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡
εFG✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❡st❦ör♣❡r ❙ ✭●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ǫFS✮✱ ❞❛♥♥
❦♦♠♠t ❡s ③✉r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❇❡♥❡t③✉♥❣ ❞❡s ❋❡st❦ör♣❡rs✱ s♦❜❛❧❞ ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣
ǫFS + ǫFG < 0 ❡r❢ü❧❧t ✐st✳

❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥✲
❞❡r✱ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ♠✐t ❛♥❞❡r❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ❦♦♥❦✉rr✐❡r❡♥✳ ❇❡✲
tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞❛③✉ ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧✿ ■♥ ❑❛♣✐❧❧❛r❡♥ ✈♦♠ ❘❛❞✐✉s r st❡✐❣t ❞✐❡ ❋❧üs✲
s✐❣❦❡✐tssä✉❧❡ s♦ ❧❛♥❣❡ ❛♥✱ ❜✐s ❞✐❡ ❑♦st❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❛✉❢③✉✇❡♥❞❡♥❞❡ ❣r❛✈✐t❛t✐✈❡
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ●❡✇✐♥♥ ❛♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥
●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✐st✳ ❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❢ür ❡✐♥ ❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ h ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡s
▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t dm = ρdV ✐st ghdm. ❉✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ✐st ǫFS dAG✳
■♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♥✐♠♠t ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❛♥ ✭s✳ ❑❛♣✳
✺✳✾✳✽✮ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st

ρgh dV + ǫFS dAG = 0 .

❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞❛s ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t dV =
A |dh| = πr2 |dh| ❡✐♥ ✉♥❞ ❢ür ❞❛s ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t dAG =
2πr |dh|✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛r❛✉s ❞✐❡ ❙t❡✐❣❤ö❤❡

h = −ǫFS
2

ρgr
✭✻✳✶✶✮
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✸✿ ✭❛✮ ❋ür ♥❡❣❛t✐✈❡s ǫFS ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❙t❡✐❣❤ö❤❡ ♠✐t ❛❜♥❡❤♠❡♥✲
❞❡♠ ❑❛♣✐❧❧❛r❞✉r❝❤♠❡ss❡r ③✉✳ ❉✐❡ ❙t❡✐❣❤ö❤❡ ❞❡r r♦t ❣❡❢är❜t❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t
✐st ✉♠❣❡❦❡❤rt ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❘❛❞✐✉s r ✭❤✐❡r✿ 0.8mm✱ 1.3mm✱ 3.0mm✱
4.2mm ✉♥❞ 14.5mm✮✳ ✭❜✮ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡r ❑❛♣✐❧❧❛r❞❡♣r❡ss✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r
◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r✲●❧❛s✲●r❡♥③✢ä❝❤❡ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡♠ ǫFS

❞❡r ❋❧üss✐❣❦❡✐t✳ ❉❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✳✸❛ ❣❡③❡✐❣t❡ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s❡①♣❡r✐♠❡♥t ✈❡r❛♥✲
s❝❤❛✉❧✐❝❤t ❞✐❡ ✉♠❣❡❦❡❤rt ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t h ∝ 1/r ❞❡r ❙t❡✐❣❤ö❤❡
h ✈♦♠ ❘❛❞✐✉s r ❞❡r ❑❛♣✐❧❧❛r❡✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ●❧✳ ✻✳✶✶ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱
✉♠ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ǫFS = −ρgrh/2 ❛✉s ❞❡r ❙t❡✐❣❤ö❤❡ ❞❡r ❋❧üss✐❣❦❡✐t
✉♥❞ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❛❜③✉s❝❤ät③❡♥✳ ■st ǫFS ♣♦s✐t✐✈
✇✐❡ ❢ür ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r✲●❧❛s✱ ✇✐r❞ h ♥❡❣❛t✐✈ ✉♥❞ ❡s ❦♦♠♠t ③✉
❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✳✸❜ ❞❡♠♦♥str✐❡rt❡♥ ❑❛♣✐❧❧❛r❞❡♣r❡ss✐♦♥✳

✻✳✷✳✷ ❍❛❢t✉♥❣

■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✐st ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❑r❛❢t ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ✈♦♥ ✉♥t❡r❣❡♦r❞♥❡t❡r ❇❡✲
❞❡✉t✉♥❣✳ ❋ür ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❍❛❢t✉♥❣ ✐st ❡r✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❣❧❡✐❝❤ ③❡✐❣❡♥ ✇✐r❞✱
❥❡❞♦❝❤ ✇✐❝❤t✐❣✳ ❊s s❡✐❡♥ ③✇❡✐ ❢❡st❡ P❧❛tt❡♥ ❇ ✉♥❞ ❈ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡r❡♥ ❛♥❡✐♥✲
❛♥❞❡r ❛♥❣r❡♥③❡♥❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❡❜❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥❣röÿ❡ A ❤❛❜❡♥✳ ❉❛
❡✐♥ ❢❡st❡r ❑ör♣❡r ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❋❧✉✐❞ ❡①tr❡♠ st❛rr ✐st✱ ❦❛♥♥ s✐❝❤ s❡✐♥❡
❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t s♦ ♦❤♥❡ ✇❡✐t❡r❡s ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ③✇❡✐t❡♥ ❢❡s✲
t❡♥ ❑ör♣❡rs ❛♥♣❛ss❡♥✳ ❋❡r♥❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✉r ✐♥s♦❢❡r♥ ✈♦♥ ❊❜❡♥❡♥ s♣r❡❝❤❡♥✱
✇✐❡ s✐❡ ✉♥s ♥❛❝❤ ▼❛ÿ❣❛❜❡ ❞❡r t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥✱ ✉♥❞
❞❛s s✐♥❞ ❦❡✐♥❡ ♣❧❛♥❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ✐♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥✳ ❉❛♠✐t s♦❧❧ ❣❡s❛❣t
s❡✐♥✱ ❞❛ss ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ✐✳❆❧❧❣✳ ❦❡✐♥❡ ♣❡r❢❡❦t❡
●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❣r♦ÿ❡ ❆♥str❡♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r♥✐♠♠t ✉♥❞
❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r ❡①tr❡♠ ♣❧❛♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❡①tr❡♠ ❣❡r✐♥❣❡ ❘❛✉✲
❤❡✐t ❤✐♥ ♣♦❧✐❡rt✱ s♦ ❡r✇❡✐s❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ s♦❧❝❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥
❡r③✐❡❧❜❛r❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙❦❛❧❛ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❛❧s s❡❤r
r❛✉ ✉♥❞ ❧❛ss❡♥ ❦❡✐♥❡♥ ❑♦♥t❛❦t ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ A ❞❡r ❣❡❣❡♥ü❜❡r✲
❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ③✉✳ ■♠ ❘❡❣❡❧❢❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ❞❡s t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥
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❢❡st✲❢❡st✲❑♦♥t❛❦ts ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❋❧ä❝❤❡ A ❢❛st ✈❡r✲
♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥✿ AG ≪ A. ❖❜✇♦❤❧ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡
ǫBC ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r♥ ❇ ✉♥❞ ❈ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣r♦ÿ ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈
✐st✱ ❢ü❤rt ❞✐❡s❡r ❯♠st❛♥❞ ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❞❤äs✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ✐❤♥❡♥ ♥✉r ❣❡r✐♥❣
✐st✳ Ü❜❡r ❞❡♥ ❣röÿt❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ A − AG ≈ A✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐✲
❞❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ♥✐❝❤t ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r✱ s♦♥❞❡r♥ ♠✐t ❞❡r ❞❛③✇✐s❝❤❡♥
❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ▲✉❢t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐♦♥ ✈♦♥ ●❛s ❥❡❞♦❝❤ ❡①tr❡♠ ❦❧❡✐♥ ✐st✱ trä❣t
❞✐❡ ▲✉❢t ♥✐❝❤t ③✉r ❍❛❢t✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✐✳ ❊s ❣✐❜t ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙tr❛t❡❣✐❡♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❍❛❢t✉♥❣ ③✇❡✐❡r ❢❡st❡r ❑ör♣❡r♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r
✈❡r❜❡ss❡r♥ ❧ässt✳ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞❛③✉ ③✇❡✐ ❑ör♣❡r ❇ ✉♥❞ ❈✱ ❞✐❡ ③✇❡✐ ❊❜❡♥❡♥
❤❛❜❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❡♥❣ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡rs❝❤♠✐❡❣❡♥❞ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❧✐❡❣❡♥✳ ❇❡✐❞❡ ❊❜❡♥❡♥
s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡ A ❤❛❜❡♥✿

✶✳ ▼❛♥ ❜r✐♥❣t ❡✐♥❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ❡✐♥✳ ❉❡r❡♥ s♣❡✲
③✐✜s❝❤❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ s❡✐ ③✉ ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r
♥❡❣❛t✐✈✳ ❉❛ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐♦♥ ✈♦♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ●❛s❡♥ ❡①tr❡♠
❣r♦ÿ ✐st✱ ✇✐r❞ ❡s ❞❛❞✉r❝❤ s❝❤✇✐❡r✐❣✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ♥✉♥ ✐♥ ❞❡r ③✉
✐❤♥❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r ③✉ ③✐❡❤❡♥✳ ❍✐♥❣❡❣❡♥ ✐st ❡s
❧❡✐❝❤t✱ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ✈♦♥ ❇ ✉♥❞ ❈ ❞✉r❝❤ ❆❜s❝❤❡r❡♥ ✐♥ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡r ❘✐❝❤✲
t✉♥❣ ③✉ tr❡♥♥❡♥✱ ✇❡✐❧ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❦❡✐♥❡ ♥❡♥♥❡♥s✇❡rt❡ ❙❝❤❡r❢❡st✐❣❦❡✐t
❤❛❜❡♥✳

✷✳ ▼❛♥ ❜r✐♥❣t ❡✐♥❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡✐❞❡ ❊❜❡♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐❞❡ ❊❜❡✲
♥❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡♥❡t③t✱ ✉♥❞ s♦r❣t ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❡rst❛rrt✱ s♦ ❞❛ss
❡✐♥❡ s❝❤❡r❢❡st❡ ❙❝❤✐❝❤t ü❜❡r ❞✐❡ ❣❛♥③❡ ❋❧ä❝❤❡ A ❤✐♥✇❡❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ❊❜❡♥❡♥
❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r ❤❛❢t❡t✳ ❙♦♠✐t ✐st ♥✉♥ AG ≈ A✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡✲
❣❡♥❞❡ ■❞❡❡ ❜❡✐♠ ❑❧❡❜❡♥✱ ▲öt❡♥ ✉♥❞ ❙❝❤✇❡✐ÿ❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊❜❡♥❡♥
✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r tr❡♥♥❡♥ ✇✐❧❧✱ ♠✉ss ♥✉♥ ❛✉❝❤ ✐♥ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡
❑r❛❢t ❛✉❢❣❡✇❛♥❞t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❇❡tr❛❣ ❡✐♥❡ ❦r✐t✐s❝❤❡ ❙❝❤✇❡❧❧❡

|Fcrit| = µKAG ≈ µKA ✭✻✳✶✷✮

ü❜❡rst❡✐❣❡♥ ♠✉ss✳ ❉❡r ❲❡rt ❞❡s ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ µK ❤ä♥❣t ❡✐♥❡rs❡✐ts ✈♦♥
❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❞❡s ❑❧❡❜st♦✛s ♠✐t ❞❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❛❜ ✭❆❞❤äs✐♦♥✮
✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✈♦♠ ✐♥♥❡r❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛❧t ❞❡s ❑❧❡❜st♦✛s ✭❑♦❤äs✐✲
♦♥✮✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ✐st ❞✐❡ ❑♦❤äs✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛❧t ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♥ ❋❡st❦ör♣❡rs ❇✱ ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s ❞✐❡ ❆❞❤äs✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r
❤❛❢t❡♥❞❡♥ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r ❇ ✉♥❞ ❈ ✉♥❞ ❛❧s ❞✐❡ ❑♦❤äs✐♦♥ ❞❡s ❑❧❡❜st♦✛s✳
❉❛♥♥ ❦♦♠♠t ❡s ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❇ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇r✉❝❤ ❜❡✈♦r ❞❡r ❇❡tr❛❣ |Fcrit|
❞❡r ▼✐♥❞❡st❦r❛❢t ❢ür ❞✐❡ ❚r❡♥♥✉♥❣ ✈♦♥ ❇ ✉♥❞ ❈ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❲❡♥♥ ❞✐❡ ●❡❢❛❤r ❡✐♥❡r ✉♥❡r✇ü♥s❝❤t❡ ❑❧❡❜✉♥❣ ❜❡st❡❤t✱ ✇✐❡ s✐❡ ③✳❇✳
❜❡✐♠ ❇r❛t❡♥ ✐♥ ❞❡r ❑ü❝❤❡ ✈♦r❦♦♠♠❡♥ ❦❛♥♥✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ♠✐tt❡❧s
❡✐♥❡r ❚❡✢♦♥❜❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r P❢❛♥♥❡ ❞❛❣❡❣❡♥ ✈♦rs❡❤❡♥✱ ✇❡✐❧ ❢ür ❞✐❡
♠❡✐st❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡
♠✐t ❚❡✢♦♥ s❡❤r ❦❧❡✐♥ ✐st✳
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✸✳ ❉✐❡ ✇✐r❦s❛♠❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❞✉r❝❤ ✈❡r❣röÿ❡r♥✱ ❞❛ss ♠❛♥
❞✐❡ ❊❜❡♥❡♥ ❞❡r ❑ör♣❡r ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ♣r❡sst✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❑r❛❢t ♠✐t ❞❡♠
❇❡tr❛❣ |F⊥| ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉ ❞❡♥ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ✇✐r✲
❦❡♥ ❧ässt✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❢ür ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡♥ ❲❡rt❡❜❡r❡✐❝❤✱ ❞❛ss
❞✐❡ ✇✐r❦s❛♠❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ❡✐♥❡rs❡✐ts ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❋❧ä❝❤❡ A ❛♥✲
✇ä❝❤st ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ♣r♦ ❋❧ä❝❤❡♥❡✐♥❤❡✐t ✇✐r❦s❛✲
♠❡♥ ◆♦r♠❛❧❦r❛❢t ✭❛❧s♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ |F⊥| /A✮✳ ■♥s❣❡s❛♠t ❣✐❧t ❛❧s♦
AG ∝ A(|F⊥| /A) ∝ |F⊥|✳ ■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ✇ä❝❤st ❞✐❡ ❦r✐t✐s❝❤❡ ❑r❛❢t✲
s❝❤✇❡❧❧❡

|Fcrit| = µH |F⊥| ✭✻✳✶✸✮

❞❡r Pr❡ss❤❛❢t✉♥❣ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✉r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠✐t F⊥✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ❞❡r ❇❡tr❛❣
|F | ❡✐♥❡r ❛♥ ❞❡♥ P❧❛tt❡♥ ❛♥❣r❡✐❢❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❡r ❦r✐t✐s❝❤❡
❲❡rt ✐st✱ ❛❧s♦ |F | < |Fcrit|✱ ♣❛ss✐❡rt ❣❛r ♥✐❝❤ts✳ ❋ür |F | > |Fcrit|✱ r❡✐ÿt
❞✐❡ ❆❞❤äs✐♦♥ ❛❜ ✉♥❞ ❡s s❡t③t ✐✳❆❧❧❣✳ ❡✐♥❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥✳✶

❉❡r ❲❡rt ❞❡s ❍❛❢t❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ µH ✐st ❡✐♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❡r
✈♦♥ ❞❡♥ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ❞❡r ❊✐♥✇✐r❦✉♥❣s❞❛✉❡r ❞❡r ❑r❛❢t ✉♥❞
❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❜❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t ❛❜❤ä♥❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑r❛❢t
F⊥ ✇✐❡❞❡r ✈❡rr✐♥❣❡rt✱ ❞❛♥♥ ❣❡❤t ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ Fcrit ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡❧❛st✐s❝❤❡r
❊✛❡❦t❡ ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ③✉rü❝❦✳ ❉❛s ✐st ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r s♦✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡①tr❡♠ ❣✉t ♣♦❧✐❡rt❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❩✉s❛♠♠❡♥❞rü❝❦❡♥
✐♥ s❡❤r ❣✉t❡♥ ❑♦♥t❛❦t ❜r✐♥❣t✱ ❞❛♥♥ ❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡ s♦ ❡r③✐❡❧t❡ ❑♦♥t❛❦t✲
✢ä❝❤❡ ✉♥t❡r ❯♠stä♥❞❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉rü❝❦✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥
❞✐❡ ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥ ✇✐❡❞❡r ❡♥t❧❛st❡t✳

✻✳✷✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥

❉✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ✇✐r❞ ✐♠ ❉❡✉ts❝❤❡♥ ❛❧s ❘❡✐❜✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❉❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❚❡r♠✐♥✉s ❚❡❝❤♥✐❝✉s ✒❘❡✐❜✉♥❣✏ ❤❛t ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t
♠✐t ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛ ✒r❡✐❜❡♥✏ ③✉ t✉♥✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❜❡✐❞❡ ❲♦rt❡ ✐♠ ❉❡✉ts❝❤❡♥ ✈❡r✲
❢ü❤r❡r✐s❝❤ ä❤♥❧✐❝❤ ❦❧✐♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❘❡✐❜✉♥❣ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤
❡t②♠♦❧♦❣✐s❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛ ❞❡s ❘❡✐❜❡♥s ❤❡r✈♦r❣❡❣❛♥❣❡♥ ✐st✳✷ ❆❧s ❋❛❝❤❜❡✲
❣r✐✛ ❞❡r ❚r✐❜♦❧♦❣✐❡ ❜❡③✐❡❤t ❡r s✐❝❤ ❛✉❢ ❥❡❞❡ ❆rt ✉♥❞ ❲❡✐s❡✱ ✇✐❡ ③✇❡✐ ❙t♦✛❡
✐♥ ❡♥❣❡♥ ❑♦♥t❛❦t ❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❡♥❣❡ ❑♦♥t❛❦t ❦❛♥♥ ③✇❛r
❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❘❡✐❜❡♥ ③✉st❛♥❞❡ ❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ♠✉ss ❛❜❡r ♥✐❝❤t✿ ❘❡✐❜✉♥❣ ✐♠
❙✐♥♥❡ ❞❡s ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❋❛❝❤❜❡❣r✐✛s ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❣❡✲
❣❡♥s❡✐t✐❣❡s ❆♥♣r❡ss❡♥ ③✇❡✐❡r ❙t♦✛❡ r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉ ❞❡♥ tr✐❜♦❧♦❣✐s❝❤❡♥

✶◆✐❝❤ts ❯♥❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡s✿ ❙t❡❧❧❡♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r ❞❡r ▼❛ss❡ m ❛✉❢ ❞❡♥ ❚✐s❝❤✱ ❤ä♥❣❡♥
❙✐❡ ❡✐♥❡ ❋❡❞❡r ❛♥ ✉♥❞ ③✐❡❤❡♥ ❙✐❡ ✐❤♥ ❞❛♠✐t ♥❛❝❤ ♦❜❡♥✳ ❆♥ ❞❡r ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♥ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣
❞❡r ❋❡❞❡r ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❑r❛❢t F = kx ❛♥❣r❡✐❢t✱ ❛❜❡r ❡s ♣❛ss✐❡rt
❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✐❝❤ts✳ ❊✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ tr✐tt ❡rst ❡✐♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑r❛❢t F ❞❡♥ ❲❡rt Fcrit = mg

ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t✳
✷■♠ ❊♥❣❧✐s❝❤❡♥ ✐st ❞❛s ③✳❇✳ ♥✐❝❤t s♦✿ ❘❡✐❜❡♥ ❤❡✐ÿt ✒t♦ r✉❜✏ ❜③✇✳ ✒t♦ ❣r✐♥❞✏ ✉♥❞ ❘❡✐❜✉♥❣

✇✐r❞ ❛❧s ✒❢r✐❝t✐♦♥✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
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P❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ❣❡❤ör❡♥ ❞✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡ ❍❛❢t✉♥❣✱ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r✲
❣✐❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❡❧❡❦tr✐③✐tät✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ❄❄ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇✐r❞✳

❉✐❡s❡ tr✐❜♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❛♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ③✉ ❡✐♥❡r
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥❣r❡♥③❡♥❞❡♥ ▼❡❞✐❡♥ ❦♦♠♠t✳ ❲❡♥♥
s✐❝❤ ❞✐❡ ▼❡❞✐❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥✱ tr✐tt ❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛✉❢✳
❙✐❡ ✐st ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❇❡tr❛❣s v = |v| ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✳ ❋ür ❞✐❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡
❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ Pv ✇✉r❞❡ ❞✐❡ P♦t❡♥③r❡✐❤❡

Pv(v) = β1v+ β2v
2 + β3v

3 + · · · ✭✻✳✶✹✮

❛♥❣❡s❡t③t ✭✈❣❧✳ ●❧✳ ✺✳✶✸✶✮ ✳ ❯♥t❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ✐st ❡✐♥❡r ❞❡r ❑♦❡✣✲
③✐❡♥t❡♥ β1, β2, . . . s❡❤r ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♦❢t ❞✐❡
❛♥❞❡r❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✉♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❧❛ss❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s♣❤ä♥♦♠❡♥
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ P♦t❡♥③❢✉♥❦t✐♦♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳

●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉r ❍❛❢t✉♥❣ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ③✇❡✐ ❢❡st❡ ❑ör♣❡r ❇
✉♥❞ ❈✱ ✇❡❧❝❤❡ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❋❧ä❝❤❡ A ❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❣❡♥ü❜❡r st❡❤❡♥✳
■♥ ❆❜❜✳ ✺✳✶✺❛ ✐st ❞❛s ③✳❇✳ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡r s✐❝❤ ❋✐❧③♣❧❛tt❡ ✭❇✮ ✉♥❞
❙❝❤✐❡♥❡ ✭❈✮ ❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❣❡❣❡♥ü❜❡r st❡❤❡♥✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ❛✉s ❞❡r
❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❞❡r ❍❛❢t✉♥❣ ❜❡❦❛♥♥t ✭s✳ ✈♦r❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt✮✱ ✐st A ♥✐❝❤t
✇✐r❦❧✐❝❤ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ü❜❡r ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼❡❞✐❡♥ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r
s✐♥❞✳ ❉✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡ AG ✐st ♥✉r ❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡r ❇r✉❝❤t❡✐❧ ❞❡r
❋❧ä❝❤❡ A✳ ❉✐❡s❡r ✐st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❑r❛❢t❜❡tr❛❣ |F⊥|✴A✱ ❞❡r ♣r♦ ❋❧ä❝❤❡♥✲
❡✐♥❤❡✐t ❛✉❢ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❞rü❝❦t ✭s✳ ❑❛♣✳ ✻✳✷✳✷✮✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st ✇✐❡❞❡r
AG ∝ (|F⊥|/A)A ∝ |F⊥|✳

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❇ ✉♥❞ ❈ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥ tr✐tt ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛✉❢✳
❊♠♣✐r✐s❝❤ st❡❧❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❋❛❧❧ ❢❡st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❙♣❡❡❞ v ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❞✐❡ ●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡♠ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❣❡s❡t③
Pv(v) = β1v ❢♦❧❣t✳ ❉❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t β1 ∝ |F⊥| ❤ä♥❣t ♥✉r ✈♦♥ ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥
●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❛❜ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ♥✉r ✈♦♠ ❑r❛❢t❜❡tr❛❣ |F⊥|✱ ♠✐t ❞❡r ❞✐❡ ▼❡❞✐❡♥
❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡♣r❡sst ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛❧s♦ ❞❛s
●❡s❡t③

Pv = µG|F⊥|v . ✭✻✳✶✺✮

❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ µG ✐st ❞❡r ●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t ✳ ❊r ❤ä♥❣t
♥✐❝❤t ♥✉r ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ✇♦r❛✉s ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r ❜❡st❡❤❡♥✱
s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❜❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t✱ ③✳❇✳ ✈♦♥ ❞❡r ❘❛✉❤❡✐t ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ✉♥❞ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ✈♦♥ Pr♦❜❡ ③✉ Pr♦❜❡ ♠❡❤r ♦❞❡r ✇❡♥✐❣❡r
st❛r❦ ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡♥ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tts✇❡rt ❞❛r✳ ❇✐s ❤❡✉t❡ ✐st ❡s ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❣❡✲
❧✉♥❣❡♥✱ ✐❤♥ ❛✉s ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡
❤❡r③✉❧❡✐t❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞❡r ●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t ❡❤❡r ❡✐♥❡ r❡✐♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡
●röÿ❡ ❣❡❜❧✐❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ③✉r ▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❛✉s
❞❡r ❚❡❝❤♥✐❦ ✭③✳❇✳ ✐♠ ▼❛s❝❤✐♥❡♥❜❛✉✮ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✹✿ ❙❦✐③③❡ ❡✐♥❡s ❘♦✲
t❛t✐♦♥s✈✐s❦♦s✐♠❡t❡rs ③✉r ❞❡r ▼❡s✲
s✉♥❣ ❞❡r ❱✐s❦♦s✐tät✳ ●❡③❡✐❣t ✇✐r❞
❞❡r ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡r ③②❧✐♥❞❡r❢ör♠✐✲
❣❡♥ ❆♥♦r❞♥✉♥❣

❱✐s❦♦s✐tät✳ ❩✉r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❱✐s❦♦s✐tät ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✳✹
✐♠ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt s❦✐③③✐❡rt❡ ▼❡ss❛♥♦r❞♥✉♥❣ ❡✐♥❡s ❘♦t❛t♦♥s✈✐s❦♦s✐♠❡t❡rs✳ ❉❛s
❱✐s❦♦s✐♠❡t❡r ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❩②❧✐♥❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ 2r0✱
✇❡❧❝❤❡r ✐♥ ❡✐♥ ❋❧✉✐❞ t❛✉❝❤t✱ ❞❛s s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●❡❢äÿ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r0 + d
❜❡✜♥❞❡t✳ ❩②❧✐♥❞❡r ✉♥❞ ●❡❢äÿ s♦❧❧❡♥ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❞r❡❤❡♥✳ ❲❡♥♥
❞❛s ❋❧✉✐❞ s♦✇♦❤❧ ❛♥ ❞❡r ❩②❧✐♥❞❡r✲ ❛❧s ❛✉❝❤ ❛♥ ❞❡r ●❡❢äÿ♦❜❡r✢ä❝❤❡ ❤❛❢t❡t✱
♠üss❡♥ s✐❝❤ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❋❧✉✐❞s❝❤✐❝❤t❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥
❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥✱ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❉✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r
❋❧✉✐❞s❝❤✐❝❤t❡♥ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ③✉r ✈✐s❦♦s❡♥ ❘❡✐❜✉♥❣ ✳

▼✐t u(r) s❡✐ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣ ❜③✇✳ ❙♣❡❡❞ ❡✐♥❡r ❋❧üss✐❣❦❡✐ts✲
s❝❤✐❝❤t ❞❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❉✐❝❦❡ dr ✐♠ ❆❜st❛♥❞ r0 + r r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❩②❧✐♥❞❡r✲
✇❛♥❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❆♥ ❞❡r ❩②❧✐♥❞❡r✇❛♥❞ ✐st ❛❧s♦ u(0) = 0✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❇❡tr❛❣
❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❩②❧✐♥❞❡r ❢ür ❞✐❡ ❛♥ ❞❡r ●❡❢äÿ✇❛♥❞ ❤❛❢t❡♥✲
❞❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐tss❝❤✐❝❤t ♠✐t v = u(d) ❜❡③❡✐❝❤♥❡t s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥
❙♣❡❡❞ ❞❡s ❩②❧✐♥❞❡rs r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ●❡❢äÿ ❦♦♥st❛♥t ❤❛❧t❡♥ ✇✐❧❧✱ ♠✉ss ♠❛♥ ❞❡♠
❩②❧✐♥❞❡r ③✉r ❑♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡r ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ Pv ❡✐♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ P = Pv ✈♦♥
❛✉ÿ❡♥ ③✉❢ü❤r❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ▼♦t♦r✳ ▼✐sst ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ▼♦t♦r✲
❧❡✐st✉♥❣✱ s♦ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥
❢ür d ≪ r0 ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡♠ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③

Pv ≈ ηA
v
2

d
✭✻✳✶✻✮

❢♦❧❣❡♥✳ ❊✐♥❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ●❧✳ ✻✳✶✻
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✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ❱❡r❧✉st❡ ❛♥ ❞❡r ❊♥❞✢ä❝❤❡ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥ ❞❛r❢✳
❊r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ ✇ä❝❤st ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ A ≈ 2πr0l
❛♥✱ ♠✐t ❞❡r s✐❝❤ ❋❧✉✐❞s❝❤✐❝❤t❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦✲
♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ η ❤ä♥❣t ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❛❜✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❞❛s ❋❧✉✐❞
✐♥ ❑♦♥t❛❦t ✐st✱ ❛❧s♦ ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❞❡s ❩②❧✐♥❞❡rs ♦❞❡r ❞❡s ●❡❢äÿ❡s✱ s♦♥❞❡r♥
❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✈♦♠ ❋❧✉✐❞ s❡❧❜st✳ ❙♦♠✐t ✐st η ❡✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊✐❣❡♥✲
s❝❤❛❢t ❞❡s ❋❧✉✐❞s✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❱✐s❦♦s✐tät ❣❡♥❛♥♥t✳ ❱✐s❦♦s❡ ❘❡✐❜✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ✐♥✲
♥❡r❡ ❆♥❣❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ❞❡s ❋❧✉✐❞s s❡❧❜st ✉♥❞ ❣❡❤ört ③✉r ❑❛t❡❣♦r✐❡ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥
❘❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣ ③✉r ❑❛t❡❣♦r✐❡ ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥
❘❡✐❜✉♥❣ ❣❡❤ört✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ µG ✈♦♥ ❜❡✐❞❡♥ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t
st❡❤❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❇ ✉♥❞ ❈ ❛❜❤ä♥❣t✳

❙t♦❦❡ss❝❤❡s ❘❡✐❜✉♥❣s❣❡s❡t③✳ ❊✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r ▼♦❞❡❧❧❢❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ♠✐t ❞❡♠ ❑✉❣❡❧r❛❞✐✉s rK ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❋❧✉✐❞ ❞❡r
❱✐s❦♦s✐tät η✳ ❉❛ ❞❛s ❋❧✉✐❞ ❛✉❢ ❞❡r ❑✉❣❡❧♦❜❡r✢ä❝❤❡ ❤❛❢t❡t✱ ✐st ❞♦rt ❞✐❡ ❘❡✲
❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥✉❧❧✳ ❋ür ✇❡✐t❡r ❡♥t❢❡r♥t❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐tss❝❤✐❝❤t❡♥✱ ❡t✇❛s
✐♠ ❆❜st❛♥❞ r ♠ö❣❡ ❞❡r ❙♣❡❡❞ u(r) ❣röÿ❡r ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥
❋❧✉✐❞ ✇❡r❞❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ d ❞❡r ▼❛①✐♠❛❧✇❡rt u(d) =v ❡r✲
r❡✐❝❤t✳ ❉✐❡s❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ d s❦❛❧✐❡rt ♠✐t ❞❡r ●röÿ❡ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ✉♥❞ ❡r✇❡✐st s✐❝❤
❛❧s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❑✉❣❡❧r❛❞✐✉s✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st d ∝ rK ✳ ❉✐❡ ❡✛❡❦t✐✈ ✇✐r❦s❛♠❡
❋❧ä❝❤❡ A ❞❡r ❑✉❣❡❧ s❦❛❧✐❡rt ♠✐t ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥✐❡r✉♥❣ ✐❤r❡r ❑✉❣❡❧♦❜❡r✢ä✲
❝❤❡✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st A ∝ r2K ✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✻✳✶✻ ❡✐♥✱ s♦
❡r❤ä❧t ♠❛♥ Pv ∝ η(r2K/rK)v2 = ηrKv

2. ❆✉s ❡✐♥❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣✱ ❞✐❡ s❡❤r ❛✉❢✲
✇ä♥❞✐❣ ✐st ✉♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ♣räs❡♥t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧ ✭❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ③✳❇✳ ✐♥
✭❬❈❧❡♠❡♥s ❙❝❤❛❡❢❡r ✉♥❞ ▼❛① Päs❧❡r✭✶✾✼✵✮❪✮✮✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦✲
♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡♥ ❲❡rt 6π✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤
❞❛s ❙t♦❦❡ss❝❤❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❣❡s❡t③

Pv ≈ 6πηrKv
2 ✭✻✳✶✼✮

❢ür ❦✉❣❡❧❢ör♠✐❣❡ ❑ör♣❡r✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✐st v ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣✱ ♠✐t ✇❡❧✲
❝❤❡r s✐❝❤ ❞✐❡ ❑✉❣❡❧ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❞❡s ❋❧✉✐❞s ❜❡✇❡❣t✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥
❣r♦ÿ❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ❜❡✜♥❞❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠✐t ●❧✳
✻✳✶✼ ❞✐❡ ❱✐s❦♦s✐tät ♠❡ss❡♥ ♦❞❡r ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r ❱✐s❦♦s✐tät ❛✉❢ ❞❡♥ ❘❛❞✐✉s
♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧♥ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳

❑✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ▼✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❇❡✲
✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❋❧✉✐❞ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❈❤❛r❛❦t❡r ❞❡r
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❋ür ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣r♦ÿ❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❞❛s ●❡✲
s❡t③ Pv ≈ β3v

3 ❞❡r ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤ ③❡✐❣t s✐❝❤ ♦❢t✱ ❞❛ss
❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t β3 ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❉✐❝❤t❡ ρ ❞❡s ❋❧✉✐❞s ✐st ✉♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦✲
♥❛❧ ③✉r ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ AØ✱ ❞✐❡ ❞❛s ❖❜❥❡❦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r
❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❛r❜✐❡t❡t✳ ❉❛s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ●❡s❡t③ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❤❡r ✐♥ ❞❡r
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❋♦r♠

Pv =
1

2
cWAØ ρv3 ✭✻✳✶✽✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡♥ cW ❛✉❢s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❛s
❍✐♥③✉❢ü❣❡♥ ❞❡s ❋❛❦t♦rs 1

2 ✐st r❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ❉❡r cW ✲❲❡rt ❜③✇✳ ❲✐❞❡r✲
st❛♥❞s❜❡✐✇❡rt ❤ä♥❣t ✈♦♠ Pr♦✜❧ ❜③✇✳ ❞❡r ❋♦r♠ ❞❡s ❖❜❥❡❦ts ❛❜ ✉♥❞ ♠✉ss
✐✳❆❧❧❣✳ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❊r ✐st ❡✐♥❡ ●röÿ❡ ❞❡r t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ P❤②✲
s✐❦✱ ❞✐❡ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞✐❡ ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✇✐❝❤t✐❣ ✐st ✭③✳❇✳ ❢ür ❞✐❡
❆❡r♦❞②♥❛♠✐❦✮✳

❘❡②♥♦❧❞s③❛❤❧✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ st❡❧❧t✱ ❛❜ ✇❛♥♥ ❞✐❡ ✈✐s❦♦s❡ ❉✐ss✐✲
♣❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❋❧✉✐❞ ❜❡✇❡❣❡♥❞❡♥ ❑ör♣❡rs ✐♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✉♠s❝❤❧ä❣t✱ ❞✳❤✳ ❛❜ ✇❛♥♥ ✐♥ ●❧✳ ✻✳✶✹ ❞❡r ❇❡✐tr❛❣ ♠✐t β3v3 ❣❡❣❡♥✲
ü❜❡r β2v2 ❞♦♠✐♥✐❡rt✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥
❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ✐♥s ❱❡r❤ä❧t♥✐s s❡t③t✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❑✉❣❡❧ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s
rK ❛❧s t②♣✐s❝❤❡♠ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❞✐♠❡♥s✐♦♥ l✱ ❞✳❤✳ l ≈ rK ✉♥❞ ❡✐♥❡r
❞❛r❣❡❜♦t❡♥❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ AØ ≈ πl2 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧s♦

1
2cWAØ ρv3

6πηrKv2
=

cW
12

πρl2v3

πηlv2
∝ Re .

❉❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❤ä♥❣t ❛❧s♦ ♥❡❜❡♥ ❢♦r♠s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞
❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ✇✐❡ ❣r♦ÿ ❞✐❡ ❘❡②♥♦❧❞s③❛❤❧

Re =
ρlv

η
✭✻✳✶✾✮

✐st✳ ❉✐❡ ❘❡②♥♦❧❞s③❛❤❧ ✐st ❡✐♥❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❑❡♥♥③✐✛❡r✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡
❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✱ ✉♠ ❣r♦❜ ❛❜③✉s❝❤ät③❡♥✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡♠ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❉✐s✲
s✐♣❛t✐♦♥s❢ä❧❧❡ ♠❛♥ ❡s ③✉ t✉♥ ❤❛t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❑✉❣❡❧ ❡✐♥❡ ❘❡②♥♦❧❞s③❛❤❧
✈♦♥ ✶ ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t✱ s♦ ✐st ♠❛♥ ③✳❇✳ ❜❡r❡✐ts s✐❝❤❡r ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❦✐♥❡♠❛t✐✲
s❝❤❡♥ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ▼❡❞✐❡♥ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r ❱✐s❦♦s✐tät ❦ö♥♥❡♥ ❛❧✲
❧❡r❞✐♥❣s ❜❡r❡✐ts ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❦❧❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✒❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣r♦ÿ✏
❢ür ❞❡♥ ❯♠s❝❤❧❛❣ ✈♦♥ ✈✐s❦♦s❡r ③✉ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ s❡✐♥✳

❉❛ss ♠✐t ❞❡r ❘❡②♥♦❧❞s③❛❤❧ Re ♥✉r ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥✲
❣❡♥ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐st s❝❤♦♥ ❞❡s❤❛❧❜ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ✇❡✐❧ ♦❜❡♥
♥✐❝❤t ❦❧❛r ❞❡✜♥✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ✇❛s ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✻✳✶✾ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r ❦♦♠♣❧❡①❡r
●❡st❛❧t ❛❧s ▲✐♥❡❛r❞✐♠❡♥s✐♦♥ l ❡✐♥s❡t③❡♥ s♦❧❧t❡✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❘❡②♥♦❧❞s③❛❤❧
❢ür ❡✐♥ ●r♦ÿr❛✉♠✢✉❣③❡✉❣ ✇✐❡ ❞❡♥ ❆✐r❜✉s ❆✸✺✵ ❛❜s❝❤ät③❡♥ s♦❧❧✱ ✇✐r❞ ♠❛♥
✈✐❡❧❧❡✐❝❤t l = 50m ❡✐♥s❡t③❡♥✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt✱ ❞❡r ✐r❣❡♥❞✇♦ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❲❡rt❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❍ö❤❡✱ ▲ä♥❣❡ ✉♥❞ ❇r❡✐t❡ ❞❡s ❋❧✉❣③❡✉❣s ❧✐❡❣t✱ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❡t✇❛
❲❡rt❡ ✈♦♥ 50 cm ♦❞❡r 5 km✳
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✻✳✸ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❡♠♦❞❡❧❧❡ ♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ❋r❡✐✲
❤❡✐ts❣r❛❞❡♥

■♥ ❞❡♥ ✈♦r❛♥❣❡❣❛♥❣❡♥❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t s♦✇✐❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♠❛♥ s✐❡
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛❜❡✐ ❤❛❜❡♥ ✇✐r s♦ ❣❡t❛♥ ❛❧s ♦❜ ♠❛♥ ❥❡❞❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❩✉✲
st❛♥❞s❣röÿ❡ ✐s♦❧✐❡rt ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❦❛♥♥✳ ❙tr❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ✐st ❞❛s ❛❜❡r ♥✉r ❞❛♥♥
♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ❦♦♥st❛♥t ❤ä❧t✳ ■♠ ❆❧❧❣❡✲
♠❡✐♥❡♥ ♠✉ss ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✐♥ ❇❡tr❛❝❤t ③✐❡❤❡♥✳

▼❡✐st ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ ❆♥③❛❤❧ f ✈♦♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉s✱ ❞✐❡
♠❛♥ ❢ür ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s Pr♦❜❧❡♠ ❛❧s r❡❧❡✈❛♥t ❡r❦❛♥♥t ❤❛t ✉♥❞ ❞✐❡ ♠❛♥
❛✉❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❡♥ ✉♥❞✴♦❞❡r ♠❡ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ P❛r❛♠❡t❡r z1, . . . zf ❧❡❣❡♥ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼♦✲
❞❡❧❧s②st❡♠s ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❢❡st✳ ❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

E = E(z1, . . . , zf) ✭✻✳✷✵✮

✐st ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❢✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡s❡r f ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜③✇✳ ❩✉st❛♥❞s❦♦✲
♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ü❜r✐❣❡♥ f − 1
❛♥❞❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ f − 1 ❛♥❞❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥
❢❡st❤❛❧t❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❛♥♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❡✐♥❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❥❡❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ s♦❧❧ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❙✐♥♥❡
✈ö❧❧✐❣ ❢r❡✐ ✉♥❞ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛✲
r✐❛❜❧❡♥ s❡✐♥✳ ❏❡❞❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞
❞❡s ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠s ❞❛r✳ ❉❡r ❙❛t③ ❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s
▼♦❞❡❧❧s ❜✐❧❞❡t ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠✱ ❞✳✐✳ ❞❡r ❘❛✉♠ ❛❧❧❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❩✉stä♥❞❡✳

❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠s ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ f ❞❡r
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s✳

❯♠ ❡✐♥ r❡❛❧❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❜rä✉❝❤✲
t❡ ♠❛♥ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❡①tr❡♠ ✈✐❡❧❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❋ür ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ▼❛t❡r✐❡
❜rä✉❝❤t❡ ♠❛♥ ❞❛③✉ s♦❣❛r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ✇❡r❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❛❧❧❡ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❜✐s ❛✉❢ ❡❜❡♥ ❞✐❡s❡ f

❆✉s♥❛❤♠❡♥ ✐❣♥♦r✐❡rt✳ ❉✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ▼♦❞❡❧❧❛♥♥❛❤♠❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✐st✱
❞❛ss ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ f ❛✉s✲
❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ♠✐t ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1, . . . zf
❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❢❡st❣❡❧❡❣t ✐st✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ st❡ts
❡✐♥❡♥ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡♥ ❲❡rt ❤❛t✱ ❞❡r ♥✐❝❤t ✈♦♠ ❲❡❣ ❜③✇✳ Pr♦③❡ss ❛❜❤ä♥❣t✱ ü❜❡r
❞❡♥ ♠❛♥ ③✉♠ ❩✉st❛♥❞ ❣❡❧❛♥❣t ✐st✳ ❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ✐st s♦♠✐t ❡✐♥
P♦t❡♥t✐❛❧ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✺✳✺✮ ✉♥❞ ❤❛t ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dE =
∂E
∂z1

dz1 + · · ·+ ∂E
∂zf

dzf . ✭✻✳✷✶✮
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❉✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥

Zj = Zj(z1, . . . , zf) =
∂E(z1, . . . , zf)

∂zj
✭✻✳✷✷✮

s✐♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r f ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❆✉s✲
❞r✉❝❦ ❢ür ❞❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ E(z1, . . . , zn) ❡✐♥❡s ❙②s✲
t❡♠s ♠✐t f = n ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥ ❧❛✉t❡t ❞❛♠✐t

dE = Z1dz1 + · · ·+ Zndzn . ✭✻✳✷✸✮

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠ s♦ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❤❛t✱ ❛❜❡r ♥❛❝❤trä❣❧✐❝❤ ❡♥t❞❡❝❦t✱ ❞❛ss
♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ r❡❧❡✈❛♥t ❜❡✐✲
trä❣t✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ❞❛s ❙②st❡♠ ❤❛❧t ❡✐♥❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ♠❡❤r✱ ❛❧s♦ ✐st f = n+1✳
▼❛♥ ❢ü❣t ❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❛❧s ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ Zn+1dzn+1 ③✉ ●❧✳ ✻✳✷✸ ❤✐♥③✉
✉♥❞ ❤❛t ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❛♥♥ ♠✐t

dE = Z1 dz1 + · · ·+ Zn dzn + Zn+1 dzn+1 ✭✻✳✷✹✮

✈❡r✈♦❧❧stä♥❞✐❣t✳ ❉✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ r❡♣räs❡♥t✐❡✲
r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ✐❤r❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥✮✿ ❙♣ät❡r ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✇✐❡ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡rört❡rt✳ ❙✐❡
✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ✐❤r❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛✲
❜❧❡♥ ✭③✳❇ ❊♥tr♦♣✐❡ ♦❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❩✉♦r❞✲
♥✉♥❣ ❡✐♥❡s ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢ts✇♦rts ③✉r ❊♥❡r❣✐❡ ❦❛♥♥ ♠✐ss✈❡rst❛♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❆♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ♥✐❝❤ts ❝❤❡♠✐s❝❤✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤✱ ❡❧❛st✐s❝❤ ♦✳ä✳✳ ❙♣r✐❝❤t
♠❛♥ ③✳❇✳ ✈♦♥ ✒❡❧❛st✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡✏✱ s♦ ✐st s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞❛✲
♠✐t ❣❡♠❡✐♥t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤ ✐st ♦❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❤❛t✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✻✳✷✸ ❜❡③✐❡❤t✱
❞❡r ✐♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❞❡♠ P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❊❧❛st✐③✐tät st❡❤t ✉♥❞
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❤✐❡r❢ür ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❋❡❞❡r❛✉s❧❡♥❦✉♥❣ ♦❞❡r ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs✳

❉❛s ❑♦♥③❡♣t✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ♠✐t ❙②st❡♠❡♥ ✉♠❣❡❤t✱ ❞✐❡ ♠❡❤r❡r❡ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡
❤❛❜❡♥✱ ✐st s♦✇❡✐t s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤ ✉♥❞ ü❜❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠❛♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❤❡r❛♥③✐❡❤t✱ ✐st ✈ö❧❧✐❣ ♦✛❡♥ ✉♥❞ ✐♠ Pr✐♥✲
③✐♣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉ss✉❝❤❡♥✱ ✇❛s ✐♠♠❡r s✐❝❤ ❛❧s ❣❡❡✐❣♥❡t ❡r✇❡✐st✳ ❊s ❣✐❜t
♠✐♥❞❡st❡♥s ③✇❡✐ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ♠❡❤r✳

❍ä✉✜❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉✢ös❡♥✳ ◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ j✲t❡
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r i✲t❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ zi ❛✉✢ös❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞✐❡s❡
❱❛r✐❛❜❧❡ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥

zi = zi(z1, . . . , zi−1, Zj , zi+1, . . . , zf)
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❣❡❣❡❜❡♥✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡s ❞❛♥♥ ✐♥ ●❧✳ ✻✳✷✵ ❡✐♥s❡t③t✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡
❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

E = E(z1, . . . , zi−1, Zj , zi+1, . . . , zf) .

❙✐❡ ✐st ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ f ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ f ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛✲
❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✳ ❆♥ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠s ❤❛t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♥✐❝❤ts ❣❡ä♥❞❡rt✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✐st ❞✐❡ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ zi ♥✉♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ Zj ❡rs❡t③t ✇♦r❞❡♥✳ ❲✐❡ ♠❛♥
s✐❡❤t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❡✐♥❡ ✈❡r✇✐rr❡♥❞ ❣r♦ÿ❡ ❩❛❤❧ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r
❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳ ❉❛✲
❤❡r ✐st ❡s ♥✉♥ ❛♥ ❞❡r ❩❡✐t✱ ✐♥ ❞❡♠ ✈❡r✇✐rr❡♥❞❡♥ ❉s❝❤✉♥❣❡❧ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❢ür E ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ❖r❞♥✉♥❣ s❝❤❛✛❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞ ❢ür
❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳

■♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡ ✐st✱
✇ä❝❤st s✐❡ ♠✐t ❞❡r ❙②st❡♠❣röÿ❡ ❛♥✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r
❚❡✐❧s②st❡♠❡✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ s✐❡ ❜❡st❡❤t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❙tü❝❦ ❤♦♠♦❣❡♥❡r ▼❛t❡r✐❡
✈♦r❧✐❡❣❡♥ ❤❛t✱ ③✳❇✳ ❡✐♥ ❙tü❝❦ ❡✐♥❡s ❝❤❡♠✐s❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❙t♦✛❡s✱ s♦ ✇ä❝❤st ❞✐❡
❊♥❡r❣✐❡ E ❣❛♥③ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❛♥✳ ❆✉s ❑♦♥s✐s✲
t❡♥③❣rü♥❞❡♥ ♠✉ss ❛✉❝❤ ❥❡❞❡r ❞❡r f ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ Zjdzj ✐♥ ●❧✳ ✻✳✷✸ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
③✉r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ s❡✐♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss st❡ts ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥ zj

♦❞❡r Zj ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ s❡✐♥ ♠✉ss✳ ❉✐❡❥❡♥✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛✲
❜❧❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥✐❝❤t ❡①t❡♥s✐✈ ✐st✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡✳
❉✐❡ ❇❡❣r✐✛s❜✐❧❞✉♥❣ ✐st ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ❞❡♠✱ ✇❛s ♠❛♥ ✉♥t❡r ❡①t❡♥s✐✈❡r✴✐♥t❡♥s✐✈❡r
▲❛♥❞✇✐rts❝❤❛❢t ✈❡rst❡❤t✿ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❊rtr❛❣ ✈❡r❣röÿ❡r♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡
❧❛♥❞✇✐rts❝❤❛❢t❧✐❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡ ✉♥t❡r ❇❡✐❜❡❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ■♥t❡♥s✐tät ❞❡r ❇♦❞❡♥❜❡✲
❛r❜❡✐t✉♥❣ ❛✉s❞❡❤♥t ♦❞❡r ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❊rtr❛❣ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ❋❧ä❝❤❡ ❞✉r❝❤
✐♥t❡♥s✐✈❡r❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ st❡✐❣❡r♥✳ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür ❡✐♥ ❙tü❝❦
❤♦♠♦❣❡♥❡r ▼❛t❡r✐❡ ❞❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ vdp✱ ✇♦❜❡✐
p ❞❡r ■♠♣✉❧s ✉♥❞ v ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞❡r ■♠♣✉❧s ❡✐♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❞❡♥♥ ❡r ✐st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ▼❛ss❡✮ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✳ ❯♠ ❡✐♥ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❡s ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ss②s✲
t❡♠ ❢ür ❞✐❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❡ ③✉ s❝❤❛✛❡♥✱ ❢ü❤rt ♠❛♥
❞✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥✳ ❉❛♠✐t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ st❛♥❞❛r✲
❞✐s✐❡rt❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ E ✱ ❜❡✐ ❞❡r ♠❛♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡①t❡♥s✐✈❡
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡
❊✐♥ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧✱ ✐♥ ❞❡♠ ❛❧❧❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1, . . . zf

❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ s✐♥❞✱ ❤❡✐ÿt ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✳
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❆❧❧❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✭●❧✳ ✻✳✷✷✮ ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ s✐♥❞ ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣rö✲
ÿ❡♥ ❜③✇✳ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ✐st ❥❡❞❡r
❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t✳
❋ür ❡✐♥✐❣❡ ❞✐❡s❡r ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❢ü❤rt ♠❛♥ ❡✐❣❡♥❡ ◆❛♠❡♥ ❡✐♥
✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür ❞❡♥ ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❉r✉❝❦✳ ❉✐❡
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♠✐t ❞❡r ❡✐♥ ●❡rüst ❛✉s
❦❧❛r ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❇❡❣r✐✛❡♥ ❢ür ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠❡ ♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡t❛❜❧✐❡rt ✇✐r❞✳ ❙✐❡ ❜r✐♥❣t ❖r❞♥✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥ ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧
❞❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✐♠♠❡r ü♣♣✐❣❡r ✇✉❝❤❡r♥❞❡♥ ❉s❝❤✉♥❣❡❧✳

❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡♠ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞
✭❞✳❤✳ f = 1)✳ ❉✐❡s❡r s♦❧❧ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ s❡✐♥✳ ❆❧s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✇ä❤❧❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ■♠♣✉❧s p ❞❡s ❙②st❡♠s✳ ❉✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥

H = H(p) = Ekin(p) .

❆✉s ❞❡♠ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
dH = vdp

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛s ✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
v = dH

dp ✳

✻✳✹ ❉r✉❝❦

❊✐♥ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❢ür ▼❛t❡r✐❡ ✇❡r❞❡ ❞✉r❝❤ f ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞
❧✐❡❣❡ ✐♥ ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ✈♦r✱ ❞✳❤✳ ❛❧❧❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1, . . . , zf s❡✐✲
❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ s❡✐ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥
V ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s✱ ❞✳❤✳ ❡s s❡✐ z1 = V ✳ ❉✉r❝❤ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ V ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠

E = E(V, z2, . . . , zf )

❞✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡

p = p(V, z2, . . . zf) = −
(
∂E
∂V

)

z2,...,zf

. ✭✻✳✷✺✮

❙✐❡ ✇✐r❞ ❛❧s ❉r✉❝❦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❡r ❉r✉❝❦ p ✐st ♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥❡♠ ❞✐❡ ♥❡✲
❣❛t✐✈❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡✲
r❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠
❱♦❧✉♠❡♥ ❢ür ❛♥❞❡r❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❜✐❧❞❡♥✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥✐❣❡ ❞❡r
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡r ❆rt s✐♥❞✳ ◆✉r ✐st ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ♥✐❝❤t ❞❡r ❉r✉❝❦✳
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❲❡♥♥ ❛❧s♦ ③✳❇✳ ❞✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ z2 ③✳❇✳ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❱❛r✐❛❜❧❡
Z2 ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t ✇✉r❞❡✱ s♦ ❞❛ss

E = E(V, Z2, z3, . . . , zf) ,

❞❛♥♥ ✐st

−
(
∂E
∂V

)

Z2,z3,...,zf

6= p

♥✐❝❤t ✭✦✮ ❞❡r ❉r✉❝❦✳
❉❡r ❉r✉❝❦ ✐st ✐✳❆❧❧❣✳ s❡❧❜st ✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥

V ✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ♠❡❤r❡r❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❢ür ❡✐♥❡ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
❙✐t✉❛t✐♦♥ r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❞✱ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ■♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋❛❧❧ ❤ä♥❣t ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✉r
✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ❛❧s ❡✐♥③✐❣❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r ❛❜ ✉♥❞ ❡s ❧✐❡❣t ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡✲
♠♦❞❡❧❧

E = E(V ) ✭✻✳✷✻✮

♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡♠ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ✈♦r✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞❡r ❉r✉❝❦

p = p(V ) = −dE(V )

dV
✭✻✳✷✼✮

♥✉r ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s V ✳
❉❛ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥ ❙❦❛❧❛r❡ s✐♥❞✱ ✐st ❛✉❝❤ ❞❡r ❉r✉❝❦ ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r❡

●röÿ❡✳ ❉✐❡ ❙■✲❊✐♥❤❡✐t ❞❡s ❉r✉❝❦s ❤❡✐ÿt P❛s❝❛❧ ✿

[p] = Pascal = Pa = J/m3 . ✭✻✳✷✽✮

❯♥t❡r ❞❡♥ ü❜❧✐❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♥❛❤❡ ❞❡♠ ❊r❞❜♦❞❡♥ ❧✐❡❣t ❞❡r ▲✉❢t❞r✉❝❦
❞♦rt ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✉♥❣❡❢ä❤r ❜❡✐ 1 bar = 1× 105 Pa = 100 kPa ✭✶✵✵ ❑✐❧♦♣❛s✲
❝❛❧✮✳ ❉❛s ✐st ❛✉❝❤ ✉♥❣❡❢ä❤r ❞❡r ❛❧s ◆♦r♠❛❧❞r✉❝❦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❉r✉❝❦✳

❏❡❞❡♠ ❙tü❝❦ ▼❛t❡r✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ✐st ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✻✳✷✼ ✐♠ ❘❛❤✲
♠❡♥ ❞✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧s ❡✐♥ ❉r✉❝❦ p(V ) ③✉❣❡♦r❞♥❡t✳ ❉❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✐♥
●❧✳ ✻✳✷✼ ✇✉r❞❡ ❢ür ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❉r✉❝❦s ❞❡s❤❛❧❜ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ❞❛♠✐t ❞❡r
❉r✉❝❦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❲❡rt❡ ❛♥♥✐♠♠t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡s ♠✐t st❛❜✐❧❡r ▼❛t❡r✐❡ ③✉ t✉♥ ❤❛t✳
❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❦❧❛r♠❛❝❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥
ü❜❡r❧❡❣t✱ ❞✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❉r✉❝❦ ♥❡❣❛t✐✈ ✇✐r❞✳ ❉❛♥♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❙tü❝❦
▼❛t❡r✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❜❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❡s s✐❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥③✐❡❤t✱ ✉♥❞ s♦✲
♠✐t ❛✉❝❤ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡r❡♥✳ ❇❧✐❡❜❡ ❞❡r ❉r✉❝❦ ♥❡❣❛t✐✈✱ s♦ ✇ür❞❡ ✈♦♥ ❛❧❧❡✐♥❡
❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ s♦ ❧❛♥❣❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐s✲
s✐♣✐❡rt ✇✐r❞✱ ❜✐s ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ♥✉❧❧ ❣❡✇♦r❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❡ ✈❡rs❝❤✇✉♥❞❡♥
✐st✳ ❉❛s ✇✐r❞ ♥✐❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ❞❡♥♥ ❜❡✈♦r ❞❛s ❡✐♥tr❡t❡♥ ❦ö♥♥t❡✱ ❣r❡✐❢❡♥ ♠❡✐st
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❉r✉❝❦ ♣♦s✐t✐✈ ✇❡r❞❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤
✇✐r❞ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥❛❜♥❛❤♠❡ ❜❡❣r❡♥③t ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❡ st❛❜✐❧✐s✐❡rt✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✺✿ ❙❦✐③③❡ ③✉♠ ❉r✉❝❦✲
❛✉s❣❧❡✐❝❤

✻✳✹✳✶ ❉r✉❝❦❛✉s❣❧❡✐❝❤

❩✇❡✐ ▼❡❞✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ♠ö❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡❤ä❧t❡r ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥

V = VA + VB

❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ s❡✐♥✱ ❞❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡ ü❜❡r ❞✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❞❡s ❇❡✲
❤ä❧t❡rs ❤✐♥✇❡❣ ③✉❧ässt✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❱♦❧✉♠✐♥❛ VA ✉♥❞ VB✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ▼❡❞✐❡♥
❡✐♥♥❡❤♠❡♥✱ s❡✐❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❑♦❧❜❡♥ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡tr❡♥♥t ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❱❡r✲
s❝❤✐❡❜❡♥ ❞❡s ❑♦❧❜❡♥s ✈❡rä♥❞❡r❜❛r ✭❆❜❜✳ ✻✳✺✮✳ ❲❡♥♥ ✇✐r ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧✲
❜❡r ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ▼❡❞✐❡♥ ❞✉r❝❤ ❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ EA(VA)
✉♥❞ EB(VB) ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❞✐❡ ♥✉r ✈♦♥ ✐❤r❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❛❜❤ä♥❣t ✭✈♦❧✉♠❡✲
♥❡❧❛st✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✮✱ s♦ ✐st ❞❡r❡♥ ❙✉♠♠❡ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ●❡s❛♠t✲
❡♥❡r❣✐❡

E = EA(VA) + EB(VB) .

➘♥❞❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ❞✉r❝❤ ❱❡rs❝❤✐❡❜❡♥ ❞❡s ❑♦❧❜❡♥s ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧ ✉♠
dVA = −dVB✱ s♦ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ✉♠

dE = dEA + dEB = −pA dVA − pB dVB = (pB − pA)dVA .

❑❛♥♥ ❞❛❜❡✐ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡s ❞❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❛ss
s♦❧❝❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥ Pr♦③❡ss❡ ✈♦♥ s❡❧❜st ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤ s✐♥❞✳ ❉❛s
s✐♥❞ s✐❡✱ ✇❡♥♥ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ Pr♦③❡ss ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❢r❡✐ ✇✐r❞✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥
dE < 0 ✐st✳ ❉❡r ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐st ❡✐♥❡ ❊✐♥❜❛❤♥str❛ÿ❡✱
❜❡✐ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜✐s s✐❡ ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡rr❡✐❝❤t
❤❛t✳ ❉❛s ✐st ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✺✳✾✳✽✮✳ ■♠ ▼✐✲
♥✐♠✉♠ ✐st dE = 0 ✭❢ür dVA 6= 0) ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❤❡rrs❝❤t ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ü❜❡r❛❧❧ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❉r✉❝❦✱ ❞✳❤✳ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❣✐❧t

pA = pB . ✭✻✳✷✾✮
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■st ③✉♥ä❝❤st pA > pB✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ VA ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s ❆
❛✉❢ ❑♦st❡♥ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ✈♦♥ ❇ ✈❡r❣röÿ❡r♥✱ ❉✐❡ ❞❛❜❡✐ ❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡
✇✐r❞✱ ✇✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡r❡✐ts ❣❡s❛❣t✱ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✉♥❞ ❢ü❤rt s♦ ③✉♠ ❉r✉❝❦❛✉s❣❧❡✐❝❤✳
Ü❜❡r ❉❡t❛✐❧s ❞❡s Pr♦③❡ss❡s✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ♠✐t ❞❡♠ ❞❡r
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s✈♦r❣❛♥❣ ❛❜❧ä✉❢t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✇❛r ♥✐❝❤ts ❛✉ss❛❣❡♥✱ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
❊r❢❛❤r✉♥❣ ❛❜❡r s❡❤r ✇♦❤❧ ❞✐❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ tr❡✛❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r Pr♦③❡ss ✐♠♠❡r
st❛tt✜♥❞❡t✱ ✇❡♥♥ ❡r ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st ✉♥❞ s♦❞❛♥♥ ✈♦♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ❛❜❧ä✉❢t ❜✐s ❞❡r ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❡rr❡✐❝❤t ✐st✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ü❜❡r❛❧❧ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❉r✉❝❦ ❤❡rrs❝❤t✳ ❩✉
❇❡❣✐♥♥ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉r✉❝❦❞✐✛❡r❡♥③❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛❜✲
❣❡❜❛✉t✳ ▼✐t ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞s s✐♥❞ s✐❡ ✈❡rs❝❤✇✉♥❞❡♥✳

■♥ ❡✐♥❡♠ ▼❡❞✐✉♠✱ ✐♥ ❞❡♠ s✐❝❤ ♥✉r ❞❡r ✈♦❧✉♠❡♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❇❡✐tr❛❣ ä♥❞❡r♥
❦❛♥♥✱ ❧✐❡❣t ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ü❜❡r❛❧❧ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❉r✉❝❦ ✈♦r✳

✻✳✹✳✷ ❙❝❤✇❡r❡❞r✉❝❦ ❡✐♥❡s ❋❧✉✐❞s

■♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ✐♠ ❊r❞s❝❤✇❡r❡❢❡❧❞ ♠✐t ❞❡r ❋❛❧❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ g r✉❤❡♥❞❡♥
❋❧✉✐❞s s❡✐❡♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ dV ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉❛ ❛❧❧❡
❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ✐♥ ❘✉❤❡ s✐♥❞✱ ♠üss❡♥ s✐❡ ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t
s❡✐♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ hA ❜❡✜♥❞❡t ✉♥❞ ❡✐♥ ❛♥✲
❞❡r❡s ❜❡✐ ❞❡r ❍ö❤❡ hB✱ s♦ ♠✉ss ❞❛❤❡r ❣❡❧t❡♥✿

−ghA dmA − pA dV = −ghB dmB − pB dV

ghAρA dV + pA dV = ghBρB dV + pB dV

❍✐❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ pA ❜③✇✳ ρA ❉r✉❝❦ ❜③✇✳ ❉✐❝❤t❡ ❞❡r ❋❧✉✐❞❡❧❡♠❡♥t❡ ❛✉❢ ❞❡r ❍ö✲
❤❡ hA ✉♥❞ pB ❜③✇✳ ρB ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ●röÿ❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ hB. ❋♦❧❣❧✐❝❤
✇❡✐s❡♥ ❞✐❡ ❋❧✉✐❞❡❧❡♠❡♥t❡ ❡✐♥❡ ❉r✉❝❦❞✐✛❡r❡♥③

∆p = pB − pA = g(ρAhA − ρBhB)

❛✉❢✳ ❉✐❡s❡ ❉r✉❝❦❞✐✛❡r❡♥③ ✇✐r❞ ❛❧s ❙❝❤✇❡r❡❞r✉❝❦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ■st ❞❛s ▼❡❞✐✉♠
✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❡❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ü❜❡r❛❧❧ ✭♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✮ ❣❧❡✐❝❤✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥
ü❜❡r❛❧❧ ρB = ρA = ρ ❣✐❧t✱ s♦ ✇ä❝❤st ❞✐❡ ❉r✉❝❦❞✐✛❡r❡♥③

∆p = pB − pA = −ρg(hB − hA) = −ρg∆h ✭✻✳✸✵✮

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❍ö❤❡♥❞✐✛❡r❡♥③✳ ▼✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❍ö❤❡ ♥✐♠♠t ❞❡r ❉r✉❝❦
❛❜✳ ❋ür g = 0✱ hB = hA ♦❞❡r ❋❧✉✐❞❡ ♠✐t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞ ❦❧❡✐♥❡r ❉✐❝❤t❡
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❜❡r❡✐ts ③✉✈♦r ❞✐s❦✉t✐❡rt❡ ●r❡♥③❢❛❧❧✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ❞✉r❝❤ ●❧✳
✻✳✷✾ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❉r✉❝❦❛✉s❣❧❡✐❝❤✳

▼❛♥♦♠❡t❡r✳ ●❡rät❡ ③✉r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❉r✉❝❦s ❤❡✐ÿ❡♥▼❛♥♦♠❡t❡r ✳ ❆❜❜✳ ✻✳✻
③❡✐❣t ❡✐♥ ❛✉❢ ●❧✳ ✻✳✸✵ ❜❡r✉❤❡♥❞❡s ❯✲❘♦❤r✲▼❛♥♦♠❡t❡r✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡ ❉r✉❝❦❞✐❢✲
❢❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼❡❞✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ♠✐sst✳ ❆❧s ❙♣❡rr✢üss✐❣❦❡✐t ❤❛t s✐❝❤
✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r ❜❡✇ä❤rt✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻✿ ❙❦✐③③❡ ❡✐♥❡s ❯✲
❘♦❤r✲▼❛♥♦♠❡t❡rs✳ ❩✇❡✐ ❋❧✉✐❞❜❡r❡✐✲
❝❤❡ ♠✐t ❞❡♥ ❉rü❝❦❡♥ pA ✉♥❞ pB ✇❡r✲
❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙♣❡rr✢üss✐❣❦❡✐t ✭r♦t✮
✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡tr❡♥♥t✳ ❉✐❡ ❉r✉❝❦❞✐❢✲
❢❡r❡♥③ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✻✳✸✵ ❛✉s
❞❡r ❍ö❤❡♥❞✐✛❡r❡♥③ ∆h✳

✻✳✹✳✸ ❍②❞r❛✉❧✐s❝❤❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r❡♥

■♥ ●❧✳ ✺✳✶✶✾ s❡✐ z = V ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥❡s ●❛s❡s ✉♥❞ Z = dE
dz = p ❞❡r ❉r✉❝❦✳

❉❛♥♥ ❣✐❜t ❞❛s ●❛s ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡

W = −
VΩ
ˆ

Vα

dE
dV

dV = −
VΩ
ˆ

Vα

(−p)dV =

VΩ
ˆ

Vα

p dV ✭✻✳✸✶✮

❛❧s ❆r❜❡✐t ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✈♦♠ ❆♥❢❛♥❣s✈♦❧✉♠❡♥
Vα ③✉♠ ❊♥❞✈♦❧✉♠❡♥ VΩ ✈❡rä♥❞❡rt✳ ❋ür ❞❛s ●❛s ✐st ❞✐❡ ❆r❜❡✐t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠
❱♦❧✉♠❡♥✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡s ❉r✉❝❦s✳ ❊✐♥ ●❛s ❣✐❜t ❞❡♠♥❛❝❤ ❆r❜❡✐t ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜✱
✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡s ●❛s❡s ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ Pr♦③❡ss ✈❡r❣röÿ❡rt✱ ❞❡♥♥ ❞❛s
■♥t❡❣r❛❧

´

pdV ✐st ❞❛♥♥ ♣♦s✐t✐✈✳ ❱❡r❦❧❡✐♥❡rt s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠
Pr♦③❡ss✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆r❜❡✐t ♥❡❣❛t✐✈✱ ✉♥❞ ❞❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❡♠
●❛s ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ✉♠ ❞✐❡s❡♥ Pr♦③❡ss r❡❛❧✐s✐❡r❡♥
③✉ ❦ö♥♥❡♥✳

❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✻✳✼ ✐st ❡✐♥ ❋❧✉✐❞ s❦✐③✲
③✐❡rt✱ ❞❛s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ ●❡❢äÿ ♠✐t ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ A ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦s✲
s❡♥ ✐st ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❑♦❧❜❡♥ ✈❡rä♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡
P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❑♦❧❜❡♥s s❡✐ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ❣❡❣❡✲
❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ xα ✇❛r ✉♥❞ ❛♠ ❊♥❞❡ xΩ ✐st✱ s♦ ❤❛t
s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ ∆x = xΩ − xα ❣❡ä♥❞❡rt✱ ❛❜❡r ♠❛♥ ♠✉ss
❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ✐✳ ❆❧❧❣✳

∆V 6= A∆x

✐st✳ ❉❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❞❡s Pr♦❞✉❦ts A∆x ❤ä♥❣t ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❖r✐❡♥✲
t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❜③✇✳ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ❛❜✱ ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡
❛❜❡r ♥✐❝❤t✱ ✉♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❦❡✐♥ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ s❡t③❡♥✳ ❉✐❡ ❧✐♥❦❡
❙❡✐t❡ ❞❡r ❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r ✭∆V ✮✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❡✐♥
❱❡❦t♦r st❡❤t ✭A ✐st ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r✱ ❛❜❡r ∆x ❡✐♥ ❱❡❦t♦r✦✮✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✼✿ ✭❛✮ ❊✐♥ ❑♦❧❜❡♥ ♠✐t ❋❧ä❝❤❡ A ✇✐r❞ ✈♦♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ xα ③✉r
❑♦♦r❞✐♥❛t❡ xΩ ❜❡✇❡❣t✳ ❉❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✈❡❦t♦r∆x ✐st ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ③✉♠
❘✐❝❤t✉♥❣s✲❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r e ❣❡r✐❝❤t❡t✳ ❉❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t e · ∆x ✐st ♥❡❣❛t✐✈
✉♥❞ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ♥✐♠♠t ✉♠ ∆V = Ae · ∆x ❛❜ ✭❜✮✳ ❉✐❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐st✱
❞❛ss ❞❡r ❛✉❢ ❞❡r ❑♦❧❜❡♥✢ä❝❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ st❡❤❡♥❞❡ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r e ✈♦♠
❱♦❧✉♠❡♥✐♥♥❡r❡♥ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ③❡✐❣t✳

❯♠ ③✉ ❡✐♥❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉ ❣❡❧❛♥❣❡♥✱ ❢ü❤r❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡ ●röÿ❡ e
❡✐♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ A ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥✐♥♥❡r❡♥ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❣❡r✐❝❤t❡t ✐st ✉♥❞
❞❡♥ ❇❡tr❛❣ 1 ❤❛t✳ ❱❡❦t♦r❡♥ ✈♦♠ ❇❡tr❛❣ ✶ ❤❡✐ÿ❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥✳ ❙✐❡ ③❡✐❝❤✲
♥❡♥ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉s✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦ts e · ∆x ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
❱❡❦t♦r❡♥ e ✉♥❞ ∆x ✭s✳ ❯♥t❡r❦❛♣✳ ✸✳✹✳✸✮ ❤ä♥❣t ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ♦❜ ❞✐❡ ❑♦❧❜❡♥✢ä❝❤❡
A ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ♦❞❡r ♥❛❝❤ ✐♥♥❡♥ ✈❡rs❝❤♦❜❡♥ ✇✐r❞✳ ■♠ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❣✐❜t
❡s ♥✉r ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✿

e ·∆x =

{
+|∆x|, ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥

−|∆x|, ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ♥❛❝❤ ✐♥♥❡♥

■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ♥✐♠♠t ❞❛❜❡✐ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ③✉ ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❛❜✳
❉❛❤❡r ✐st ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣

∆V = Ae ·∆x

♣♦s✐t✐✈✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❑♦❧❜❡♥ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❜❡✇❡❣t ✇✐r❞ ✭✉♥❞ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✈❡r✲
❣röÿ❡rt✮ ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈✱ ✇❡♥♥ ❡r ♥❛❝❤ ✐♥♥❡♥ ❜❡✇❡❣t ✇✐r❞ ✭✉♥❞ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥
✈❡r❦❧❡✐♥❡rt✮✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ♥✉♥ ❛✉❝❤ ❢♦r♠❛❧ r✐❝❤t✐❣✱ ❞❡♥♥ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ss❡✐t❡♥ st❡❤❡♥ ❥❡t③t ❙❦❛❧❛r❡ ✉♥❞ s✐❡ ✐st s♦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❞❛ss ❡s ♥✐❝❤t ♠❡❤r
❞❛r❛✉❢ ❛♥❦♦♠♠t✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❥❡♥❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ③❡✐❣t✱ ✇♦r❛✉❢
s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ xα ✉♥❞ xΩ ❜❡③✐❡❤❡♥✳

❲❡❣✲❑r❛❢t✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❜❜✳ ✻✳✽ s❦✐③③✐❡rt ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ❆♣♣❛✲
r❛t✉r✱ ♠✐t ❞❡r ❡✐♥❡ ❲❡❣✲❑r❛❢t✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❙✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✽✮ ❜❡✇❡r❦st❡❧✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✽✿ ❲❡❣✲❑r❛❢t✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡r s❦✐③③✐❡rt❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r ❜❡✲
st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ●❡❢äÿ ♠✐t ③✇❡✐ Ö✛♥✉♥❣❡♥✱ ❛♥ ❞✐❡ ③✇❡✐ ✐♥ x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✇❡❣✲
❧✐❝❤❡ ❑♦❧❜❡♥ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ s✐♥❞

❧✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ s♦❧❧ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡s❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛✲
t♦r ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt✳

❉✐❡ ❲ä♥❞❡ ❞❡r ❆♣♣❛r❛t✉r s❡✐❡♥ st❛rr✳ ■♥ s❡✐♥❡♠ ■♥♥❡r❡♥ ❜❡✜♥❞❡ s✐❝❤
❡✐♥ ❋❧✉✐❞✱ ❞❡ss❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❑♦❧❜❡♥ ✈❡rä♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❉❛s ❋❧✉✐❞ ✐st ❞❛s ❆r❜❡✐ts♠❡❞✐✉♠ ❞❡r ✒▼❛s❝❤✐♥❡✏ ✉♥❞ ❞✐❡♥t ❞❛③✉✱ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ✈♦❧✉♠❡♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥s♣❡✐❝❤❡r♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳
❉✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ✐st ❞❛♥♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ V ❞❡s ❋❧✉✐❞s✳

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss✿ ■♠ ❡rst❡♥ ❚❛❦t ✇✐r❞ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥
V ❞❡s ❋❧✉✐❞s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ❑♦❧❜❡♥s ✶ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✉♠ dx1
③✉s❛♠♠❡♥❣❡❞rü❝❦t✳ ❉✐❡ ❛♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆r❜❡✐t

dW1 = Fext,1 · dx1

✇✐r❞ ✐♠ ❙②st❡♠ ❛❧s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡

dW1 = dE = −pdV1

③✇✐s❝❤❡♥❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✱ ✇♦❜❡✐ dV1 ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✐st✳ ■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❚❛❦t
✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❆r❜❡✐t

dW2 = Fext,2 · dx2

✇✐❡❞❡r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✐st ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧

dV1 = A1 e1 · dx1 ,
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✇♦❜❡✐ A1 ❞✐❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ❞❡s ❡rst❡♥ ❑♦❧❜❡♥s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ e1 ❞❡r
③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❡✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r ✐st✱ ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧

dV2 = A2 e2 · dx2 gilt.

❋ür ❞✐❡ ❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ s✐♥❞ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✈♦♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡s
❱♦❧✉♠❡♥s ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❣❧❡✐❝❤✱ ❞✳❤✳ e1 = e2. ❉❛ ❛♠ ❊♥❞❡ ❡✐♥❡s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s
❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ✇✐❡❞❡r ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✱ ❣❡❧t❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❞✐❡
❇❡③✐❡❤✉♥❣ dW1 + dW2 = 0 ✉♥❞ dV1 + dV2 = 0. ❙♦♠✐t ❢♦❧❣t✿

Fext,1/A1 = Fext,2/A2 .

❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❑rä❢t❡ s♦ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❱❡r❤ä❧t✲
♥✐s ❞❡r ❑r❛❢t❜❡trä❣❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❑♦❧❜❡♥✢ä❝❤❡♥ ✐st✳ ■st ❞✐❡
❡✐♥❣❛♥❣ss❡✐t✐❣❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ A1 ❞❡s ❑♦❧❜❡♥s ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❛✉s❣❛♥❣s✲
s❡✐t✐❣❡✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❛✉s❣❛♥❣ss❡✐t✐❣❡ ❑r❛❢t ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❡✐♥❣❛♥❣ss❡✐t✐❣❡✳ ■♥
ä❤♥❧✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ✇✐❡ ❞✐❡s❡r ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡r❡♥ ❛✉❝❤
❛♥❞❡r❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür s♦❧❝❤❡ ❑r❛❢t✲❲❡❣✲
❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r❡♥ s✐♥❞ ❍❡❜❡❧✱ s❝❤✐❡❢❡ ❊❜❡♥❡♥ ♦❞❡r ❋❧❛s❝❤❡♥③ü❣❡✳

❉✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❛♥❣❡st❡❧❧t❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✐st s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❡✐♥❡ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❜❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❦❡✐♥❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❲❡♥♥ ✇ä❤✲
r❡♥❞ ❞❡s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r ❣❡st❡❝❦t❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞❛♥♥ ❜❡❦♦♠♠t ♠❛♥ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ❊♥❡r❣✐❡
r❛✉s ❛❧s ♠❛♥ ❤✐♥❡✐♥❣❡st❡❝❦t ❤❛t ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❞❛♠✐t ❞❛s ✐♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ✭r❡✈❡rs✐✲
❜❧❡♥✮ ❋❛❧❧ ❡r③✐❡❧❜❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✈❡r❤ä❧t♥✐s ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❇❡✐ ❤②❞r❛✉✲
❧✐s❝❤❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r❡♥ ♠✉ss ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡♥ Pr♦③❡ss ❡①tr❡♠ ❧❛♥❣✲
s❛♠ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ✈✐s❦♦s❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❡s ❆r❜❡✐ts♠❡❞✐✉♠s✱ ❞✳❤✳
❞❡s ❋❧✉✐❞s✱ ❦❧❡✐♥ ③✉ ❤❛❧t❡♥✳ ■♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❢❛❧❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❛❤❡r ❞❡♥
●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡s q✉❛s✐st❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡s

✻✳✺ ❊♥t❤❛❧♣✐❡

❉✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✐st ❡✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ♦✛❡♥❡r ❙②st❡♠❡✳ ❙✐❡
✐st ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞✐❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❙trö♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ✭s✳
❘P❑✷✮✳

❊✐♥ ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t ♥✐♠♠t ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ V = 0 ❡✐♥✳ ❱❡r✲
❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t ❆ ❞❡r ▼❛ss❡ m ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥
❑ör♣❡r ❇✱ ❞❡r ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ▼❛ss❡ m ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ V 6= 0 ❡✐♥♥✐♠♠t✱ s♦ ❡♥t✲
❤❛❧t❡♥ ❜❡✐❞❡ ❣❡♥❛✉ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U = mc2✳ ❯♠ s✐❡ ❛✉s ❊♥❡r❣✐❡
♠❛t❡r✐❛❧✐s✐❡r❡♥ ③✉ ❧❛ss❡♥✱ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▼❡♥❣❡ ❛♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ mc2. ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❥❡❞♦❝❤ ✐♠ ❑♦♥t❛❦t ♠✐t ❡✐♥❡♠
✉♠❣❡❜❡♥❡♥ ❋❧✉✐❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❞r✉❝❦ p st❛tt✜♥❞❡♥ s♦❧❧✱ ❞❛♥♥ ❜❡✲
♥öt✐❣t ♠❛♥ ❢ür ❞❡♥ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❑ör♣❡r ❇ ♠❡❤r ❊♥❡r❣✐❡✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ♥♦❝❤
❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉r ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣ ❞❡s ❋❧✉✐❞s ❛✉s ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐✲
❣❡♥ ♠✉ss✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t ✐st ❞✐❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ♥✉❧❧✱ ❞❡♥♥ ❡r
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❤❛t ❦❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t ❛❜❡r ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥
❑ör♣❡r ♠✐t ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ✒❛✉❢❜❧äst✏✱ ✐st ❞✐❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❛r❜❡✐t ✱ ❞✐❡ ❞❛❜❡✐
❣❡❧❡✐st❡t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ❣❡r❛❞❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❞r✉❝❦
p ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠✐t ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤ V ✳ ❉✐❡ ❱❡r✲
❞rä♥❣✉♥❣s❛r❜❡✐t ✐st ❛❧s♦ pV ✳ ❋ür ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
♦✛❡♥❡r ❙②st❡♠❡ ❢ü❤rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡

H = mc2 + pV

❜③✇✳
H = U + pV ✭✻✳✸✷✮

❛❧s ♥❡✉❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❡✐♥✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r✱ ❡✐♥❡♥ ❙t♦✛ ♦❞❡r ❡✐♥ ▼❡✲
❞✐✉♠ ✐♠ ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐st s✐❡ ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♠✐t
❞❡r ❇✐❧❞✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❑ör♣❡rs✳

✻✳✺✳✶ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡

❉✐❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣ ❣✐❧t ❛♥❛❧♦❣ ❢ür ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ♠✐t ❞❡r ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ E . ❋ür ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♦✛❡♥❡r
❙②st❡♠❡ ❢ü❤rt ♠❛♥ ❞❛❤❡r ❛♥❛❧♦❣ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡

H = E + pV ✭✻✳✸✸✮

❡✐♥✳ ❉✐❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❧❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣

dH = dE + d(pV ) = dE + pdV + V dp ✭✻✳✸✹✮

✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆r❜❡✐t dW ✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ✐♠ ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t
♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st

dH = dW . ✭✻✳✸✺✮

❉✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✻✳✸✹ ✉♥❞ ●❧✳ ✻✳✸✺ s♦❧❧ ♥✉♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡r❧ä✉✲
t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡s ♦✛❡♥❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠s ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡ss❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ♥✉r ❛✉s ❞❡♠ ✈♦❧✉♠❡♥✲
❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ✭♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥✮ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ❜❡st❡❤t✳ ❉❛s ❙②st❡♠ s♦❧❧ ✐♥ ❡✐♥❡♠
❋❧✉✐❞ ❜❛❞❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ✐❤♠ ✐♠ ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t s❡✐♥✳

❲❡♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠ s❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ✉♠ dV ✈❡r❣röÿ❡rt✱ ♥✐♠♠t s❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡
✉♠ dE = −pdV ❛❜✳ ❉❛❤❡r ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ♠❡✐♥❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡ ❞❡♠ ❡♥ts♣r❡✲
❝❤❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ❦ö♥♥t❡✳ ❯♠ ❞✐❡s❡♥ Pr♦③❡ss ❛❜❡r ❛✉s③✉❢ü❤r❡♥✱ ♠✉ss
❥❡❞♦❝❤ ❡①❛❦t ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥ dV ❞❡s ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ❋❧✉✐❞s ✈❡r❞rä♥❣t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉❛③✉ ♠✉ss ❆r❜❡✐t ❣❡❧❡✐st❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r ❞✐❡ ❡①❛❦t ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡
❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❛r❜❡✐t pdV ✳ ❉❛ s✐❝❤ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❡rst❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❛✉❢
❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✻✳✸✹ ❛✉❢❤❡❜❡♥✱ ❜❧❡✐❜t ❢ür ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣
♥✉r dH = V dp ü❜r✐❣✱ ✉♥❞ ♥✉r ❞✐❡ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t dW = V dp
❦❛♥♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✐♠ ❋❧✉✐❞❜❛❞ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥
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✇❡r❞❡♥✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❜❡✐♠ Pr♦③❡ss ❞❡r ❉r✉❝❦ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✱ ❛❧s♦ dp = 0
❣✐❧t✱ ❞❛♥♥ ❧✐❡❢❡rt ❞❛s ❙②st❡♠ ❦❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜✳

❉❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❆r❜❡✐t V dp ③✉❢ü❤r❡♥ ♠✉ss✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣s✲
❞r✉❝❦ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✈♦♥ p ❛✉❢ p+dp ❡r❤ö❤t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❡✐♥s❡✲
❤❡♥✿ ▼❛♥ ❧ässt ❞❛s ❙②st❡♠ ❜❡✐♠ ❉r✉❝❦ p ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t s❝❤r✉♠♣❢❡♥✱
ä♥❞❡rt ❞❡♥ ❉r✉❝❦ ❛✉❢ p+dp ✭❞❛❜❡✐ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ♥✐❝❤t✮ ✉♥❞ ❜❧äst
❡s ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ V ❛✉❢✳ ❉✐❡ ❇✐❧❛♥③ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❞rä♥✲
❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ✐st ❞❛♥♥

(p+ dp)V − pV = V dp ,

✉♥❞ ❞❛s ✐st ❞✐❡ ❆r❜❡✐t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❉r✉❝❦ä♥❞❡r✉♥❣ ❣❡r❛❞❡ ③✉❢ü❤r❡♥
♠✉ss✳ ❱❡rr✐♥❣❡rt ♠❛♥ ❛❧s♦ ❞❡♥ ❉r✉❝❦✱ s♦ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❦❧❡✐♥❡r✱ ✉♥❞ ❞✐❡
❊♥t❤❛❧♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡ st❡❧❧t ❢r❡✐ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡ ❆r❜❡✐t ❞❛r✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❜③✇✳ ❛♥
❛♥❞❡r❡ ❙②st❡♠❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❆r❜❡✐t W ✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❛❜❣❡❜❡♥
❦❛♥♥✱ ❞❛s s✐❝❤ ✐♠ ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ❋❧✉✐❞

❜❡✜♥❞❡t✱ ✐st ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ∆H✳

✻✳✺✳✷ ❆✉❢tr✐❡❜

■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✷✳✹ ❞✉r❝❤❧✐❡❢ ❡✐♥ ❲❛❣❡♥ ❲ ❞❡r ▼❛ss❡ mW ❞✐❡ ❍ö❤❡♥❞✐✛❡r❡♥③
∆h = hΩ−hα✱ ✇♦❜❡✐ hα s❡✐♥❡ ❍ö❤❡♥❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ✉♥❞ hΩ ❛♠ ❊♥❞❡
✐st✳ ❉❡r ❲❛❣❡♥ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥
V = mW /ρW ❡✐♥♥✐♠♠t✱ ✇♦❜❡✐ ρW ❞✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❡s ❲❛❣❡♥s ✐st✳ ■♠
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦❧❧✲
stä♥❞✐❣ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✳ ◆✉♥ ✐st ❡s ❛❜❡r ♥✐❝❤t s♦✱ ❞❛ss ❞❡r
❲❛❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ hα ❡✐♥ ▲♦❝❤ ❞❡r ●röÿ❡ s❡✐♥❡s ❡✐❣❡♥❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥s V ✐♠
❛♥s♦♥st❡♥ ❧✉❢t❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❘❛✉♠ ❤✐♥t❡r❧ässt ✉♥❞ ❞❛ss ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❞❛s ❡♥ts♣r❡✲
❝❤❡♥❞❡ ▲✉❢t✈♦❧✉♠❡♥ V ✇❡❣❣❡❤❡①t ✇✐r❞✱ ❞❛s ❡r ❛♠ ❊♥❞❡ ❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ hΩ
❡✐♥♥✐♠♠t✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ✇✐r❞ ✐♠ ●❡❣❡♥③✉❣ ❡✐♥❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ▲✉❢t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s
❣❧❡✐❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥ V ✇✐❡ ❞❡r ❲❛❣❡♥ ❡✐♥♥✐♠♠t ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ▼❛ss❡mL = ρLV
❤❛t✱ ❛✉❢ ❞✐❡ ❍ö❤❡ hα ✈❡r❞rä♥❣t ❜③✇✳ ❛♥❣❡❤♦❜❡♥✳ ❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ä♥✲
❞❡rt s✐❝❤ ❞❛❤❡r ✉♠

∆Epot = mW g∆h−mLg∆h = (ρW − ρL)V g∆h .

❉✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❛❧s♦ ✉♠ ρLg∆h ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s s✐❡ ❡s
✐♠ ❧✉❢t❧❡❡r❡♥ ❘❛✉♠ ✇är❡✳ ❉✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ✇✐r❞ ❆✉❢tr✐❡❜ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❉✐❡ ▼✐♥✲
❞❡r✉♥❣ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❙❝❤✇❡r❡❡♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ✉♠ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡r❡❡♥❡r❣✐❡
❞❡s ✈❡r❞rä♥❣t❡♥ ❋❧✉✐❞s ✇✐r❞ ❛❧s ❆r❝❤✐♠❡❞✐s❝❤❡s Pr✐♥③✐♣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❉❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡s ❆✉❢tr✐❡❜s ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ♠✐t ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❜❡✲
s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ■♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ s❡✐❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❙❝❤✇❡✲
r❡❡♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ❞❡r ▼❛ss❡ m ❜❡rü❝❦s✐❝❤✲
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t✐❣t✳ ❉✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞❡s ❑ör♣❡rs ✐♠ ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✐❤♥ ✉♠❣❡✲
❜❡♥❞❡♥ ❋❧✉✐❞ ✐st ❞❛♥♥✿

H = E + pV =
1

2
mv2 −mgh+ pV ,

✇♦❜❡✐ V ❤✐❡r ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡s ❑ör♣❡rs ✐st ✉♥❞ hα = 0 s♦✇✐❡ hΩ = h s❡✐♥
s♦❧❧❡♥✳ ❙❡t③t ♠❛♥ m = ρKV ♠✐t ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ρK ❞❡s ❑ör♣❡rs ✉♥❞ p =ρgh ❢ür
❞❡♥ ❙❝❤✇❡r❡❞r✉❝❦ ❡✐♥❡r ✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❧❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ♠✐t ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ρ ❡✐♥✱ s♦
❡r❤ä❧t ♠❛♥

H =

(
1

2
ρKv2 + (ρ− ρK)gh

)
V .

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❍ö❤❡✱ ❛✉❢ ❞❡r s✐❝❤ ❞❡r ❑ör♣❡r ❜❡✜♥❞❡t✱ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✉♠
dh ✈❡rä♥❞❡rt ✇✐r❞✱ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✉♠

dH = [ρKv dv + (ρ− ρK)g dh]V = dW . ✭✻✳✸✻✮

✶✳ ❲❡♥♥ ❦❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞ ✭dW = 0✮✱ s♦ ✐st

v dv = (1− ρ/ρK)g dh ,

✉♥❞ ❞❡r ❑ör♣❡r ❡r❢ä❤rt ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

dv

dt
= (1− ρ/ρK)g ,

✇♦❜❡✐ ❤✐❡r v = dh/dt ❢ür ❞✐❡ ▼♦♠❡♥t❛♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❑ör♣❡rs
❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✉r❞❡✳ ❖❜ ❞❡r ❑ör♣❡r ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ♦❞❡r ♥❛❝❤ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t
✇✐r❞✱ ❤ä♥❣t ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ♦❜ ❞❛s ❉✐❝❤t❡✈❡r❤ä❧t♥✐s ρ/ρK ❣röÿ❡r
♦❞❡r ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❊✐♥s ✐st✳ ■st ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❡s ❑ör♣❡rs ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡
❞❡s ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ❋❧✉✐❞s✱ ✇✐r❞ ❡r ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧
❞❛❢ür s✐♥❞ ♠✐t ❍❡❧✐✉♠ ❣❡❢ü❧❧t❡ ❇❛❧❧♦♥s✱ ❞✐❡ ✐♥ ▲✉❢t ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉❢st❡✐❣❡♥✳ ❉❛ ❡s ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ Pr♦③❡ss ③✉ ❡✐♥❡r ❘❡❧❛t✐✈✲
❜❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❑ör♣❡r ✉♥❞ ❋❧✉✐❞ ❦♦♠♠t✱ ✐st ❡r ✐✳❆❧❧❣✳ ♥✐❝❤t r❡✈❡rs✐❜❡❧✳
■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧✱ ❞❛ss ❞❛s ✉♠❣❡❜❡♥❞❡ ▼❡❞✐✉♠ ❞❛s ❱❛❦✉✉♠ ♠✐t ❞❡r ❉✐❝❤t❡
ρ = 0 ✐st✱ ❢ä❧❧t ❞❡r ❑ör♣❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ s❡✐♥❡r ❉✐❝❤t❡ ρK st❡ts ♠✐t
❞❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ −g ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ✭❢r❡✐❡r ❋❛❧❧✮✳

✷✳ ❊✐♥❡ ❍ö❤❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❛❧s q✉❛s✐st❛t✐s❝❤ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ✐♥
❦♦♥tr♦❧❧✐❡rt❡r ❲❡✐s❡ s♦ ❧❛♥❣s❛♠ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❞❡r ❦✐♥❡t✐✲
s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ❢ür ❞✐❡s❡♥ Pr♦③❡ss ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✳❤✳
✇❡♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✻✳✸✻ dv ≈ 0 s❡t③❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❑ör♣❡r ③✉ ❇❡✲
❣✐♥♥ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s ✐♥ ❘✉❤❡ ✇❛r✱ s♦ tr✐tt ❜❡✐ s♦❧❝❤❡♥ q✉❛s✐st❛t✐s❝❤❡♥
Pr♦③❡ss❡♥ ❦❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛✉❢✳ ❙✐❡ s✐♥❞ r❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❲✐❡ ♠❛♥
❛✉s ●❧✳ ✻✳✸✻ ❡r❦❡♥♥t✱ ❡r❢♦r❞❡rt ❡✐♥❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❍ö❤❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♠ dh
❡✐♥❡ ❩✉❢✉❤r ❡✐♥❡r ❆r❜❡✐t dW ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t
♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥✱ ❥❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ♦❜ ❞❛s ❉✐❝❤t❡✈❡r❤ä❧t♥✐s ❣röÿ❡r ♦❞❡r ❦❧❡✐♥❡r
❛❧s ❊✐♥s ✐st✳
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✻✳✻ ❑♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥

❉✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡s ❲♦rt❡s ✒❦♦♥❥✉❣✐❡rt✏ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❑❛♣✳ ✷✳✹✳✷ ❡r❧ä✉t❡rt✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s♣r✐❝❤t✱ s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❡✐♥
P❛❛r ✈♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ✇❡❝❤s❡❧s❡✐t✐❣❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣
③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥♣❛❛r ❡✐♥ P❛❛r ✈♦♥ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✐st✱ s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ s✐❡ ❛❧s ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳
❉❛r✉♥t❡r ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ③✇❡✐ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡r❡♥ Pr♦❞✉❦t ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐✲
s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❤❛t ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠ ❡✐♥❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❞❡r
❊♥❡r❣✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❤✐❡r❢ür s✐♥❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❉r✉❝❦ p ✉♥❞ ❱♦❧✉✲
♠❡♥ V ✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ ✈♦❧✉♠❡♥❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ♦❞❡r ❞✐❡
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ q ✉♥❞ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ, ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥
❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✾✮✳

◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ s♦❧❧ s❦✐③③❡♥❤❛❢t ❞✉r❝❤ ❞r❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss
❞✐❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♥ä❤❡r❡s s✳ ❆♥❤❛♥❣ ❇✮ ❡✐♥❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡✲
③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✭❜③✇✳ P♦t❡♥t✐❛❧❡♥✮ s♦ ❤❡rst❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡
✭♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣
❜❡st❡❤t✱ ❞❛♥♥ ❜✐❧❞❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡s P❛❛r✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❊s s❡✐ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥

H(p) =
p2

2m
✭✻✳✸✼✮

❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ p ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♥✉r ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❤❛t✱
s✐♥❞ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❛ss❡❧❜❡✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞✐❡s❡r
❋✉♥❦t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ p ❞❡✜♥✐❡rt ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡

v =
dH

dp
= p/m .

❙✉❜st✐t✉✐❡rt ♠❛♥ p = mv ✐♥ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✻✳✸✼ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✱ s♦
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ③✉ H ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❋✉♥❦t✐♦♥

L(v) =
1

2
mv2

❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ v✳ ❉❡r❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡r❣✐❜t ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ③✉ v ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡
❱❛r✐❛❜❧❡

p =
dL

dv
= mv .

❉✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✇❡❝❤s❡❧s❡✐t✐❣✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ p ✉♥❞ v
s✐♥❞ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ H(p) ✉♥❞ L(v) ❦♦♥❥✉✲
❣✐❡rt❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ❙✐❡ t❡✐❧❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❞✐❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

H +L = pv . ✭✻✳✸✽✮



❑❆P■❚❊▲ ✻✳ ❑❖◆❚■◆❯❯▼❙▼❊❈❍❆◆■❑ ✷✹✶

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ s❡✐ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥H(p) =√
p2c2 +m2c4 ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞✳❤✳ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ■♠♣✉❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ p ❞❛r✲

❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st

dH = Z(p) dp

♠✐t

Z(p) =
dH

dp
=

pc√
m2c4 + c2p2

.

❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ●❧✳ ✹✳✶✻ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss Z(p) ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st✱ ❞✳❤✳
❡s ✐st

v = Z(p) .

■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❡♥ ■♠♣✉❧s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉s❞rü❝❦t ✉♥❞ ✐♥
❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥s❡t③t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❇✐❧❞❡♥ ❞❡r
❆❜❧❡✐t✉♥❣ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❤✐❡r ■♠♣✉❧s ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥ ❦♦♥✲
❥✉❣✐❡rt❡s ❱❛r✐❛❜❧❡♥♣❛❛r ❜✐❧❞❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✐st p ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉♥❞ v ❡✐♥❡
✐♥t❡♥s✐✈❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✳
❖❜ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♦❞❡r ❞❡♥ ❞❛③✉ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ■♠♣✉❧s ❛❧s ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❡r❛♥③✐❡❤t✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ❛✉❢③✉st❡❧❧❡♥✱ ✐st ●❡s❝❤♠❛❝❦ss❛❝❤❡✳ ❇❡✐❞❡s ❤❛t ❱♦r✲ ✉♥❞ ◆❛❝❤t❡✐❧❡✳
❚❤❡♦r❡t✐❦❡r ③✐❡❤❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ✈♦r✱ ✇❡✐❧ ❢ür ❞✐❡s❡ ❦❧❛r
✐st✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❛✉s ❞❡♥ ❲❡rt❡♥
❞❡r ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ❡r❣✐❜t✳ ❋ür ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r s♣✐❡❧❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉✲
st❛♥❞s❣röÿ❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥✱ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❘♦❧❧❡✱ ✇❡✐❧ s✐❡
♠❡✐st ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥✳ ●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s✱ s♦ s✐♥❞ ❞✐❡ ③✉ ❞❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉✲
st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ st❡ts ✐♥t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✸✿ ❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ s❡✐ ✐♥ ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞✉r❝❤
E(V ) ♠✐t ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ❛❧s ❡①t❡♥s✐✈❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r ❣❡❣❡❜❡♥✳
❉✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ ❤❛t ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❧✐❡❢❡rt ❞❡♥
❉r✉❝❦

p = −dU
dV

❛❧s ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳
❋ür ❞❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✻✳✺ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss

dH = V dp .

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞❛❤❡r s♣❡③✐❡❧❧ s♦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❞❛ss ❞❡r ❉r✉❝❦ p

❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss H = H(p)✱ s♦ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

dH
dp

= V .
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❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ E(V ) ✉♥❞ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡
❊♥t❤❛❧♣✐❡ H(p) ✇❡❝❤s❡❧s❡✐t✐❣ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥ p ❜③✇✳ V ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ E(V ) ✉♥❞ H(p) ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡ ③✉❡✐♥✲
❛♥❞❡r s✐♥❞ ✭s✳ ❑❛♣✳ ❇✮✳ ❙✐❡ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ✭✈❣❧✳
●❧✳ ✻✳✸✽✮

H+ E = pV . ✭✻✳✸✾✮

❊s ❣✐❜t ❛❧s♦ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♠✐t ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥
❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞❡r❡♥ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❣❧❡✐❝❤
❞❡♠ ❉r✉❝❦ ✐st✳ ❆❜❡r ❞✐❡s❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st ♥✐❝❤t ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱
s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡✳



❑❛♣✐t❡❧ ✼

❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦

❊✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠ ♠✐t ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡ E ❡♥t❤ä❧t ❦❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❉❡r ❆✉st❛✉s❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ❡r❢♦❧❣t ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ st❡ts r❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ■rr❡✲
✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❛❧s ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❆❜❣❛❜❡ ❡✐♥❡r ▲❡✐s✲
t✉♥❣ Pv ❛♥ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❆✉ÿ❡♥✇❡❧t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱

❊✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠s❝❤❧✐❡ÿt ❞✐❡ ❞✐ss✐✲
♣✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❇✐❧❛♥③ ❡✐♥✱ ✐♥❞❡♠ ❡s ✐❤r ❡✐♥❡♥
s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ❤✐♥③✉❢ü❣t✱ ❞❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✳ ❉✐❡✲
s❡r ✐st s♦ ❣❡st❛❧t❡t ✐st✱ ❞❛ss ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r
❆❜❧ä✉❢❡ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t
✐st✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞✐❡s❡r ❱❡r✈♦❧❧stä♥❞✐❣✉♥❣ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U = mc2

❡✐♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠ ❛✉❝❤ ❞❛♥♥ ❦♦♥st❛♥t✱ ✇❡♥♥ ✐♥ ✐❤♠
❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ Pr♦③❡ss❡ ❛❜❧❛✉❢❡♥✳

✼✳✶ ❉✐❡ ❍❛✉♣tsät③❡ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦

❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ♥❡✉ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ ❡r❣ä♥③t ❞❛s ♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ③✉♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧✳ ❉❛s ❱♦r✲
❣❡❤❡♥ ✐st ❞❛s ▼✉st❡r❜❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ♥❡✉❡r ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✉♥❞
✇✐r❞ s✐❝❤ s♣ät❡r ♥♦❝❤ ❛♥ ✈✐❡❧❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ✇✐❡❞❡r❤♦❧❡♥
✭❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ✉s✇✳✮✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t s❡✐ ❡✐♥ ♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡s ③✉♥ä❝❤st n ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡
P❛r❛♠❡t❡r ❜③✇✳ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❊♥❡r❣✐❡③✉st❛♥❞s ❞❡s ❙②st❡♠s ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳ ❉✐❡s❡ ♣❤ä♥♦♠❡✲
♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❜③✇✳ ✒s✐❝❤t❜❛r❡♥✏ P❛r❛♠❡t❡r ✇❡r❞❡♥ ③✉ ❞❡♥ f = n ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥
❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠s ❡r❦❧ärt✳

P❤②s✐❦❡r t✉♥ ❞❛❜❡✐ s♦✱ ❛❧s ♦❜ s✐❡ ❡✐♥ r❡❛❧❡s ♥❛t✉r❣❡❣❡❜❡♥❡s ❖❜❥❡❦t ♠✐t
❛❧❧ s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❛✉❢ ♥✉r ③✇❡✐✱ ❞r❡✐✱ ✳✳✳ ✇❡♥✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛✲
❜❧❡ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳ ◆✉♥ ❤❛❜❡♥ ✇✐r ❜❡r❡✐ts ❣❡s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ♥✐❝❤t ♣❡r❢❡❦t
❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt✱ ❞❡♥♥ ❡s tr❡t❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✒❊♥❡r❣✐❡✈❡r❧✉st❡✏ ❛✉❢✳ ❉✐❡s❡ Pr♦③❡s✲

✷✹✸
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s❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✐✳❆❧❧❣✳ ❢ür ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ✐❣♥♦r✐❡r❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❛✉❢
❉❛✉❡r✳ ❊s ❣✐❜t ③✇❡✐ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ❞❛♠✐t ✉♠③✉❣❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❤❛❜❡♥ ✇✐r
❜❡r❡✐ts ❦❡♥♥❡♥❣❡❧❡r♥t✿ ❍ä❧t ♠❛♥ ❛♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢❡st✱ ❜❧❡✐❜t ❡✐♥❡♠
♥✐❝❤ts ❛♥❞❡r❡s ü❜r✐❣✱ ❛❧s ❡s ③✉♠ ♦✛❡♥❡♥ ❙②st❡♠ ③✉ ❡r❦❧är❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡
❞✐ss✐♣✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣✐❜t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❥❡❞♦❝❤
❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❡✐♥♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ❞❛♥❛❝❤ tr❛❝❤t❡♥✱ ❞❛s ♦✛❡♥❡ ❙②s✲
t❡♠ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠ ③✉ ✈❡r✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥✳ ❉✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt❡
❊♥❡r❣✐❡ s♦❧❧ ✐♥s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛③✉ ♠✉ss ♠❛♥ ❡✐♥❡♥
♥❡✉❡♥ ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❤✐♥③✉❢ü❣❡♥✳ ❉❡r ♥❡✉❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐✲
tr❛❣ s♦❧❧ s❝❤❧❛❣✇♦rt❛rt✐❣ ❛❧s t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

●❡♥❛✉ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ✐st ❡r ❞❡r ❙❛♠♠❡❧❜❡❣r✐✛ ❢ür ❡✐♥❡ ❣✐❣❛♥t✐s❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❩❛❤❧
✇✐♥③✐❣ ❦❧❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡✱ ❢ür ❞✐❡ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡ ✒s✐❝❤t❜❛r❡♥✏ ❩✉st❛♥❞s✈❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❛♥❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ s❡❤r
✈✐❡❧❡r ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡✱ ❞❡r❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ s♦ ✇✐♥③✐❣ ❦❧❡✐♥
s✐♥❞✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐✲
s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡r❢❛ss❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛❜❡r ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t ❞❡♥♥♦❝❤
③✉♥❡❤♠❡♥❞ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ❛✉s✇✐r❦❡♥✳ ❖❜✇♦❤❧ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✐♠ ❡✐♥✲
③❡❧♥❡♥ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✱ s✉♠♠✐❡r❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ③✉ ❞❡♠ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤
❛♥ ❞❡r ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r n ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❛❜❧❡s❜❛r❡♥ ❊✛❡❦t
❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ✇❡✐❧ ❡①tr❡♠ ✈✐❡❧❡ ❞✐❡s❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧ ♥✐❝❤t ❢❛ss❜❛r❡♥ ♠✐❦r♦✲
s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ✭✒✉♥s✐❝❤t❜❛r❡♥✏✮ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❛♥ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜❡t❡✐❧✐❣t s✐♥❞✿
❆✉❝❤ ❑❧❡✐♥✈✐❡❤ ♠❛❝❤t ▼✐st✦

❲✐r ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥ ❛❧❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ✒✉♥s✐❝❤t❜❛r❡♥✏ ❑❧❡✐♥st❜❡✐trä❣❡ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡♥ ❡✐♥③✐❣❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✿ ❞❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡❜❡✐tr❛❣✳ ❊r ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❍✐♥③✉❢ü❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ S
③✉ ❥❡♥❡♥ ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❡r ♥❡✉❡♥
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ S ❤❛t ♠❛♥ ❞❡♥ ◆❛♠❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ❣❡❣❡❜❡♥✳

❉✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠s ❤ä♥❣t ❛❧s♦ ✈♦♥ ❞❡r ♥❡✉❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ S ❛❜ ✉♥❞
❞❡♥ n ❛♥❞❡r❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1, . . . , zn✱ ❛❧s♦ ❛✉s ✐♥s❣❡s❛♠t
f = n+ 1 r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥✿

U = U(S, z1, . . . , zn) . ✭✼✳✶✮

❉✐❡ ③✉r ❊♥tr♦♣✐❡ S ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡

T = T (S, z1, . . . , zn) =

(
∂U
∂S

)

z1,...,zn

✭✼✳✷✮

✇✐r❞ ❛❧s ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❞
❛❧s♦ ❞✉r❝❤

dU = T dS +
∂U
∂z1

dz1 + · · ·+ ∂U
∂zn

dzn ✭✼✳✸✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❡r ❇❡✐tr❛❣ TdS ③✉♠ ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❞❡♥ ♥❡✉✲
❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣✳✶

✶✒❙t✐❧❧❡ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡✏ ✱ ❞✳❤✳ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ❛♠ ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤ t❡✐❧♥❡❤♠❡♥
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▼✐t ❞❡r ❩✉s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡r ♥❡✉❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ✉♥❞ ✐❤r❡r ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦♥✲
❥✉❣✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❧❧❡✐♥ ✐st ❡s ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❣❡t❛♥✳ ❉❛♠✐t ●❧✳ ✼✳✸ ③✉
❡✐♥❡♠ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✉♠❢❛ss❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❞✱
♠✉ss ❞❛s ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦✉♠ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡r Pr♦③❡ss❡ ♠♦✲
❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛s ✐st ❞✐❡ ❢ür ❛❧❧❡ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥
Pr♦③❡ss❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❡r❢❛❤r❜❛r❡ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ✳

❩❡♥tr❛❧❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✐st ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣
❞❡r ❛♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät✳

■♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠ ✐st ❞✐❡ t♦t❛❧❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥✈❡rä♥✲
❞❡r❧✐❝❤✱ ❞✳❤✳ ❡s ❣✐❧t dU = 0✳ ❯♥s❡r❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ♠✐t ❙②st❡♠❡♥✱
❞✐❡ ♠❛♥ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❛❧s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ❛♥❡r❦❡♥♥❡♥ ❦❛♥♥✱ ③❡✐❣t ♥✉♥✱
❞❛ss ❛❧❧❡ Pr♦③❡ss❡ ❛✉s♥❛❤♠s❧♦s s♦ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ♠❡❝❤❛♥✐✲
s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ♥✐❡ ③✉♥✐♠♠t✳ ❊✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r Pr♦③❡ss ❦❛♥♥ ❢♦❧❣❧✐❝❤
♥✉r ❞❛③✉ ❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ❡♥t✇❡❞❡r ❣❧❡✐❝❤ ❜❧❡✐❜t
♦❞❡r ❛♥✇ä❝❤st✳ ❊r st❡❧❧t ❞❛s ●❡❣❡♥❦♦♥t♦ ❞❛r✱ ❞❛s ❞❛❢ür s♦r❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❊♥❡r✲
❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❡r❢ü❧❧t ✐st✳ ■❤♠ ❦♦♠♠t ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ③✉✱ ä✉ÿ❡rst
s❡❧❜stsü❝❤t✐❣ ③✉ s❡✐♥✿ ❊r ♥✐♠♠t ✈♦♥ ❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢✱
❣✐❜t ❛❜❡r ♥✐❝❤ts ③✉rü❝❦✳ ❉❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ TdS ✐st s♦③✉s❛❣❡♥
❞❡r ❉❛❣♦❜❡rt ❉✉❝❦ ❛❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥✳

❋ür ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✐st ❞✐❡ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ❡✐♥❢❛❝❤ ❡✐♥❡ ❊r❢❛❤✲
r✉♥❣st❛ts❛❝❤❡✱ ❞✐❡ ♥✉♥ ♠♦❞❡❧❧♠äÿ✐❣ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ❉❛s ❣❡❤t ✈❡r✲
❜❧ü✛❡♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤✳ ❉❛ ü❜❡r ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ♥✐❝❤ts ❢❡st❣❡❧❡❣t
✐st✱ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ s✐❡ ✭♣❡r ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥✮ ❛❧s ♣♦s✐t✐✈❡ ●röÿ❡✳ ❋♦r❞❡rt ♠❛♥ ♥✉♥
♥♦❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ S ✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ♥✐❝❤t ❛❜♥❡❤♠❡♥ ❞❛r❢
✭❞✳❤✳ ♥✉r Pr♦③❡ss❡ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ dS ≥ 0✮✱ s♦ ✇❡r❞❡♥ r❡✈❡rs✐✲
❜❧❡ Pr♦③❡ss❡ ❞✉r❝❤ dS = 0 ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✉♥❞ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❆♥✇❛❝❤s❡♥
❞❡s t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣s ❜③✇✳ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✳❤✳ ❞✉r❝❤ dS > 0✳ ❉✐❡
❛①✐♦♠❛t✐s❝❤❡ ❇❛s✐s ❢ür ❞❛s ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ■rr❡✈❡rs✐❜✐✲
❧✐tät ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱ s✐♥❞ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ ❍❛✉♣tsät③❡ ✭❜③✇✳
P♦st✉❧❛t❡✮ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✿

✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ③❡✐t❧✐❝❤ ❦♦♥st❛♥t s✐♥❞✱ ❜r❛✉❝❤t ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ✈♦r♥❤❡r❡✐♥
♥✐❝❤t ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✱ ❞❡♥♥ s✐❡ s✐♥❞ ❢ür ●❧✳ ✼✳✸ ♥✐❝❤t r❡❧❡✈❛♥t✳ ❉❛❤❡r ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ❜❡r❡✐ts
✐♥ ●❧✳ ✼✳✶ ✇❡❣❣❡❧❛ss❡♥✳



❑❆P■❚❊▲ ✼✳ ❚❍❊❘▼❖❉❨◆❆▼■❑ ✷✹✻

❉✐❡ ❍❛✉♣tsät③❡ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦

✶✳ ❊①✐st❡♥③ ❞❡s t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣s
■♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠ ❡①✐st✐❡rt ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ TdS✱ ❞❡r ❞✐❡ ❛✉s ❡rst❡r❡♥
❞✐ss✐♣✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈❡r❜✉❝❤t✳

✷✳ ❱❡r❜♦t ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡
❉✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ S ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ❤❡✐ÿt
❊♥tr♦♣✐❡✳ ■♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡
✈❡r❜♦t❡♥✳

✸✳ P♦s✐t✐✈✐tät ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r
❉✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ T ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❤❡✐ÿt ❚❡♠♣❡r❛✲
t✉r✳ ❙✐❡ ✐st ♣♦s✐t✐✈✱ ❞✳❤✳ T > 0✳

❉❡r ❞r✐tt❡ ❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✭◆❡r♥sts❝❤❡r ❍❛✉♣ts❛t③✮ ✐st
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥s r❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ▼❛♥ ❤ätt❡ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❝❤
❛❧s ♥❡❣❛t✐✈❡ ●röÿ❡ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❛❜❡r ❞❛♥♥ ❤ätt❡ ♠❛♥ ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥
❍❛✉♣ts❛t③ s♦ ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥ ♠üss❡♥✱ ❞❛ss ❡r ❢ür ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠❡ ❡✐♥❡
❊♥tr♦♣✐❡③✉♥❛❤♠❡ ✈❡r❜✐❡t❡t✳ ❉❡r ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡ ❑❡r♥ ❞❡s P♦st✉❧❛ts ✐st✱ ❞❛ss ❡s
❞❡♥ ❋❛❧❧ T = 0 ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿt✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❡♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r♥✉❧❧♣✉♥❦t ③✇❛r ❜❡✲
❧✐❡❜✐❣ ♥❛❤❡ ❦♦♠♠❡♥✱ ✐❤♥ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❲❛r✉♠ ❞✐❡s❡s P♦st✉❧❛t ♥öt✐❣
✐st✱ ✇✐r❞ s♣ät❡r ❡r❧ä✉t❡rt ✭s✳ ❑❛♣✳ ✼✳✼✮✳

❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❞❡r n ♥✐❝❤t✲t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡♥ ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❡❧❧❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ TdS ❛❜❣✐❜t ✉♥❞ ❢ür ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s
❙②st❡♠ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

dU = TdS + δE = 0

♠✐t
δE = Z1dz1 + · · ·+ Zndzn

❡r❢ü❧❧t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ✇❡❣❡♥ dS > 0 ✭③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❊♥tr♦♣✐❡✮ ❡✐♥ ③✉❧äss✐❣❡r
Pr♦③❡ss✳ ▼✐t ❞❡♠ ❙②♠❜♦❧ δ s♦❧❧ ❤✐❡r ❦❧❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ❜❡✐
δE ✉♠ ❡✐♥❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❜❡✐tr❛❣ ③✉ dU ❤❛♥❞❡❧t✳ ❱❡r❣❧✐❝❤t ♠❛♥ ✐❤♥
♥ä♠❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✈♦♥ ●❧✳ ✻✳✷✸✱ s♦ ❤ä♥❣❡♥ ❞✐❡ ❦♦♥✲
❥✉❣✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ Zj =

∂U
∂zj

♥✉♥♠❡❤r ♥✐❝❤t ♥✉r ❛❧❧❡✐♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥ z1, . . . , zn ❛❜✱ s♦♥❞❡r♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥ S✳

❉❛ ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ✈❡r❜♦t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✲
❣❡♠äÿ ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ✐st ❞❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡ Pr♦③❡ss ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✿ ❑❡✐♥❡ ❞❡r n
♥✐❝❤t✲t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ❦❛♥♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✲
❢♦r♠ ③✉rü❝❦❣❡✇✐♥♥❡♥✦ ❉❡r Pr♦③❡ss ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐st ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❞r❡✐ ❍❛✉♣tsät③❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❝❤ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧s s♦♠✐t ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧✳
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■s❡♥tr♦♣❡ Pr♦③❡ss❡✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠ s✐♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
Pr♦③❡ss❡ ♥✉r ❞❛♥♥ r❡✈❡rs✐❜❡❧✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❛❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✳ ◆✉r
❞✐❡s❡ ❞✉r❝❤ dS = 0 ❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ✐s❡♥tr♦♣❡♥ Pr♦③❡ss❡ ❦ö♥♥❡♥ ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t
✐♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❞❡♥♥ ❊♥❡r❣✐❡ü❜❡r✲
tr❛❣✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ✐♥ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ s✐♥❞ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧
✐♥ ❥❡❞❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ✈♦r❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡ ❡r✇❡✐s❡♥ s✐❝❤ s♦♠✐t ❛❧s ❡✐♥❡ ❯♥t❡r♠❡♥❣❡ ❞❡r t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❞❡r ✐s❡♥tr♦♣❡♥ Pr♦③❡ss❡✳ ❆❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡ ✭❛❧s♦ ❞✐❡ ③✉r ❑♦♠♣❧❡♠❡♥tär♠❡♥❣❡ ❣❡❤ör❡♥❞❡♥
Pr♦③❡ss❡✮ ❦ö♥♥❡♥ ✭❢ür ❛❜❣❡s❝❤❧♦s❡♥❡ ❙②st❡♠❡✮ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦✲
❞❡❧❧❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✳ ❲❡♥♥ ✐r❣❡♥❞✇❡❧❝❤❡ ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥✱
❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✱ ❞❛❢ür s♦r❣❡♥✱ ❞❛ss
❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛♥♥ ❡rr❡✐❝❤t ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❡✐♥❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥
❩✉st❛♥❞✿ ❊s ✇✐r❞ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥
♠❡❤r ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s❡r ③❡✐t❧✐❝❤ st❛t✐♦♥är❡ ❩✉st❛♥❞ ✇✐r❞ ❛❧s t❤❡r♠♦❞②♥❛✲
♠✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❦ö♥♥❡♥ ♥✉r
s♦ ❧❛♥❣❡ s♣♦♥t❛♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❜✐s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥✱
❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✱ ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❛♥❣❡✲
♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✳ ❊s ✐st ❛❧s♦ ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ③✉ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s
❙②st❡♠ ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✱ ♦❞❡r ③✉ s❛❣❡♥✱
❞❛ss ❡s ❞✐❡ ♥❛❝❤ ▼❛ÿ❣❛❜❡ ❞❡r ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐♠ ❙♣♦rtst✉❞✐♦ ❡✐♥❡♥ ❇❛❧❧ ✐♥ ❞❡r ❍❛♥❞ ❤ä❧t✱ s♦ st❡❤t ❡✐♥❡ ❣❡✲
✇✐ss❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉r ❢r❡✐❡♥ ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳ ▲ässt ♠❛♥ ❞❡♥ ❇❛❧❧ ❧♦s✱ ✇✐r❞
s✐❡ t❡✐❧✇❡✐s❡ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✉♥❞ t❡✐❧✇❡✐s❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt✳ ❉❛
♠❛♥ ❞❛s ❙♣♦rtst✉❞✐♦ ❣❡tr♦st ❛❧s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❛♥❡r❦❡♥♥❡♥ ❦❛♥♥✱
♠♦❞❡❧❧✐❡rt ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞✐s✲
s✐♣✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ❜✐❧❛♥③✐❡rt ✇✐r❞✳
❉✐❡ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆♥✇❛❝❤s❡♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡
♠♦❞❡❧❧✐❡rt✳ ❊s ❧❛✉❢❡♥ s♦ ❧❛♥❣❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❛❜✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❦✐✲
♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ✐♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ③✉rü❝❦ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t
✇✐r❞ ✉♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ st❡ts ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ❞❛✈♦♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
ü❜❡r❢ü❤rt ✇✐r❞✱ ❜✐s ❞❡r ❇❛❧❧ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❩❡✐t s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♠ ❇♦✲
❞❡♥ ③✉r ❘✉❤❡ ❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st ✉♥❞ ❥❡❣❧✐❝❤❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t s✐❝❤t❜❛r❡
s♣♦♥t❛♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉❢❤ört✳ ❉❡r st❛t✐♦♥är❡ ❩✉st❛♥❞✱ ❞❡r s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡rr❡✐❝❤t
✇✐r❞✱ ✐st ❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ✉♥t❡r ❞❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥
❘❡str✐❦t✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❇♦❞❡♥ ❡r③✇✐♥❣t✳ ❉✐❡s❡r ❊♥❞③✉st❛♥❞ ❤❛t ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧
♠ö❣❧✐❝❤❡ ❊♥tr♦♣✐❡✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ③✉ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❡✐♥❡ ❞❡r ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉❢❤❡❜t✱ ❞❛♥♥ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐❡❞❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡
Pr♦③❡ss❡ ❛✉✢❡❜❡♥ ✉♥❞ s♦ ❧❛♥❣❡ ✇❡✐t❡r❧❛✉❢❡♥✱ ❜✐s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r
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✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ✇✐❡❞❡r ✐❤r ▼❛①✐♠✉♠ ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✳ ❉❛s ❞✉r❝❤
dS = 0 ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t❡ ❊♥tr♦♣✐❡♠❛①✐♠✉♠ ✐st ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞❛s
♥❡✉❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✉♥t❡r ❞❡r ▼❛ÿ❣❛❜❡ ❞❡r ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥
❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ❡rr❡✐❝❤t ✇♦r❞❡♥ ✐st✳

❲❡♥♥ ❞❡r ❇♦❞❡♥ ❞❡s ❙♣♦rtst✉❞✐♦s ❡✐♥❡ ❋❛❧❧tür ③✉ ❡✐♥❡♠ ❑❡❧❧❡rr❛✉♠ ❤❛t
✭s♦ ❡t✇❛s ❤❛❜❡♥ ③✉❣❡❣❡❜❡♥❡r♠❛ÿ❡♥ ❞✐❡ ✇❡♥✐❣st❡♥ ❙♣♦rtst✉❞✐♦s✮✱ ❞❛♥♥ st❡❧❧t
❞❛s Ö✛♥❡♥ ❞❡r ❋❛❧❧tür ❞✐❡ ❆✉❢❤❡❜✉♥❣ ❞❡r ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ❘❡str✐❦t✐♦♥ ❞❛r✳ ◆❛❝❤
❞❡♠ Ö✛♥❡♥ ✇✐r❞ s✐❝❤ ❞❡r ❇❛❧❧ ✇✐❡❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❞❡r ❯♠✲
✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✭✈♦♥ ❞❡r ✇✐❡❞❡r ❡✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡③✇❛❝❦t ❜③✇✳ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✮ ✇✐❡❞❡r ❧♦s❣❡❤❡♥✳ ❊r ✇✐r❞ s♦ ❧❛♥❣❡
✉♥t❡r ❆♥✇❛❝❤s❡♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❜✐s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❙♣♦rtst✉❞✐♦s
❡✐♥ ♥❡✉❡s ▼❛①✐♠✉♠ ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✳ ■♠ ♥❡✉❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✲
✇✐❝❤t ✇✐r❞ ❞❡r ❇❛❧❧ ❛✉❢ ❞❡♠ ❑❡❧❧❡r❜♦❞❡♥ ❞❡s ❙t✉❞✐♦s ❧✐❡❣❡♥ ✉♥❞ ❞♦rt r✉❤❡♥✱
✇❡✐❧ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❛❧s ❘❡str✐❦t✐♦♥ ✇✐r❦❡♥❞❡♥
❑❡❧❧❡r❜♦❞❡♥ ✉♥t❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ❛❜✲
❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✐st ❛✉❝❤ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ✐♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙♣♦rtst✉❞✐♦✱ ♥✉r ❡❜❡♥
❛✉❢ ✈✐❡❧❡ ✒✉♥s✐❝❤t❜❛r❡✏ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✈❡rt❡✐❧t✱ ❞✳❤✳ ❛✉❢ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡✱ ❢ür
❞✐❡ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳

❉❡r ✒❩❡✐t♣❢❡✐❧✏✳ ▼❛♥ ❤❛t ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ③✉❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱
❡✐♥❡♥ ✒❩❡✐t♣❢❡✐❧✏ ✐♥ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ③❡✐t❧✐❝❤❡♥
❆❜❧❛✉❢s ③✉ ❡t❛❜❧✐❡r❡♥✱ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ♥✐❝❤t ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✳ ❋ür ❡✐♥❡♥
❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❑♦s♠♦s ❤❛t ♠❛♥ ❞❛r❛✉s ③✳❇✳ ❣❡❢♦❧❣❡rt✱ ❞❛ss ❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡♥
❲är♠❡t♦❞ ③✉❧ä✉❢t✳ ❉❛s s✐♥❞ ❛❧❧❡s r✐❝❤t✐❣❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ✳✳✳ ▼♦❞❡❧❧✦
▼❛♥ s♦❧❧t❡ ❞❛❜❡✐ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✈❡r❣❡ss❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❍❛✉♣tsät③❡ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❦ ❡✐♥ P❛r❛❞❡❜❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ✐♥ P♦st✉❧❛t❡ ❣❡❣♦ss❡♥❡ ✐♥❞✉❦t✐✈❡ ❙❝❤❧üss❡ ❛✉s
◆❛t✉r❜❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ s✐♥❞✳ ❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡♥t❤ä❧t ❞❡♥ ✒❩❡✐t♣❢❡✐❧✏ ✱ ✇❡✐❧ ❡s s♦ ❡♥t✲
✇♦r❢❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❞❛ss ❡s ✉♥s❡r❡ tä❣❧✐❝❤❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✇✐❞❡rs♣✐❡❣❡❧t✿ ❛✉❝❤ P❤②s✐❦❡r
♠❛❝❤❡♥ tä❣❧✐❝❤ ✭✦✮ ❞✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❛ss ✐❤r ❑❛✛❡❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❋rü❤stü❝❦st✐s❝❤
✳✳✳ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t ✳✳✳ ❦❛❧t ✇✐r❞ ✉♥❞ ♥✐❡♠❛❧s ✈♦♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ③✉ ❦♦❝❤❡♥ ❛♥✲
❢ä♥❣t✳ ❆✉s ❞✐❡s❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ s✐❡ ✐♥❞✉❦t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ❍❛✉♣tsät③❡ ❞❡r
❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦✳

❉✐❡❥❡♥✐❣❡♥✱ ❞✐❡ ✉♠❣❡❦❡❤rt s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✱ ❛❧s♦ ✈♦♥ ❞❡♥ ❍❛✉♣tsät③❡♥ ❛✉❢ ❞❛s
♠✐t ❞❡♠ ❩❡✐t♣❢❡✐❧ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❊r❦❛❧t❡♥ ❞❡s ❑❛✛❡❡s✱ ❤❛❜❡♥ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ✈❡r✲
❣❡ss❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡ ③✉ ❞❡♥ ❍❛✉♣tsät③❡♥ ❣❡❧❛♥❣t s✐♥❞✳ ❋ür ❞✐❡ ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣✱
❞❛ss ✉♥s❡r ❑♦s♠♦s ❞❡♥ ❲är♠❡t♦❞ st❡r❜❡♥ ✇✐r❞✱ ✇❡✐❧ ❞❡r ❑❛✛❡❡ ❦❛❧t ✇✐r❞✱
❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❥❛ ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t✳ ❉❡r ▼②t❤♦s ❡✐♥❡s
✒❩❡✐t♣❢❡✐❧s✏✱ ❞❡ss❡♥ ❯rs❛❝❤❡ ✐♠ ❆♥✇❛❝❤s❡♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❧✐❡❣❡♥ s♦❧❧✱ ❡✐❣♥❡t
s✐❝❤ ❛❜❡r ❛❧❧❡♠❛❧✱ ✇❡♥♥ ❙✐❡ ✐♥ ♣s❡✉❞♦♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡♥ ❚✐s❝❤❣❡s♣rä❝❤❡♥ ❣❧ä♥✲
③❡♥ ✇♦❧❧❡♥✳
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✼✳✶✳✶ P❤②s✐❦❡r ✉♥❞ ✐❤r❡ ❱❡r❜♦tst❛❢❡❧♥

❚②♣✐s❝❤❡ ❱❡r❜♦t❡ ❞❡r P❤②s✐❦ s✐♥❞ ♦❢t s♦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇✐❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❍❛✉♣t✲
s❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦✳ ❊✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❱❡r❜♦t❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❤❛❧✲
t✉♥❣ssät③❡ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✲ ♦❞❡r ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ s✐❡
♣♦s✐t✐✈ ❢♦r♠✉❧✐❡rt s✐♥❞✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ♥ä♠❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥✿ ❛❧✲
❧❡ ❱♦r❣ä♥❣❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♦❞❡r ❞❡r ■♠♣✉❧s ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥
❙②st❡♠s ♥✐❝❤t ❡r❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✱ s✐♥❞ ✈❡r❜♦t❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ s♣ät❡r ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡
❊r❤❛❧t✉♥❣ssät③❡ ❦❡♥♥❡♥❧❡r♥❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ♦❞❡r ▲❡♣t♦✲
♥❡♥③❛❤❧❡r❤❛❧t✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐♠ ●r✉♥❞❡ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ❣❡✇✐ss❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡✱
❞✐❡ ♠❛♥ ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ♥✐❝❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ❞✉r❝❤ ❱❡r❜♦t❡ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳

❲♦❤❡r ✇✐ss❡♥ ❞✐❡ P❤②s✐❦❡r ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ s♦ ❣❡♥❛✉✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❱♦r❣ä♥✲
❣❡ ✈❡r❜♦t❡♥ s✐♥❞❄ ❲♦❤❡r ✇❡✐ÿ ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s ✈♦♥ ❲♦❧❢❣❛♥❣ P❛✉❧✐ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡
P❛✉❧✐✈❡r❜♦t ❛❜s♦❧✉t❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❤❛t❄ ◆✉♥✱ ❞✐❡ P❤②s✐❦❡r ✇✐ss❡♥ ❞❛s ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤
♥✐❝❤t✳ ❊s s✐♥❞ ❍②♣♦t❤❡s❡♥✳ ❆❜❡r ❡s s✐♥❞ s♦❧❝❤❡✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❜✐s❧❛♥❣ ♥♦❝❤ ♥✐❡
❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡✱ ❞❛ss ❡s ❛✉❝❤ ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❡✐♥③✐❣❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ❣✐❜t✱ ❞❡r ✐❤♥❡♥
✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✳ ■❤r❡ ●❧❛✉❜✇ür❞✐❣❦❡✐t ✇ä❝❤st ♠✐t ❞❡♠ ●❡✇✐❝❤t ❞❡r P❤②s✐❦❣❡✲
s❝❤✐❝❤t❡ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r ❚ät✐❣❦❡✐t ❞❡r ✈✐❡❧❡♥ P❤②s✐❦❡r ❛✉❢ ❞❡r ❲❡❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡s❡
❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ tä❣❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ Prü❢st❛♥❞ st❡❧❧❡♥✳

❯♥❞ ❞♦❝❤ ✐st ❡s ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ✈♦r❣❡❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❇❡✲
♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❛✉❢tr❛t✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡r ❞✐❡s❡r ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ✇✐❞❡rs♣r❛❝❤✱ ♦❜✇♦❤❧ ❣❛♥③❡
P❤②s✐❦❡r❣❡♥❡r❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❏❛❤r③❡❤♥t❡ ❛♥ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡s ❱❡r✲
❜♦ts ❣❡❣❧❛✉❜t ❤❛❜❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡r ❲❛❤r❤❡✐t ❞❡r ❱❡r❜♦ts❤②♣♦t❤❡s❡ ü❜❡r③❡✉❣t ✇❛✲
r❡♥✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤✐❡r❢ür ✐st ❞✐❡ P❛r✐täts❡r❤❛❧t✉♥❣✳ ▼❛♥ ❣✐♥❣ ❜✐s ▼✐tt❡ ❞❡s
✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✭✦✮ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❡s❡t③❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤ ❣❡✲
❣❡♥ü❜❡r ❘❛✉♠s♣✐❡❣❡❧✉♥❣❡♥ s✐♥❞✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡♥
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❙♣✐❡❣❡❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ♠❛♥ ✐❤♥ ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥
❲❡✐s❡ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❛✉✣♥❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ❡r ✐♠ ❙♣✐❡❣❡❧ ❛✉ss✐❡❤t✳ ❉✐❡ P❤②s✐❦❡r✐♥
❈❤✐❡♥✲❙❤✐✉♥❣ ❲✉ ❦♦♥♥t❡ ❥❡❞♦❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❢ür ❱♦r❣ä♥❣❡
❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♥✐❝❤t r✐❝❤t✐❣ ✐st✳

❲❡♥♥ P❤②s✐❦❡r ❛✉❝❤ ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❆✉s♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ✐❤r❡r ❛❧s ❱❡r❜♦✲
t❡ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛♥♥ ❣❡❜❡♥ s✐❡ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ s❝❤❧✐❝❤t
✉♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤ ❛✉❢ ♦❞❡r s❝❤rä♥❦❡♥ ❞❡♥ ●ü❧t✐❣❦❡✐ts❜❡r❡✐❝❤ ❡✐♥✳ ❱❡r❜♦t❡ ♠✉ss ♠❛♥
♦❤♥❡❤✐♥ ✐♠♠❡r ♠✐t ❞❡♠ ❇❡✐♣❛❝❦③❡tt❡❧ ❧❡s❡♥✿ ❉❛s ❱❡r❜♦t ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤✲
♠❡ ❣✐❧t ♥✉r ❢ür ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠❡✦ ❆✉❢ ❞❡♠ ♥❡✉❡♥ ❇❡✐♣❛❝❦③❡tt❡❧ ❢ür ❞✐❡
P❛r✐täts❡r❤❛❧t✉♥❣ st❡❤t ❤❡✉t❡✿ ❆❧❧❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❞✐❡ P❛r✐täts✲
❡r❤❛❧t✉♥❣ ✕ ♠✐t ❆✉s♥❛❤♠❡ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✳

❆❜❡r ✇✐❡ ❣❡❤t ♠❛♥ ♠✐t ❱♦r❣ä♥❣❡♥ ✉♠✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❱❡r❜♦t❡ ❞❡r P❤②✲
s✐❦ ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ s✐♥❞❄ ❍✐❡r s❝❤❧ä❣t ❞❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❘❡❝❤ts✈❡rstä♥❞♥✐s
❞❡r P❤②s✐❦❡r ③✉ ✭♥❛✱ ✇❡♥✐❣st❡♥s ❡t✇❛s ❤❛❜❡♥ s✐❡ ❞❛ ✈♦♥ ❞❡♥ ❏✉r✐st❡♥ ❣❡✲
❧❡r♥t✦✮✿ ❲❛s ♥✐❝❤t ✈❡r❜♦t❡♥ ✐st✱ ✐st ❡r❧❛✉❜t✦ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❜❡st✐♠♠t❡ Pr♦✲
③❡ss❡ ❦❡✐♥ ❱❡r❜♦t ❛✉ss♣r✐❝❤t✱ ❞❛♥♥ ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ♠❛✲
❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❲❡❧t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡ ◆✐❝❤t✲❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ✈♦♥ Pr♦③❡ss❡♥ ✇✐❡ ③✳❇✳
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❜❡✐♠ ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r✳ ❉✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ♠✐t
t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❚r✐❝❦s ✈❡r❦❧❡✐♥❡r♥ ❦❛♥♥✳ ❙✐❡ ❤ä♥❣t ❣❡✇✐ss❡r✲
♠❛ÿ❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ■♥❣❡♥✐❡✉rs❦✉♥st ❛❜✳ ❉❛ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡ ✉♥t❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ ✈♦♥ ✈♦r♥❡
❤❡r❡✐♥ ❛♥❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✱ ✈♦♥ ❞❡r s✐❝❤❡r ✐st✱ ❞❛ss s✐❡ ♥✐❝❤t ✉♥t❡rs❝❤r✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥
❦ö♥♥t❡✱ ♠✉ss ❛❧❧❡s ❜✐s ❤✐♥ ③✉♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡s ✉♥❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ③✉
❞❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❣❡③ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳
●❡♥❛✉s♦ ✈❡r❤ä❧t ❡s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ r❡✈❡rs✐❜❧❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦✿
❙✐❡ s✐♥❞ ❞❡r ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡r ❡r❧❛✉❜t❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡♥❦❜❛r❡♥ Pr♦③❡ss❡✱ ❛✉❝❤
✇❡♥♥ s✐❡ ✐♠ ❘❡❣❡❧❢❛❧❧ ♥✐❝❤t ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❙✐❡ st❡❤❡♥ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür t❤❡♦r❡t✐✲
s❝❤❡ ❙❝❤❧üss❡ ❢r❡✐ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✱ ❞❡♥♥ ✈❡r❜♦t❡♥ s✐♥❞ s✐❡ ♥✐❝❤t✳

■♥t❡r❡ss❛♥t❡r✇❡✐s❡ r❡❛❧✐s✐❡rt ❞✐❡ ◆❛t✉r t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❢❛st ✐♠♠❡r ❞❛s✱ ✇❛s
♥✐❝❤t ✈❡r❜♦t❡♥ ✐st✳ ❆❧s ❞✐❡ P❤②s✐❦❡r ❚s✉♥❣✲❉❛♦ ▲❡❡ ✉♥❞ ❈❤❡♥ ◆✐♥❣ ❨❛♥❣
❡r❦❛♥♥t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ P❛r✐täts❡r❤❛❧t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♥✐❝❤t
③✇✐♥❣❡♥❞ ✇❛r✱ ❞❛ ❤✐❡ÿ ❞❛s ♥✉r✱ ❞❛ss s♦ ❡✐♥ Pr♦③❡ss ❞❡♥❦♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❛❜❡r
❜❡❞❡✉t❡t❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t✱ ❞❛ss ❡r ✈♦♥ ❞❡r ◆❛t✉r t❛tsä❝❤❧✐❝❤ r❡❛❧✐s✐❡rt
✐st✳ ❉❛s ❜❡✇✐❡s ❡rst ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡r P❤②s✐❦❡r✐♥ ❈❤✐❡♥✲❙❤✐✉♥❣ ❲✉✳ ❉❡♥
◆♦❜❡❧♣r❡✐s ❣❛❜ ❡s ❥❡❞♦❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❚❤❡♦r❡t✐❦❡r✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ✉♥s ✈♦♥ ❞❡r
❉❡♥❦s❝❤r❛♥❦❡ ❞❡r P❛r✐täts❡r❤❛❧t✉♥❣ ❜❡❢r❡✐t ❤❛tt❡♥✳

▼✐t ❞❡r ❱❡r❜♦tst❛❢❡❧ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ✷✳ ❍❛✉♣t✲
s❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✐st✱ ❤❛t ❡s ❡✐♥❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❇❡✇❛♥❞t♥✐s✿
❲✐❡ ❙✐❡ s♣ät❡r ♥♦❝❤ ❧❡r♥❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❣✐❜t ❡s s♦ ❡✐♥ ❱❡r❜♦t str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥
❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❊s ✐st ❡✐♥❡ ❛❞✲❤♦❝✲❍②♣♦t❤❡s❡✱ ✉♠ ❞✐❡ ü❜❡r✇ä❧t✐❣❡♥❞❡ ❩❛❤❧
❛♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣s❜❡r✐❝❤t❡♥ ③✉r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ❆❧❧t❛❣s✲ ✉♥❞ ❑ü❝❤❡♥♣❤②s✐❦ ③✉
♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✳

❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❙✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❇rü❝❦❡ ❛✉s st✉♥❞❡♥❧❛♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❆✉t♦❜❛❤♥
s❝❤❛✉❡♥✱ ❦ö♥♥t❡♥ ❙✐❡ ✐r❣❡♥❞✇❛♥♥ ✐♥❞✉❦t✐✈ ③✉r ❱❡r♠✉t✉♥❣ ♥❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❆✉✲
t♦s ❛✉❢ ❆✉t♦❜❛❤♥❡♥ ♥✉r ✐♥ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ s♣✉r❜❡❞✐♥❣t❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❢❛❤r❡♥
❞ür❢❡♥✳ ❙✐❡ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❞❛❤❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✿ ✒■♥ ❞✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ❘✐❝❤✲
t✉♥❣ ③✉ ❢❛❤r❡♥ ✐st ✈❡r❜♦t❡♥✏✳ ❉❛s ✐st ❥❡❞❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ❜r✐❧❧❛♥t❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✱ ❞✐❡
✉♥s ✈♦♥ ■❤r❡♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❛r❢s✐♥♥ ü❜❡r③❡✉❣t✱ ✉♥❞ s✐❡ s♦❧❧t❡♥ ✈♦rs✐❝❤ts✲
❤❛❧❜❡r ❢❡st ❛♥ s✐❡ ❣❧❛✉❜❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ✈❡r❜♦t❡♥❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❆✉t♦❜❛❤♥ ③✉ ❋✉ÿ
ü❜❡rq✉❡r❡♥ ✇♦❧❧❡♥✳ ❆❜❡r ●❡✐st❡r❢❛❤r❡r ❣✐❜t ❡s s❝❤♦♥ ❛✉❝❤ ✳✳✳

❉✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ●❡✐st❡r❢❛❤r❡r ③✉ tr❡✛❡♥✱ ✐st ❡①tr❡♠ ❣❡✲
r✐♥❣✳ ❆❜❡r ❞❛s ❲✐ss❡♥ ✉♠ ❞✐❡ ❊①✐st❡♥③ ✈♦♥ ●❡✐st❡r❢❛❤r❡r♥ ♠❛❝❤t ❞❡♥ ❯♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦❡r♥
❛✉s ✭s✳ ❘P❑✷✮✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❛♥❞ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ✉♥s ❥❡❞♦❝❤ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞❛r❛✉❢
❜❡s❝❤rä♥❦❡♥✱ ❞✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❞❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❍❛✉♣tsät③❡ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❦ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❉❡♥❦♠♦❞❡❧❧s ❛✉s③✉❛r❜❡✐t❡♥✳ ❊s ❜❡s❝❤r❡✐❜t
✐♥ ❞❡r ❚❛t ✐♥ ③✉❢r✐❡❞❡♥ st❡❧❧❡♥❞❡r ❲❡✐s❡ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ♠✐t
♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥✳
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✼✳✶✳✷ ❆r❜❡✐t ✉♥❞ ❲är♠❡

❖✛❡♥❡ ❙②st❡♠❡ ❦ö♥♥❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢♥❡❤♠❡♥ ♦❞❡r ❛♥ s✐❡
❛❜❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❞❡♠ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❞❛✲
❤❡r ❛❧s ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❋ür ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❣❡s❝❤✐❡❤t ❞❡r
r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❆✉st❛✉s❝❤ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ♦❞❡r ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❆r✲
❜❡✐t W ✳ ❋ür ♦✛❡♥❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❣✐❜t ❡s ♥❡❜❡♥ ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞✉s
♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ③✇❡✐t❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡ Q✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ▼♦❞✐ ❞❡s ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤s
❡✐♥❡s ♦✛❡♥❡♥ ❙②st❡♠s

❼ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✱ ✇✐r❞ ❛✉s✲
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❆r❜❡✐t ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t✳

❼ ❲❡♥♥ ❛❧❧❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t ❞❡r ❆✉s♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡
❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜❡♥✱ ✇✐r❞ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❲är♠❡ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t✳

❉✐❡ ❤✐❡r ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ♣rä③✐s✐❡rt ❞❡♥ ✐♥ ❑❛♣✳ ✺✳✽ ❢ür
❞✐❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❆r❜❡✐t✳ ■✳ ❆❧❧❣✳ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❜❡✐ ♣❤②s✐✲
❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s
❙②st❡♠s✱ ❞✳❤✳ ✐✳❆❧❧❣✳ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ s♦✇♦❤❧ ❲är♠❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❆r❜❡✐t ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t✳

❲✐r❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❲är♠❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ♦❞❡r ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✱ s♦ ❜❧❡✐❜t
❞✐❡ ❞✐❡s❡ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ✉♥s✐❝❤t❜❛r✿ ❙✐❡ ❦❛♥♥
❛♥ ❞❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r ✐♥♥❡✲
r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐❝❤t ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡✐♥❡s ♦✛❡♥❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ♠✉ss ❜❡✐ ❡✐✲
♥❡♠ ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ ♥✐❝❤t ③✇❛♥❣s❧ä✉✜❣ ❛♥st❡✐❣❡♥✳ ❙✐❡ ❞❛r❢ ❛✉❝❤ ❛❜♥❡❤♠❡♥✱
❞❡♥♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❍❛✉♣ts❛t③ s♣r✐❝❤t ü❜❡r ♦✛❡♥❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡
❦❡✐♥❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❛✉s ✭❊r ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ♥✉r ❛✉❢ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠❡✦✮✳
❉✐❡s❡ ❚❛ts❛❝❤❡ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❡①♣❧✐③✐t ❢❡st❤❛❧t❡♥✿

❖✛❡♥❡ ❙②st❡♠❡ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✐❤r❡ ❊♥tr♦♣✐❡
❞✉r❝❤ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❲är♠❡ ③✉ ✈❡r♠✐♥❞❡r♥✳

❉✐❡s❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❛❜❡r ❡✐♥❡r ❘❡str✐❦t✐♦♥✿ ❲❡♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠
✉♥❞ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣✱ ❛♥ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❲är♠❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ③✉s❛♠♠❡♥ ❡✐♥
❣❡♠❡✐♥s❛♠❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❜✐❧❞❡♥✱ s♦ ♠✉ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡r
❯♠❣❡❜✉♥❣ ♠✐♥❞❡st❡♥s ✉♠ s♦ ✈✐❡❧ ❡r❤ö❤❡♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ♦✛❡♥❡♥
❙②st❡♠s ✈❡rr✐♥❣❡rt✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s ❡r❣ä❜❡ s✐❝❤ ❡✐♥ ❑♦♥✢✐❦t ♠✐t ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥
❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦✳

❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U = U(S, z1, . . . , zn) ❡✐♥❡s ♦✛❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ♥✐♠♠t
③✉✱ ✐♥❞❡♠ ✐❤♠ ❆r❜❡✐t ♦❞❡r ❲är♠❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ❙✐❡ ♥✐♠♠t ❛❜✱ ✇❡♥♥
❞❛s ❙②st❡♠ ❆r❜❡✐t ❧❡✐st❡t ♦❞❡r ✇❡♥♥ ❡s ❲är♠❡ ❛❜❣✐❜t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡
❲är♠❡ ✉♥❞ ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ➘♥❞❡r✉♥❣

dU = T dS + Z1 dz1 + · · ·+ Zn dzn = δQ+ δW ✭✼✳✹✮
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❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✐♥ ❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧s

δQ = T dS , ✭✼✳✺✮

✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❲är♠❡ ✈❡r✉rs❛❝❤t ✇✐r❞✱ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ➘♥❞❡✲
r✉♥❣ ❞❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧s

δW = Z1 dz1 + · · ·+ Zn dzn , ✭✼✳✻✮

✇❡❧❝❤❡s ❛✉❢ ❞❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✳
❉❡r ●r✉♥❞ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❞✐❡ ❊✐♥✲

❤❛❧t✉♥❣ ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③❡s ü❜❡r♣rü❢❡♥ ♠✉ss✱ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t
✭✇❡✐❧ ❞❡r ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ✐st✮✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡✐♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠s ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❣❡✇✐ss❡♥ ❇❡✲
tr❛❣ ✈❡rr✐♥❣❡r♥ s♦❧❧✱ s♦ ❣❡❤t ❞❛s ♥ä♠❧✐❝❤ ♥✉r ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥s♣✐❡❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠
③✇❡✐t❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠✱ ❞❡ss❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ♠✐♥❞❡st❡♥s ✉♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡tr❛❣ ③✉✲
♥✐♠♠t✳ ■st ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ dS ❞❡s ❡rst❡♥ ❙②st❡♠s ♥❡❣❛t✐✈✱ ♠✉ss ❡s
❞❛③✉ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r✇❡✐s❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡❜❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ TdS✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r ♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥❡♠ ♣♦s✐t✐✈ ✐st✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ❛❧s ❲är♠❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡
❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡✳

❉✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐st ✐♠ ❱❡r❧❛✉❢ ❡✐♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡s ✐✳❆❧❧❣✳
♥✐❝❤t ❦♦♥st❛♥t✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠ s❡✐✲
♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❆♥❢❛♥❣s✇❡rt Sα ③✉ ❡✐♥❡♠ ❊♥❞✇❡rt SΩ ä♥❞❡rt ✉♥❞
❜❡✐ r❡✐♥❡♠ ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♠✐t ❆✉s♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❛❧❧❡
❛♥❞❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜❡♥✱ ❞❛♥♥ ❡rr❡❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❛✉s✲
❣❡t❛✉s❝❤t❡ ❲är♠❡ Q ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❛✉❢✐♥t❡❣r✐❡rt
✇❡r❞❡♥✿

Q =

SΩ
ˆ

Sα

T (S) dS .

Pr♦③❡ss❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❲är♠❡ ✉♥t❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s
❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ♥✉r ❡✐♥❡ ❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ä♥❞❡rt✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ♠✐t z ❜❡③❡✐❝❤♥❡t s❡✐♥ s♦❧❧✱
s♦ ✐st ✐❤r❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ Z ❛❧❧❡✐♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ z✳ ❉❛♥♥
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t ❞✉r❝❤ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧

W =

zΩ
ˆ

zα

Z(z) dz . ✭✼✳✼✮

❍✐❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡ zα ❞❡♥ ❲❡rt ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡s Pr♦✲
③❡ss❡s ✉♥❞ zΩ ❛♠ ❊♥❞❡✳ ❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ ❆✉s❞rü❝❦❡ s✐♥❞ ❦♦♥❦r❡t❡
❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ●❧✳ ✼✳✼✱ ❞✳❤✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❞❛❢ür✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❆r❜❡✐t ❜❡✐ ❡✐♥❡r



❑❆P■❚❊▲ ✼✳ ❚❍❊❘▼❖❉❨◆❆▼■❑ ✷✺✸

❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✿

W =

xΩ
ˆ

xα

F dx

W =

VΩ
ˆ

Vα

p dV

W =

pΩ
ˆ

pα

v dp

❍✐❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t F ❡✐♥❡ ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❑r❛❢t ✭③✳❇✳ ❞✐❡ ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ❋❡❞❡r❦r❛❢t
F = kx✮ ✉♥❞ dx ❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣✱ p ❞❡♥ ❉r✉❝❦ ✐♥ ❡✐♥❡♠
❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ✉♥❞ dV ❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣✱ v ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
✉♥❞ dp ❡✐♥❡ ■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣✳

✼✳✷ ❉❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦

❯♠ ❞❡♥ ❊✐♥st✐❡❣ ✐♥ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❢ür P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ s❝❤✇✐❡✲
r✐❣ ③✉ ♠❛❝❤❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ♠❡✐st ❛♥❤❛♥❞ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧❡
♠✐t ♥✉r ③✇❡✐ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ✐st ✜①✱
❞❡♥♥ ❡r ✐st ❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡r ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ✉♥✈❡r✲
③✐❝❤t❜❛r✳ ❆❧s ③✇❡✐t❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❛♥❞❡r❡♥
❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ❛✉ss✉❝❤❡♥✱ ❞❡♥ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❞✐❞❛❦t✐s❝❤❡ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❛❧s ③✇❡❝❦✲
♠äÿ✐❣ ❡r❛❝❤t❡t✳ ■♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❤✐❡r❢ür
❞✐❡ ✈♦❧✉♠❡♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✹✮✳ ❉❛ ❞✐❡s❡r r❡♣räs❡♥t❛t✐✈❡
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥
❋❧✉✐❞❡♥ ❜❡s♦♥❞❡rs ✇✐❝❤t✐❣ ✐st✱ ❤❛t ❞❛s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡ ❤♦✲
❤❡ ❘❡❧❡✈❛♥③ ❢ür ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❤②s✐❦ ✉♥❞ ❞✐❡ ❈❤❡♠✐❡✳ ❉❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧
❣❡❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ S ✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥
V ❛✉s✱ ❜③✇✳ ✈♦♥ ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠

U = U(S, V ) . ✭✼✳✽✮

❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U = mc2 ✐st ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❢✉♥❦t✐♦♥✳ ■❤r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡♥
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❧❡❣❡♥ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❢❡st ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ U ✳ ❉✐❡
▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❤ä♥❣t ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ♥✐❝❤t ✈♦♠ ❲❡❣ ✐♠ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠
❛❜✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ U ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✐st ❞❛❤❡r ❡✐♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❞ ❤❛t
❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dU =

(
∂U
∂S

)

V

dS +

(
∂U
∂V

)

S

dV . ✭✼✳✾✮
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❉✐❡ ③✉ ❞❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥
s✐♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r

T = T (S, V ) =

(
∂U
∂S

)

V

✭✼✳✶✵✮

✉♥❞ ❞❡r ❉r✉❝❦

p = p(S, V ) = −
(
∂U
∂V

)

S

= −∂U
∂V

. ✭✼✳✶✶✮

■♠ ❧❡t③t❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❡r❧ä✉t❡r♥❞❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ (. . .)S ✇❡❣❣❡❧❛ss❡♥✳
❙♦ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❞❛s ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ♠❡✐st ❤❛♥❞❤❛❜❡♥✱ ✇❡♥♥ s♦✇✐❡s♦ ❦❧❛r ✐st✱
✇❡❧❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞
❡✐♥❡ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣ ❞❛❤❡r ü❜❡r✢üss✐❣ ✐st✳

▼✐t ❞❡r ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ♠üss❡♥ ✈✐❡❧❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦
♥❛❝❤❣❡s❝❤är❢t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❉r✉❝❦ ✐st ♥✉♥ ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❦♦♥st❛♥t ③✉ ❤❛❧t❡♥ ✐st✳ ❉✐❡
❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❞❡✜♥✐❡rt ✐❤♥ ❛❧s♦ ❡①♣❧✐③✐t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ❞✉r❝❤③✉✲
❢ü❤r❡♥❞❡♥ Pr♦③❡ss✳ ❉✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❉r✉❝❦❡s ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✼✳✶✶ ✐st ❡✐♥ ✇❡♥✐❣
♣rä③✐s❡r ❛❧s ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✭●❧✳ ✻✳✷✺✮✱ ❛❜❡r ♠✐t ✐❤r ❦♦♥s✐st❡♥t✳

✼✳✷✳✶ ❖✛❡♥❡ ❙②st❡♠❡ ✐♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛✲
♠✐❦

❖✛❡♥❡ ❙②st❡♠❡ ❦ö♥♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡ Q ♦❞❡r ❆r❜❡✐t W ♠✐t
❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉st❛✉s❝❤❡♥✳ ❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ s❡✐ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ✐♥✜♥✐✲
t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡♥ δQ ❜③✇✳ δW ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞❛ss ❞❛❞✉r❝❤
❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧ ✉♠ dU = δQ + δW ❣❡ä♥❞❡rt ✇✐r❞✳ ■st ❞✐❡
✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞❢♦r♠ ♠✐t ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥
❞❛r❣❡st❡❧❧t s♦ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❡ ❞❡s t♦t❛❧❡♥ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧s

dU = T dS − p dV = δQ+ δW ✭✼✳✶✷✮

❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❣❡♥❛✉ ❥❡ ❡✐♥❡♠ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤♠♦❞✐✱
♥ä♠❧✐❝❤

δQ = T dS

δW = −p dV .

❲är♠❡③✉❢✉❤r ❡r❤ö❤t ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞❛✈♦♥ ❡r❤ö❤t ❡✐♥❡ ❩✉❢✉❤r ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱
✐♥❞❡♠ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✈❡r❦❧❡✐♥❡rt ✇✐r❞✳ ❆✉❝❤ ✇❡❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❦❧❛r❡♥ ❩✉♦r❞♥✉♥❣
③✐❡❤t ♠❛♥ ❡s ♦❢t ✈♦r✱ ❜❡✐ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ③✉♥ä❝❤st ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞✐❡
✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s③✉❣❡❤❡♥✱ ❞❡r ❢ür ❞✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❢♦r♠✉✲
❧✐❡rt ✐st✳ ❖❜ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❛❜❡r ❲är♠❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡✱ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ❜✐s ③✉
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❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ✉♥s❡r❡r Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❢❡stst❡❧❧❡♥✱
❞❡♥♥ ❞✐❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ S ✐st ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t s✐❝❤t✲
❜❛r✳ ❱♦r❡rst ❛r❜❡✐t❡♥ ✇✐r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❞❛r❛♥✱ ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r
❛❧s ❞✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❞❡s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❛✉❢③✉❦❧är❡♥✳

✼✳✷✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥

❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ✉♥s s❡✐ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡①♣❧✐③✐t❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
s❝❤❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❡r ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✼✳✶✵ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥
❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ S ✉♥❞ V ❛♥❣✐❜t✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ●❧✳ ✼✳✶✵ ♥❛❝❤
❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❛✉✢ös❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱✷ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡

S = S(T, V ) ✭✼✳✶✸✮

❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s✳ ❯♠ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡
✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♠③✉s❝❤r❡✐❜❡♥✱ s❡t③t
♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥ ✉♥❞
❡r❤ä❧t

U = U(S(T, V ), V ) = U(T, V ) . ✭✼✳✶✹✮

◆❛❝❤ ❞✐❡s❡♠ ❘❡③❡♣t ❦❛♥♥ ♠❛♥✱ ✇❛♥♥ ✐♠♠❡r ❡s s✐❝❤ ❛❧s ♥öt✐❣ ❡r✇❡✐st✱ ❡✐♥❡
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉st❛✉s❝❤❡♥ ✉♥❞ s♦
❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉s❢ü❤r❡♥✳

❆✉❢ ✉♥✈♦rs✐❝❤t✐❣❡ P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r ❧❛✉❡rt ❤✐❡r❜❡✐ ❥❡❞♦❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❋❛❧❧✲
str✐❝❦✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✼✳✶✹ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ♥✐❝❤t ✐♠ ❙t❛♥✲
❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❛❜❧❡✐t❡t✱ ❡r❤ä❧t
♠❛♥ ❦❡✐♥❡s✇❡❣s ❞❡♥ ❉r✉❝❦✱ ✇❡✐❧ ❜❡✐ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❣❧❡✐✲
❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❞❡✜♥✐t♦r✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❉r✉❝❦❡s ✭●❧✳ ✼✳✶✶✮
❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ✐st ❛❧s♦

p 6= −∂U(T, V )

∂V
, ✭✼✳✶✺✮

✇❡✐❧ ❡s ❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ♠❛❝❤t✱ ♦❜ ♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞✐❡
❊♥tr♦♣✐❡ ♦❞❡r ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❦♦♥st❛♥t ❤ä❧t✳

▼✐tt❡❧s ●❧✳ ✼✳✶✶ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❛♥❛❧♦❣ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❉r✉❝❦ s✉❜st✐✲
t✉✐❡r❡♥ ✉♥❞ s♦ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❉r✉❝❦
❛✉s❞rü❝❦❡♥✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❞✐❡ ❋♦r♠

U = U(S, p) ✭✼✳✶✻✮

tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ♠✉ss ♠❛♥ ✐♠ ❆✉❣❡ ❜❡❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss

T 6= ∂U(S, p)
∂S

. ✭✼✳✶✼✮

✷❙✐❡ ✇✐ss❡♥ ❥❛✿ ❞✐❡ ◆❛t✉r ✐st ♥❡tt ③✉ ❞❡♥ P❤②s✐❦❡r♥ ✉♥❞ ❜❡s❝❤❡♥❦t s✐❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧✇❡✐s❡ ♠✐t
❜✐❥❡❦t✐✈❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ❆❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❦r✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✳
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✼✳✷✳✸ ◆♦♠❡♥❦❧❛t✉r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡r Pr♦③❡ss❡

❲✐❡ s✐❡ ❛♥ ●❧✳ ✼✳✶✵ ✉♥❞ ●❧✳ ✼✳✶✼ ❣❡s❡❤❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ❦♦♠♠t ❡s ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉✲
❣❡♥ ❛♥✱ ✉♥t❡r ❞❡♥❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt s✐♥❞✱ ❛❧s♦ ③✳❇✳ ♦❜
♠❛♥ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ Pr♦③❡ss ♠✐sst✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠s ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞ ✭❞❛♥♥ ✐st ❡s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✮ ♦❞❡r ❞❡r ❉r✉❝❦
✭❞❛♥♥ ✐st ❡s ❡t✇❛s ❛♥❞❡r❡s✮✳

❇❡✐ ♠❛t❡r✐❛❧♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ Pr♦❜❡ ❡✐♥❡s ✐♥t❡r❡ss✐❡✲
r❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ✉♥t❡r✇♦r❢❡♥✳ ▼❛♥ ä♥❞❡rt ③✳❇✳
❱♦❧✉♠❡♥✱ ❉r✉❝❦✱ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉s✇✳ ✉♥❞ s❝❤❛✉t s✐❝❤ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ✐♥✲
t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ♦❢t ❲är♠❡ ✉♥❞✴♦❞❡r
❆r❜❡✐t ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ Pr♦❜❡ ♠✉ss ♦❢t ❛❧s ♦✛❡✲
♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❏❡❞❡♥ Pr♦③❡ss ❦❛♥♥ ♠❛♥
s✐❝❤ ❛❧s ❆❜❢♦❧❣❡ ✈♦♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ Pr♦③❡sss❝❤r✐tt❡♥ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥
❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧ ❣❡ä♥❞❡rt ✇✐r❞ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡✲
s✐♠❛❧❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ δQ ✉♥❞✴♦❞❡r ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐ts♠❡♥❣❡ δW ✉♥t❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥
Pr♦③❡ss❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t ✇✐r❞✳ ❋ür ❞❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ♣✢❡❣t ♠❛♥
s❡❝❤s Pr♦③❡sst②♣❡♥ ③✉ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✿

Pr♦③❡sst②♣ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ Pr♦③❡sst②♣ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣

✐s❡♥tr♦♣ dS = 0 ✐s♦t❤❡r♠ dT = 0

✐s♦❝❤♦r dV = 0 ✐s♦❜❛r dp = 0

❞✐❛❜❛t✐s❝❤ δW = 0 ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤ δQ = 0

◆✉r ❢ür ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ✐st ❡✐♥ ✐s♦❝❤♦r❡r Pr♦③❡ss✱
❞✳❤✳ ❡✐♥ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡r Pr♦③❡ss✱ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥ ❞✐❛❜❛t✐✲
s❝❤❡r Pr♦③❡ss✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥ Pr♦③❡ss✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❦❡✐♥ ❆r❜❡✐ts❛✉st❛✉s❝❤ st❛tt✜♥❞❡t✳
❊✐♥ ✐s❡♥tr♦♣❡r Pr♦③❡ss ✐st ❤✐❡r ③✉❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡r Pr♦③❡ss✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥
Pr♦③❡ss✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❦❡✐♥ ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ st❛tt✜♥❞❡t✳

✼✳✷✳✹ ❉✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✐♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦

❉✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣s ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✐❡❤t
❡✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✻✳✸✷ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥
❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✻✳✺✮ ♥❛❝❤ s✐❝❤✳ ❉❛ U ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❢✉♥❦t✐♦♥ ✐st ✉♥❞ ❞❛s
❛❧s ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❛r❜❡✐t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ Pr♦❞✉❦t pV ③✇❡✐❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r
❡❜❡♥❢❛❧❧s✱ ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ H ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❢✉♥❦t✐♦♥✳

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ✐♠ ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❜❡✲
✜♥❞❡t✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❡❣❛❧
♦❜ s✐❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ♦❞❡r ❲är♠❡ ❡r❢♦❧❣t✳ ❉✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ä♥❞❡rt s✐❝❤
❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧ ✉♠

dH = δQ+ δW (für Prozesse im Druckgleichgewicht) , ✭✼✳✶✽✮
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❡❣❛❧ ♦❜ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❆r❜❡✐t δW ♦❞❡r ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❲är♠❡
δQ ③✉❢ü❤rt❀ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧ ❞❡s❤❛❧❜✱ ✇❡✐❧ H ❡✐♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡r ❆♥❛✲
❧②s✐s ✭s✳ ❑❛♣✳ ✺✳✺✮ ✐st✳ ❲❡❧❝❤❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❆r❜❡✐t
♦❞❡r ❲är♠❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ ❤ä♥❣t ✈♦♠ Pr♦③❡ss✇❡❣ ❛❜✳ ❋ür ❞❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧
r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ✇✐r❞ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❆r❜❡✐t ③✉❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ●❧✳ ✼✳✶✽
r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ ❛✉❢ ●❧✳ ✻✳✸✹✳

❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ●❧✳ ✻✳✸✷ ✉♥❞ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✼✳✶✷ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❢ür ❞❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡✿

dH = dU + p dV + V dp = T dS + V dp . ✭✼✳✶✾✮

■st ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❉r✉❝❦
❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❛❧s♦ H = H(S, p)✱ s♦ ❤❛t s✐❡ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❞❛s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❉✐✛❡✲
r❡♥t✐❛❧

dH =

(
∂H
∂S

)

p

dS +

(
∂H
∂p

)

S

dp . ✭✼✳✷✵✮

❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ●❧✳ ✼✳✶✾ ✉♥❞ ●❧✳ ✼✳✷✵ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss

T (S, p) =

(
∂H
∂S

)

p

✭✼✳✷✶✮

V (S, p) =

(
∂H
∂p

)

S

. ✭✼✳✷✷✮

✼✳✸ ❑❛❧♦r✐♠❡tr✐❡

❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ✉♥s ♥✉♥ ❞❡r ❋r❛❣❡ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ t❤❡r♠✐s❝❤❡r ●röÿ❡♥ ③✉✇❡♥❞❡♥✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❡s ✉♠ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❣❡❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ✉♠ ❑❛❧♦r✐✲
♠❡tr✐❡✱ ✉♥❞ ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ✉♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r♠❡ss✉♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ✉♠ ❚❤❡r♠♦♠❡tr✐❡✳
❩✉ ❆♥❢❛♥❣ ❡✐♥❡s ❥❡❞❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ③✉♥ä❝❤st ❛❧❧❡ ❋❛❦t❡♥
❜❡s♣r❡❝❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡r❣❡❜❡♥ ✉♥❞
❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡ ❜✐❧❞❡♥✳

✼✳✸✳✶ ❉❡r ➘q✉✐✈❛❧❡♥③s❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦

❊✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❛❜❣❡♠❡ss❡♥❡ ▼❡♥❣❡ ❛♥ ❆r❜❡✐t ③✉✲
❢ü❤r❡♥ ✭③✳❇✳ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡✮ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥✲
❞✐❣❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♣❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥
③✉❧❛ss❡♥✳ ❊✐♥❡ s♦ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ s♦❧❧ ♠✐t∆Wirr ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐
✒✐rr✏ ❛✉❢ ❞✐❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ❤✐♥✇❡✐s❡♥ s♦❧❧✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❲är♠❡ ③✉❢ü❤r❡♥✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐❞❡ ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞ ✉♥❞ ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥
❛✉❝❤ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥

∆U = ∆Wirr = ∆Q , ✭✼✳✷✸✮

s♦ ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❜③✇✳ ❣❡♥❛✉❡r✱
❛✉s ❞❡♠ ❩✇❡❝❦✱ ❢ür ❞❡♥ ✇✐r ❡s ❦♦♥str✉✐❡rt ❤❛❜❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ∆S ❞❡r
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❊♥tr♦♣✐❡ ❢ür ❜❡✐❞❡ Pr♦③❡ss✇❡❣❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ ✐st✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞❛s ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤
✐st✱ s♦❧❧ ❞✐❡s❡ ❚❛ts❛❝❤❡ ❡①♣❧✐③✐t ❛❧s ❙❛t③ ❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✿

➘q✉✐✈❛❧❡♥③s❛t③ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r✳
❋ü❤rt ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡ ❛❧s ❆r❜❡✐t ③✉ ✉♥❞ ❧ässt ❞✐❡s❡
✐♠ ❙②st❡♠ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❞✐ss✐♣✐❡r❡♥✱ s♦ ❡rr❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐✲
❝❤❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡③✉st❛♥❞✱ ✇✐❡ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡ ❛❧s ❲är♠❡
③✉❢ü❤rt✳

✼✳✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡✲
r✉♥❣❡♥✳

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ä♥❞❡rt✱ ❦❛♥♥ ❡s ❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉❝❤
❞✐❡ ❡✐♥❡ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ä♥❞❡rt✳ ❉✐❡ ❯r✲
s❛❝❤❡♥ ❤✐❡r❢ür s✐♥❞ ✐✳❆❧❧❣✳ s❡❤r ❦♦♠♣❧❡①✳ ❙✐❡ ❣❡❤❡♥ ❛✉❢ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣❡♥ ③✉rü❝❦✱ ✇♦r❛✉❢ ❤✐❡r ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡✲
❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ■♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ✐st ❞✐❡s❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❢ür ❞❡♥ ❉r✉❝❦
♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ✇❡✐❧ ❡r ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✼✳✶✶ ✈♦♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❛❜❤ä♥❣❡♥
❦❛♥♥✳

❲❡♥♥ ❡✐♥❡ Pr♦❜❡ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❇❡❤ä❧t❡r ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✐st✱ s♦ ❞❛ss s❡✐♥ ❱♦❧✉✲
♠❡♥ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞✱ s♦ ❦ö♥♥❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❛❧s♦ ✐♠ Pr✐♥③✐♣
♠❡ss❜❛r❡ ❉r✉❝❦ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ③✉r ❋♦❧❣❡ ❤❛❜❡♥✳ ❉❛s ✐st ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r ❞❡r ❋❛❧❧✱
❛❜❡r ❡s ❣✐❜t ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ✐♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣
tr✐tt✳ ❉❛s ❡rö✛♥❡t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥
❡♠♣✐r✐s❝❤ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ s✐❡ ❛✉❢ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♠ ❲❡❣❡ ✭♠✐t
❡✐♥❡♠ ▼❛♥♦♠❡t❡r✮ ❛❧s ❉r✉❝❦ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡ ♥❛❝❤✇❡✐st✳

❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❋❧✉✐❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦s✲
s❡♥ s✐♥❞✱ ❡✐♥❡♥ ❘ü❤r❡r ❜❡tr❡✐❜❡♥ ✉♥❞ s♦ ✐♥ ✐❤♥❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐✲
♣✐❡r❡♥✳ ●❡♠äÿ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ❞✐❡s ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❆♥✇❛❝❤s❡♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❜❡❣❧❡✐t❡t✳
❏❡ ♥❛❝❤ ▼❛t❡r✐❛❧ ❤❛t ❞❛s ❦❧❡✐♥❡r❡ ♦❞❡r ❣röÿ❡r❡ ❉r✉❝❦ä♥❞❡r✉♥❣ ③✉r ❋♦❧❣❡✳
❉r✉❝❦ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❛♥♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ♥❛❝❤ s♦r❣✲
❢ä❧t✐❣❡r Prü❢✉♥❣ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡ ❛❧s
❆r❜❡✐t ✐♥s ▼❡❞✐✉♠ ❣❡✢♦ss❡♥ s❡✐♥ ❦❛♥♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡
❛❧s ❉r✉❝❦ä♥❞❡r✉♥❣ ❡r❦❡♥♥❜❛r❡ ❊♥tr♦♣✐❡③✉♥❛❤♠❡ ❛❧s ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❲är♠❡✳

❲✐r ♠❛❝❤❡♥ ✉♥s ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ♠✐t ❛♥❞❡r❡♥ ❲♦rt❡♥
❦❧❛r✿ ❲är♠❡❛✉❢♥❛❤♠❡ ä♥❞❡rt ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❡✐♥❡
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ✒✉♥s✐❝❤t❜❛r❡✏ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ä♥❞❡rt✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♥ ❉r✉❝❦ p(S, V )✱ ✇❡r❞❡♥
❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❢❡stst❡❧❧❜❛r✱ s♦♥❞❡r♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ▼❛♥♦✲
♠❡t❡rs q✉❛❧✐t❛t✐✈ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❜❛r✳ ❲❡♥♥ ③✳❇✳ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡✐♥❡s ▼❡❞✐✉♠s
✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ Sα ✇❛r ✉♥❞ ♥❛❝❤ r❡✐♥❡r ❲är♠❡③✉❢✉❤r ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥
V0 ❛✉❢ SΩ ❣❡❦❧❡tt❡rt ✐st✱ ❞❛♥♥ ❤❛t s✐❝❤ ❞❡ss❡♥ ❉r✉❝❦ ✈♦♥ pα = p(Sα, V0)
♥❛❝❤ pΩ = p(SΩ, V0) ❣❡ä♥❞❡rt✳ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❞❛❤❡r ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐✲
♥❡s ▼❛♥♦♠❡t❡rs ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✹✳✷✮ ❛♥ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❉r✉❝❦
❛❜❧❡s❜❛r✦



❑❆P■❚❊▲ ✼✳ ❚❍❊❘▼❖❉❨◆❆▼■❑ ✷✺✾

✼✳✸✳✸ ▼❡ss♣r✐♥③✐♣ ❞❡r ❑❛❧♦r✐♠❡tr✐❡

❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ s❡✐ ❡✐♥❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ Q ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇♦r❞❡♥✳
❉❛♥♥ ❤❛t s❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❛❜❣❡♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❛✉❝❤
s❡✐♥ ❉r✉❝❦✳ ❯♠ ❞✐❡ ❡♥t♥♦♠♠❡♥❡ ❲är♠❡ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♠ ❙②s✲
t❡♠ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❆r❜❡✐t W ③✉❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ ❞✐ss✐♣✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ❜✐s ❞❡r ❉r✉❝❦
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r

Wirr = W

✇✐❡❞❡r s❡✐♥❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✇❡rt ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✳ ◆✉♥ ✐st ❆r❜❡✐t ❥❛ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ♠❡ss❜❛r✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③s❛t③❡s ✭●❧✳ ✼✳✷✸✮ ✐st ❞❛♠✐t ❛❜❡r
③✉❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡ ✈♦♠ ❙②st❡♠ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❲är♠❡ ❣❡♠❡ss❡♥✳

❆❧s ❙②st❡♠ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❦♦♥❦r❡t ③✳❇✳ ❡✐♥❡♥ ❇❡❤ä❧t❡r ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❞❡r ❡✐✲
♥❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ✉♠s❝❤❧✐❡ÿt ✉♥❞ ✐❤r ❱♦❧✉♠❡♥ ❦♦♥st❛♥t ❤ä❧t✳ ❩✉r ❉r✉❝❦♠❡ss✉♥❣
s❡✐ ❞❡r ❇❡❤ä❧t❡r ❛♥ ❡✐♥ ▼❛♥♦♠❡t❡r ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✭③✳❇✳ ❡✐♥ ❯✲❘♦❤r ▼❛♥♦✲
♠❡t❡r✮✳ ❋❡r♥❡r ❜❡✜♥❞❡ s✐❝❤ ✐♥ ✐❤♠ ❡✐♥ ❘ü❤r✇❡r❦✱ ❞❛s ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤
❛♥❣❡tr✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❙②st❡♠ ❡✐♥❡ ❲är♠❡
Q ❛❜❣❡❣❡❜❡♠ ❤❛t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡r ❉r✉❝❦ ❛❜❣❡✲
♥♦♠♠❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❇❡tr❡✐❜❡♥ ❞❡s ❘ü❤r✇❡r❦s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❛❜❣❡♠❡ss❡♥❡
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❞❡♣♦♥✐❡r❡♥ ✉♥❞ s♦r❣t ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞❡r ❇❡❤ä❧✲
t❡r ♥✉♥ ❦❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ ♠❡❤r ③✉❧ässt✳ ▼❛♥ ✇❛rt❡t ♥✉♥✱ ❜✐s
❞✐❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐ts❜❡✇❡❣✉♥❣ ✐♠ ❇❡❤ä❧t❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉r ❘✉❤❡ ❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st✳
❉❛♠✐t ❤❛t ✐st ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜③✇✳ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t
W ✐♠ ❙②st❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✭Wirr = W ✮✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ s✐❝❤ ❛♠ ❊♥❞❡
❤❡r❛✉sst❡❧❧t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❞r✉❝❦ ❡✐♥❣❡st❡❧❧t ❤❛t✱ ❞❡r ✈♦r ❞❡r
❲är♠❡❛❜❣❛❜❡ ✈♦r❧❛❣✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❲är♠❡ Q✱ ❞✐❡ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛t✱
❣❡♠❡ss❡♥✱ ❞❡♥♥ ❡s ✐st Q = Wirr = W ✳✸

❲är♠❡ ✐st ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ♠❡ss❜❛r✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ♠✐t ❞✐ss✐♣✐❡rt❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✲
❣❧✐❝❤❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✲
❤❡✐t ✈♦♥ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼❛♥♦♠❡t❡r ❜❡✇❡r❦st❡❧❧✐✲
❣❡t ✇❡r❞❡♥✳

✼✳✹ ❚❤❡r♠♦♠❡tr✐❡

▼❡ss❡♥ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼❛ÿst❛❜✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❞❡r ▼❡ss✲
✇❡rt ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼❛ÿstä❜❡ ❢ür ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥
❛❧s ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r ✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r♠❡ss✉♥❣ ❜③✇✳ ❞❡r ❚❤❡r✲
♠♦♠❡tr✐❡ ✐st ❧❛♥❣✳ ❉✐❡ ä❧t❡st❡ ✉♥s ❜❡❦❛♥♥t❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ❚❤❡r♠♦♠❡✲
t❡rs ♠✐t ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛ st❛♠♠t ✈♦♥ ●❛❧❡♥♦s ✈♦♥ P❡r❣❛♠♦♥ ✭✷✳ ❏❤✳✮✳

✸❊✐♥❢❛❝❤❡r ❣❡❤t ❡s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r✿ Q = Wirr = Wel = UI∆T ✱ ✇♦❜❡✐ U ✉♥❞ I

❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❜③✇✳ ❙tr♦♠stär❦❡ s✐♥❞ ✉♥❞ ∆t ❞✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡✱ ü❜❡r ✇❡❝❤❡ ❞❛s
●❡rät ❜❡tr✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳
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❙❡✐♥❡ ❜❡❞❡✉t❡♥❞❡♥ ♠❡❞✐③✐♥✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦❡ ✇✉r❞❡♥ ✐♠ ❝❤r✐st❧✐❝❤❡♥ ❊✉r♦♣❛ ✈❡r✲
♥✐❝❤t❡t✱ ✐♠ ✐s❧❛♠✐s❝❤❡♥ ❑✉❧t✉rr❛✉♠ ✇✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦t ✉♥❞ ❦♦♠♠❡♥ ❡rst ❡✐♥
❏❛❤rt❛✉s❡♥❞ s♣ät❡r ✐♠ ❆❜❡♥❞❧❛♥❞ ❞❡r ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡ ③✉r ❊♥t❢❛❧t✉♥❣✳ ❉✐❡ ❚❤❡r✲
♠♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ◆❡✉③❡✐t ❜❡❣✐♥♥t ♠✐t ❞❡r ❲✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦✉♥❣ ❞❡s ❚❤❡r♠♦♠❡t❡rs
❞✉r❝❤ ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❞✐❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥
●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❚❤❡r♠♦♠❡tr✐❡ ❡r❛r❜❡✐t❡♥✳

✼✳✹✳✶ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t

P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠ s♦ ❧❛♥❣❡ ❛❜✲
❧❛✉❢❡♥✱ ❜✐s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❣❡✇♦r❞❡♥
✐st✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ✈❡r❜✐❡t❡t✱ ❞❛ss ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
❛❜♥✐♠♠t✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ③✉♥❡❤♠❡♥✳ ❍❛t s✐❡ ✐❤r ▼❛①✐♠✉♠ ❡rr❡✐❝❤t✱ ✐st
❘✉❤❡ ✐♠ ❑❛rt♦♥✦ ❉❛♥♥ ❧✐❡❣t t❤❡r♠✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✈♦r✳ ▼✐t ❞❡♥ t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❍❛✉♣tsät③❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✇❛r ♥✐❝❤t ❤❡r❛✉s✜♥❞❡♥✱ ✇✐❡ ❧❛♥❣❡
❡s ❞❛✉❡rt✱ ❜✐s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ③✉♠ ❊r❧✐❡❣❡♥ ❦♦♠♠❡♥✱ ✇♦❤❧ ❛❜❡r✱
✇✐❡ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉ss❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞
❡rr❡✐❝❤t ✇♦r❞❡♥ ✐st✳

❆❧s ❡✐♥❢❛❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❛♥❛❧②s✐❡r❡♥ ✇✐r ❞❛③✉ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐s❝❤❡s ❙②st❡♠✱ ❞❛s ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ✭❜③✇✳ ③✇❡✐ ❑ör♣❡r♥✮ ❆ ✉♥❞ ❇
❜❡st❡❤t✳ ■❤r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ s❡✐❡♥ ♠✐t TA ❜③✇✳ TB ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✉r❝❤ ❑♦♥tr♦❧✲
❧❡ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s❡✐ s✐❝❤❡r❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ③✇✐s❝❤❡♥ ✐❤♥❡♥ ❦❡✐♥❡
❆r❜❡✐t ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ü❜❡r❤❛✉♣t ♥♦❝❤ ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡❛✉s✲
t❛✉s❝❤ st❛tt✜♥❞❡t✱ s♦ ❦❛♥♥ ❡r ❞❛♥♥ ♥✉r ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✳ ●✐❜t
❆ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❲är♠❡ δQA = TAdSA ❛❜✱ s♦ ✐st δQA ♥❡❣❛t✐✈ ✉♥❞ s❡✐♥❡
❊♥tr♦♣✐❡ ♥✐♠♠t ✉♠ dSA ❛❜✳ ◆✐♠♠t ❆ ❲är♠❡ ❛✉❢✱ s♦ ✐st δQA ♣♦s✐t✐✈✳ ❉❛
❞✐❡ ❲är♠❡✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑ör♣❡r ❞❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❛❜❣❡❣❡❜❡♥
✇✐r❞✱ ✈♦♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ✐st δQA = −δQB✳ ❆✉s ❞❡♥
❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❚❛ts❛❝❤❡♥ ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ●❡s❛♠t❡♥tr♦♣✐❡

dS = dSA + dSB =
δQA

TA
+

δQB

TB
=

TB − TA

TATB
δQA . ✭✼✳✷✹✮

❙✐❡ ❞❛r❢ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ♥✐❝❤t ❛❜♥❡❤♠❡♥✳ ❲❡❣❡♥ dS ≥ 0 ✉♥t❡r✲
❧✐❡❣t ❡✐♥ r❡✐♥❡r ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ ❞❛❤❡r ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣

(TB − TA) δQA ≥ 0 . ✭✼✳✷✺✮

❙✐♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❣❧❡✐❝❤✱ s♦ ❦❛♥♥ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥ r❡✈❡rs✐❜❧❡r ❲är✲
♠❡❛✉st❛✉s❝❤ ✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ▼❡♥❣❡ ✉♥❞ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s ❡r❢♦❧❣t
❞❡r ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ♦❞❡r ❣❛r ♥✐❝❤t✳ ❲❡♥♥ ❡r ❛❜❡r st❛tt✜♥❞❡t✱ s♦
❦❛♥♥ ❲är♠❡ ❣❡♠äÿ ▼♦❞❡❧❧ ❜③✇✳ ❯♥❣❧✳ ✼✳✷✺ ♥✉r ✈♦♠ ❑ör♣❡r ♠✐t ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥
❛♥ ❥❡♥❡♥ ♠✐t ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❙✐♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ Pr♦③❡ss❡ ♠ö❣❧✐❝❤✱ s♦ ✜♥❞❡♥ s✐❡ ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ❛✉❝❤
st❛tt✳ ▼✐t ❛♥❞❡r❡♥ ❲♦rt❡♥✱ Pr♦③❡ss❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❛♥✇❛❝❤s❡♥ ❦❛♥♥✱



❑❆P■❚❊▲ ✼✳ ❚❍❊❘▼❖❉❨◆❆▼■❑ ✷✻✶

s✐♥❞ st❡ts s♣♦♥t❛♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❡✐♥ ❑ör♣❡r ❆ ✐♥ ❲är♠❡❦♦♥t❛❦t ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❑ör♣❡r ❇ s✐❝❤ s♦ ❧❛♥❣❡ ✉♥t❡r ❲är♠❡❛❜❣❛❜❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✉♥❞ ❞❛♠✐t
s♣♦♥t❛♥ ❢♦rt❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✱ ✇✐❡ s❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❤ö❤❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ✈♦♥ ❇✳ ❙♦✲
❜❛❧❞ s✐❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❛♥❣❡❣❧✐❝❤❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ✐st ❦❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ✐r✲
r❡✈❡rs✐❜❧❡r ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❲är♠❡ ♠❡❤r ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ dS
♥✉❧❧ ✇✐r❞✱ ✐st ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❡rr❡✐❝❤t✱ ✉♥❞ ❞✐❡
❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ❆ ✉♥❞ ❇ s✐♥❞ ✐♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✳ ❉❡r ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ✐st ③❡✐t❧✐❝❤ st❛t✐♦♥är✱ ❞✳❤✳ ❡r ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r✳

■st ❡✐♥ ❲är♠❡❦♦♥t❛❦t ✈♦r❤❛♥❞❡♥✱ s♦ str❡❜t ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❞❡♠ t❤❡r✲
♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ③✉✳ ❊s ✐st ♥✉r ❡✐♥❡ ❋r❛❣❡ ❞❡r ❩❡✐t✱ ❜✐s ❡s s✐❝❤ ✐❤♠ s♦
✇❡✐t ❛♥❣❡♥ä❤❡rt ❤❛t✱ ❞❛ss ❡s ✈♦♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ♥✐❝❤t
♠❡❤r ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❜❛r ✐st✳ ❩✇❛r ❣✐❜t ✉♥s ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❛♥❛❧②s❡ ❦❡✐♥❡ ❆✉s❦✉♥❢t
❞❛rü❜❡r✱ ✇✐❡ s❝❤♥❡❧❧ ♦❞❡r ✇✐❡ ❧❛♥❣s❛♠ ❞✐❡s❡r s♣♦♥t❛♥❡ Pr♦③❡ss ❛❜❧ä✉❢t✱ ❛❜❡r
♠❛♥ ❦❛♥♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡ ❊✐♥s✐❝❤t ❛✉s ❞❡r ❆♥❛❧②s❡ ❛❜❧❡✐t❡♥✿

❑ör♣❡r ✐♥ ❲är♠❡❦♦♥t❛❦t str❡❜❡♥ s♣♦♥t❛♥ ✉♥❞ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❞❡♠ t❤❡r♠✐✲
s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ③✉✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ✐❤r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✳
❲är♠❡ ❦❛♥♥ ❞❛❜❡✐ ♥✉r ✈♦♠ ❑ör♣❡r ❤ö❤❡r❡r ③✉ ❞❡♠ ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r ✢✐❡ÿ❡♥✳

✼✳✹✳✷ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣❡ ✉♥❞ ●r❛❞✲❚❤❡r♠♦♠❡t❡r

■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ♠❡ss❜❛r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●rö✲
ÿ❡♥ ❛❧s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥❡s ❋❧✉✐❞s ✇✐❡
◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r ♦❞❡r ❆❧❦♦❤♦❧✱ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥❲✐❞❡rst❛♥❞ ✈♦♥ P❧❛t✐♥✲▼❡ss✇✐❞❡r✲
stä♥❞❡♥ ♦❞❡r ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦s♣❛♥♥✉♥❣ ✈♦♥ ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥t❡♥✳ ❆✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ❞✐❡✲
s❡r P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣❡ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❆♥③❡✐✲
❣❡❣❡rät❡ ❢ür ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ▼✐t ❡✐♥❡♠ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧
♥✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❣❧❡✐❝❤ ❣❡❜❧✐❡❜❡♥✱ ③✉❣❡♥♦♠♠❡♥
♦❞❡r ❛❜❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✳ ❉✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❛❧s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t❡♥ ▼❡ss❣röÿ❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✉r ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣
❞❡♠ ●r❛❞ ♥❛❝❤ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳ ✉♠ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ❡✐✲
♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ♠❡❤r ♦❞❡r ✇❡♥✐❣❡r st❛r❦ ❣❡ä♥❞❡rt ❤❛t✳ ❇❡s♦♥❞❡rs ❣ü♥st✐❣
✐st ❡s✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❢ür s♦❧❝❤❡ ●r❛❞✲❚❤❡r♠♦♠❡t❡r ❡✐♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r
❤❡r❛♥③✐❡❤t✱ ❞❡r s✐❝❤ s♣ät❡r ❛❧s ❡✐♥❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❤❡r✲
❛✉sst❡❧❧t✳

❍✐st♦r✐s❝❤ ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ s♦❧❝❤❡ ●r❛❞♠❛ÿ✲❚❤❡r♠♦♠❡t❡r ✈♦r❣❡s❝❤❧❛✲
❣❡♥ ✉♥❞ ♣r❛❦t✐s❝❤ ♦❢t ❛❧s ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣st❤❡r♠♦♠❡t❡r r❡❛❧✐s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❡rst❡♥
●r❛❞✲❚❤❡r♠♦♠❡t❡r ❜❡r✉❤t❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋❧✉✐❞❡♥ ♠✐t ❞❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥❡♠ ❉r✉❝❦✳ ❘❡✐♥ ❢♦r♠❛❧ ✐st ❧❡✐❝❤t ③✉ ✈❡rst❡✲
❤❡♥✱ ✇❛r✉♠ ❞❛s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❞❡♥♥ ●❧✳ ✼✳✷✶ ❧ässt s✐❝❤ ❢♦r♠❛❧ ♥❛❝❤
❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❛✉✢ös❡♥ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r ❢ür ❡✐♥❡♥ ❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥❡♥ ❉r✉❝❦ p0 ❛✉s❞rü❝❦❡♥✱ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
✐♥✈❡rs❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ S = S(T, p0)✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡s ✐♥ ●❧✳ ✼✳✷✷ ❡✐♥ ✉♥❞ s❡t③t ❞♦rt
p = p0✱ ❞❛♥♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❛❧s ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✱ ❞✐❡ ♥✉r ✈♦♥ ❞❡r



❑❆P■❚❊▲ ✼✳ ❚❍❊❘▼❖❉❨◆❆▼■❑ ✷✻✷

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✶✿ ❘é❛✉♠✉r✲❙❦❛❧❛
✭❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ❈❡❧s✐✉s✲❙❦❛❧❛ ✭r❡❝❤ts✮
❛♥ ❡✐♥❡♠ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣st❤❡r♠♦♠❡✲
t❡r ✐♥ ❲✐❡♥✱ ❲ä❤r✐♥❣❡rstr❛ÿ❡✳ ❉✐❡
❜❡✐❞❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✲❙❦❛❧❡♥
❤❛❜❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❊✐♥t❡✐❧✉♥❣✱
❛❜❡r ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥
❚❡♠♣❡r❛t✉r✜①♣✉♥❦t ❞❡✜♥✐❡rt❡♥
◆✉❧❧♣✉♥❦t

❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❜❤ä♥❣t✱ ❛❧s♦
V = V (T, p0) . ✭✼✳✷✻✮

●❡♠äÿ ❞❡♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡st❡❤t ❞❛❤❡r ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss
s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥❡s ▼❡❞✐✉♠s ♠✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ä♥❞❡rt✳❲❡♥♥ ♠❛♥
❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ✜♥❞❡t✱ ❞❛s ❞✐❡s❡♥ ❊✛❡❦t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❞❡✉t❧✐❝❤ ③❡✐❣t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❡✐♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✳ ❯♠ ❞❛s ③✉ ✐❧❧✉str✐❡r❡♥✱ ♥❡❤♠❡♥ ✇✐r
❛♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡♠ ❋❧✉✐❞ ❘ü❤r❛r❜❡✐t ③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ✐♥ ✐❤♠ ❞✐ss✐✲
♣✐❡r❡♥ ❧ässt✱ ❛❧s♦ s❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡r❤ö❤t✳ ❍ä❧t ♠❛♥ ❞❛❜❡✐ ❞❡♥ ❉r✉❝❦ ✭st❛tt ❞❡s
❱♦❧✉♠❡♥s✮ ❢❡st✱ s♦ ❢ü❤rt ❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ S = S(T, p0) ③✉ ❡✐♥❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✐♥ ❡✐♥❡r ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ V (T, p0)
♥✐❡❞❡rs❝❤❧ä❣t✳ ❉✐❡s❡ ✐st ❛❜❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ♠❡ss❜❛r ✉♥❞ ♠❛♥ ❦❛♥♥ s♦ ❤❡r❛✉s✲
✜♥❞❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ❞❛s ❋❧✉✐❞ ❛❧s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❡✐❣♥❡t✳

■♠ ❘❡❣❡❧❢❛❧❧ ❞❡❤♥t s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉s✳
❊✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲❡rt ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛♥♥ ✐✳❆✳ ❡✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡r
❲❡rt ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❆❧s ✈❡r❧äss❧✐❝❤❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r ❢ür ❞❡♥ ❆❧❧t❛❣
❤❛t s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥❛✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡s ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡rs ❜❡✐ ❆t♠♦✲
s♣❤är❡♥❞r✉❝❦ ❜❡✇ä❤rt✳ ■♠ ❲✐❡♥ ❞❡r ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✇❡♥❞❡ ✭❞✳❤✳ ✉♠ ✶✾✵✵✮ ✇❛✲
r❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣st❤❡r♠♦♠❡t❡r ✐♥ ●❡❜r❛✉❝❤✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ●r❛❞ ❞❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ❈❡❧s✐✉s✲❙❦❛❧❛ ✉♥❞ ❞❡r ❘é❛✉♠✉r✲❙❦❛❧❛ ❛❜❣❡❧❡✲
s❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡ ✭❆❜❜✳ ✼✳✶✮✳

✼✳✹✳✸ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s TA/TB ❞❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ③✇❡✐❡r ❑ör♣❡r ❆ ✉♥❞ ❇ ❛❜s❝❤ät③❡♥ ❜③✇✳ ♠❡ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡
▼❡t❤♦❞❡ stüt③t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡✳

■♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ❞✉r❝❤❧ä✉❢t ❡✐♥ ❙②st❡♠ ❈ ♥❛❝❤❡✐♥❛♥✲
❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❩✉stä♥❞❡✳ ❲❡♥♥ ❡s ❞✉r❝❤ ❞❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❣❡♥ü❣❡♥ ③✇❡✐ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❩✉stä♥❞❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✳ ▼❛♥
❦❛♥♥ ❞❛❤❡r ❞❡♥ ❆❜❧❛✉❢ ❡✐♥❡s Pr♦③❡ss❡s ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✷✿ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛✲
❣r❛♠♠ ❡✐♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥
❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s ❢ür ❡✐♥ ✜❦t✐✈❡s ▼❡✲
❞✐✉♠✳ ❊r ❜❡st❡❤t ❛✉s ③✇❡✐ ■s♦✲
t❤❡r♠❡♥ ✭■ ✉♥❞ ■■■✮ ✉♥❞ ③✇❡✐
❆❞✐❛❜❛t❡♥ ✭■■ ✉♥❞ ■❱✮✳ ❍✐❡r ✇✐r❞
❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♦♣t✐♦♥❛✲
❧❡ ❩✉❢✉❤r ❡✐♥❡r ❲är♠❡ Q1 ❜❡✐
❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T1 ❡r❢♦❧❣t ✉♥❞
❞✐❡ ❢ür ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ✉♥❛❜❞✐♥❣❜❛✲
r❡ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❲är♠❡ ✭Q2✮ ❜❡✐
T2✳ ❆❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❡r♠ö❣✲
❧✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡♥ ❲❡❝❤s❡❧ ❞❡r ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r✳

❞❛❜❡✐ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥❡♥ ❩✉stä♥❞❡ ✐♥ ❡✐♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠
❡✐♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❋ür ❆❜❜✳ ✼✳✷ ✇✉r❞❡♥ ③✳❇✳ ❱♦❧✉♠❡♥ ✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❧s ✉♥❛❜✲
❤ä♥❣✐❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❣❡✇ä❤❧t ✉♥❞ ❞❡r Pr♦③❡ss ✐♥ ❞✐❡s❡♠ V ✲T ✲❉✐❛❣r❛♠♠ ❞✉r❝❤
❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❑✉r✈❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡s ❡✐♥❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❑✉r✈❡✳
❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛s ❡✐♥ Pr♦③❡ss✱ ❞❡r ✐♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♠ ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ❜❡❣✐♥♥t✱
♥❛❝❤ ❉✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ❛♥❞❡r❡r ❩✉stä♥❞❡ ✇✐❡❞❡r ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❡♥❞❡t✳ ❙♦❧✲
❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ st❡❧❧❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ❞❛r✳ ■♠ ❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥
❇❡✐s♣✐❡❧ ❜❡st❡❤t ❞❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❛✉s ✈✐❡r ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧✲
♣r♦③❡ss❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ③✇❡✐ ✐s♦t❤❡r♠❡♥ Pr♦③❡ss❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r
❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✱ ✉♥❞ ③✇❡✐ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥❡ ❲är♠❡✲
③✉❢✉❤r ✉♥t❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❉❡r ✐s♦t❤❡r♠❡ Pr♦③❡ss ✐st ✐✳❆❧❧❣✳ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧✱ ❦❛♥♥
✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ✇✐❡✈✐❡❧ s✐❝❤ ❞❡r ❉r✉❝❦ ❜③✇✳
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ Pr♦③❡ss ä♥❞❡rt✱ ❤ä♥❣t ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r
♥✉r ♥♦❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❞❛❜❡✐ ❛✉❢tr❡t❡♥❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❛❜✳ ❆❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ Pr♦✲
③❡ss❡ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ Pr❛①✐s ♠❡✐st ♥❛❤❡③✉ ✐s❡♥tr♦♣ r❡❛❧✐s✐❡rt
✇❡r❞❡♥✳ ■s❡♥tr♦♣❡ Pr♦③❡ss❡ s✐♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ✐♥t❡r❡ss❛♥t✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❣❡st❛tt❡♥✱ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ③✉ ✈❡rä♥❞❡r♥✳ ❉✐❡s❡ ▼ö❣❧✐❝❤✲
❦❡✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ✐s❡♥tr♦♣❡ ✭❜③✇✳ ♥❛❤❡③✉ ✐s❡♥tr♦♣❡✮
Pr♦③❡ss❡ ✐st ❛✉s ●❧✳ ✼✳✶✵ s♦❢♦rt ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✳

❏❡❞❡r Pr♦③❡ss ❦❛♥♥ ③✉ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❡r✲
❤ö❤❡♥ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❙②st❡♠❡♥tr♦♣✐❡ ✉♠ ∆SC✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❦❛♥♥ ❞❡♠ ❙②st❡♠ ❛✉❢
❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss♣❢❛❞❡♥ ❲är♠❡ ③✉✢✐❡ÿ❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❜❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ✐s♦t❤❡r♠❡♥ Pr♦③❡ss♣❢❛❞ ■ ❜❡✐ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T1 ❞✐❡ ❲är✲
♠❡ Q1 = T1∆S1 ❛✉❢♥✐♠♠t✱ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ③✉sät③❧✐❝❤ ✉♠ ∆S1✳
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ s✐♥❞ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ✉♥❞ ❞❛❤❡r s✐♥❞
❛✉❝❤ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❲✐❡ ❛❜❡r s✐♥❞ ❛♥❣❡s✐❝❤ts ❞❡r ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ✉♥✲
❣ü♥st✐❣❡♥ ❯♠stä♥❞❡✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞❡r ✒❤❛✉s❣❡♠❛❝❤t❡♥✏ ❊♥tr♦♣✐❡③✉♥❛❤♠❡
✉♠ ∆SC✱ ❞❛♥♥ ❛❜❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ♠ö❣❧✐❝❤❄ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡
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❛❧❧❡r ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ♠✉ss ❥❛ ❡①❛❦t ♥✉❧❧
s❡✐♥✦ ❉❡r ●r✉♥❞ ✐st✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❙②st❡♠ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❲är♠❡ Q2 = T2∆S2 ♥❛❝❤ ❛✉✲
ÿ❡♥ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛❜❡✐ s✐♥❞ Q2 ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ∆S2 ♥❡❣❛t✐✈✳ ◆✉r ✇❡❣❡♥
❞✐❡s❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❲är♠❡❛❜❣❛❜❡ s✐♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❑r❡✐s♣r♦③❡s✲
s❡ ü❜❡r❤❛✉♣t ♠❛❝❤❜❛r✳ ❊✐♥ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss
❡①✐st✐❡rt ♥✉r ✐♠ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✭❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥✮ ●r❡♥③❢❛❧❧✳ ❋ür t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ❣✐❧t ❤✐♥❣❡❣❡♥

∆S1 +∆S2 +∆SC = 0

❜③✇✳
T1

T2
= −Q1

Q2
− T1∆SC

Q2
.

❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❆✉s❞rü❝❦❡ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ s✐♥❞ ♣♦s✐t✐✈✱ ✇❡✐❧ Q2✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts
❣❡s❛❣t✱ ♥❡❣❛t✐✈ s❡✐♥ ♠✉ss✳ ❉✐❡ ❆❜❣❛❜❡ ❞❡r ❲är♠❡ Q2 ✐st ✐♥ ❞❡♠ ✐♥ ❆❜❜✳ ✼✳✷
❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ♦❜❧✐❣❛t♦r✐s❝❤ ✭❛✉ÿ❡r ✐♠ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③✲
❢❛❧❧✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ❛✉❢ ❞❡♠ ✐s♦t❤❡r♠❡♥ Pr♦③❡ss♣❢❛❞ ❜❡✐ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r
T1 ❞✐❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ Q1 ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t ✭✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ Q2 ✈❡r❣röÿ❡rt✮✱ s♦
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤

T1

T2
≥

∣∣∣∣
Q1

Q2

∣∣∣∣

❡✐♥❡ ❯♥t❡r❣r❡♥③❡ ❢ür ❞❛s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ■s♦t❤❡r♠❡♥ ❡✐♥❡s ❑r❡✐s♣r♦✲
③❡ss❡s ❛❜s❝❤ät③❡♥✳

✼✳✹✳✹ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡s ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ③✇❡✐❡r
❑ör♣❡r

■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ❦❛♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❈ ✐r❣❡♥❞ ❡✐♥ ♠❛t❡r✐❡❧❧❡s ▼❡❞✐✉♠ s❡✐♥✱ ③✉♠
❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❢❛❝❤ ✐r❣❡♥❞ ❡✐♥ ❋❧✉✐❞✱ ❞❛s ♠❛♥ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❇❡❤ä❧t❡r ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿt✱ ❞❡s✲
s❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❑♦❧❜❡♥ ä♥❞❡r♥ ❦❛♥♥✱ ❞❡ss❡♥ ❉r✉❝❦ ♠❛♥ ♠✐t ❡✐✲
♥❡♠ ❞❛r❛♥ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ▼❛♥♦♠❡t❡r ♠❡ss❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡♠ ♠❛♥ ❞✉r❝❤
❡✐♥ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱ ♦❜ ❡✐♥ Pr♦③❡ss ✐s♦t❤❡r ❛❜❧ä✉❢t ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳
❲❡♥♥ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ♥❛❝❤ ❉✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❩✉stä♥❞❡
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ❤❛t ✉♥❞ ♠❛♥ ❛♠ ▼❛♥♦♠❡t❡r ❛✉❝❤
❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❉r✉❝❦ ❛❜❧✐❡st✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ❡s ❡✐♥❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ✈♦❧❧③♦❣❡♥✳ ❑❧❛r
✐st✱ ❞❛ss ❞❛s ❋❧✉✐❞ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ❲är♠❡ Q2 ❛✉❢ ❞❡r ■s♦t❤❡r♠❡♥ ♠✐t ❞❡r ♥♦❝❤
✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T2 ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛t✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ❡s ♥✉r ❞✉r❝❤ t❤❡r✲
♠✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❛❦t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❑ör♣❡r ❇✱ ❞❡ss❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ✐♥ ❞❡r Pr❛①✐s
③✉♠✐♥❞❡st ❡✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s T2 s❡✐♥ ♠✉ss✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤
♥✉r ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡s❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❡r❢♦❧❣t✱ ✐st ❞✐❡ ✈♦♥ ❇ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡
❲är♠❡ QB ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ✈♦♥ ❈ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡♥✱ ❞✳❤✳ QB = −Q2✳ ❲✐r ♥❡❤♠❡♥
♥✉♥ ❛♥✱ ❞❛ss ❈ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑ör♣❡r ❆ ❛✉❝❤ ❲är♠❡ ❛✉❢♥✐♠♠t✳ ❉❛③✉ ♠✉ss T1

❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ❦❧❡✐♥❡r s❡✐♥ ❛❧s ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ❞❡s ❑ör♣❡rs ❆✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❞❡r
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❲är♠❡❛✉st❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ■s♦t❤❡r♠❡♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❆
✉♥❞ ❈ ❡r❢♦❧t✱ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ✈♦♥ ❆ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❲är♠❡ QA = −Q1✳ ❉❛❤❡r ❣✐❧t✿

TA

TB
≥ T1

T2
≥

∣∣∣∣
Q1

Q2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
QA

QB

∣∣∣∣ .

❘♦❜✉st❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❛s ❦❛❧♦r✐♠❡tr✐s❝❤ ❛♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❣❡♠❡s✲
s❡♥❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❲är♠❡❜❡trä❣❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡r❤ä❧t♥✐s
❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r s❡t③❡♥✱ ❛❧s♦ TA/TB ≈ |QA/QB|✳ ❉❛s ✐st ❞❛♠✐t ❜❡st✐♠♠t✱
P✉♥❦t ❛✉s✦ ❙❡♥s✐❜❧❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❜❡❣❛♥✲
❣❡♥❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r T1∆SC/ |Q2| ❛❜③✉s❝❤ät③❡♥✳ ◆♦❝❤ s❡♥s✐❜❧❡r❡ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ✉♠ ❑♦rr❡❦t✉r❡♥ ③✉♠ ❆✉s❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✐r✲
r❡✈❡rs✐❜❧❡♥ Pr♦③❡ss❡ ✈❡r✉rs❛❝❤t❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rs❝❤ät③✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss✲
✇❡rts ❜❡♠ü❤❡♥✱ ❛❧❧❡ ❚r✐❝❦s ❛♥✇❡♥❞❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡♠ r❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss
♠ö❣❧✐❝❤st ♥❛❤❡③✉❦♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤❡♥ ❞❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❈ ✉♥❞ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤s
♠ö❣❧✐❝❤t ❦❧❡✐♥ ③✉ ❤❛❧t❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡s ❜❡✲
st❡❤t ❞✐❡ ▼❡ss❦✉♥st ❞❛r✐♥✱ ❞❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r ♠ö❣❧✐❝❤st ❣✉t ③✉ ✉♥✲
t❡r❞rü❝❦❡♥✳ ❉❛s ▼♦tt♦ ✒❆❧❧❡s ▼❡ss❡♥ ✐st ❡✐♥ ❙❝❤ät③❡♥✏ ✉♥❞ ❞❛s ▼♦tt♦ ✒❆✉s✲
r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❣❡♠❡ss❡♥ ✐st ❣❡♠❡ss❡♥✏ ❣✐❧t ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣
❞❡s ❱❡r❤ä❧♥✐ss❡s ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ③✇❡✐❡r ❑ör♣❡r✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡s s❝❤❛✛t✱
❞❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼❡ss❢❡❤❧❡r ✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ③✉❢❛❧❧s❜❡❞✐♥❣t❡♥ ▼❡ss✉♥✲
s✐❝❤❡r❤❡✐t ③✉ ❞rü❝❦❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡s ❥❡❞❡♥❢❛❧❧s ❣✉t s❡✐♥ ❧❛ss❡♥✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞✐❡
❦❛❧♦r✐♠❡tr✐s❝❤ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ✉♥t❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ QA/QB t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥
❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ▼❡ss✇❡rt TA/TB✳

✼✳✹✳✺ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✐♥❤❡✐t

❋ür ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛ ❢❡❤❧t ♥♦❝❤ ❡✐♥
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s P❤ä♥♦♠❡♥✱ ❞❛s ♥✉r ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❢tr✐tt
✉♥❞ ♥❛❝❤ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❡✐♥❡r ❩✉❢✉❤r ❦❧❡✐♥❡r❡r ❲är♠❡♠❡♥❣❡♥ ✉♥✲
❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤ ✐st✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ❡r❤ä❧t ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛ ✐❤r❡♥
❚❡♠♣❡r❛t✉r✜①♣✉♥❦t✳

❊s ❣✐❜t ♠❡❤r❡r❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛❢ür ❣❡❡✐❣♥❡t s✐♥❞✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥
●❡♠✐s❝❤ ❞r❡✐❡r ❦♦❡①✐st✐❡r❡♥❞❡r P❤❛s❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥ ❤❛t✱ ❡✐♥❡r ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥✱ ❡✐✲
♥❡r ✢üss✐❣❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❢❡st❡♥ P❤❛s❡✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❚❤❡r✲
♠♦s❦♦♣s ❞❛✈♦♥ ü❜❡r③❡✉❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✐❡s❡s ❙②st❡♠s ❣❡❣❡♥ü❜❡r
❡✐♥❡♠ ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐♥ ❣❡✇✐ss❡♥ ●r❡♥③❡♥ ✉♥✈❡rä♥✲
❞❡r❧✐❝❤ ✐st✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❲är♠❡③✉❢✉❤r ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ♥ä♠❧✐❝❤ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ▼❡♥✲
❣❡♥❛♥t❡✐❧❡ ❞❡r ❞r❡✐ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ P❤❛s❡♥✳ ❉✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡✱ st❛❜✐❧❡ ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤tst❡♠♣❡r❛t✉r TIII ❢ür ❞✐❡ ❑♦❡①✐st❡♥③ ❞r❡✐❡r P❤❛s❡♥ ❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s ✇✐r❞
❛❧s ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✭s✳ ❑❛♣✳ ✽✳✼✮✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ❤❡r✲
❛♥③✐❡❤t ✉♥❞ ✐❤♠ ❡✐♥❡♥ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐t ❣✐❜t✱ ✐st ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛✲
t✉rs❦❛❧❛ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❛ ❞❡r ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤ ✐st✱ ♠✉ss ♠❛♥ ✐❤♥
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③✇❡❝❦s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❑❡❧✈✐♥✲❙❦❛❧❛ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❣❡♥❛✉ s♣❡③✐✜③✐❡rt❡s ❘❡❢❡r❡♥③✲
♠❡❞✐✉♠ ❢❡st❧❡❣❡♥✳ ❍✐❡r❢ür ❤❛t ♠❛♥ ❞❛s ❲✐❡♥❡r ❙t❛♥❞❛r❞✲❖③❡❛♥✲❲❛ss❡rs✱
❞❡ss❡♥ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ♠✐t TIII = 273.16Kelvin = 273.16K ❞❡✜♥✐❡rt ✇✉r❞❡✳
❉❡r ✉♥❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❤❛t ❤✐st♦r✐s❝❤❡ ●rü♥❞❡ ✭✉♥❞ ❣rü❜❡❧♥ ❙✐❡ ❜❡s✲
s❡r ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉❧❛♥❣❡ ❞❛rü❜❡r✱ ❛✉s ✇❡❧❝❤❡♠ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡♥ ◆ä❤❡ ✈♦♥
❲✐❡♥ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❖③❡❛♥❡ ♠❛♥ ❞❛s ❲❛ss❡r ✇♦❤❧ ❣❡s❝❤ö♣❢t ❤❛❜❡♥ ❦ö♥♥t❡✮✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ♠✐t ❡✐♥❡♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠
❇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ r❡❛❧✐s✐❡rt✱ ❞❡ss❡♥ ❇❡③✉❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t
TB = TIII = 273.16K ❞❡s ❲✐❡♥❡r ❘❡❢❡r❡♥③♠❡❞✐✉♠s ❢❡st❣❡❧❡❣t ✉♥❞ ❞❛♠✐t
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❣❡✇✐ss❡r ●r❡♥③❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❛❜❣❡❢ü❤rt❡♥ ❲är♠❡♠❡♥❣❡
QB ✜①✐❡rt ✐st ✭❣❡♥❛✉ ❞❛s ♠❡✐♥t ♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✜①♣✉♥❦t✮✱ ❞❛♥♥
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ❛✉s ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❦❛❧♦r✐♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣
❞❡r ✈♦♥ ❆ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❲är♠❡ QA ✉♥❞ ❞❡r ✈♦♥ ❇ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ❲är❡♠❡
QB✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞❛s ❙■✲▼❛ÿ ❑❡❧✈✐♥

[T ] = Kelvin = K

③✉r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ r❡❛❧✐s✐❡rt✳ ❙❡✐t ✷✵✶✾ ✐st ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t
❑❡❧✈✐♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❘❛✉♠✲✴❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡♥
c ❢ür ❞❛s ▼❡t❡r ❞❡♥ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❞❡r ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✐♥❤❡✐t ❑❡❧✈✐♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✲
❞❡♥ ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt ❤❛t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ❇♦❧t③♠❛♥♥❦♦♥st❛♥t❡♥ kB ✭s✳
❘P❑✷✮✳

❉❛s ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s❣❡♠äÿ❡ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ✐st ♥✐❝❤t
❜❡s♦♥❞❡rs ❛❧❧t❛❣st❛✉❣❧✐❝❤✳ ❊s ❧ässt s✐❝❤ ♥✉r ♠✐t ❞❡r ❊①♣❡rt✐s❡ ✉♥❞ ❛✉s❣❡✲
❢❡✐❧t❡♥ ▼❡sst❡❝❤♥✐❦ ♥❛t✐♦♥❛❧❡r ❊✐❝❤❜ür♦s r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❡s ❥❡❞♦❝❤
❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❤❛♥❞❤❛❜❜❛r❡ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣❡ ③✉ ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥ ✉♥❞ s♦
③✉ ❣❡❡✐❝❤t❡♥ ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r♥ ③✉ ♠❛❝❤❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r
▼❡ss✇✐❞❡rst❛♥❞ ❛❧s ❚❤❡r♠♦s❦♦♣ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐ s❡✐♥ ❲✐❞❡r✲
st❛♥❞s✇❡rt ❛❧s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r ❞✐❡♥t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥✲
❣✐❣❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞s✇❡rt❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❊✐❝❤❜ür♦ ❛✉❢ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❦❛❧✐❜r✐❡rt✱ ✇✐r❞
❞✐❡s❡s ❚❤❡r♠♦s❦♦♣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r✳

❈❡❧s✐✉ss❦❛❧❛✳ ◆❡❜❡♥ ❞✐❡s❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛ ✐st ✐♠
❆❧❧t❛❣ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛ ✐♥ ●❡❜r❛✉❝❤✱ ❞❡r❡♥ ◆✉❧❧♣✉♥❦t ❞❡r ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r T = 273.15K ❡♥ts♣r✐❝❤t ✉♥❞ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛❧s ❈❡❧s✐✉s✲❙❦❛❧❛ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❙✐❡ ✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❙■✲❦♦♥❢♦r♠✳ ❋ür ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇✐r❞ ✐♥
❞✐❡s❡♠ ❇✉❝❤ ❞❛s ●röÿ❡♥s②♠❜♦❧ ϑC ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡♥♥ s✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❈❡❧s✐✉s✲
❙❦❛❧❛ ♠✐t ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ●r❛❞ ❈❡❧s✐✉s ✭➦❈✮ ❜❡③✐❡❤t✳ ❉✐❡ ❯♠r❡❝❤♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥
❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ✱ ❞✐❡ ❣❡♠äÿ ❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛
❣❡❣❡❜❡♥ ✐st ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ϑC ✐♥ ❞❡r ❈❡❧s✐✉ss❦❛❧❛ ❡r❢♦❧❣t ❣❡♠äÿ

ϑC = (T − 273.15K)➦❈/K .

❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ∆T ❜③✇✳ ∆ϑC ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ❜❡✐ ❞❡r ❲❛ss❡r
❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ✈❡r❡✐♥❜❛rt❡♥ ◆♦r♠❛❧❞r✉❝❦ p0 ❣❡❢r✐❡rt ✉♥❞ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❡s s✐❡❞❡t✱ ❜❡✲



❑❆P■❚❊▲ ✼✳ ❚❍❊❘▼❖❉❨◆❆▼■❑ ✷✻✼

trä❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ∆T = 100.00K ❜③✇✳ ∆ϑC = 100.00 ➦❈✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥✲
✇❡rt❡ ❢ür ❚❡♠♣❡r❛t✉r❞✐✛❡r❡♥③❡♥ s✐♥❞ ❢ür ❜❡✐❞❡ ❙❦❛❧❡♥ ❣❧❡✐❝❤✳ ❇❡✐❞❡ ❆♥❣❛❜❡♥
s✐♥❞ äq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❉❡r ◆♦r♠❛❧❞r✉❝❦ ❜❡trä❣t p0 ≈ 1.0 bar = 1.0 · 105 Pa✳

✼✳✺ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥

▼❛t❡r✐❡ ✇✐r❞ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❞✉r❝❤
❞❛s ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✻✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥✲
s❝❤❛❢t❡♥ ♠üss❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ③✉♥ä❝❤st ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❡r❢♦rs❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r s♦❧❧❡♥ ❞✐❡✲
❥❡♥✐❣❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❢ür ❞✐❡ ❆✉❢st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❛❧❧✲
❣❡♠❡✐♥❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✭s✳ ❑❛♣✳ ✼✳✻✮ ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✳

✼✳✺✳✶ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät

❉❡r ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧K ❜③✇✳ ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät κ = 1/K ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✭s✳ ❑❛♣✳ ✻✳✶✳✸✮✳ ❆♥st❛tt ●❧✳
✻✳✽ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ✐♥ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❢ür ❞❡♥ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧❞✐❡ ❡t✇❛s
❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

K = V
∂2U
∂V 2

= −V
∂p

∂V
✭✼✳✷✼✮

❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♥✉♥♠❡❤r ❛✉❢ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡③✐❡❤t✳
■♥ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ♠✉ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ▼❛t❡✲

r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♥❛❝❤s❝❤är❢❡♥✳ ❯♠ ❢ür ●❧✳ ✼✳✷✼ ❛✉❢ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❆✉s✲
❞r✉❝❦ ③✉ ❦♦♠♠❡♥✱ ♠✉ss ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧
❛✉s❣❡❤❡♥✳ ❆✉s ●❧✳ ✼✳✷✼ ❢♦❧❣t ♠✐t ❞❡♠ ❉r✉❝❦ p(S, V ) = −

(
∂U
∂V

)
S
❞❛♥♥ ❞❡r

❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧✱ ❞✳❤✳ ❞❡r ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧

KS = −V

(
∂p

∂V

)

S

✭✼✳✷✽✮

❜❡✐ ❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥❡r ❊♥tr♦♣✐❡✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ●röÿ❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❞❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧ ✭●❧✳ ✻✳✽✮ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐st ❢ür ▼❛t❡r✐❛❧✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡ s❡❤r ♣r❛❦t✐s❝❤❡
❑♦♥tr♦❧❧✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ♠✐sst
♠✐t ❞❡♠ ❉r✉❝❦ p(T, V ) ❞❡♥ ✐s♦t❤❡r♠❡♥ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧

KT = −V

(
∂p

∂V

)

T

. ✭✼✳✷✾✮

❆♥❞❡rs ❛❧s ✐♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ❣❡♥ü❣t ❡s ✐♥ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦
✐✳❆❧❧❣✳ ♥✐❝❤t ♠❡❤r✱ ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät

κ = − 1

V

∂V

∂p
✭✼✳✸✵✮
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❛❧❧❡✐♥ ❛❧s ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ❉r✉❝❦ ❛✉❢③✉❢❛ss❡♥✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ♦❜ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ♦❞❡r
❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ ♦❞❡r ❞✐❡
✐s♦t❤❡r♠❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ●❛s❡ ❤ä♥❣t ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐✲
tät s❡❤r st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡♥ Pr♦③❡ss❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛❜✱ ✉♥t❡r ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät κS ✐st ✐✳❆❧❧❣✳ ❡t✇❛s
❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ✐s♦t❤❡r♠❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät κT ✭s✳ ❑❛♣✳ ✼✳✻✳✹✮✳ ❉❡r ❞✉r❝❤ ●❧✳
✻✳✽ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✐st ❞❡r ❛❞✐❛❜❛✲
t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❑♦♠♣r❡ss✐✲
❜✐❧✐tät ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät

κS = − 1

V

(
∂V

∂p

)

S

. ✭✼✳✸✶✮

❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ♠❡ss❜❛r❡ ✐s♦t❤❡r♠❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T

✭✼✳✸✷✮

✐st ✐✳ ❆❧❧❣✳ ♥✐❝❤t ❦♦♥st❛♥t✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❲❡♥♥
♠❛♥ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät❡♥ t❛❜❡❧❧✐❡rt✱ ♠✉ss ♠❛♥ ❞❛❤❡r s♦✇♦❤❧ ❞❡♥ ❉r✉❝❦ ❛❧s
❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r s♣❡③✐✜③✐❡r❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ s✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡♥✳ ■♥ ❚❛❜✳
✼✳✶ s✐♥❞ t②♣✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ✉♥t❡r ❙t❛♥❞❛r❞✲
❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛♠✐t ♠❡✐♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❉r✉❝❦ ✈♦♥
p = 1bar = 1 × 105 Pa ✉♥❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ϑC = 0 ➦❈ ❣❡♠❡ss❡♥
✇✉r❞❡♥✳

❉✐❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❣❛s❢ör♠✐❣❡ ▼❛t❡r✐❡ ❡✐♥❡ ✉♠ ♠❡❤r❡r❡ ●röÿ❡♥♦r❞✲
♥✉♥❣❡♥ ❤ö❤❡r❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❛❧s ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡ ▼❛t❡r✐❡ ✭❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞
❋❡st❦ör♣❡r✮ ❤❛t✳ Pr♦ P❛s❝❛❧ ä♥❞❡r♥ ●❛s❡ ✐❤r ❱♦❧✉♠❡♥ ✉♠ ❝❛✳ 10 ppm✳ ❉✐❡
❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✒♣♣♠✏ ❜❡❞❡✉t❡t ✒♣❛rts ♣❡r ♠✐❧❧✐♦♥✏✱ ❛❧s♦ ✒❡✐♥ ▼✐❧❧✐♦♥st❡❧✏ ✉♥❞
❡s ✐st 1 ppm = 10−3❻ = 10−4%✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❩❡✐❝❤❡♥ ❻ ✉♥❞ % ❢ür Pr♦♠✐❧✲
❧❡ ❜③✇✳ Pr♦③❡♥t st❡❤❡♥✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✈♦♥
●❛s❡♥ ✉♥❞ ✈♦♥ ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡r ▼❛t❡r✐❡ ❢ür ❣❧❡✐❝❤❡ ❉r✉❝❦ä♥❞❡r✉♥❣✱ s♦ ✐st s✐❡
❢ür ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡ ▼❛t❡r✐❡ ✉♠ ✺✕✻ ❩❡❤♥❡r♣♦t❡♥③❡♥ ❦❧❡✐♥❡r✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❧❡t③t❡r❡ ♦❢t ✈♦♠ st❛r❦ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ✐♥❦♦♠♣r❡s✲
s✐❜❧❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ♦❞❡r ❡✐♥❡s ✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❧❡♥ ❋❡st❦ör♣❡rs ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠
♠❛♥ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❉r✉❝❦ä♥❞❡r✉♥❣ ③✇❛r st❡ts ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡✱ ❛❜❡r ❡①tr❡♠ ❦❧❡✐♥❡
❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❧ässt✳ ❉✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✒✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❡❧✏
✐st ❧❡✐❞❡r ❡t✇❛s ♠✐ss✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❡♥♥ ❡s ❜❡❞❡✉t❡t ❤✐❡r ♥✐❝❤t✱ ❞❛ss
❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ❜③✇✳ ❋❧✉✐❞s ✈❡r♥❛❝❤✲
❧äss✐❣t ✇✐r❞✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❞✐❡ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s✳

✼✳✺✳✷ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣

❉❡r ✐s♦❜❛r❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥❛✉s❞❡❤♥✉♥❣ ✐st ❞✉r❝❤

γth(T, V ) =
1

V

(
∂V

∂T

)

p

✭✼✳✸✸✮
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❚❛❜❡❧❧❡ ✼✳✶✿ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät κ ✉♥❞ ❞❡s t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s✲
❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ γth ✉♥t❡r ❙t❛♥❞❛r❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

❆❣❣r❡❣❛t③✉st❛♥❞ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät κ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t γth

❢❡st 10−11 Pa−1 10−5K−1

✢üss✐❣ 10−10 Pa−1 1× 10−3K−1

❣❛s❢ör♠✐❣ 10−5 Pa−1 3× 10−3K−1

❞❡✜♥✐❡rt ✉♥❞ ✐st ✐✳❆❧❧❣✳ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s✳
❆♥❣❡❧❡❤♥t ❛♥ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ●❧✳ ✼✳✸✸✱ ❜❡st✐♠♠t ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ♠❛t❡✲
r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●röÿ❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❣❡♠äÿ

γth ≈ ∆V

V∆T
für konstantes p ,

✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ∆T ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥❡ r❡❧❛t✐✈❡
❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ∆V/V ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥❡♠ ❉r✉❝❦ ♠✐sst✳ ◆♦r♠❛❧❡r✲
✇❡✐s❡ ✐st γth ♣♦s✐t✐✈✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ♥✐♠♠t ♠✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ③✉✳
❚②♣✐s❝❤❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❞✐❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ s✐♥❞
✐♥ ❚❛❜✳ ✼✳✶ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ❋❧✉✐❞❡ ✭✐✳❡✳ ●❛s❡ ✉♥❞ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥✮ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ ✉♠
❝❛✳ ③✇❡✐ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ❤ö❤❡r❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❛❧s ❋❡st❦ör♣❡r✳
❋ür ❡✐♥✐❣❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❦❛♥♥ γth ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❣❡✇✐ss❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤❡ ❛✉❝❤
♥❡❣❛t✐✈ s❡✐♥✳ ❉❛s ❜❡❦❛♥♥t❡st❡ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤✐❡r❢ür ✐st ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✲
❜❡r❡✐❝❤ ✉♠ 4 ➦❈ ❤❡r✉♠ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❆♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡s ❲❛ss❡rs✳

❋ür ❞❡♥ ❛❧❧t❛❣s✲ ✉♥❞ ❦ü❝❤❡♥r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤ ✐st ❞❡r ❩✉s❛♠✲
♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥❛✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡s ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡rs ✉♥❞
❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ∆T ✐♥ ❡①③❡❧❧❡♥t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❧✐♥❡❛r ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤

∆V

V
≈ γth∆T ✭✼✳✸✹✮

♠✐t ❡✐♥❡♠ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❋❛❦t♦r γth ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ●❧✳
✼✳✸✹ ✐st ❛✉❝❤ ❢ür ✈✐❡❧❡ ❛♥❞❡r❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ü❜❡r ❣❡✇✐ss❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤❡
❡✐♥❡ t❛✉❣❧✐❝❤❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✳
✼✳✹✳✷ ❜❡r❡✐ts ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣st❤❡r♠♦♠❡t❡r✳

●❛s❡ ❢♦❧❣❡♥ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

γth(T, V ) ≈ 1− Vmin/V

T
✭✼✳✸✺✮

♠✐t ❡✐♥❡♠ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r Vmin✱ ❞❡r ❞❛s ❦❧❡✐♥st♠ö❣❧✐❝❤❡ ❱♦✲
❧✉♠❡♥ ❞❛rst❡❧❧t✱ ❛✉❢ ❞❛s s✐❝❤ ❡✐♥ ❋❧✉✐❞ ❞✉r❝❤ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r♥✐❡❞r✐❣✉♥❣ ③✉✲
s❛♠♠❡♥③✐❡❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür s❡❤r ❣r♦ÿ❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛✱ ❞✳❤✳ ❢ür V ≫ Vmin✱ ♥✐♠♠t
❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ 1/T ✉♥❞ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡
❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ∆V/V ❢♦❧❣❧✐❝❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r r❡❧❛t✐✈❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥✲
❞❡r✉♥❣∆T/T ❛❜✳ ❋ür V → Vmin ❣❡❤t ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t
❣❡❣❡♥ ♥✉❧❧✳
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✼✳✺✳✸ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät

❉❡✜♥✐t✐♦♥

❉❛ ♣r✐♠är ▼❡ss❣❡rät❡ ❢ür ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥ ✭❛❜❡r ♥✐❝❤t ❢ür
❊♥tr♦♣✐❡♥✮✱ ❣❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❆✉s❞rü❝❦❡♥ ❛✉s✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ S ♠✐t ❍✐❧❢❡
❞❡r ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ T ❛✉s❣❡✇❡❝❤s❡❧t ✇✉r❞❡✳ ❏❡ ♥❛❝❤
▼❡ss❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ U(S, V ) ❜③✇✳ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ H(S, p)
✐♥ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞❢♦r♠ ❛✉s ✉♥❞ s❡t③t ●❧✳ ✼✳✶✸ ❜③✇✳ ❞❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ❛♥❛❧♦❣❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉s ●❧✳ ✼✳✷✶ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ S(T, p) ❡✐♥✿

U = U(S(T, V ), V ) = U(T, V ) ✭✼✳✸✻✮

H = H(S(T, p), p) = H(T, p) . ✭✼✳✸✼✮

❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❡

dU =

(
∂U(T, V )

∂T

)

V

dT +

(
∂U(T, V )

∂V

)

T

dV bzw. ✭✼✳✸✽✮

dH =

(
∂H(T, p)

∂T

)

p

dT +

(
∂H(T, p)

∂p

)

T

dp , ✭✼✳✸✾✮

s♦ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥

ΓV =

(
∂U(T, V )

∂T

)

V

Γp =

(
∂H(T, p)

∂T

)

p

❞✐❡ ✐s♦❝❤♦r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ΓV ❜③✇✳ ❞✐❡ ✐s♦❜❛r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät Γp✳ ❲är✲
♠❡❦❛♣❛③✐tät❡♥ s✐♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡♥✳ ❙✐❡ ❤ä♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❜
✉♥❞ ❥❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❜③✇✳ ✈♦♠ ❉r✉❝❦✳

❋ür ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❙t♦✛❡ s✐♥❞ s✐❡✱ ✇✐❡ ❛♥❞❡r❡ st♦✛❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡♥
❛✉❝❤✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❙t♦✛♠❡♥❣❡✳ ❉✐✈✐❞✐❡rt ♠❛♥ s✐❡ ❞❛❤❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡
m✱ ❞❡♠ ✈♦r❧ä✉✜❣❡♥ ▼❛ÿ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ st♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●röÿ❡♥✱
♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ✐s♦❝❤♦r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät

cV =
ΓV

m
✭✼✳✹✵✮

❜③✇✳ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ✐s♦❜❛r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät

cp =
Γp

m
. ✭✼✳✹✶✮

▼❡ss✉♥❣

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡✱ ❞✳❤✳ Pr♦③❡ss❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❦❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t✱
s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❲är♠❡ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t ✇✐r❞✳ ❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ s♦❧❧ ❞✐❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥
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③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ ∆Q ❦❧❡✐♥ s❡✐♥✳ ❊r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❲är♠❡③✉❢✉❤r ✐s♦❝❤♦r✱
s♦ ✐st s✐❡ ❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠ ∆U = ∆Q✱ ❡r❢♦❧❣t
s✐❡ ✐s♦❜❛r✱ s♦ ✐st s✐❡ ❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✉♠ ∆H = ∆Q✳
❩✉r ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡♥ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ✉♥t❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Pr♦③❡ss✲
❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❲är♠❡♥ ❡✐♥ ■♥❞❡① ③✉❣❡❢ü❣t✱ ❞❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❦♦♥st❛♥t
❣❡❤❛❧t❡♥❡ ●röÿ❡ ❤✐♥✇❡✐st✳ ❲✐r s❝❤r❡✐❜❡♥ ❛❧s♦ ∆QV ❢ür ✐s♦❝❤♦r❡ ❲är♠❡③✉✲
❢✉❤r ✉♥❞ ✉♥❞ ∆Qp ❢ür ✐s♦❜❛r❡ ❲är♠❡③✉❢✉❤r✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♥
Pr♦③❡ss❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ∆U = ∆QV s♦✇✐❡ dV = 0 ✐♥ ●❧✳ ✼✳✸✽ ✉♥❞ ∆H = ∆Qp

s♦✇✐❡ dp = 0 ✐♥ ●❧✳ ✼✳✸✾ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

ΓV =

(
∂U
∂T

)

V

≈
(
∆U
∆T

)

V

=
∆QV

∆T
✭✼✳✹✷✮

Γp =

(
∂H
∂T

)

p

≈
(
∆H
∆T

)

p

=
∆Qp

∆T

❉✐❡ ✐s♦❜❛r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ✐st st❡ts ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ✐s♦❝❤♦r❡✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st
st❡ts Γp ≥ ΓV ✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❲är♠❡ ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡
❊♥❡r❣✐❡ ❡r❤ö❤❡♥ ♠✉ss✱ s♦♥❞❡r♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❛❧❧❢ä❧❧✐❣❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥③✉♥❛❤♠❡ ❛✉❝❤
❞✐❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❛r❜❡✐t ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❉r✉❝❦ ❧❡✐st❡♥ ♠✉ss✳ ▼✐t ❛♥✲
❞❡r❡♥ ❲♦rt❡♥✿ ❋ü❤rt ♠❛♥ ❲är♠❡ ✐s♦❜❛r ③✉✱ ❢ä❧❧t ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r③✉♥❛❤♠❡
❣❡r✐♥❣❡r ❛✉s✱ ❛❧s ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ ✐s♦❝❤♦r ③✉❢ü❤rt✳

❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ❧❛ss❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐✲
❣❡♥ Pr♦③❡ss❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❤✐♥✇❡✐s❡♥❞❡♥ ■♥❞✐③❡s ❡♥t❢❛❧❧❡♥ ✉♥❞ s❝❤r❡✐❜❡♥ ❣❛♥③
❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ③✳❇✳ ∆Q = Γ∆T ✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❲är♠❡♠❡♥❣❡♥ ∆Q
✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ∆T ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❑ör♣❡r ❜❡st✐♠♠❡♥ ❦❛♥♥✱ s♦ ✐st
❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥❡r ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät Γ✳ ❉❛s ❣✐❧t s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤
❛✉❝❤ ✉♠❣❡❦❡❤rt✿ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜♥❛❤♠❡ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❑ör♣❡r
♠❡ss❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡r ❡✐♥❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ ∆Q ❛❜❣✐❜t✳ ❇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ❚❡♠♣❡r❛✲
t✉r❛❜♥❛❤♠❡ ❣✐❜t ❡✐♥ ❑ör♣❡r ❞❛❜❡✐ ✉♠ s♦ ♠❡❤r ❲är♠❡ ❛❜✱ ❥❡ ❣röÿ❡r s❡✐♥❡
❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ✐st✳ ❱♦♥ ❡✐♥❡♠ ❣✉t❡♥ ❲är♠❡s♣❡✐❝❤❡r ✭❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦♥
❞❡r ❲är♠❡✢❛s❝❤❡✱ ❞✐❡ ❙✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ❲✐♥t❡r ✐♥s ❇❡tt ❧❡❣❡♥✮ ✇ü♥s❝❤❡♥ ❙✐❡ s✐❝❤
❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❤♦❤❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät✳

❆❜s♦❧✉t♠❡ss✉♥❣❡♥✳ ❉❛s ❋❡✉❡r❜♦❤r❡♥ ✐st ❡✐♥❡ s❝❤♦♥ s❡✐t ❯r③❡✐t❡♥ ❜❡✲
❦❛♥♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ✉♠ ❞✉r❝❤ ❘❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥ ❋❡✉❡r ③✉ ❡♥t③ü♥❞❡♥✳ ❏❡❞❡r✱ ❞❡r ♠❛❧
❡✐♥❡♥ st✉♠♣❢❡♥ ❇♦❤r❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❇♦❤r♠❛s❝❤✐♥❡ ❜❡tr✐❡❜❡♥ ❤❛t✱ ✇❡✐ÿ✱ ❞❛ss
❡r ❣❧ü❤❡♥❞ ❤❡✐ÿ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ●r❛❢ ❘✉♠❢♦r❞✱ ❡✐♥ ❙♣✐♦♥✱ P❤②s✐❦❡r ✉♥❞ ❙♦✲
③✐❛❧r❡❢♦r♠❡r ✭❆r♠❡♥❤ä✉s❡r✱ ❘✉♠❢♦r❞✲❙✉♣♣❡✮ ✐♠ ✶✽✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✱ ✇❛r ❞❡r
❡rst❡✱ ❞❡r ❛✉s ❞❡r ❲är♠❡❛❜❣❛❜❡ ❜❡✐♠ ❑❛♥♦♥❡♥❜♦❤r❡♥ ③✉ ❞❡♠ ❙❝❤❧✉ss ❦❛♠✱
❞❛ss ❲är♠❡ ❡✐♥❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ s❡✐♥ ♠✉sst❡✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ st✉♠♣❢❡ ❇♦❤r❡r
✈❡r✇❡♥❞❡t❡✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❦t❡ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡✐♥ ❑❛♥♦♥❡♥❜♦❤r❡r ✇✐❡ ❡✐♥❡ ▼❛s❝❤✐♥❡✱ ❞✐❡
❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✭❛❧s♦ ❆r❜❡✐t✮ ❛✉❢♥❛❤♠ ✉♥❞ ❲är♠❡ ❛❜❣❛❜✳
❉❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥ ✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡
❞✉r❝❤ ❘❡✐❜✉♥❣✳ ❙✐❡ tr✐tt ❛✉❢✱ ✇❡♥♥ ❚❡✐❧❡ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✱ ❞✐❡ ✐♥
❑♦♥t❛❦t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞✱ ❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳
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▼✐tt❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ❏❛♠❡s Pr❡s❝♦tt ❏♦✉❧❡ ❞✐❡s❡s P❤ä✲
♥♦♠❡♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈✿ ❊r ❜❡tr✐❡❜ ❞❛③✉ ❡✐♥❡♥ ❘ü❤r❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡❤ä❧t❡r✱ ❞❡r
❲❛ss❡r ❡♥t❤✐❡❧t✳ ❉❡r ❘ü❤r❡r ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❛♥❣❡tr✐❡❜❡♥✳ ❉❛✲
❤❡r ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t ∆W ❛✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱
✇❡✐❧ ♠❛♥ s✐❡ ❛♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❞❡s ä✉ÿ❡r❡♥ ❆♥tr✐❡❜ss②st❡♠s
❛❜❧❡s❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❉✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❲❛ss❡r ❞✉r❝❤ ❘ü❤r❡♥ ③✉✲
❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ ✇✐r❞ ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ♥❛❝❤ ❦✉r③❡r ❩❡✐t ❞✐ss✐♣✐❡rt✳ ❙✐❡ ❡r❤ö❤t
s♦♠✐t ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❲❛ss❡r❜❡❤ä❧t❡rs ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞❡ss❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐ts♠❡♥❣❡ ∆W ③✉❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ ③✉❣❧❡✐❝❤ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡s❡r ❱♦r❣❛♥❣ äq✉✐✈❛❧❡♥t ③✉r ❩✉❢✉❤r ❡✐♥❡r ❲är♠❡
∆Q✳ ❩✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ❡✐♥❡r ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ✉♥❞ ❞✐ss✐♣✐❡rt❡♥ ❆r❜❡✐t ∆W
✉♥❞ ❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❲är♠❡ ∆Q ✐st ❦❡✐♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✳ ❉❛s
✐st✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✭s✳ ❑❛♣✳ ✼✳✸✳✸✮✱ ❞❛s ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ Pr✐♥③✐♣✱ ❛✉❢ ❞❡♠
❞✐❡ ❑❛❧♦r✐♠❡tr✐❡ ❜❡r✉❤t✳

❉❛s ❏♦✉❧❡s❝❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❢❛♥❞ ✉♥t❡r ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦ st❛tt✳ ●✐❜t ❞❡r
❘ü❤r❡r ❞✐❡ ❆r❜❡✐t ∆W ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥ ❞❛s ❲❛ss❡r ❛❜
✉♥❞ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆r❜❡✐t

∆W

Dissipation
↓
= ∆Wirr ≡ ∆Q = ∆H =

ˆ

T dS ≈ Γp∆T

✐♥ ❡✐♥❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♠❣❡s❡t③t✱ ❞✐❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ❢ü❤rt✳
❉✐❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t∆Wirr ✐st äq✉✐✈❛❧❡♥t ③✉ ❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡♥
③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❲är♠❡✱ ❞✳❤✳ ∆Q ≡ ∆Wirr✳ ❏♦✉❧❡ ❢❛♥❞ ❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✈♦♥ 1 kg ❲❛ss❡r ✉♠ ∆T = 1K ❡r❤ö❤t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥
❡✐♥❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❘ü❤r❛r❜❡✐t ✈♦♥ ∆W ≈ 4.2 kJ ✈❡rr✐❝❤t❡t✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss
1 kg ❲❛ss❡r ❡✐♥❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ✈♦♥ Γp = 4.2 kJ/K ❤❛t ❜③✇✳ ❡✐♥❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡
❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät cp ≈ 4.2 kJ/kgK✳

❍❡✉t❡ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ❡s s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t❡r ♠❛❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r ✐♥s ❲❛s✲
s❡r ❡✐♥t❛✉❝❤❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♠❡ss❜❛r❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✭❑❛♣✳
✾✳✹✮ ③✉❢ü❤rt ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ✐♠ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✐♥ ❲är♠❡ ✉♠✇❛♥❞❡❧t✱
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♠ ❲❛ss❡r ❡✐♥❡ ❛❜❣❡♠❡ss❡♥❡ ❲är♠❡ ③✉❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❇❡✲
st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❞❛❜❡✐ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❞✐✛❡r❡♥③ ❡✐♥❡ ❆❜s♦❧✉t♠❡ss✉♥❣
❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥✳

❘❡❧❛t✐✈♠❡ss✉♥❣❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✇❡✐ ❑ör♣❡r ❆ ✉♥❞ ❇ ♠✐t ❞❡♥ ❲är♠❡✲
❦❛♣❛③✐tät❡♥ ΓA ✉♥❞ ΓB ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❜r✐♥❣t✱ ✇♦❜❡✐ ❡rst❡r❡r ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞✐❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ❤❛❜❡ ✉♥❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ♥✉r ❞✐❡s❡
❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r ❲är♠❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉st❛✉s❝❤❡♥✱ ❞❛♥♥ ❧ä✉❢t ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ s♦
❧❛♥❣❡ ❛❜✱ ❜✐s ❜❡✐❞❡ ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r Tm ❤❛✲
❜❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ✈♦♠ ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❲är♠❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ✈♦♠ ❛♥❞❡r❡♥
❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ✐st✱ ❣✐❧t✿

ΓA(TA − Tm) = −ΓB(TB − Tm) . ✭✼✳✹✸✮
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❲✐❡ ♠❛♥ ❛✉s ●❧✳ ✼✳✹✸ ❡r❦❡♥♥t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ❡✐♥❡s ❑ör✲
♣❡rs ❛❧❧❡✐♥ ❞✉r❝❤ ▼❡ss❡♥ ✈♦♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❞❡s
❛♥❞❡r❡♥ ❦❡♥♥t ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät❡♥ ✐♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❛❧s ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❦♦♥st❛♥t ❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ■st
❞❡r ❑ör♣❡r ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ❦❡♥♥t ♠❛♥ s❡✐♥❡ ▼❛ss❡ m✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❥❡ ♥❛❝❤
❞❡♥ ❘❛❤♠❡♥❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s ❞✐❡ ✐s♦❝❤♦r❡ ❜③✇✳ ✐s♦❜❛r❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡
❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät cV = ΓV /m ❜③✇✳ cp = Γp/m✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s✲
❛r❜❡✐t ✐st ❞✐❡ ✐s♦❜❛r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät✱ ✇✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡r❡✐ts ❛✉s❣❡❢ü❤rt✱ st❡ts
❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ✐s♦❝❤♦r❡✳ ❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ cp − cV ✐st ü❜❡r ✇❡✐t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✲
❜❡r❡✐❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ♣♦s✐t✐✈✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❢ür ❋❧✉✐❞❡ ✐st ❞✐❡s❡r
❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❢ür ❢❡st❡ ▼❛t❡r✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
s❡❤r ✈✐❡❧ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ✭s✳ ❚❛❜✳ ✼✳✶✮ ❣✐❧t ❢ür ❞❡♥ ❢❡st❡♥
❆❣❣r❡❣❛t③✉st❛♥❞ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ cp ≈ cV ✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥ ▼❡t❤♦✲
❞❡ ✉♥❞ ✉♥t❡r ❍❡r❛♥③✐❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✼✳✹✸ s❡❤r ❣❡♥❛✉ ♠❡ss❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ s♦ ♠✉ss
♠❛♥ ❢ür ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ▼❡ss❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ s♦r❣❡♥ ❜③✇✳ ❑♦rr❡❦t✉r❡♥ ❢ür t❤❡r♠✐s❝❤❡
❱❡r❧✉st❡ ❛♥❜r✐♥❣❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✉ss ♠❛♥ ❞❛❢ür s♦r❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❛✉s ③✇❡✐
❑ör♣❡r♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❙②st❡♠ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❩❡✐ts♣❛♥♥❡✱ ❞✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r❛✉s❣❧❡✐❝❤ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✱ ♠ö❣❧✐❝❤st ✇❡♥✐❣ ❲är♠❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ✈❡r❧✐❡rt✱
✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥✱ ❣❡❣❡♥ ❱❡r❧✉st ✈♦♥ ❲är♠❡
✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥ ●❡❢äÿ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❧ässt✱ ③✳❇✳ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❉❡✇❛r❣❡❢äÿ✳ ▼❡✐st ♥✐♠♠t
♠❛♥ ❲❛ss❡r ♠✐t ❞❡r ❛✉s ❞❡r ♦❜✐❣❡♥ ❆❜s♦❧✉t♠❡ss✉♥❣ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥
❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät cp ≈ 4.2 kJ/kgK ❛❧s s❡❤r ♣r❛❦t✐❦❛❜❧❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤sst❛♥❞❛r❞✳✹

✼✳✺✳✹ ❏♦✉❧❡s❝❤❡r ❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t

❉❡r ✐♥ ●❧✳ ✼✳✸✾ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t

Υ =

(
∂U(T, V )

∂V

)

T

✭✼✳✹✹✮

❤❡✐ÿt ❏♦✉❧❡s❝❤❡r ❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♥ ❲är♠❡❦❛♣❛✲
③✐tät❡♥ ✐st ❡r ❡✐♥❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡✳ ❯♠ ✐❤♥ ❢ür ●❛s❡ ③✉ ♠❡ss❡♥✱ ❜❡st✐♠♠t
♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❢r❡✐❡♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s
❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ❙②st❡♠s✳ ❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❇❡❤ä❧t❡r ❆ ✉♥❞ ❇
r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❱❡♥t✐❧ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❣❡❣❡♥
❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐s♦❧✐❡rt s✐♥❞✳ ❇❡❤ä❧t❡r ❆ ♠ö❣❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❛s ●❛s ❡♥t❤❛❧t❡♥✱
✇ä❤r❡♥❞ ❇❡❤ä❧t❡r ❇ ✈♦r ❇❡❣✐♥♥ ❡✈❛❦✉✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ◆✉♥ ö✛♥❡t ♠❛♥ ❞❛s ❱❡♥t✐❧
✉♥❞ ❧ässt ❞❛s ●❛s ❢r❡✐✱ ❛❜❡r ❣❡❞r♦ss❡❧t ✭❛❧s♦ ❧❛♥❣s❛♠✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❱❡r❢ä❧s❝❤✉♥❣
❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✮✱ ✈♦♥
❆ ♥❛❝❤ ❇ ❡①♣❛♥❞✐❡r❡♥✳ ❉❛ ❞❛s ❙②st❡♠ ✐s♦❧✐❡rt ✐st✱ ❣✐❧t

dU = mcV dT +Υ dV = 0 . ✭✼✳✹✺✮

✹❑♦♥✈❡♥t✐♦♥✿ ❲❛s ❤✐♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❇r✉❝❤str✐❝❤ ❢♦❧❣t✱ st❡❤t ✉♥t❡r ✐❤♠✳
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❇❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡r ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät cV ❞❡s ●❛s❡s ❢♦❧❣t ❞❡r ❏♦✉❧❡s❝❤❡
❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t

Υ ≈ −mcV ∆T

∆V
✭✼✳✹✻✮

❞✉r❝❤ ▼❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ✭❛❜❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥✮ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣∆V ✉♥❞ ❞❡r
❜❡✐♠ ❱❡rs✉❝❤ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ∆T ✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ✜♥❞❡t
♠❛♥ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣

Υ ≈ aρ2 , ✭✼✳✹✼✮

✇♦❜❡✐ a ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧❦♦♥st❛♥t❡ ✉♥❞ ρ = m/V ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ✐st✳
❋ür st❛r❦ ✈❡r❞ü♥♥t❡ ●❛s❡ ❣❡❤t ❞❡r ❏♦✉❧❡s❝❤❡ ❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ❣❡❣❡♥
♥✉❧❧✳

✼✳✻ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ Pr♦③❡ss❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

✼✳✻✳✶ ❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❋ür ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❉r✉❝❦ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ♠✐t ●❧✳ ✼✳✶✾ ✉♥❞ ✼✳✸✽

dH = Γp dT = dU + p dV = ΓV dT +Υ dV + p dV .

❆✉s ●❧✳ ✼✳✸✸ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢❡r♥❡r✱ ❞❛ss dV = γthV dT ✉♥❞ s♦♠✐t

Γp − ΓV = (p+Υ) γthV .

▼✐t ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ρ = m/V ❡r❣✐❜t s✐❝❤ s♦♠✐t ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❩✉s❛♠♠❡♥✲
❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✿

❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

(p+Υ)
1

ρ
= (cp − cV )

1

γth
. ✭✼✳✹✽✮

❆❧❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣röÿ❡♥✱ ❞✳❤✳ cp, cV ,Υ, γth ✉♥❞ ρ✱ s✐♥❞ ✐✳❆❧❧❣✳
❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ✉♥❞ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s V ✱ s♦ ❞❛ss ●❧✳ ✼✳✹✽ ❞❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❡r ❞r❡✐ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ p, T ✉♥❞ V ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❊✐♥❡ s♦❧✲
❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✳ ❩✇❡✐ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❙♣❡③✐❛❧❢ä❧❧❡ ❢ür ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s♣❡③✐❡❧❧❡r ❙t♦✛❡
s♦❧❧❡♥ ♥✉♥ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

✼✳✻✳✷ ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❋❧✉✐❞❡

❙❡t③t ♠❛♥ ●❧✳ ✼✳✸✺ ✉♥❞ ●❧✳ ✼✳✹✼ ✐♥ ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳
✼✳✹✽✮ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

(p+ aρ2)(V − Vmin) = m(cp − cV )T . ✭✼✳✹✾✮
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❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ❛❧s ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❙✐❡ ✐st s♦✲
✇♦❤❧ ❢ür ●❛s❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ▼♦❞❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ❣❛♥③
❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❋❧✉✐❞❡✳ ❋ür ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣r♦ÿ❡ ❱♦✲
❧✉♠✐♥❛ ❦❛♥♥ ♠❛♥ Vmin ❣❡❣❡♥ V ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥✳ ❉❛s ✐st ❢ür ●❛s❡ ❡✐♥❡ ❣✉t❡
◆ä❤❡r✉♥❣✳

❆✉s ❞❡r ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✇❡✐t❡r❡ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐✲
❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛❜❧❡✐t❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❉✐✛❡r❡♥③✐❡✲
r❡♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✼✳✹✾ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❉r✉❝❦ ✭♥❛❝❤ ❡✐♥✐❣❡r ❘❡❝❤♥❡r❡✐✮ ❢ür ❞✐❡ ✐s♦t❤❡r♠❡
❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ✈♦♥ ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s✲●❛s❡♥ ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

κT (p, ρ) = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T

≈ 1

p− aρ2
. ✭✼✳✺✵✮

❊r ✐♠♣❧✐③✐❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❞✐✈❡r❣✐❡r❡♥ ❦❛♥♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✽✳✼✮✳

✼✳✻✳✸ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ✈❡r❞ü♥♥t❡ ●❛s❡

❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❢ür ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡ ❉✐❝❤t❡ ✭ρ → 0) ✉♥❞ ✈❡r✲
s❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡s ❊✐❣❡♥✈♦❧✉♠❡♥ ✭Vmin → 0✮✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♥ ●❧♥✳ ✼✳✹✼✱
✼✳✸✺ ✉♥❞ ●❧✳ ✼✳✺✵ ❢ür ✈❡r❞ü♥♥t❡ ●❛s❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❦♦♥st❛♥t❡♥

Υ ≈
(
∂U(T,V )

∂V

)

T
= 0

γth ≈ + 1
V

(
∂V
∂T

)
p

=
1

T

κT ≈ − 1
V

(
∂V
∂p

)

T
=

1

p
✭✼✳✺✶✮

❉✐❡ ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ●❧✳ ✼✳✹✾✱ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t s✐❝❤ ❞❛♠✐t ③✉

pV ≈ m(cp − cV )T . ✭✼✳✺✷✮

❉❛s ✐st ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡r❞ü♥♥t❡r ●❛s❡✳
▼✐t Υ = 0 ❢♦❧❣t ❢ür U(T, V ) ❛✉s ●❧✳ ✼✳✸✽ ❢❡r♥❡r✱ ❞❛ss

dU ≈ mcV dT ,

❞✳❤✳ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ü❜❡r❤❛✉♣t ♥✐❝❤t ❛❜❤ä♥❣t ✉♥❞ s♦✲
♠✐t ❛❧❧❡✐♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ U(T, V ) = U(T ) ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐st✦ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡s
✇❡✐t❡r❡♥ ❞❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❇❡❢✉♥❞ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲är✲
♠❡♥ cV ✉♥❞ cp ❢ür ✈❡r❞ü♥♥t❡ ●❛s❡ ❦❛✉♠ ✈♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❜❤ä♥❣❡♥✱
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈❡r❞ü♥♥t❡r ●❛s❡ ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❩✉s❛♠♠❡♥✲
❤❛♥❣

U(T ) ≈ mcV T . ✭✼✳✺✸✮

▼✐t ●❧✳ ✼✳✺✷ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡

H ≈ U + pV = mcpT .
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❲✐❡ ●❧✳ ✼✳✺✶ ③❡✐❣t✱ ✐st ❞❡r ❉r✉❝❦ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❡✐♥❡s ✈❡r❞ü♥♥t❡♥
●❛s❡s ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ✐s♦t❤❡r♠❡♥ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧

KT = p .

✼✳✻✳✹ ❆❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ✈❡r❞ü♥♥t❡ ●❛s❡

❇❡✐ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ t❛✉s❝❤t ❡✐♥ ❙②st❡♠ ♥✉r ❆r❜❡✐t ♠✐t s❡✐♥❡r ❯♠❣❡✲
❜✉♥❣ ❛✉s✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❞✉r❝❤ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ▼❛ÿ♥❛❤♠❡♥
✉♥t❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❲❡❣❡♥ δQ = 0 ✉♥❞ δW = −pdV ❡r❤ä❧t ♠❛♥

dU = ΓV dT +Υ dV = δW . ✭✼✳✺✹✮

❆✉s ●❧✳ ✼✳✺✹ ✉♥❞ ●❧✳ ✼✳✹✽ ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣✿

dT = − 1

ΓV
(p+Υ)dV = − 1

γth
(cp/cV − 1)

dV

V
. ✭✼✳✺✺✮

❋ür ●❛s❡ ❦❛♥♥ ❡s ❞✉r❝❤ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣r✐♠✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ③✉
❡✐♥❡r ❜❡trä❝❤t❧✐❝❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣ ❦♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t ✐st ❞✐❡ ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡s ♣♥❡✉♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡✉❡r③❡✉❣s ✉♥❞ ❞❡r ❩ü♥❞✉♥❣ ❞❡s
❉✐❡s❡❧♠♦t♦rs✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❞✐❡ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ ❑ü❤✲
❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ●❛s❡s ❡r③✐❡❧❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❲är♠❡❛❜❣❛❜❡ ❛♥ ❡✐♥❡ ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛✲
t✉r ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ♥✐❝❤t ♣❡r❢❡❦t ❛✉s❣❡s❝❤❛❧t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ r❡❛❧✐s✐❡rt
♠❛♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r Pr❛①✐s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ s❝❤♥❡❧❧ ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡
Pr♦③❡ss❢ü❤r✉♥❣ ✭r❛s❝❤❡ ❑♦♠♣r✐♠✐❡r✉♥❣ ❜③✇✳ ❊①♣❛♥s✐♦♥✮✱ ✇❛s ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐✲
s❡ ❡✐♥❡r ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❢ü❤r✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳

❙❡t③t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ●❧✳ ✼✳✺✺ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s ✈❡r❞ü♥♥t❡♥
●❛s❡s ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♠✐t γth = 1/T ✿

dT

T
= (1− cp/cV )

dV

V
.

❉✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜❡✐❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ lnT = (1−cp/cV ) lnV+
k ♠✐t ❡✐♥❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ k ✉♥❞ ❞❛r❛✉s ❞✐❡ ❆❞✐❛❜❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

TV cp/cV −1 = ❦♦♥st❛♥t . ✭✼✳✺✻✮

❆❞✐❛❜❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞✐❡ ❆❜❢♦❧❣❡ ✈♦♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ✈❡r❞ü♥♥✲
t❡r ●❛s❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss✳ ●❧✳ ✼✳✺✻ ✐st ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ Pr♦③❡ss❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✳ ❲är❡ ❞❛s ✜❦t✐✈❡ ▼❡❞✐✉♠✱ ❞❡ss❡♥
❑r❡✐s♣r♦③❡ss ✐♥ ❆❜❜✳ ✼✳✷ s❦✐③③✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥ ✈❡r❞ü♥♥t❡s ●❛s✱
s♦ ✇ür❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❆❞✐❛❜❛t❡♥ ❞❡r ●❧✳ ✼✳✺✻ ❢♦❧❣❡♥✱ ❞✳❤✳ T (V ) ∝ V 1−cp/cV ✳
❉❛s ✇är❡ ❡✐♥ ❦♦♥❦r❡t❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✼✳✶✵ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ Pr♦③❡ss✱
❞❡r ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❛❜❧ä✉❢t✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❢ür ❛♥❞❡r❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉❢st❡❧❧❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ ✈❡r✇❡♥❞❡t
♠❛♥ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✐♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❛❧❧ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣
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❞❡s ✈❡r❞ü♥♥t❡♥ ●❛s❡s✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✳ ❆✉s
●❧✳ ✼✳✺✷ ❢♦❧❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ T/V ∝ p✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐♥
●❧✳ ✼✳✺✻ ❧❡✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❉r✉❝❦ s✉❜st✐t✉✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t ❞✐❡ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡
Pr♦③❡ss❣❧❡✐❝❤✉♥❣

pV cp/cV = ❦♦♥st❛♥t . ✭✼✳✺✼✮

❉✐✛❡r❡♥③✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♣❛rt✐❡❧❧ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❉r✉❝❦ ✭❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡
✐st ❜❡✐ ❞❡r ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t✮✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ V cp/cV +

p
cp
cV

V cp/cV 1
V

(
∂V
∂p

)

S
= 0✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät

✈❡r❞ü♥♥t❡r ●❛s❡✿

κS = − 1

V

(
∂V

∂p

)

S

=

(
cV
cp

)
1

p
. ✭✼✳✺✽✮

❉✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ✉♥t❡r ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐st ✉♠ ❡✐♥❡♥
❋❛❦t♦r (cV /cp) ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❜❡✐ ❞❡r ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❡✐♥❡s
✐s♦t❤❡r♠❡♥ Pr♦③❡ss❡s ✭s✳ ●❧✳ ✼✳✺✶✮✳

✼✳✼ ❲är♠❡♣✉♠♣❡♥ ✉♥❞ ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥

❱♦♥ ❞❡r ❍❛✉s❤❛❧tst❡❝❤♥✐❦ ❜✐s ③✉r ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡♥ Pr♦❞✉❦t✐♦♥ s✐♥❞ ♣r✐♠är ♥✉r
♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❜③✇✳ ❞❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✈♦♥ ♣r❛❦t✐✲
s❝❤❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ❇❡✐ ❥❡❞❡♠ ●❡rät ♦❞❡r ▼♦t♦r ❣❡❤t ❡s ❞❛r✉♠✱ ❡✐♥❡ ♠❛❦r♦✲
s❦♦♣✐s❝❤❡ ❲✐r❦✉♥❣ ③✉ ❡r③✐❡❧❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❡t✇❛s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ✒❙✐❝❤t❜❛r❡s✏
❜③✇✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜❜❛r❡s ❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ✉♥❞ s♦♠✐t st❡❤❡♥ ❢ür ❞❡♥ ▼❛s❝❤✐♥❡♥❜❛✉✐♥✲
❣❡♥✐❡✉r ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ f ✒s✐❝❤t❜❛r❡♥✏ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞
❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ s❡✐♥❡r Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥✳

❲❡♥♥ ❙②st❡♠ ❆ ♠✐t ❙②st❡♠ ❇ ❲är♠❡ ❛✉st❛✉s❝❤t✱ s♦ ✐st ❞❛s ♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤✱
✇❡♥♥ ❡s ✇❡❞❡r ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ♥♦❝❤ ❞❛s ❱❡r❜♦t ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡
❢ür ❞❛s ❛✉s ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ✈❡r❧❡t③t✳ ●✐❜t ❆ ❡✐♥❡ ✐♥✜✲
♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❲är♠❡ δQ ❛❜ ✭♥❡❣❛t✐✈✮✱ s♦ ♠✉ss ❇ ❞✐❡ ❲är♠❡ −δQ ❛✉❢♥❡❤♠❡♥
✭♣♦s✐t✐✈✮✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ❜❡✐ ❲är♠❡③✉❢✉❤r ❛♥ ❇ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥ ❙♦❝❦❡❧❜❡tr❛❣
✈♦♥ TBdSB = −TBdSA ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❇ ❛❜❣❡❧❡❣t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❆♥t❡✐❧ ❦♦♠♠t ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ✒❡♥t✇❡rt❡t✏ ✐♥ ❇ ❛♥ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t
♠❡❤r ✐♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ✈♦♥ ❇ ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡✐❧ s♦♥st
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s s✐♥❦❡♥ ✇ür❞❡✳ ❉❛s ✐st ❛❜❡r
♥❛❝❤ ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ✈❡r❜♦t❡♥✳

❲✐r❞ ❞✐❡ ❲är♠❡ δQ = TAdSA ✈♦♥ ❆ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✱ s♦ ✐st ♥✉r ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③
❞❡r ❛♥ ❇ ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡−TAdSA ✉♥❞ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠
✈♦♥ ❇ ❛❜❣❡❧❡❣t❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ TBdSB ≥ −TBdSA ❢r❡✐ ✈❡r❢ü❣❜❛r✱ ❞✳❤✳ ♥✉r ❞✐❡
❊♥❡r❣✐❡

(TA − TB)dSB ≥ −(TA dSA + TB dSB) ≥ 0 . ✭✼✳✺✾✮

❉✐❡ ❧❡t③t❡ ❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss ❇ ♠❛①✐♠❛❧
s♦ ✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ❆ ❛❜❣✐❜t✳
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❲❡♥♥ ❆ ❛♥ ❇ ❲är♠❡ ❛❜❣✐❜t ✉♥❞ s♦♠✐t ❊♥tr♦♣✐❡✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ✈♦♥ ❇
❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ dSB ♣♦s✐t✐✈✳ ❆✉s ●❧✳ ✼✳✺✾ ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡r ❱♦r❣❛♥❣
♥✉r ❞❛♥♥ ❡r❢♦❧❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ❣röÿ❡r ♦❞❡r ❣❧❡✐❝❤ TB ✐st✳

❉✐✈✐❞✐❡rt ♠❛♥ ●❧✳ ✼✳✺✾ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲är♠❡ −δQ = −TAdSA✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❆
③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡✱ s♦ ✐st ❞❡r ❇r✉❝❤t❡✐❧ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞❡r ♦❤♥❡
❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❢r❡✐ ✈❡r❢ü❣❜❛r ✐st✱ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞

η = 1 +
TB dSB

TA dSA

✐♥ ❞❡♥ ●r❡♥③❡♥
0 ≤ η ≤ ηmax

❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❞❡r ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥
❲är♠❡ ❛✉s ❆ ✐♥ ♥✐❝❤t✲t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✈♦♥ ❇ ❞❡r ❈❛r♥♦ts❝❤❡ ❲✐r✲
❦✉♥❣s❣r❛❞

ηmax =
(TA − TB)dSA

TA dSA
= 1− TB

TA
✭✼✳✻✵✮

✐st✳ ❉✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rts ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡✲
s❝❤♠ä❧❡rt✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✈♦♥ ❇ ✈❡r✲
t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st η ≤ ηmax✳ ❉❛rü❜❡r✱ ✇✐❡ ❞✐❡s❡ ❊♥❡r❣✐❡ s✐❝❤
❛✉❢ ❞✐❡ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✈♦♥ ❇ ✈❡rt❡✐❧t✱ ♠❛❝❤❡♥ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❍❛✉♣tsät③❡ ❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡✳ ❙✐❡ ❞❛r❢ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡♠ ❘❡❝❤t ✐♥✲
♥❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ❇ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♦❞❡r ✐r❣❡♥❞✇✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ f ♥✐❝❤t✲t❤❡r♠✐s❝❤❡♥
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✈❡rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳

❲❡❧❝❤❡r ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❩✉stä♥❞❡ ✈♦♥ ❇ ❛♠ ❊♥❞❡ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✱ ✉♥t❡r✲
❧✐❡❣t ❦❡✐♥❡r❧❡✐ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣✳ ❉❡r s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥
❲är♠❡ δQ ❡✐♥st❡❧❧❡♥❞❡ ❊♥❞③✉st❛♥❞ ✈♦♥ ❇ ❤ä♥❣t ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡♥ ❲❡❣
♠❛♥ ③✉❧ässt✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥✐❣❡r ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❞✉r❝❤ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ▼❛ÿ♥❛❤♠❡♥ ❜❧♦❝❦✐❡r❡♥✳ ❉❡r ❊♥❞③✉st❛♥❞ ❦❛♥♥ ❛❧s♦
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❲❛❤❧ ✈♦♥ ❍❡♠♠♥✐ss❡♥ ❜③✇✳ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥
❣❡st❡✉❡rt ✇❡r❞❡♥✳

●❧✳ ✼✳✻✵ ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❡✐♥❡r ✇❡✐t❡r❡♥ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ηmax < 1✳ ❉❡r
❋❛❧❧ ηmax = 1 ✇ür❞❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✱ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✈✐❡❧ ❲är♠❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ✐♥ ❆r❜❡✐t
✉♠③✉✇❛♥❞❡❧♥✱ ✇❛s ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ✈❡r❧❡t③❡♥ ✇ür❞❡✳ ❉❛s s❝❤❧✐❡ÿt ❞❡r
❞r✐tt❡ ❍❛✉♣ts❛t③ ❛✉s✳ ❊r ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❩✉st❛♥❞ ♠✐t TB = 0 ♥✐❝❤t r❡❛❧✐✲
s✐❡r❜❛r ✐st❀ ❞❛♠✐t ❣✐❜t ✐❤♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✐❝❤t✳

❲är♠❡♣✉♠♣❡♥ ✉♥❞ ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥ s✐♥❞ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❧❛✉❢❡♥❞❡ ▼❛✲
s❝❤✐♥❡♥✱ ❞✐❡ ❲är♠❡ ✉♥❞ ❆r❜❡✐t ♠✐t ✐❤r❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉st❛✉s❝❤❡♥✳ ■❤r ❆r✲
❜❡✐ts♠❡❞✐✉♠ ✕ ♠❡✐st ❡✐♥ ●❛s ✕ ❞✉r❝❤❧ä✉❢t ❞❛❜❡✐ ❞❡r ❘❡✐❤❡ ♥❛❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
❩✉stä♥❞❡✳ ■♠ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s ❜③✇✳ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ❈ ✇✐r❞ ❞❛✲
❜❡✐ ❡✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡r ❲❡❣ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥✳ ▼❛s❝❤✐♥❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ③❡✐t❧✐❝❤ st❛t✐♦♥är❡♥
❇❡tr✐❡❜ ❧❛✉❢❡♥✱ ❦❡❤r❡♥ ♥❛❝❤ ❥❡❞❡♠ ❩②❦❧✉s ③✉♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞ ③✉rü❝❦✳ ■♠
❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ❧❡❣t ❞❛s ❆r❜❡✐ts♠❡❞✐✉♠ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡ ❢♦❧❣✲
❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❲❡❣ ③✉rü❝❦✱ ✇✐❡ ❡r ③✳❇✳ ✐♥ ❆❜❜✳ ✼✳✸ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt ❢ür
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✸✿ p✲V ✲❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ✈♦♥ ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐✲
♥❡♥✳ ✭❛✮ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r✳ ✭❜✮ ❖tt♦♠♦t♦r

❞❡♥ ❙t✐r❧✐♥❣✲ ✉♥❞ ❖tt♦♠♦t♦r ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ③✉❣❡✢♦ss❡♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ s♦❧❝❤❡♥
❑r❡✐s♣r♦③❡ss ♥✉❧❧ ✐st✱ ❞❡♥♥ ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❆r❜❡✐ts♠❡❞✐✉♠s ♠✉ss
❢ür ❡✐♥❡♥ ❩②❦❧✉s ❣❡❧t❡♥✿

∆U =

‰

dU = 0 .

❍✐❡r ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s ❙②♠❜♦❧
�

❡✐♥❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❲❡❣ ❞❡r
❩✉stä♥❞❡ ❞❡s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s✱ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✼✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✳ ❊✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡
▼❛s❝❤✐♥❡ ♠✉ss ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❛❧❧❡ ✐❤r ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡♥ ✇✐❡✲
❞❡r ❧♦s✇❡r❞❡♥✱ ❛❜❡r ③✉sät③❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❥❡♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ∆Sgen✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡
▼❛s❝❤✐♥❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❩②❦❧✉s ❞✉r❝❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡ ✐♥ ✐❤r❡♠ ■♥♥❡r❡♥
❣❡♥❡r✐❡rt✳

❲är♠❡♣✉♠♣❡✿ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❲är♠❡♣✉♠♣❡ ✐st ❡s✱ ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r
❇ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ♣r♦ ❩②❦❧✉s ❡✐♥❡ ❲är♠❡ ∆QB =
TB∆SB ③✉ ❡♥t♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❲är♠❡∆QA = TA∆SA ❛♥ ❡✐♥ ❲är♠❡✲
r❡s❡r✈♦✐r ❆ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA > TB ❛❜③✉❣❡❜❡♥✳ ❇❡✐ ❜❡✲
❣r❡♥③t❡r ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ❞❡r ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r❡ ✇✐r❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥✐❡❞✲
r✐❣❡r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇❡✐t❡r ✈❡rr✐♥❣❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇❡✐t❡r
❡r❤ö❤t✳ ❊s ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s ❦❡✐♥ ❡r❧❛✉❜t❡r Pr♦③❡ss ✐st✱ ❞❡♥♥ ❡s
✇är❡ ❞✐❡ ❯♠❦❡❤r✉♥❣ ❞❡s ❜❡❦❛♥♥t❡r♠❛ÿ❡♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥ Pr♦③❡ss❡s ❞❡s
❚❡♠♣❡r❛t✉r❛✉s❣❧❡✐❝❤s✳ ❉❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ✢✐❡ÿt ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❩②❦❧✉s ❞✐❡ ❊♥tr♦✲
♣✐❡ ∆SB = ∆QB/TB ③✉✳ ❉✐❡s❡ ♠✉ss s✐❡ ③✉③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡
❈ ❞✉r❝❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡ ♣r♦❞✉③✐❡rt❡♥ ✭♣♦s✐t✐✈✮ ❊♥tr♦♣✐❡ ∆Sgen

✇✐❡❞❡r ❧♦s ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ❣❡❧t❡♥ ∆SA = −(∆SB+∆Sgen)✳ ❉❛♠✐t
❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡ ✐❤r❡ ❊♥tr♦♣✐❡❜✐❧❛♥③ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ✐♥ ❖r❞♥✉♥❣ ❜r✐♥❣❡♥
❦❛♥♥✱ ♠✉ss s✐❡ ✇❡❣❡♥ |∆QA| > |∆QB| ♠❡❤r ❲är♠❡ ❛❜❣❡❜❡♥✱ ❛❧s ✐❤r
✈♦♥ ❇ ❛✉s ③✉✢✐❡ÿt✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ✐st ❞❛s s♦ ❡rst ❡✐♥♠❛❧
♥✐❝❤t ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ▼ö❣❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❡s ❥❡❞♦❝❤✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ s♦ ✈✐❡❧
❆r❜❡✐t ∆W ♣r♦ ❩②❦❧✉s ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉✢✐❡ÿt✱ ❞❛ss s✐❡ ❞❡♥ ❋❡❤❧❜❡tr❛❣ ✐♥



❑❆P■❚❊▲ ✼✳ ❚❍❊❘▼❖❉❨◆❆▼■❑ ✷✽✵

❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ❛✉s❣❧❡✐❝❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛♥♥ ❣✐❧t ✐♥s❣❡s❛♠t✿

∆SA +∆SB +∆Sgen = 0

∆QA +∆QB +∆W = 0 .

❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡✿ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡ ✐st ❡s✱ ❡✐♥❡♠
❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r ❆ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ♣r♦ ❩②❦❧✉s ❡✐♥❡ ❲är♠❡
∆QA = TA∆SA ③✉ ❡♥t③✐❡❤❡♥ ✉♥❞ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧ ❞❛✈♦♥ ❛❧s ❆r❜❡✐t ∆W
♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜③✉❣❡❜❡♥✳✺ ❉✐❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆r❜❡✐t ✐st ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ✐♥t❡r❡s✲
s✐❡r❡♥❞❡ ●röÿ❡✳ ❙✐❡ ❧ässt s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♥✉t③❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❉❛♠♣✢♦✲
❦♦♠♦t✐✈❡ ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ③✉ s❡t③❡♥ ♦❞❡r ✉♠ ❲❡r❦③❡✉❣♠❛s❝❤✐♥❡♥ ❛♥③✉✲
tr❡✐❜❡♥✳ ❉❡r ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ✐st ❞❡r ◗✉♦t✐❡♥t

η = − ∆W

∆QA
. ✭✼✳✻✶✮

❉❛s ▼✐♥✉s③❡✐❝❤❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✼✳✻✶ rü❤rt ❞❛❤❡r✱ ❞❛ss ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❲är♠❡ ♣♦✲
s✐t✐✈ ✉♥❞ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆r❜❡✐t ♥❡❣❛t✐✈ ❣❡③ä❤❧t ✇✐r❞✳ ❊s ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱
❞❛ss ❞❛s s♦ ♥✐❝❤t ❣❡❤t✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥ ♠✉ss ❥❛ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❩②❦❧✉s ❞✐❡ ❞❡r
▼❛s❝❤✐♥❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ∆SA ✇✐❡❞❡r ❛✉s ✐❤r ❡♥t❢❡r♥❡♥ ✕ ③✉③ü❣✲
❧✐❝❤ ❞❡r ✐♥ ✐❤r ❞✉r❝❤ ❛❧❧❢ä❧❧✐❣❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡ ❡r③❡✉❣t❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡
∆Sgen✳ ❉❡r ✒❚r✐❝❦✏✱ ♠✐t ❞❡♠ ♠❛♥ ❞❛s ❩✐❡❧ ❞❡♥♥♦❝❤ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❦❛♥♥✱
❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r ❇ ③✉ ❜❡t❡✐❧✐❣❡♥✱ ❞❡♠ ♠❛♥
❞✐❡ ③✉ ❡♥t❢❡r♥❡♥❞❡ ❊♥tr♦♣✐❡ −∆SB = ∆SA+∆Sgen ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡r ❲är✲
♠❡♠❡♥❣❡ ∆QB = TB∆SB ❜❡✐ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ③✉s❝❤✐❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳
❊✐♥❡ ❡rst❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡ ♥✉r ❞❛♥♥ ü❜❡r❤❛✉♣t ❆r✲
❜❡✐t ❛❜❧✐❡❢❡r♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ TA > TB✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡✱ ❞❛ss ♥✉r ❞✐❡ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡r ✉♥❞ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡r ❲är♠❡ ❛❧s ❆r❜❡✐t
−∆W = ∆QA +∆QB ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❣✐❧t✿

η = 1 +
∆QB

∆QA
= 1 +

TB∆SB

TA∆SA
= 1− TB

TA
− TB∆Sgen

TA∆SA
bzw.

η ≤ 1− TB

TA
= ηmax ✭✼✳✻✷✮

❉❡♥ ❣röÿt❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✇❛s ♥✐❝❤t ✈❡r✇✉♥❞❡r❧✐❝❤ ✐st✱
✇❡♥♥ ❞❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss r❡✈❡rs✐❜❡❧ ❛❜❧ä✉❢t✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡ ✇ä❤✲
r❡♥❞ ❡✐♥❡s ❩②❦❧✉s ❦❡✐♥❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❣❡♥❡r✐❡rt✱ ✇❡♥♥ ❛❧s♦∆Sgen =
0✳ ❉❛s ✐st ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❈❛r♥♦ts❝❤❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❡✐♥❡r ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛✲
s❝❤✐♥❡ ♠✐t ❞❡♠ ❈❛r♥♦ts❝❤❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ηmax = 1 − TB/TA✳ ❊r
❤ä♥❣t ♥✉r ✈♦♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r❡ ❛❜✱
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❛❜❧ä✉❢t✳

✺❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲är♠❡❛✉❢♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❆ ❜❡✐
❦♦♥st❛♥t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ✉♥❞ ❞✐❡ ✇❡✐t❡r ✉♥t❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ❲är♠❡❛❜❣❛❜❡ ❛♥ ❇ ❜❡✐ ❦♦♥✲
st❛♥t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ❡r❢♦❧❣❡♥✳
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❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠❡✐st s❡❤r ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ▼✐t ❞❡♠ ❙t✐r✲
❧✐♥❣♠♦t♦r ✉♥❞ ❞❡♠ ❖tt♦♠♦t♦r s♦❧❧❡♥ ❤✐❡r ③✇❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡ ❱✐❡r✲
t❛❦t♠♦t♦r❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ♠❡✐♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❲är♠❡❦r❛❢t✲
♠❛s❝❤✐♥❡♥ ✈✐❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss✲❙❝❤r✐tt❡ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❉✐❡ ❩✉st❛♥❞s✲
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❢ür ❞✐❡ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥ s✐♥❞ ✐♥
❆❜❜✳ ✼✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r✳ ❊r ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❆r❜❡✐ts❣❛s✱ ❡✐♥❡♠ ❆r❜❡✐ts❦♦❧❜❡♥ ✉♥❞
❡✐♥❡♠ ❘❡❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❞❡r ③✉r ❩✇✐s❝❤❡♥s♣❡✐❝❤❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❞✐❡♥t✳
❲✐❡ ✐♠ p✲V ✲❉✐❛❣r❛♠♠ ❣❡③❡✐❣t ✭❆❜❜✳ ✼✳✸❛✮✱ ❜❡st❡❤t ❞❡r ❙t✐r❧✐♥❣✲Pr♦③❡ss
❛✉s ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ✈✐❡r ❆r❜❡✐tst❛❦t❡♥✿

✶✳ ❱♦♠ ❩✉st❛♥❞ ✭T1, V1) ❛✉s❣❡❤❡♥❞✱ ❧ässt ♠❛♥ ❞❛s ❆r❜❡✐ts❣❛s ❜❡✐ ❡✐✲
♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T1 ✐s♦t❤❡r♠ ✈♦♥ V1 ♥❛❝❤ V2 ❡①♣❛♥❞✐❡r❡♥✳
❉✐❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ ∆Q1 ✇✐r❞ ❞❡♠ ❛✉❢ T1 ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ❲är♠❡❜❛❞✻

❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❆r❜❡✐ts❦♦❧❜❡♥ ❧❡✐st❡t ✐♠ ❖♣t✐♠❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡ ❆r✲
❜❡✐t ∆W1 = −∆Q1✳

✷✳ ❉❛s ❆r❜❡✐ts❣❛s ✇✐r❞ ✐s♦❝❤♦r ❛✉❢ T2 ❛❜❣❡❦ü❤❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡
❲är♠❡∆Q2 = ∆U2 ✭✐♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ ❛♥ ❞❡♥ ❘❡❣❡♥❡r❛t♦r✮ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳

✸✳ ▼❛♥ ❦♦♠♣r✐♠✐❡rt ❞❛s ❆r❜❡✐ts❣❛s ❜❡✐ ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r
T2 ✐s♦t❤❡r♠ ✈♦♥ V2 ♥❛❝❤ V1✳ ❉❛❢ür ♠✉ss ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t ∆W2 =
−∆Q3 ③✉❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳

✹✳ ❉❛s ❆r❜❡✐ts❣❛s ✇✐r❞ ✐s♦❝❤♦r ❛✉❢ T1 ❡r❤✐t③t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❲är♠❡
∆Q2 = ∆U4 ✭✐♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ ✈♦♠ ❘❡❣❡♥❡r❛t♦r✮ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ✇✐❡✲
❞❡r ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ✭T1, V1) ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞❡r ❩②❦❧✉s
❞❡s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s ✈♦❧❧❡♥❞❡t✳

❉❡r ❇❡tr✐❡❜ ❞❡s ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦rs s❡t③t ❜❧♦ÿ ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ③✇❡✐ ❲är♠❡✲
r❡s❡r✈♦✐r❡ ❛✉❢ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✳ ■♠
■❞❡❛❧❢❛❧❧ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ Pr♦③❡sss❝❤r✐tt❡♥ ✷ ✉♥❞ ✹ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ✉♥❞
✇✐❡❞❡r ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ❲är♠❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❘❡❣❡♥❡r❛t♦r ✐❞❡❛❧ ③✇✐s❝❤❡♥✲
❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❤❡❜t s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❇✐❧❛♥③ ❢ür ❞❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss
❤❡r❛✉s✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ✐s♦t❤❡r♠❡♥ Pr♦③❡sss❝❤r✐tt❡ ✇✐r❞ ❞❡♠❲är✲
♠❡❜❛❞ ♠✐t ❤ö❤❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡ ❲är♠❡ ∆Q1 ❡♥t③♦❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡
❲är♠❡ ∆Q2 ❛♥ ❞❛s ❲är♠❡❜❛❞ ♠✐t ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❜❣❡✲
❣❡❜❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ✐♥s❣❡s❛♠t ❞✐❡ ❆r❜❡✐t ∆W = ∆W1 +∆W2 ❛❜❣❡✲
❣❡❜❡♥✳✼

✻❯♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡❜❛❞ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠✱ ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡ ♥✉r ❛❧s ❲är♠❡ ❛❜❣❡❜❡♥
❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❛s s♦ ❣r♦ÿ ✐st✱ ❞❛ss ❞❛❜❡✐ s❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜t✳
❙♦ ❡t✇❛s ❣✐❜t ❡s ✐♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ♥❛tür❧✐❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❉❡r ❇❡❣r✐✛ ❲är♠❡❜❛❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❛❧s♦ ❡✐♥
✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧✳

✼∆W1 ✐st ♥❡❣❛t✐✈✱∆W2 ♣♦s✐t✐✈✱∆W ❛❧s♦ ♥❡❣❛t✐✈✱ ✇❡✐❧ ♥❡tt♦ ❆r❜❡✐t ✈♦♠ ●❛s ❛❜❣❡❣❡❜❡♥
✇✐r❞✳
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■♠ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧
❞❡♥ ❈❛r♥♦ts❝❤❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❙t✐r❧✐♥❣✲
♠♦t♦r ✐♠ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❩②❦❧✉s ❧❛✉❢❡♥ ❧ässt✱ ✇✐r❞ ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠
❲är♠❡ ✈♦♠ ❦❛❧t❡♥ ③✉♠ ✇❛r♠❡♥ ❇❛❞ ③✉ ♣✉♠♣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡r ❛r❜❡✐t❡t ❞❛♥♥
❛❧s ❲är♠❡♣✉♠♣❡✳

❖tt♦♠♦t♦r✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉♠ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❲är♠❡③✉❢✉❤r ♥✐❝❤t
✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❣❡s❝❤✐❡❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❱❡r❜r❡♥♥✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣ ✐♠ ■♥✲
♥❡♥r❛✉♠ ❞❡s ❩②❧✐♥❞❡rs✳ ❋❡r♥❡r ✇✐r❞ ❞❛s ❤❡✐ÿ❡ ●❛s ♥✐❝❤t ❛❜❣❡❦ü❤❧t ✉♥❞
✇✐❡❞❡r ♥❡✉ ✈❡r❞✐❝❤t❡t✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ❛✉s❣❡st♦ÿ❡♥✳ ❉❡r Pr♦③❡ss ✐st ✐♥
❆❜❜✳ ✼✳✸❜ s❦✐③③✐❡rt✳

✶✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❚❛❦t ✇✐r❞ ❞❛s ❆r❜❡✐ts❣❛s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❱❡r✲
❜r❡♥♥✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣ ✐s♦❝❤♦r ✈♦♥ T4 ❛✉❢ T1 ❡r❤✐t③t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❝❤❡✲
♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✉♥❞ ✐♥❢♦❧❣❡✲
❞❡ss❡♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡r❤ö❤t✳

✷✳ ▼❛♥ ❧ässt ❞❛s ❤❡✐ÿ❡ ●❛s ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❛♥♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❤♦❤❡♥ ❉r✉❝❦
❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤ ❡①♣❛♥❞✐❡r❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❆r❜❡✐t ❣❡❧❡✐st❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r ❢ä❧❧t✳

✸✳ ❉❛s ♠✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T2 ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ r❡❝❤t ✇❛r♠❡ ●❛s ✇✐r❞
ü❜❡r ❡✐♥ ❱❡♥t✐❧ ❛✉s❣❡st♦ÿ❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ♥❡✉❡s ❦❛❧t❡s ●❛s✲▲✉❢t✲
●❡♠✐s❝❤ ❜❡✐ T3 ✐s♦❝❤♦r ❡rs❡t③t✳

✹✳ ❉❛s ●❡♠✐s❝❤ ✇✐r❞ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤ ✈❡r❞✐❝❤t❡t✱ ❞✳❤✳ s❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ✇✐r❞
✉♥t❡r ❆✉❢✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ✈❡r❦❧❡✐♥❡rt✳ ❉❛③✉ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥
✇❡❣❡♥ ❞❡s ❜❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❉r✉❝❦s ✇❡♥✐❣❡r
❆r❜❡✐t✱ ❛❧s ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤r✐tt ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇✉r❞❡✳

❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡r❜r❡♥♥✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣ ✐♠ ❡rst❡♥ ❚❛❦t ✇✐r❞ ❥❡♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡
♣r♦❞✉③✐❡rt✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❞r✐tt❡♥ ❚❛❦t ✇✐❡❞❡r ❛✉s❣❡st♦ÿ❡♥ ✇❡r❞❡♥
♠✉ss✱ ❞❛♠✐t ❦❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ▼♦t♦r ✈❡r❜❧❡✐❜t ✉♥❞ ❡✐♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss
st❛tt✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛ ❖tt♦♠♦t♦r❡♥ r❡❝❤t s❝❤♥❡❧❧ ❧❛✉❢❡♥ s♦❧❧❡♥ ✉♥❞ ❡s
❛✉❝❤ t✉♥✱ s✐♥❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ✉♥❞ ✈✐❡rt❡ ❚❛❦t ✐♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❞✐❛✲
❜❛t✐s❝❤❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✼✳✻✳✹✮✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❦❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣
st❛tt✜♥❞❡t✳ ■♠ ❞r✐tt❡♥ ❚❛❦t ✈❡r③✐❝❤t❡t ♠❛♥ ❜❡✇✉sst ❛✉❢ ❞❡♥ ❧❛♥❣s❛✲
♠❡♥ ❆❜❦ü❤❧✉♥❣s♣r♦③❡ss ❞✉r❝❤ ❲är♠❡❛❜❢✉❤r ✉♥❞ t❛✉s❝❤t ✇❛r♠❡s ●❛s
❡✐♥❢❛❝❤ ❣❡❣❡♥ ❦❛❧t❡s ●❛s ❛✉s✳ ▼✐t ❞❡♠ ❛✉str❡t❡♥❞❡♥ ✇❛r♠❡♥ ❆❜❣❛s
✇✐r❞ ❡✐♥❡ ✉♥❣❡♥✉t③t❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ ∆Q2 s❛♠t ❞❡r ❞❛r✐♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥❡♥
❊♥tr♦♣✐❡ ❛✉s❣❡st♦ÿ❡♥✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❈❛r♥♦ts❝❤❡♥
❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐t❡rs♣❛r♥✐s ✐♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❆❜❦ü❤❧✉♥❣s♣r♦③❡ss ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ s❝❤♥❡❧❧❡♥ ❛❞✐❛✲
❜❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡sss❝❤r✐tt❡ ❡r③✐❡❧t ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ ❖tt♦♠♦t♦r ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡
❤ö❤❡r❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❛❧s ♠✐t ❞❡♠ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r✳ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥✲
❜❛✉✐♥❣❡♥✐❡✉r❡ ✐st ❡s✱ ❡✐♥❡♥ ❣✉t❡♥ ❑♦♠♣r♦♠✐ss ③✇✐s❝❤❡♥ ▲❡✐st✉♥❣✱ ❊♥❡r✲
❣✐❡❡✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ❙❝❤❛❞st♦✛❛✉sst♦ÿ ③✉ ✜♥❞❡♥✳



❑❛♣✐t❡❧ ✽

❈❤❡♠✐❡

❈❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❡✐♥ ❙❝❤❧❛❣✇♦rt ❢ür ❡✐♥❡ ✐♥ ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙✉❜st❛♥③
✒❡✐♥❣❡❢r♦r❡♥❡ ❊♥❡r❣✐❡✏ ✉♥❞ ❦♦♥st✐t✉✐❡rt ❡✐♥❡♥ ♥❡✉❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❞❡r ❊♥❡r✲
❣✐❡✱ ❞❡r ❤✐❡r ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❡t✇❛s ♦❜❡r✢ä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ❊✐♥❡ ✈❡r✲
t✐❡❢t❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❛❜ ❆❜s❝❤♥✐tt ✽✳✹✳

❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❙✉❜st❛♥③❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ✐❤r❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦ö♥✲
♥❡♥✱ s✐♥❞ ❚r❡✐❜st♦✛❡✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❑r❛❢t❢❛❤r③❡✉❣ ❛♥tr❡✐❜t✱ ♦❞❡r ❇r❡♥♥✲
st♦✛❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✈❡r❜r❡♥♥t✱ ✉♠ ❲är♠❡ ③✉ ❣❡✇✐♥♥❡♥✱ ♦❞❡r ♠✐t ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ♠✐t✲
t❡❧s ❇r❡♥♥st♦✛③❡❧❧❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❆r❜❡✐t ❣❡✇✐♥♥t✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠
❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss ❢r❡✐❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣

∆Hchem = Γchem∆m ✭✽✳✶✮

❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ Hchem✳ ❙✐❡ ✐st ❞❡r ✉♠❣❡s❡t③t❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ∆m
❞❡s ❇r❡♥♥✲ ❜③✇✳ ❚r❡✐❜st♦✛❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✳ ❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡
Γchem ✐st ❞✐❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ s❡❤r ❣r♦ÿ ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❯♠s❛t③ ❞❡r
ü❜❧✐❝❤❡♥ ❚r❡✐❜st♦✛❡ ✭❇❡♥③✐♥✱ ❉✐❡s❡❧ ♦✳ä✳✮ ♠✐t ▲✉❢t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
Γchem ≈ 4× 107 J/kg.

✽✳✶ ❈❤❡♠✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❣❡s❡t③❡

▼✐t ❞❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❑❡♥♥t♥✐ss❡ ❞❡r ❆❧❝❤❡♠✐❡ ❦r✐st❛❧❧✐s✐❡rt❡ s✐❝❤ ③✉♥ä❝❤st
❡✐♥♠❛❧ ❞❡r ●❡❞❛♥❦❡ ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❤❡r❛✉s✳ ❉❛s s✐♥❞ ❙t♦✛❡✱ ❞✐❡
s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❞❛♠❛❧✐❣❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✐♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r❡r❡ ❙t♦✛❡ ③❡r❧❡❣❡♥
❧✐❡ÿ❡♥✳ ❙❝❤♦♥ ❞✐❡s❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❧ässt ❡r❛❤♥❡♥✱ ✇✐❡ s❝❤✇❡r ❡s ✇❛r✱ ❊❧❡♠❡♥t❡
❛❧s s♦❧❝❤❡ ③✉ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✳ ❆❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❙t♦✛❡ s✐♥❞ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥
❞✐❡s❡r ❊❧❡♠❡♥t❡✳ ❉❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✇✉r❞❡♥ s❝❤♦♥ ❜❛❧❞ ❙②♠❜♦❧❡
③✉❣❡♦r❞♥❡t✳ ❍❡✉t❡ ♦r❞♥❡t ♠❛♥ ③✳❇✳ ❞❡♠ ❲❛ss❡rst♦✛ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ❍ ✭❍②❞r♦✲
❣❡♥✮✱ ❞❡♠ ❙❛✉❡rst♦✛ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ❖ ✭❖①②❣❡♥✮ ✉♥❞ ❞❡♠ ❙t✐❝❦st♦✛ ❞❛s ❙②♠✲
❜♦❧ ◆ ✭◆✐tr♦❣❡♥✮ ③✉✳ ❉✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥

✷✽✸
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s❝❤✉❢ ❡✐♥❡ ❡rst❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡s ◆❛t✉r❣❡s❝❤❡✲
❤❡♥s✱ ❛❜❡r ♥♦❝❤ ❦❡✐♥❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✳ ❉✐❡ ❦❛♠ ❡rst ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r
❲❛❛❣❡ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✻✮✳ ❉❛❜❡✐ ❦♦♠♠t ③✉❣✉t❡✱
❞❛ss ✐♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ♥✉r ❦❧❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❦✐✲
♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✈♦r❧✐❡❣t✿ ❉❡r
❜❡✐ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ∆m/m ❧✐❡❣t
✐♥ ❡✐♥❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ ❝❛✳ 10−9✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ③✉ ❤ö❝❤st ❛✉❢✇ä♥❞✐✲
❣❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♠✐t ❛✉ÿ❡r❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ❤♦❤❡r ▼❛ss❡♥❛✉✢ös✉♥❣ ❣r❡✐❢t✱ s✐♥❞ ❞✐❡
▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ❈❤❡♠✐❡ ü❜❧✐❝❤❡♥ ▼❡ss❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t
❢❡stst❡❧❧❜❛r ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❤❡r ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✐❣♥♦r✐❡rt✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ❈❤❡♠✐❡
s✐♥❞ ❞❛♥♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡✿

✶✳ ▲❛✈♦✐s✐❡rs❝❤❡s ●❡s❡t③ ❞❡r ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣✏

❉❡r ✈♦♥ ▲❛✈♦✐s✐❡r ✐♠ ❏❛❤r ✶✼✽✾ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡ ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✏ ❜❡✲
s❛❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▼❛ss❡♥ ❛❧❧❡r ❙t♦✛❡ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥
❘❡❛❦t✐♦♥ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣sst♦✛❡ ❆ ✉♥❞ ❇ ③✉ ❡✐♥❡♠ Pr♦✲
❞✉❦t ❈ ♠✐t ❞❡r ▼❛ss❡ m ✈❡r❜✐♥❞❡♥✱ s♦ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ▼❛ss❡

m ≈ mA +mB ✭✽✳✷✮

✐♥ ❈❤❡♠✐❦❡r✲◆ä❤❡r✉♥❣ ❡r❤❛❧t❡♥✳
✷✳ ●❡s❡t③ ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❡♥
❇❡✐ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ s❡t③❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙t♦✛❡ ✐♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥

▼❛ss❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✉♠✳ ❊s ✈❡r❜✐♥❞❡♥ s✐❝❤ ③✳❇✳ 1 kg ❲❛ss❡rst♦✛
✉♥❞ 35.45 kg ❈❤❧♦r ③✉ 36.45 kg ❈❤❧♦r✇❛ss❡rst♦✛✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❞❡s
●❡s❡t③❡s ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ♥✐❝❤t ❣❛♥③③❛❤❧✐❣✳

✸✳ ●❡s❡t③ ❞❡r ♠✉❧t✐♣❧❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❡♥

❲❡♥♥ s✐❝❤ ♠❡❤r❡r❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❝❤❡✲
♠✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✱ ❞❛♥♥ st❡❤❡♥ ❞❡r❡♥ ▼❛ss❡♥ ü❜❡rr❛✲
s❝❤❡♥❞❡r✇❡✐s❡ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❦❧❡✐♥❡r ♥❛tür❧✐❝❤❡r ❩❛❤❧❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ s✐♥❞
♠❡❤r❡r❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡s ❙t✐❝❦st♦✛s ♠✐t ❙❛✉❡rst♦✛ ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛❧s
❙t✐❝❦st♦✛♦①✐❞❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❢ü♥❢ ✇✐❝❤t✐❣❡r❡♥ ❙t✐❝❦st♦❢✲
❢♦①✐❞❡ st❡ts ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙t✐❝❦st♦✛♠❛ss❡ ❜❡③✐❡❤t✱ ❞❛♥♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡
❙❛✉❡rst♦✛♠❛ss❡♥ ❞✐❡s❡r ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ✇✐❡ 1 : 2 : 3 : 4 : 5✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤
❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❛✉❡rst♦✛♠❡♥❣❡♥ ✐♥ ❡①❛❦t ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❱❡r✲
❤ä❧t♥✐ss❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✳ ■♥ ❤❡✉t✐❣❡r ◆♦t❛t✐♦♥ s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥
❞❡s❤❛❧❜ ❛❧s N2O, NO, N2O3, NO2 ✉♥❞ N2O5✳ ❉✐❡s❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❢ü♥❢
❙t✐❝❦st♦✛♦①✐❞❡ ✇✉r❞❡ s♦ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss s✐❡ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❆✉s❦✉♥❢t ❞❛rü❜❡r ❣✐❜t✱
✐♥ ✇❡❧❝❤❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✲❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ✐❤r❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥
③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✳

✹✳ ❉❛s ❆✈♦❣❛❞r♦s❝❤❡ ●❡s❡t③

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ✈♦♥ ●❛s❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤t✱
❞❛♥♥ st❡❤❡♥ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣sst♦✛❡ s♦✇✐❡ ❞❡r ❊♥❞♣r♦❞✉❦t❡ ❜❡✐
❣❧❡✐❝❤❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❡♠ ❉r✉❝❦ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❦❧❡✐♥❡r ♥❛tür❧✐❝❤❡r
❩❛❤❧❡♥ ✭❆✈♦❣❛❞r♦s❝❤❡s ●❡s❡t③ ✮✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❲❛ss❡rst♦✛ ✉♥❞
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❈❤❧♦r ③✉ ❈❤❧♦r✇❛ss❡rst♦✛ ✈❡r❜✐♥❞❡♥✱ ❞❛♥♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ❞❡r
❆✉s❣❛♥❣sst♦✛❡ ✇✐❡ ✶✿✶ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❲❛ss❡rst♦✛ ✉♥❞ ❙❛✉❡rst♦✛ s✐❝❤ ③✉ ❲❛ss❡r
✈❡r❜✐♥❞❡♥✱ ✇✐❡ ✷✿✶ ✭s✳ ❛✉❝❤ ❑❛♣✳ ✾✳✸✳✷✮✳ ❉❛s ❆✈♦❣❛❞r♦s❝❤❡ ●❡s❡t③ ✉♥t❡rstüt③t
❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣✱ ❞❛ss ✉♥t❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡
❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ✈♦♥ ●❛s❡♥ ✖ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ✐❤r❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ◆❛t✉r ✖ ❞❛s
❣❧❡✐❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥♥❡❤♠❡♥✳

✽✳✷ ❉❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥❜❡❣r✐✛

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧s ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❧❡❣❡♥ ❞✐❡ ✈✐❡r ✐♥ ❑❛♣✳ ✽✳✶ ❣❡✲
♥❛♥♥t❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ♥❛❤❡✱ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❛❧s ✉♥s❡r ❜✐s ❤✐❡r❤✐♥
✈♦r❧ä✉✜❣❡s ▼❛ÿ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✻✮ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❝❤❡♠✐s❝❤ ❜❡❣rü♥❞❡t❡s
▼❛ÿ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❛❜③✉❧ös❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ✇✐r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❛✉❢st❡❧❧❡♥✿

❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✲❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡

❉✐❡ ▼❡♥❣❡♥ ❞❡r ❛♥ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❙t♦✛❡
s❡t③❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ ✉♠✳

❉✐❡ s♦ ✈❡rst❛♥❞❡♥❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♠ ❙②♠❜♦❧ n ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞
✐❤r❡ ❊✐♥❤❡✐t ♠✐t ▼♦❧ ✿

[n] = Mol .

❆✉s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❣❡❤❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ✈♦♥ ❙t♦✛✲
♠❡♥❣❡♥ ❤❡r✈♦r✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s ❛❧s ▼❛ÿ ❢❡st✲
❧❡❣❡♥✱ ❞❛s ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❯rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ✇❛r ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t
▼♦❧ ❞❛❞✉r❝❤ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛ss❡ ✈♦♥ 1 g ❞❡s ❡❧❡♠❡♥t❛r❡♥ ❲❛ss❡rst♦✛s
❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ▼♦❧ r❡♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❍❡✉t❡ ✐st ❞❛s ▼♦❧ ❛♥❛❧♦❣ ③✉ c
ü❜❡r ❡✐♥❡ ❩❛❤❧ ♠✐t ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐t ❞❡✜♥✐❡rt✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❆✈♦❣❛❞r♦✲❩❛❤❧ NA ✭s✳
❘P❑✷✮✳

▼❛ss❡ ✉♥❞ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛❡s s✐♥❞ ❡✐♥❛♥❞❡r
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✿

m = Mn ✭✽✳✸✮

❉❡♥ st♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❢❛❦t♦r✱ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ▼❛ss❡ M =
m/n✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ♠♦❧❛r❡ ▼❛ss❡ ❜③✇✳ ▼♦❧♠❛ss❡✳ ❋ür ❡❧❡♠❡♥t❛✲
r❡♥❲❛ss❡rst♦✛ ✐st ❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❢❛❦t♦r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡M(H) ≈1.0 g/Mol
✉♥❞ ❢ür ❈❤❧♦r M(Cl) ≈ 35.5 g/Mol✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ ③✉ ❈❤❧♦r✲
✇❛ss❡rst♦✛ ✭HCl✮ s❡t③t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ n ❞❡s ❲❛ss❡rst♦✛s ♠✐t ❞❡r ❡①✲
❛❦t ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ n ❞❡s ❈❤❧♦rs ③✉ ❡✐♥❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ n ❞❡s ❙t♦✛❡s ❍❈❧
✉♠✱ ❛❧s♦ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s H : Cl : HCl ✈♦♥ ✶✿✶✿✶ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ✭❝❤❡♠✐s❝❤❡♥✮
❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✱ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ✶✳✵ ✿ ✸✺✳✺ ✿ ✸✻✳✺ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✐❤r❡r
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ❜③✇✳ ▼❛ss❡♥✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r
❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥❜❡❣r✐✛s ❛✉❢❣❡❢❛sst✳



❑❆P■❚❊▲ ✽✳ ❈❍❊▼■❊ ✷✽✻

■♥ ✐❤r❡r ♥❡✉❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❤✐st♦r✐s❝❤ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡r
❲❛❛❣❡ ❡r❢♦rs❝❤t❡♥ ●❡s❡t③❡ ♥✉♥ ❛✉❝❤ ❞❛♥♥✱ ✇❡♥♥✱ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥♣❤②✲
s✐❦✱ ❡♥♦r♠ ❣r♦ÿ❡ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥
♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❛❧s ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ▲❛✈♦✐s✐❡rs❝❤❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ❛❧s
❡✐♥ ●❡s❡t③ ü❜❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✉♠sät③❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt✱ ❞❛♥♥ ❡rü❜r✐❣t s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥
❑❛♣✳ ✽✳✶ ❦✉r③ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥❡ Pr♦❜❧❡♠❛t✐❦ ❞❡s ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦ts✳ ■♠ ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥
❘ü❝❦❜❧✐❝❦ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ s♦❣❛r s❛❧♦♣♣ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥ ❣r♦ÿ❡s ▼✐ss✈❡rstä♥❞✲
♥✐s ✇❛r✱ ❞✐❡ ▲❛✈♦✐s✐❡rs❝❤❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ❛❧s ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣✏ ③✉ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳
❇❡ss❡r ✇är❡✱ ✈♦♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✲ ❜③✇✳ ❙✉❜st❛♥③❡r❤❛❧t✉♥❣ ③✉ s♣r❡❝❤❡♥✳

✽✳✸ ❉❛s ✐❞❡❛❧❡ ●❛s

▼✐t ❞❡♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥❜❡❣r✐✛ ❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❡rst❛✉♥❧✐❝❤❡♥
❊r❦❡♥♥t♥✐s ü❜❡r ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥
✈♦♥ ●❛s❡♥✱ ✇❛s s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ③✉♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ●❛s❡s ❢ü❤rt✳

❋ür ❝❤❡♠✐s❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙t♦✛❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ③✉♥ä❝❤st ❦❡✐♥❡ ❡r❦❡♥♥✲
❜❛r❡♥ ❘❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥❲är♠❡♥ cp ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦
❜③✇✳ cV ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥✱ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❢ür ✐❤r❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ cp−cv✳
▼✐t ●❧✳ ✽✳✸ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲är♠❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛✲
♠❡♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐tm ✐♥ ❑✐❧♦❣r❛♠♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❈❤❡♠✐❦❡r♥ ❢❛✈♦r✐s✐❡rt❡ ❙t♦✛✲
♠❡♥❣❡ n ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ▼♦❧ ✉♠r❡❝❤♥❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ▼♦❧✇är♠❡♥ CV = McV
✉♥❞ Cp = Mcp ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❜③✇✳ ❉r✉❝❦ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ③✉r ✈❡r❜❧ü❢✲
❢❡♥❞❡♥ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss ✐❤r❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ Cp −CV ♠✐t ❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡r ❉✐❝❤t❡
❞❡r ●❛s❡ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●r❡♥③✇❡rt

lim
ρ→0

(Cp − CV ) = R ≈ 8.3 J/Mol ·K ✭✽✳✹✮

❦♦♥✈❡r❣✐❡r❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t ❞❡s
●❛s❡s✦ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡s❡♥ ●r❡♥③✇❡rt R ❞❛❤❡r ❛❧s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ●❛s❦♦♥✲
st❛♥t❡✳ ❯♥✐✈❡rs❡❧❧ ❞❡s✇❡❣❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡s❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ♥✐❝❤ts ❙t♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡s ✐st✳
❉❛s ❡①tr❛♣♦❧✐❡rt❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ●❛s❡♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✼✳✺✷ ✉♥❞ ●❧✳ ✽✳✹ ❧❡❣t ♠❛♥
♥✉♥ ❢ür ❡✐♥ ❛❧s ✐❞❡❛❧❡s ●❛s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡s ▼♦❞❡❧❧❣❛s ❢❡st✳ ❊✐♥ ❡✐♥ ✐❞❡❛❧❡s ●❛s
✐st ❛❧s♦ ❡✐♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❡♠ ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

pV = nRT ✭✽✳✺✮

✉♥❞ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t
Cp − CV = R ✭✽✳✻✮

③✉❣❡✇✐❡s❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❉❛ss ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ r❡❛❧❡r ●❛s❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✲
❧✐❝❤st❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡r ❇❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t ✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡r ❉✐❝❤t❡ t❛t✲
sä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✽✳✺ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐st ❡✐♥ ä✉ÿ❡rst
❡rst❛✉♥❧✐❝❤❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ③✉r ❲är♠❡❦❛♣❛✲
③✐tät ❛✉❢ ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡s ✈❡r❞ü♥♥t❡♥ ●❛s❡s ❤✐♥ ❡①tr❛♣♦❧✐❡rt✱ s♦ ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt
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❞✐❡ ▼♦❧✇är♠❡ ✈♦♥ ❊❞❡❧❣❛s❡♥ ✉♥❞ ▼❡t❛❧❧❣❛s❡♥ st♦✛✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✭✦✮ ❛✉❢ ❞❡♥
❲❡rt

lim
ρ→0

CV =
3

2
R .

❉✐❡s❡♥ ●r❡♥③✇❡rt ❧❡❣t ♠❛♥ ❛❧s ▼♦❧✇är♠❡ ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ●❛s❡s ❢❡st✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡
▼♦❧✇är♠❡ ❞✐❡s❡s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❣❛s❡s ❡r❤ä❧t ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡♥ ❲❡rt

CV =
3

2
R . ✭✽✳✼✮

❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ ❲❡rt ✐♥ ●❧✳ ✼✳✺✸ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡
❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ●❛s❡s

U = mcV T =
3

2
nRT . ✭✽✳✽✮

❉✐❡ ●❧♥✳ ✽✳✻ ✕ ✽✳✽ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ✐♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥
●❡❞❛♥❦❡♥s♣✐❡❧❡♥ ❜③✇✳ ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❤ä✉✜❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼♦❞❡❧❧✲
❣❛s❡s✱ ❞❡♠ ♠❛♥ ❞❡s❤❛❧❜ ❞❡♥ ◆❛♠❡♥ ✒■❞❡❛❧❡s ●❛s✏ ❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛t✱ ✇❡✐❧ ❡s ❦❡✐♥❡
❝❤❡♠✐s❝❤ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♠❡❤r ❜❡s✐t③t✳ ❆❧s♦ ♥✐① ❈❤❡♠✐❡✦ ❊✐♥❡♥
t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦❡r ✐♥ s♣❡ ❦ö♥♥❡♥ ❙✐❡ ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ❞❛r❛♥ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss
❡r ♥❛❝❤ ❞❡♠ ▲❡s❡♥ ❞✐❡s❡s ❆❜s❝❤♥✐tts ❢ür ❞❡♥ ❘❡st s❡✐♥❡s ▲❡❜❡♥s ❜❡s❝❤❧✐❡ÿt✱
❞❛s ❙t✉❞✐✉♠ ✈♦♥ ●❛s❡♥ ❧✐❡❜❡r ❞❡♥ P❤②s✐❦♦❝❤❡♠✐❦❡r♥ ③✉ ü❜❡r❧❛ss❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤
♥✉r ♥♦❝❤ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ●❛s❡s ③✉ ✇✐❞♠❡♥✳

❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤❡ ❊①✐st❡♥③ ❞❡r ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ R
❤✐st♦r✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥ ✈❡r❞ü♥♥t❡♥ ●❛s❡♥ ❡♥t❞❡❝❦t
❤❛t✱ s♦ ✇✐ss❡♥ ✇✐r ❤❡✉t❡✱ ❞❛ss s✐❡ ♠✐t ●❛s❡♥ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ♥✐❝❤ts ③✉ t✉♥ ❤❛t✳
❙✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡ ❞❡r P❤②s✐❦✳ ▼❛♥ s♦❧❧t❡ s✐❡ ❞❛❤❡r ❜❡s✲
s❡r ❛❧s ❞✐❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❙t♦✛❦♦♥st❛♥t❡ R ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❛❧s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
●❛s❦♦♥st❛♥t❡✳

✽✳✹ ❈❤❡♠✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧

❋ür ❙②st❡♠❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❯♠sät③❡ st❛tt✜♥❞❡♥ ♦❞❡r ❙✉❜st❛♥③❡♥ ③✉
❡✐♥❡♠ ●❡❜✐❡t ♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt ✇❡r✲
❞❡♥✱ ❤ä♥❣t ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❩✉✲ ♦❞❡r ❆❜♥❛❤♠❡
❞❡r ▼❡♥❣❡♥ ❞❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❙t♦✛❡ ❛❜✳ ❯♠ ❞✐❡s❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❯♠sät③❡ ③✉
❡r❢❛ss❡♥✱ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ✈♦♥ ◆❛✲
t✉r ❛✉s ❡①t❡♥s✐✈✳ ■st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❙✉❜st❛♥③ ✐♠ ❙♣✐❡❧ ✉♥❞
✇✐r❞ ✐❤r❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ♠✐t n ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛♥♥ ❡r✇❡✐t❡rt ♠❛♥ ❞❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦✲
❞❡❧❧ ✉♠ ❞✐❡s❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞✳❤✳ s✐❡ ✐st ❞❛♠✐t ❞✉r❝❤ ❞r❡✐ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡
❜❡st✐♠♠t✿

U = U(S, V, n) .
❉❡r ♥❡✉❡ ❇❡✐tr❛❣ µdn✱ ❞❡r ✐♠ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dU = TdS − pdV + µdn ✭✽✳✾✮
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❡r❣ä♥③❡♥❞ ❛✉❢tr✐tt✱ st❡❧❧t ❞❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ µdn ❞❛r ✭✈❣❧✳ ❱♦r✲
❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✻✳✸✮✳ ❉✐❡ ③✉r ❙✉❜st❛♥③♠❡♥❣❡ n ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡

µ =

(
∂U
∂n

)

S,V

✭✽✳✶✵✮

✐st ❡✐♥❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡ ✉♥❞ ❤❡✐ÿt ❝❤❡♠✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ✳ ❉✐❡s❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ✐st
s♦✇♦❤❧ ❢ür ❚r❛♥s♣♦rt♣r♦③❡ss❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣s♣r♦③❡ss❡
✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳✶

❚r❛♥s♣♦rt♣r♦③❡ss❡✳ ❉❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❦❛♥♥ ✐♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡✲
❞✐❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❖rt x ✈❛r✐✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st µ = µ(x)✳ ❲❡♥♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐
❖rt❡♥ x1 ✉♥❞ x2 ❡✐♥❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ∆µ = µ(x2) − µ(x1) ❛✉❢tr✐tt✱ s♦
❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❚r❛♥s♣♦rt ❡✐♥❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ dn ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖rt x2 ♠✐t ❞❡♠ ❤ö❤❡✲
r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❖rt x1 ♠✐t ❞❡♠ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡ ❬µ(x2) − µ(x1)]dn ❢r❡✐❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ③✳❇✳ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r✲
❞❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❡r❤ö❤❡♥✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❦❛♥♥ ❞✐❡✲
s❡r Pr♦③❡ss s♣♦♥t❛♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥✳ ❙♦❧❝❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt♣r♦③❡ss❡ ✇❡r❞❡♥ s♣ät❡r ♥♦❝❤
❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡r ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✭❉✐✛✉s✐♦♥✱ s✳ ❑❛♣✳ ✶✵✳✾✮✳ ❍✐❡r ❜❧❡✐❜t ❡rst
❡✐♥♠❛❧ ❢❡st③✉❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ③❡✐t❧✐❝❤ st❛t✐♦♥är❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤t✱ ❛❧s♦ ❡✐♥ ❩✉st❛♥❞ ♠✐t ♠❛①✐♠❛❧❡r ❊♥tr♦♣✐❡✱ ❢ür ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❙t♦✛s✲
♣❡③✐❡s ❡rst ❞❛♥♥ ❡rr❡✐❝❤t ✐st✱ ✇❡♥♥ ü❜❡r❛❧❧ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧
✈♦r❧✐❡❣t✳ ■♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✐st ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣
✭❂P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③✮ ü❜❡r❛❧❧ ◆✉❧❧ ❜③✇✳ µ = const✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥
P❤❛s❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ❙t♦✛ ❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❛♥❛❧♦❣❡♥ ❆r❣✉♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ③✉♠ ❙❝❤❧✉ss✱ ❞❛ss ❞❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♥✐❝❤t ♥✉r ❛♥ ❥❡❞❡♠ ❖rt ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r P❤❛s❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤
❢ür ❛❧❧❡ P❤❛s❡♥ ❣❧❡✐❝❤ ✐st✳

❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥✳ ❲❡♥♥ ❦❡✐♥❡ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣r♦③❡ss❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣
st❡❤❡♥✱ ❡t✇❛ ✇❡♥♥ ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ✐st ♦❞❡r
✇❡♥♥ ❞❡r ❚r❛♥s♣♦rt ❡①tr❡♠ ❧❛♥❣s❛♠ ❛❜❧ä✉❢t✱ ❞❛♥♥ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥♣❤❛✲
s✐❣❡♥ ❙②st❡♠ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ Pr♦③❡ss❡ ♠❡❤r st❛tt✜♥❞❡♥✳ ▼❡❤r♣❤❛s✐❣❡ ♦❞❡r
❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❙t♦✛❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❙②st❡♠❡ ❤❛❜❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❞✐❡
❖♣t✐♦♥ ✈♦♥ ❧♦❦❛❧ st❛tt✜♥❞❡♥❞❡♥ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥✳ ❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r
❤✐❡r ♥✉r ❞❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋❛❧❧ ✈♦♥ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ P❤❛s❡♥ ♦❞❡r
③✇❡✐ ❙t♦✛❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❡♠äÿ ❞❡r ❘❡❛❦t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❆ ⇆ ❇ ✭✽✳✶✶✮

✶❉❛ ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐st✱ ♠❛❣ ♠❛♥ s✐❝❤ ❢r❛❣❡♥✱
✇❛r✉♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐❝❤t ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❉❡r ●r✉♥❞
✐st ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ Pr❛①✐s✳ ❩✇✐s❝❤❡♥ ❈❤❡♠✐❡ ✉♥❞ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❜❡st❡❤t ✐✳❆❧❧❣✳ ❡✐♥
❡♥❣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡r ❇❡③✉❣✳
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❛❜❧❛✉❢❡♥✳ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❆rt ❧✐❡❣❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐
Ü❜❡r❣ä♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆❣❣r❡❣❛t③✉stä♥❞❡♥ ✭❢❡st✱ ✢üss✐❣✱ ❣❛s❢ör✲
♠✐❣✮✱ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r❡♥ ✭③✳❇✳ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡s α✲❊✐s❡♥
✉♥❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡s γ✲❊✐s❡♥✮ ♦❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❛❧❧♦tr♦♣❡♥ ▼♦❞✐✲
✜❦❛t✐♦♥❡♥ ✭③✳❇✳ ❙❛✉❡rst♦✛ ✉♥❞ ❖③♦♥✮ ✈♦r✳ ❋ür ❞❛s ❡✐♥❢❛❝❤st ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❞❡s ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠s
ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠

dU = dUA + dUB . ✭✽✳✶✷✮

❙✐❡ ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥

dUA = TA dSA − pA dVA + µA dnA

dUB = TB dSB − pB dVB + µB dnB

❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡✳
❉✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ nA ✉♥❞ nB s✐♥❞ ♥✐❝❤t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✳

❋ür ❙t♦✛✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✽✳✶✶ ♠✉ss ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❙✉❜st❛♥③❡r❤❛❧t✉♥❣
♥ä♠❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

dnA = −dnB ✭✽✳✶✸✮

❡r❢ü❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✳❤✳✱ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❙✉❜st❛♥③ ❇ ✉♠ dnB ③✉✱ ♠✉ss ❞✐❡ ❙✉❜st❛♥③✲
♠❡♥❣❡ ✈♦♥ ❆ ✉♠ dnA ❛❜♥❡❤♠❡♥✳ ❇❡✐ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐✲
s❝❤❡♥ ❙t♦✛✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❙✉❜st❛♥③❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ✐✳❆❧❧❣✳ ✐♥
✐♥♥✐❣❡♠ ❑♦♥t❛❦t ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st TA = TB = T s♦✇✐❡ ✉♥❞ pA = pB = p✳ ▼✐t
❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ dn = dnA = −dnB ❢ür ❞❡♥ ❙t♦✛✉♠s❛t③ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣
❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❩✇❡✐✲P❤❛s❡♥✲ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❩✇❡✐✲❙t♦✛✲❙②st❡♠s ❞❛❤❡r
❞✉r❝❤

dU = dUA + dUB = TdS − pdV + (µA − µB)dn

♠✐t S = SA + SB ✉♥❞ V = VA + VB ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❙✐❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r
❲är♠❡ ❜③✇✳ ❆r❜❡✐t✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✳❤✳
✇✐❡ ③✉✈♦r ✐st dU = δQ+ δW ✳

✽✳✺ ❘❡❛❦t✐♦♥s❡♥t❤❛❧♣✐❡

■♥ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ Pr❛①✐s ❧❛✉❢❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❙t♦✛✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❣❡✲
✇ö❤♥❧✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ❋❧✉✐❞ ❛❜✱ s❡❤r ❤ä✉✜❣ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ▲✉❢t
✉♥❞ ✉♥t❡r ❆t♠♦s♣❤är❡♥❞r✉❝❦✳ ❙❡❧❜st ❜❡✐ ❡✐♥❡r ✐s♦t❤❡r♠❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ ✭❜❡✐ ❞❡r
t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✮ ♠✉ss ♠❛♥ ♥✉♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤✲
t✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡ ❙✉❜st❛♥③ ❆ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❞❛❜❡✐ ❡♥t✲
st❡❤❡♥❞❡ ❙✉❜st❛♥③ ❇ ♣❡r s❡ ✐✳ ❆❧❧❣✳ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ❡✐♥♥❡❤♠❡♥✳
❉❛❤❡r ✐st ❡✐♥❡ ③✳❇✳ ❜❡✐ ❞❡r ❘❡❛❦t✐♦♥ ✭✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ♦❞❡r ❲är♠❡✮ ❛❜❣❡✲
❣❡❜❡♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❣❧❡✐❝❤
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❞❡r ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ✉♠ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❛r❜❡✐t ❞❡s ✉♠❣❡❜❡♥✲
❞❡♥ ❋❧✉✐❞s ❦♦rr✐❣✐❡rt❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✳❤✳ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡✳
❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✐♠ ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❡♥ ❋❧✉✐❞ ❛❧s
❲är♠❡ ♦❞❡r ❆r❜❡✐t ❛✉st❛✉s❝❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥

δQ+ δW = dH = dU + d(pVA + pVB) . ✭✽✳✶✹✮

❉✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ H = H(SA, SB, p, n) ✐st ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❢✉♥❦t✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥
❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ SA, SB, p ✉♥❞ n ❛❜❤ä♥❣t✳ ■♥ ✐❤r❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠
✇✐r❞ ✐❤r❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤

dH = T (dSA + dSB) + (VA + VB)dp+ (µA − µB)dn ✭✽✳✶✺✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ■st ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ Pr♦③❡ssr✐❝❤t✉♥❣ A → B ♥❡✲
❣❛t✐✈✱ s♦ ✇✐r❞ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ❙♦❧❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥
❛❧s ❡①♦t❤❡r♠ ❜③❡✐❝❤♥❡t✳ ■st ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♣♦s✐t✐✈✱ ❞❛♥♥
✐st ❞✐❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❡♥❞♦t❤❡r♠✳ ❉❛ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❢✉♥❦t✐♦♥ ✐st✱ ✐st
❡✐♥❡ ✐♥ ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ A → B ❡①♦t❤❡r♠❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❘✐❝❤✲
t✉♥❣ B → A ❡♥❞♦t❤❡r♠✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✇✐r❞ ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡
❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐❡ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❘ü❝❦r❡❛❦t✐♦♥ ✇✐❡❞❡r ③✉❢ü❤r❡♥ ♠✉ss✳

❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❉✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r❞❛♠♣✲
❢✉♥❣ ❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s ❞✳❤✳ ❜❡✐ s❡✐♥❡r ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❣❛s✲
❢ör♠✐❣❡ P❤❛s❡✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❱❡r❞❛♠♣❢✉♥❣s❡♥t❤❛❧♣✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❢ür
❞❡♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ Pr♦③❡ss ✭❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✮ ❛❧s ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥s❡♥t❤❛❧♣✐❡✳ ❉❛
❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❢✉♥❦t✐♦♥ ✐st✱ s✐♥❞ ❜❡✐❞❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❜❡✲
tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤✱ ❤❛❜❡♥ ❛❜❡r ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✳ ❱❡r❞❛♠♣❢✉♥❣
✐st ✐✳❆❧❧❣✳ ❡♥❞♦t❤❡r♠✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ♠✉ss ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❢ü❤r❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❙t♦✛ ③✉
✈❡r❞❛♠♣❢❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞✐❡s❡s ❙t♦✛❡s
❡✐♥❡ ❡①♦t❤❡r♠❡ ❘❡❛❦t✐♦♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❊rst❛rr✉♥❣s❡♥t❤❛❧♣✐❡ ✉♥❞ ❙❝❤♠❡❧③❡♥t❤❛❧✲
♣✐❡ ❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s ❜❡✐♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ✢üss✐❣❡♥ ✉♥❞ ❢❡st❡♥ P❤❛s❡
❣✐❧t ❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡s✳

❉✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✽✳✶✹ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t❡ ❊♥❡r❣✐❡
✇✐r❞ ❥❡ ♥❛❝❤ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s ✐✳❆❧❧❣✳ ♠❡❤r ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ♦❞❡r
♠❡❤r ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❞❛❜❡✐ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡
❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡st✐♠♠❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ s♦ ♠üsst❡ ♠❛♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠
Pr♦③❡ss ❛♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ♠❡ss❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ❲är♠❡✳ ❉✐❡ ❊♥t✲
❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ✐st ❞❛♥♥ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥✳ ❉❛s ✐st ❈❤❡♠✐❦❡r♥
❡✐♥❢❛❝❤ ✈✐❡❧ ③✉ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt✳ ❙✐❡ ✇ä❤❧❡♥ ❞✐❡ ❡①♦t❤❡r♠❡ ❘❡❛❦t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞
❜❡st✐♠♠❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❑❛❧♦r✐♠❡t❡r ❞✐❡ ❲är♠❡ ∆Qmax ≡ ∆Q + ∆W ✱ ❞✐❡
♠❛♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉s ❞❡r ❘❡❛❦t✐♦♥ ❤❡r❛✉s❤♦❧❡♥ ❦❛♥♥ ✭♥❡❣❛t✐✈✮✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✐✳❆❧❧❣✳ ③✇❛r ♣r❛❦t✐s❝❤ ♥✐❡ s♦ ❛✉s❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❊♥t❤❛❧✲
♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡ ❢r❡✐❣❡s❡t③t❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✐♥ ❆r❜❡✐t ✉♠❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱ ❛❜❡r
♠❛♥ ❦❛♥♥ ❡s st❡ts s♦ ❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳ ❋r❡✐✇❡r✲
❞❡♥❞❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛❧s ❲är♠❡ ❛❜③✉❧✐❡❢❡r♥ ❣❡❤t ✐♠♠❡r✳ ❉✐❡
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♠❛①✐♠❛❧❡ ❲är♠❡ ∆Qmax = ∆Q+∆W ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ✐♥s❣❡s❛♠t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡

∆H = ∆Qmax .

✽✳✻ ❋r❡✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✭●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡✮

❯♠ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ✇❛r✉♠ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡r ❋r❡✐❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s❢✉♥❦t✐♦♥ ❜③✇✳ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s P♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❢ü❤rt✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❛❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡ ❡①♦t❤❡r♠❡ ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✈♦♥
❲❛ss❡r✳ ❉❛ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ③✉✈♦r ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s ❣rö✲
ÿ❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s s✐❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ✢üss✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s✱
♥✐♠♠t ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❲❛ss❡rs ❜❡✐ ❞❡r ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❛❜✳ ❉❛s ❤❛t ③✉r ❋♦❧❣❡✱
❞❛ss ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
✐♥ ❆r❜❡✐t ✉♠❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✿ ❉❛♠✐t ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❍❛✉♣ts❛t③ ♥✐❝❤t ✈❡r❧❡t③t
✇✐r❞✱ ♠✉ss ♥ä♠❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥❞❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ♠✐♥❞❡st❡♥s s♦ ✈✐❡❧ ✐♥
❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❛♥ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ tr❛♥s❢❡r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡③✉✲
♥❛❤♠❡ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✭❞✉r❝❤ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❲är♠❡✮ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡
❞❡s ❲❛ss❡rs ✭❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✮ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❛✉s❣❧❡✐❝❤t✳ ❋ür ❡✐♥❡♥
❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥st❡♠♣❡r❛t✉r T ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥s♣r♦✲
③❡ss st❡❤t ❞❛❤❡r ❤ö❝❤st❡♥s ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③

∆H− T∆S ✭✽✳✶✻✮

❢ür ❞✐❡ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐∆S = ∆SA+∆SB ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③
❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡s ❲❛ss❡r❣❛s❡s ✭❆✮ ✉♥❞ ❞❡s ✢üss✐❣❡♥ ❲❛ss❡rs ✭❇✮
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ∆H = ∆HA+∆HB ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐st✳

❉✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡♥ ❞❡r ❙✉❜st❛♥③❡♥✱ ❞✐❡ ❛♥ ❡✐♥❡r ❘❡❛❦t✐♦♥
❜❡t❡✐❧✐❣t s✐♥❞✱ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❡❧❡❣❛♥t
❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥

G = H− TS ✭✽✳✶✼✮

❡✐♥❢ü❤rt✳ ■♥ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ p ✉♥❞ T ✐st s✐❡ ❡✐♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡
❩✉st❛♥❞s❢✉♥❦t✐♦♥✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❛❧s ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❜③✇✳ ❛❧s ❋r❡✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡ G ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ H ❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❣❡♥✲
ü❜❡rst❡❧❧t✱ s♦ ❣✐❜t ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ∆G ❞❡r ❋r❡✐❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠ö❣✲
❧✐❝❤❡ ❆r❜❡✐t ∆Wmax ✉♥❞ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ∆H ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠ö❣✲
❧✐❝❤❡ ❲är♠❡ ∆Qmax ❛♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡①♦t❤❡r♠❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥
❢r❡✐❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✿

∆G = ∆Wmax

∆H = ∆Qmax
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❉❛❜❡✐ ✐st st❡ts |∆Qmax| ≥ |∆Wmax|✳ ❉✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❛r✲
❜❡✐t pV ❛❧❧❡r ❙✉❜st❛♥③❡♥✱ ❞✐❡ ❛♥ ❡✐♥❡r ❘❡❛❦t✐♦♥ ✐♠ ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t
❡✐♥❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ❋❧✉✐❞ ❜❡t❡✐❧✐❣t s✐♥❞✱ ✐st s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱
✇❡✐❧ ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡♥ G ✉♥❞ H ✉♠ ❊♥t❤❛❧♣✐❡♥ ❤❛♥❞❡❧t✳

●r✉♥❞sät③❧✐❝❤ ❣✐❧t✱ ❞❛ss ♥✉r s♦❧❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ s♣♦♥t❛♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❢ür
✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥tr♦♣✐❡ ③✉♥✐♠♠t✳ ❉❛s ✐st ♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤✱ s♦ ❧❛♥❣❡ ❆r❜❡✐t
❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❦ö♥♥❡♥
♥✉r s♦❧❝❤❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ s♣♦♥t❛♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❞❡r❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r
❋r❡✐❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡♥ ♥❡❣❛t✐✈ ✐st✿

∆G < 0 ❉✐❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❧ä✉❢t s♣♦♥t❛♥ ❛❜

∆G = 0 ❊s ❧✐❡❣t ❡✐♥❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ✐♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✈♦r

∆G > 0 ❉✐❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t s♣♦♥t❛♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥

❋ür ✐s♦t❤❡r♠❡ ❙t♦✛✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ s♦♠✐t ✈✐❡r ❋ä❧❧❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✿

∆G = ∆H− T∆S ∆S < 0 ∆S > 0

∆H < 0
♥✉r ❜❡✐ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ♥✐❡✲

✐♠♠❡r s♣♦♥t❛♥ ✭✐♥st❛❜✐❧✮❞r✐❣❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r s♣♦♥t❛♥
♠ö❣❧✐❝❤ ✭❡♥t❤❛❧♣✐❡❣❡tr✐❡❜❡♥✮

∆H > 0
s♣♦♥t❛♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡ ♥✉r ❜❡✐ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❤♦✲
❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ❤❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r s♣♦♥t❛♥

✉♥♠ö❣❧✐❝❤ ✭❡♥tr♦♣✐❡❣❡tr✐❡❜❡♥✮

❉❡r ❋❛❧❧ ∆H > 0 ✉♥❞ ∆S > 0 ✐st ❤✐❡r ❜❡s♦♥❞❡rs ✐♥t❡r❡ss❛♥t✳ ❉❛s ❛✉❢
❡rst❡♥ ❇❧✐❝❦ ❱❡r❜❧ü✛❡♥❞❡ ❞❛r❛♥ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡r Pr♦③❡ss s❡❧❜st ❞❛♥♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥
❦❛♥♥ ✭✐♠ Pr✐♥③✐♣ s♦❣❛r r❡✈❡rs✐❜❡❧✦✮✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤
❡✐♥ ❡♥❞♦t❤❡r♠❡r Pr♦③❡ss ✐st✳ ❉❡r ●r✉♥❞ ✐st✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ❙②st❡♠ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡
❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❛✉s ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❜❡s♦r❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛✲
❜❡✐ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❡❛❦t✐♦♥s♣r♦❞✉❦t❡s
❞♦rt s♦❣❛r r❡✈❡rs✐❜❡❧ ❛❜❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ❞❡♥ Pr♦③❡ss s♦ ❣❡st❛❧✲
t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣s❡♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❙②st❡♠❡♥tr♦♣✐❡
❡①❛❦t ❣❧❡✐❝❤ ❜❧❡✐❜t✳ ❉❛♠✐t ✐st ❡r ❛✉❝❤ ❞❛♥♥ r❡✈❡rs✐❜❡❧✱ ✇❡♥♥ ❞❡♠ ❙②st❡♠ ❡r✲
❤❡❜❧✐❝❤❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ③✉✢✐❡ÿ❡♥✳ ❉❡r ❆♥tr✐❡❜ ❞✐❡s❡s ❜❡✐
❦♦♥st❛♥t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡♥ Pr♦③❡ss❡s ✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡ ❊♥tr♦♣✐❡
❞❡s ❘❡❛❦t✐♦♥s♣r♦❞✉❦t❡s✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ s♦❧❝❤❡♥ ❡♥tr♦♣✐❡❣❡tr✐❡❜❡♥❡♥
Pr♦③❡ss ✐st ❞✐❡ ❱❡r❞❛♠♣❢✉♥❣ ✈♦♥ ❲❛ss❡r✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ❡rst ❞❛♥♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❦❛♥♥✱
✇❡♥♥ ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ r✉♥❞ 373K ü❜❡rs❝❤r✐tt❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❡r Pr♦③❡ss ❧✐❡✲
❢❡rt ❲❛ss❡r ✐♠ ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ ❆❣❣r❡❣❛t③✉st❛♥❞ ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❊♥tr♦♣✐❡
✉♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❛❧s ✢üss✐❣❡s ❲❛ss❡r ❤❛t✳

❉❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡r ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ●❧✳ ✽✳✶✺ ✐♥
❞❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐❤r❡r ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✽✳✶✼ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡✐♥s❡t③t✿

dG = dGA + dGB ✭✽✳✶✽✮
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♠✐t

dGA = T dSA + VA dp+ µA dnA − d(TSA)

dGB = T dSB + VB dp+ µB dnB − d(TSB) .

▼✐t S = SA + SB ✉♥❞ V = VA + VB ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s

dG = −SdT + V dp+ (µA − µB)dn . ✭✽✳✶✾✮

❆✉s ❡✐♥❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dG =

(
∂G
∂T

)

p,n

dT +

(
∂G
∂p

)

T,n

dp+

(
∂G
∂n

)

T,p

dn ✭✽✳✷✵✮

❞❡r ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡ G = G(T, p, n) ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ T, p ✉♥❞ n
❡r❣✐❜t s✐❝❤

(
∂G
∂T

)

p,n

= −S

(
∂G
∂p

)

T,n

= V

(
∂G
∂n

)

T,p

= µA − µB.

❋ür Pr♦③❡ss❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✭dT = 0✮ ✉♥❞ ❜❡✐ ❦♦♥✲
st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦ ✭dp = 0✮ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ✐st ❞❛❤❡r

dG = (µA − µB)dn . ✭✽✳✷✶✮

❉❛s ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆r❜❡✐t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣s♣r♦③❡ss A →
B ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❙✐❡ ❢ä❧❧t ✉♠ s♦ ❣röÿ❡r ❛✉s✱ ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ❞✐❡
P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ✐st✳

❊✐♥❡ ❙t♦✛✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ✭●❧✳ ✽✳✶✶✮ ❧ä✉❢t✱ ✇✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡✲
r❡✐ts ❜❡❣rü♥❞❡t✱ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ✐♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❛❜✱ ✇❡♥♥
❞❛❜❡✐ ❦❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t ❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✉♥❞ s♦♠✐t ♥✉r ❞❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ∆G = 0 ❣✐❧t✳
❉❛ ❞✐❡s ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❣r♦ÿ❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✉♠sät③❡ ❣✐❧t✱ ✐st ❞❛s ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür
✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡ ❙t♦✛✉♠sät③❡ r✐❝❤t✐❣ ✉♥❞ s♦♠✐t ❦♦♠♠t ♠❛♥ ♠✐t ●❧✳ ✽✳✷✶
③✉r ❋❡stst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss ❞❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ü❜❡r❛❧❧ ✉♥❞ ❢ür ❥❡❞❡♥ ❙t♦✛ ✐♠
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❲❡rt ❤❛t✿

µA = µB im thermodynamischen Gleichgewicht ✭✽✳✷✷✮
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✽✳✼ P❤❛s❡♥✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r❡ ❝❤❡♠✐✲
s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥

❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❙t♦✛❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r
✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❆❣❣r❡❣❛t③✉stä♥❞❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❜❡✐ ❞❡r ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡s ❲❛ss❡rs ✈♦♥ ❞❡r ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ✢üss✐❣❡
P❤❛s❡ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❡s P❤ä♥♦♠❡♥s✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ T ✉♥❞ p ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ P❤❛s❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❡r❦❡♥♥t
♠❛♥ ❜❡r❡✐ts ❛✉s ●❧✳ ✼✳✺✵✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡♠ ❉r✉❝❦ ✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞✐❡
❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❡r❤ö❤t✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ✐s♦t❤❡r♠❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät

κT (p, ρ) ≈
1

p− aρ2

❢ür p = aρ2 ✉♥❡♥❞❧✐❝❤✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❡r♥st ♥✐♠♠t✱ ❞❛♥♥ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ❞❡♥
❙t♦✛ ♦❤♥❡ ❊♥❡r❣✐❡❛✉❢✇❛♥❞ ❛✉❢ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ♥✉❧❧ ③✉s❛♠♠❡♥❞rü❝❦❡♥✳ ❉❛❤❡r
③❡✐❣t ❞✐❡s❡s ❛❜s✉r❞❡ ❊r❣❡❜♥✐s ❛♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❆❣❣r❡❣❛t③✉st❛♥❞✱ ❤✐❡r ❞✐❡ ●❛s✲
♣❤❛s❡✱ ✐♥st❛❜✐❧ ✇✐r❞ ✉♥❞ ❡✐♥ P❤❛s❡♥ü❜❡r❣❛♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ P❤❛s❡ ❛✉❢tr✐tt✱
❤✐❡r ③✉r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡✳ ❉✐❡s❡ ✐st ❢ür ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ T ✉♥❞
p st❛❜✐❧✱ ✉✳❛✳ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❡✐♥❡r ❋❧üss✐❣❦❡✐t s✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❡✐♥❡s ●❛s❡s ✉♥✲
t❡rs❝❤❡✐❞❡t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞❛s Pr♦❞✉❦t aρ2✳

❉✐❡ ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✼✳✹✾✮ ❜❡s❝❤r❡✐❜t s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ✢üss✐❣❡
❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ P❤❛s❡ ✐♥ ❛❦③❡♣t❛❜❧❡r ◆ä❤❡r✉♥❣✳ ❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r a✱
Vmin ✉♥❞ cp − cV ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✢üss✐❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ P❤❛✲
s❡ ❥❡❞♦❝❤ ❡r❤❡❜❧✐❝❤✳ ❉❡s❤❛❧❜ ❣✐❜t ❡s ✐✳❆❧❧❣✳ ❛✉❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❑♦❡①✐st❡♥③③✉stä♥❞❡ (T, p) ❜❡✐❞❡r
❆❣❣r❡❣❛t③✉stä♥❞❡✱ ❞✳❤✳ ❢ür ❥❡♥❡ ❩✉stä♥❞❡✱ ✇♦ ❜❡✐❞❡ P❤❛s❡♥ ✐♠ t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t st❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦❡①✐st❡♥③③✉stä♥❞❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❡✐♥
T ✲p✲❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ❡✐♥tr❛❣❡♥✱ ✇✐❡ ❡s ✐♥ ❆❜❜✳ ✽✳✶ ❣❡③❡✐❣t ✐st✳

❉✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❢❡st❡♥ ③✉r ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ P❤❛s❡ ❤❡✐ÿt ❙✉❜❧✐♠❛✲
t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❩✉stä♥❞❡✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡s❡♥
❜❡✐❞❡♥ P❤❛s❡♥ st❛tt✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❧✐❡❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❙✉❜❧✐♠❛t✐♦♥s❦✉r✈❡ ✭❙✉❜❧✐✲
♠❛t✐♦♥✴❘❡s✉❜❧✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❉✐❡ ❙❝❤♠❡❧③❦✉r✈❡ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❥❡♥❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥✱ ❢ür
✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❢❡st❡ ✉♥❞ ✢üss✐❣❡ P❤❛s❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r ü❜❡r❣❡❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥
✭❙❝❤♠❡❧③❡♥✴❊rst❛rr❡♥✮✳ ❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ s✐♥❞ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ❙✐❡❞❡❦✉r✈❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥
P✉♥❦t❡ ❥❡♥❡ ❩✉stä♥❞❡✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✭❙✐❡❞❡♥✴❑♦♥❞❡♥s✐❡r❡♥✮ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ✢üss✐❣❡r ✉♥❞ ❣❛s❢ör♠✐❣❡r P❤❛s❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧ st❛tt✜♥❞❡t✳

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❤✐❡r✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❣❡s❛❣t✱ ❞✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ③✇❡✐❡r P❤❛s❡♥✱
❞✐❡ ❤✐❡r ♠✐t ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t s❡✐♥ s♦❧❧❡♥ ✉♥❞ ✉♥s ❛❧s ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡
✭❝❤❡♠✐s❝❤❡✮ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❣❡♠äÿ ❞❡r ❘❡❛❦t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❆ ⇆ ❇ ✭✽✳✷✸✮

❞✐❡♥❡♥ s♦❧❧✳
◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ P❤❛s❡ ❆ ❤♦♠♦❣❡♥ ✐st ✉♥❞ ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ VA ❡✐♥✲

♥✐♠♠t s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ SA ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ HA ❤❛t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✇❡✐ÿ✱
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✳✶✿ p✲T ✲P❤❛s❡♥❞✐❛❣r❛♠♠ ♠✐t ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❉r✉❝❦ p

✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ❛❧s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥✳ ❙✉❜❧✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❞❡t ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③❡
③✇✐s❝❤❡♥ ❢❡st❡r ✉♥❞ ❣❛s❢ör♠✐❣❡r P❤❛s❡ st❛tt✱ ❙❝❤♠❡❧③❡♥ ❛♥ ❞❡r ✢üss✐❣✲❢❡st❡♥
✉♥❞ ❱❡r❞❛♠♣❢✉♥❣ ❜③✇✳ ❙✐❡❞❡♥ ❛♥ ❞❡r ✢üss✐❣✲❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ ❩✇❡✐♣❤❛s❡♥❧✐♥✐❡✳
▲❡t③t❡r❡ ❡♥❞❡t ✐♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❜❡✐ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r Tcrit✳ ❆♠ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t
TIII ❧✐❡❣❡♥ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✈♦r

❞❛ss s✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ nA ❜❡st❡❤t✱ ❞❛♥♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ st♦✛s♣❡✲
③✐✜s❝❤❡ ●röÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✿

vA = VA/nA spezifisches Volumen

sA = SA/nA spezifische Entropie

hA = HA/nA spezifische Enthalpie

❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s♦❧❝❤❡ st♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐✲
❝❤❡♥ ❲❡✐s❡ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ P❤❛s❡ ❇ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ●röÿ❡♥ vB✱ sB✱ ✉♥❞
hB✳ ❙♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡♥ ❢ür ❛♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡ ❙t♦❢✲
❢❡ s✐♥❞ ♠❡✐st ❢ür ❙t❛♥❞❛r❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ t❛❜❡❧❧✐❡rt✱ ❞✳❤✳ ❢ür ϑC = 0 ➦❈ ✉♥❞
p = 1bar✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ s♦❧❝❤❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞❡♥t❤❛❧♣✐❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧✲
♣✐❡♥ ❢ür ❛♥❞❡r❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛✉sr❡❝❤♥❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❣❡ä♥✲
❞❡rt❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ st❡❧❧t✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♥ ❲❡rt❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥
s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●✐❜❜s✲❙t❛♥❞❛r❞❡♥t❤❛❧♣✐❡♥ g ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❋ür ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❞♦①r❡✲
❛❦t✐♦♥❡♥ ❧✐❡❣❡♥ s✐❡ ③✳❇✳ ✐♥ ❡✐♥❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥

g = h− Ts ≈ 100 kJ/Mol . ✭✽✳✷✹✮

❉✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❙❝❤♠❡❧③❡♥t❤❛❧♣✐❡♥ h ❜③✇✳ ❙❝❤♠❡❧③❡♥tr♦♣✐❡♥ s ❜❡③✐❡❤❡♥
s✐❝❤ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❛✉❢ ❛t♠♦s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❉r✉❝❦ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛❜❡✐ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙❝❤♠❡❧③✲
t❡♠♣❡r❛t✉r✳
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❊s ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ③✇❡✐ P❤❛s❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇✱ ❞✐❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❑♦✲
❡①✐st❡♥③❧✐♥✐❡♥ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❦♦❡①✐st✐❡r❡♥✱ s✐❝❤ ✐♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ♦❜❡♥
❣❡♥❛♥♥t❡♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ❞r❛st✐s❝❤ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳
❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ③✇❡✐ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣r❡♥③❡♥❞❡ ❱♦❧✉♠❡♥❜❡r❡✐❝❤❡✱
❞❡r❡♥ ❉r✉❝❦ ✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉s❣❡❣❧✐❝❤❡♥ s✐♥❞✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥❡r ♠✐t ❞❡r
P❤❛s❡ ❆ ❛✉s❣❡❢ü❧❧t ✐st ✉♥❞ ❞❡r ❛♥❞❡r❡ ♠✐t ❞❡r P❤❛s❡ ❇✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥❜❡r❡✐❝❤ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✇❡❝❤s❡❧t✱ s♦ st❡❧❧t ♠❛♥ ❛♥ ❞❡r rä✉♠✲
❧✐❝❤❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✐✳❆❧❧❣✳ ❡✐♥❡ s♣r✉♥❣❤❛❢t❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥
s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❢❡st✳ ▲✐❡❣t ❞❡r ❑♦❡①✐st❡♥③③✉st❛♥❞ ❛✉❢ ❞❡r
❙✐❡❞❡❦✉r✈❡✱ s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ P❤❛s❡ ❛❧s ❞✐❡ ✢üss✐❣❡ P❤❛s❡✱ ❢ür ✇❡❧✲
❝❤❡ ❞❛s s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥✱ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡
❊♥tr♦♣✐❡ ❦❧❡✐♥❡r s✐♥❞✳ ❆♥❛❧♦❣ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ P❤❛s❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❩✉stä♥❞❡
❛✉❢ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦❡①✐st❡♥③❧✐♥✐❡♥ ❧✐❡❣❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐♠ T ✲p✲❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ✭❆❜❜✳ ✽✳✶✮ ❜③✇✳ P❤❛s❡♥❞✐❛❣r❛♠♠
❞✐❡ ❩✉stä♥❞❡ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❣❡str✐❝❤❡❧t❡♥ ▲✐♥✐❡
❢ür ❡✐♥❡♥ ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❉r✉❝❦ p1 ❞✉r❝❤❧ä✉❢t✱ s♦ ❧✐❡❣t ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥❡ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❡ P❤❛s❡ ♠✐t ❤♦❤❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡
✈♦r✳ ❉❛s ✐st ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❢❡st❡ P❤❛s❡✳ ❊①❛❦t ❛✉❢ ❞❡♠ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ♠✐t
❞❡r ❙❝❤♠❡❧③❦✉r✈❡ tr✐tt ❡✐♥❡ ③✇❡✐t❡ P❤❛s❡ ❛✉❢✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❞❡r ❡rst❡♥ ♥✉r ✐♥
❞✐❡s❡♠ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ❦♦❡①✐st✐❡rt ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❤❛t✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡
✢üss✐❣❡ P❤❛s❡✳ ❙♦❜❛❧❞ ❞✐❡ ❙❝❤♠❡❧③t❡♠♣❡r❛t✉r ü❜❡rs❝❤r✐tt❡♥ ✐st✱ ❧✐❡❣t ✇✐❡❞❡r
❡✐♥❡ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❡ P❤❛s❡ ✈♦r✳ ❉♦rt ✇♦ ❞✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙✐❡❞❡❦✉r✈❡
tr✐✛t✱ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ P❤❛s❡ ♠✐t ♥♦❝❤ ❤ö❤❡r❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ③✇❡❝❦s
❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡ ❛❧s ❣❛s❢ör♠✐❣❡ P❤❛s❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❆♠ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t✱ ❞❡r ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❣❛♥③ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❉r✉❝❦ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❣❛♥③
❜❡st✐♠♠t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TIII ❛✉❢tr✐tt✱ ❦♦❡①✐st✐❡r❡♥ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥ ♠✐t ❞r❡✐ s✐❝❤
❞❡✉t❧✐❝❤ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥❞❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡♥✳ ❉✐❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥
❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t❡ s✐♥❞ ❞❛❤❡r ❜❡s♦♥❞❡rs ❣❡❡✐❣♥❡t✱ ✉♠ ❘❡❢❡r❡♥③♣✉♥❦t❡ ❢ür ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛✲
t✉rs❦❛❧❛ ❢❡st③✉❧❡❣❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡♥ ▲✐♥✐❡ ❡r✲
❤ö❤t✱ ❞❡r❡♥ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥❡r ❉r✉❝❦ p2 ❦❧❡✐♥❡r ✐st ❛❧s ❞❡r ❉r✉❝❦ ❞❡s ❚r✐✲
♣❡❧♣✉♥❦ts✱ s♦ ❢ä❧❧t ❡✐♥❡r ❞❡r ❞r❡✐ P❤❛s❡♥ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❛✉s✿ ♠❛♥ ü❜❡rq✉❡rt ♥✉r
♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❑♦❡①✐st❡♥③❧✐♥✐❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❢❡st❡♥ P❤❛s❡ ③✉ ❡✐♥❡r ✢✉✐❞❡♥
P❤❛s❡✳

❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❉r✉❝❦ p1✱ ❞❡r ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❉r✉❝❦s pcrit ❞❡s ❦r✐✲
t✐s❝❤❡♥ P✉♥❦ts ✭Tcrit✱pcrit✮ ❧✐❡❣t✱ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✐❡ ❩✉stä♥❞❡
❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❣❡str✐❝❤❡❧t ❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ▲✐♥✐❡ ❞✉r❝❤❧ä✉❢t✱ ü❜❡rq✉❡rt ♠❛♥ ♥✉r ❡✐✲
♥❡ ❑♦❡①✐st❡♥③❧✐♥✐❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✈♦♥ ❞❡r ❢❡st❡♥ P❤❛s❡ ③✉ ❡✐♥❡r ✢✉✐❞❡♥
P❤❛s❡✳ ❉❡r ●r✉♥❞ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❦❡✐♥ P❤❛s❡♥ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥
✢✉✐❞❡♥ P❤❛s❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❡✐♥❡s
●❛s❡s ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❉r✉❝❦s pcrit ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♥❡❣❛t✐✈ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❋♦❧❣❧✐❝❤ tr✐tt ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ■♥st❛❜✐❧✐tät ♠❡❤r ❛✉❢ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❢ä❧❧t ❞❡r P❤❛s❡♥✲
ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ P❤❛s❡ ❛✉s✳ ❆♠ ❦r✐✲
t✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t s❡❧❜st ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ ✉♥❞
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❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ P❤❛s❡ ♠❡❤r✱ ✇❡✐❧ ❜❡✐❞❡ P❤❛s❡♥ ✐♥st❛❜✐❧ s✐♥❞✳ ❉❛s ä✉ÿ❡rt s✐❝❤
❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❛♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ✉♠ ❡✐♥✐❣❡ ❩❡❤♥❡r♣♦✲
t❡♥③❡♥ ❤ö❤❡r s❡✐♥ ❦❛♥♥ ❛❧s ✐♥ ❞❡♥ st❛❜✐❧❡♥ P❤❛s❡♥❜❡r❡✐❝❤❡♥✱ ✇❛s ③✉ ❡♥♦r♠❡♥
❧♦❦❛❧❡♥ ❉✐❝❤t❡✢✉❦t✉❛t✐♦♥❡♥ ❛♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✳

❲❡♥♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉r✉❝❦ ❡✐✲
♥❡ ❙t♦✛✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣ A ⇆ B st❛tt✜♥❞❡t✱ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ∆nA = ∆n
✐♥ ❡✐♥❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ∆nB = −∆n ✉♠❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ❞❛❞✉r❝❤ st❛tt✜♥❞❡♥❞❡ ➘♥✲
❞❡r✉♥❣ ∆G ❞❡r ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥
❛✉s❞rü❝❦❡♥✿

∆G = hA∆nA +hB∆nB − T (sA∆nA + sB∆nB)

= [(hA −hB)− T (sA − sB)]∆n ✭✽✳✷✺✮

❉❛ P❤❛s❡♥✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❛♥ ❥❡♥❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ P❤❛s❡♥✲
❞✐❛❣r❛♠♠ ✭❆❜❜✳ ✽✳✶✮ ❛✉❢ ❞❡♥ ❑♦❡①✐st❡♥③❦✉r✈❡♥ ❧✐❡❣❡♥✱ ✐st ❞♦rt ∆G = 0✱
❞❡♥♥ r❡✈❡rs✐❜❡❧ s✐♥❞ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❞❛❜❡✐ ❦❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t
❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤ts ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✮✳ ❋ür r❡✲
✈❡rs✐❜❧❡ P❤❛s❡♥✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❑♦❡①✐st❡♥③❦✉r✈❡♥ ❞❛❤❡r
❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣

∆G = 0 . ✭✽✳✷✻✮

❋ür ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ∆n ✈♦♥ ❡✐♥❡r P❤❛s❡ ✐♥ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡
❢♦❧❣t ❞❛♥♥ ❛✉s ●❧✳ ✽✳✷✺✱ ❞❛ss

(hA −hB)− T (sA − sB) = 0 . ✭✽✳✷✼✮

❉❛ ✐♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ü❜❡r❛❧❧ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡
P♦t❡♥t✐❛❧ ✈♦r❧✐❡❣t ✭s✳ ●❧✳ ✽✳✷✷✮✱ ❢♦❧❣t ❢❡r♥❡r✱ ❞❛ss (µA − µB)dn = 0✳ ❙♦♠✐t
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ●❧✳ ✽✳✶✾ ❢ür ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥
❞❡s ❉r✉❝❦s ✉♥❞ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ❞❛ss

dG = −S dT + V dp .

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡s ❙t♦✛❡s ❆ ♥❛❝❤ ❙t♦✛ ❇ ❛✉s❢ü❤rt
✉♥❞ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❞❛❜❡✐ ✉♠ ∆n ä♥❞❡rt✱ s♦ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡s❡ ✇❡❣❡♥ ●❧✳ ✽✳✷✻
❞✐❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣✿

d∆G = −∆S dT +∆V dp = 0

❜③✇✳
− (sA − sB)dT + (vA − vB)dp = 0 ✭✽✳✷✽✮

❢ür ❛❧❧❡ ❩✉stä♥❞❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❑♦❡①✐st❡♥③❧✐♥✐❡ ③✇❡✐❡r P❤❛s❡♥✳
❆✉s ●❧✳ ✽✳✷✼ ✉♥❞ ●❧✳ ✽✳✷✽ ❢♦❧❣t ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❈❧❛✉s✐✉s✲❈❧❛♣❡②r♦♥✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✿

dp

dT
=

sA − sB

vA − vB
=

hA −hB

T (vA − vB)
. ✭✽✳✷✾✮
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❙✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❑♦❡①✐st❡♥③❦✉r✈❡♥ ❜③✇✳✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞❡r ❉r✉❝❦
❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❑♦❡①✐st❡♥③❦✉r✈❡ ♠✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ä♥❞❡rt✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡r✲
❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ●❧✳ ✽✳✷✾✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❑♦❡①✐st❡♥③❦✉r✈❡ ❢ür ❞❡♥ Ü❜❡r✲
❣❛♥❣ ❢❡st✲✢üss✐❣ ✭❞✳✐✳ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤♠❡❧③❦✉r✈❡✮ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ st❡✐❧❡r ❛♥✲
st❡✐❣t ❛❧s ❞✐❡ ❑✉r✈❡ ❢ür ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✢üss✐❣✲❣❛s❢ör♠✐❣ ✭❞✳✐✳ ❞✐❡ ❞✐❡ ❙✐❡❞❡❦✉r✲
✈❡✮✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ❞❡r ❢❡st❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡
♥✉r ✇❡♥✐❣ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ✢üss✐❣❡ ✉♥❞ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ P❤❛s❡
❤✐♥❣❡❣❡♥ s❡❤r st❛r❦✳ ◆♦r♠❛❧❡r✇❡✐s❡ ❤❛t ❞✐❡ ❙❝❤♠❡❧③❦✉r✈❡✱ s♦ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✽✳✶
❣❡③❡✐❣t✱ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❙t❡✐❣✉♥❣✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡ ❣röÿ❡r
❛❧s ❞✐❡ ❞❡r ❢❡st❡♥ P❤❛s❡ ✐st ✉♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞❛s s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ❣röÿ❡r ✐st✳
❲❛ss❡r ✐st ❡✐♥❡ ❞❡r ✇❡♥✐❣❡♥ ❆✉s♥❛❤♠❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤♠❡❧③❦✉r✈❡ ❡✐♥❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❤❛t✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ✈♦♥ ❊✐s
❣röÿ❡r ❛❧s ❞❛s❥❡♥✐❣❡ ❞❡s ✢üss✐❣❡♥ ❲❛ss❡rs ✐st ✭s♦❣✳ ❆♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡s ❲❛ss❡rs✮✳



❑❛♣✐t❡❧ ✾

❊❧❡❦tr✐③✐tät

❉✐❡ ❚r✐❜♦❧♦❣✐❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t P❤ä♥♦♠❡♥❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❡♥❣ ♠✐t❡✐♥✲
❛♥❞❡r ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r③✉ ❣❡❤ör❡♥ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡
✭❑❛♣✳ ✻✳✷✳✶✮✱ ❞❛s ❍❛❢t❡♥ ✭❑❛♣✳ ✻✳✷✳✷✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣ ✭❑❛♣✳ ✻✳✷✳✸✮✳ ❙✐❡
tr❡t❡♥ ♥✉r s♦ ❧❛♥❣❡ ✐♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ✐♥ ❡♥❣❡♠ ❑♦♥✲
t❛❦t ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥✳ ❱♦r ♠❡❤r ❛❧s ✷✺✵✵ ❏❛❤r❡♥ ❜❡r✐❝❤t❡t❡ ❚❤❛❧❡s ✈♦♥
▼✐❧❡t ❥❡❞♦❝❤ ❡rst♠❛❧s✱ ❞❛ss ❛♥ ❣❡r✐❡❜❡♥❡♠ ❇❡r♥st❡✐♥ ❛✉❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡r ❚r❡♥✲
♥✉♥❣ ❞❡s ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❦♦♥t❛❦ts ❡✐♥❡ ❢♦rt❞❛✉❡r♥❞❡ ❲✐r❦✉♥❣ ③✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥
✐st✳ ❙✐❡ ä✉ÿ❡rt s✐❝❤ ✉✳❛✳ ✐♥ ❡✐♥❡r ü❜❡r ❡✐♥✐❣❡ ❉✐st❛♥③ ✇✐r❦s❛♠❡♥ ❆♥③✐❡❤✉♥❣
❜③✇✳ ❆❜st♦ÿ✉♥❣ ❛♥❞❡r❡r ●❡❣❡♥stä♥❞❡✳ ❉✐❡s❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ✇✉r❞❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠
❛❧t❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡♥ ❲♦rt ✒❊❧❡❦tr♦♥✏ ❢ür ❞❡♥ ❇❡r♥st❡✐♥ ❛❧s ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡t♦♥❡♥ ✇✐❧❧✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✉r❝❤ ❘❡✐❜✉♥❣ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇✉r❞❡✱
s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❘❡✐❜✉♥❣s❡❧❡❦tr✐③✐tät ❜③✇✳ ❚r✐❜♦❡❧❡❦tr✐③✐tät✳

❘❡✐❜t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ▲✉❢t❜❛❧❧♦♥ ❛♥ ❞❡r ❑❧❡✐❞✉♥❣ ♦❞❡r ❡✐♥❡♥ ●❧❛s✲ ♦❞❡r ❑✉♥st✲
st♦✛st❛❜ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❙tü❝❦ ❋❡❧❧✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♥ s♦ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥
❲✐r❦✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❛✉s❧ös❡♥ ✭③✳❇✳ ✐♠ ▼❡t❡r❜❡r❡✐❝❤✮✳
■♥ ❞✐❡s❡r ❍✐♥s✐❝❤t ä❤♥❡❧t ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ❥❡❞♦❝❤ tr❡t❡♥ ✐♠
❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❛③✉ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛♥③✐❡❤❡♥❞❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❛❜st♦ÿ❡♥❞❡ ❲✐r❦✉♥❣❡♥
❛✉❢✳ ●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ●❧❛sst❛❜ ❛✉s✱ ❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❡❧❧ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt ✇✉r✲
❞❡✱ s♦ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❛❧❧❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ❞❛♥❛❝❤
❡✐♥t❡✐❧❡♥✱ ♦❜ s✐❡ ✈♦♠ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ●❧❛sst❛❜ ❛❜❣❡st♦ÿ❡♥ ♦❞❡r ❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❞❡r ❡rst❡♥ ●r✉♣♣❡ ✇✐r❞ ❛❧s ♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥
❛❧s ♥❡❣❛t✐✈ ❦❧❛ss✐✜③✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❣❡❤t ❛✉❢ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❋r❛♥❦❧✐♥ ✭❆❜❜✳
✾✳✶✮ ③✉rü❝❦✳✶

✶❇❡♥❥❛♠✐♥ ❋r❛♥❦❧✐♥ s❡t③t❡ s✐❝❤ ❢ür ❉❡♠♦❦r❛t✐❡✱ ❇ür❣❡r❢r❡✐❤❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♠❡r✐❦❛♥✐s❝❤❡
❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐ts❜❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥✳ ❆❧s ❋r❡✐❣❡✐st ✉♥❞ ❋r❡✐♠❛✉r❡r ✇❛r ❡r ❡✐♥ ❱♦r❦ä♠♣❢❡r ❣❡❣❡♥
❞✐❡ ❙❦❧❛✈❡r❡✐ ✉♥❞ r❡❧✐❣✐ös❡ ■♥t♦❧❡r❛♥③✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❊r✜♥❞✉♥❣ ❞❡s ❇❧✐t③❛❜❧❡✐t❡rs ✉♥❞ s❡✐♥❡
■♥✐t✐❛t✐✈❡ ③✉r ●rü♥❞✉♥❣ ❞❡r ❢r❡✐✇✐❧❧✐❣❡♥ ❋❡✉❡r✇❡❤r ✈❡r❜❛♥♥t❡ ❡r ❞✐❡ ❇r❛♥❞❣❡❢❛❤r ❛✉s ❞❡♥
❙tä❞t❡♥✳

✷✾✾
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✿ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❋r❛♥❦❧✐♥
✭✶✼✵✻✲✶✼✾✵✮ ❛✉❢ ❞❡r ✶✵✵✲❉♦❧❧❛r✲◆♦t❡✳
❉✐❡ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❡✐♥❡s ❣❡r✐❡❜❡♥❡♥ ●❧❛s✲
st❛❜s ✇✉r❞❡ ③✉♥ä❝❤st é❧❡❝tr✐❝✐té ✈✐tr❡✉✲
s❡ ✭●❧❛s❡❧❡❦tr✐③✐tät✮ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❋r❛♥✲
❦❧✐♥ ❢ü❤rt❡ ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ✒♣♦s✐t✐✲
✈❡✏ ✉♥❞ ✒♥❡❣❛t✐✈❡✏ ❊❧❡❦tr✐③✐tät✏ ❡✐♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✿ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ✭▼✐t
❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r ❊r❧❛✉❜♥✐s ❞✉r❝❤ ◆♦r❜❡rt
❲❡❧s❝❤✱ ❲❡❧s❝❤ ✫ P❛rt♥❡r ✲s❝✐❡♥t✐✜❝
♠✉❧t✐♠❡❞✐❛✲✮✳ ◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ❊❧❡❦tr✐s✐❡r✉♥❣
✐st✱ ✇✐❡ ❤✐❡r ❣❡③❡✐❣t✱ ❡✐♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡
❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ③✉ s❡❤❡♥

✾✳✶ ▲❛❞✉♥❣ ✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧

❊✐♥✐❣❡ ❆s♣❡❦t❡ ❞❡r ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ■♥str✉✲
♠❡♥t ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞❡♠ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣✳ ❆❜❜✳ ✾✳✷ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❞❡r ✈✐❡❧❢ä❧t✐❣❡♥ t❡❝❤✲
♥✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✳ ❙❡✐♥❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ s✐♥❞ ❡✐♥ ✉♥✲
❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡r ▼❡t❛❧❧st❛❜✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❣❡❤❛❧✲
t❡rt ✐st✳ ❉❛r❛♥ ✐st ❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡r ▼❡t❛❧❧③❡✐❣❡r ❞r❡❤❜❛r ❜❡❢❡st✐❣t✱ ❞❡ss❡♥ ❆✉ss❝❤❧❛❣
♠❛♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❙❦❛❧❛ ❛❜❧❡s❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♥ s❡✐♥❡♠ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉✲
st❛♥❞ ❤ä♥❣t ❞❡r ❩❡✐❣❡r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❦r❛❢t ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥✳

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡s ❖❜❥❡❦t✱ ③✳❇✳ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡r ❙t❛❜✱ ❡✐♥❡♠
❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ♥ä❤❡rt✱ s❝❤❧ä❣t ❞❡r ❩❡✐❣❡r ❛✉s✳ ❉✐❡ ●röÿ❡ ❞❡s ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣s
❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❛❧s ✉♥s❡r ✈♦r❧ä✉✜❣❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡r ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♠ ❖❜❥❡❦t ✉♥❞ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣✳ ❊♥t❢❡r♥t ♠❛♥ ❡s
✇✐❡❞❡r✱ ❞❛♥♥ ❣❡❤t ❞❡r ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ✇✐❡❞❡r ❣❡❣❡♥ ♥✉❧❧✳ ❉✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥
❞❡♠♦♥str✐❡rt ❛✉❣❡♥❢ä❧❧✐❣✱ ❞❛ss ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲✉❢t
❤✐♥❞✉r❝❤ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❜❡trä❝❤t❧✐❝❤❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✇✐r❦s❛♠ s❡✐♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❛❜❡r ❛✉❝❤✱
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❞❛ss ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❛❜♥✐♠♠t✳
❉❛ss ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❧❛♥❣r❡✐❝❤✇❡✐t✐❣ ✐st✱ ✐st ❡✐♥ ♥❡✉❡r ❆s♣❡❦t✳ ❊❧❡❦✲

tr✐s❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞❛r✐♥ s✐❣♥✐✜❦❛♥t ✈♦♥ s♦❧❝❤❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡
❜❡✐ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❉✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❆❜❤ä♥❣✐❣✲
❦❡✐t ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❲✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❊♥t❢❡r✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡rst ❡✐♥♠❛❧
✈❡rs❝❤✐❡❜❡♥ ✉♥❞ s♣ät❡r ❢♦rts❡t③❡♥ ✭s✳ ❘P❑✷✮✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❡s ③✉✲
♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r ✉♠ ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡r ❩❡✐❣❡r❛✉s✲
s❝❤❧❛❣ ③✉rü❝❦❜❧❡✐❜t✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❣❡❢ü❤rt❡ ▼❡t❛❧❧st❛❜ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦✲
s❦♦♣s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ❙t❛❜ ❜❡rü❤rt ✇✐r❞✳ ❊r ❜❧❡✐❜t ❜❡st❡❤❡♥✱ ❛✉❝❤
✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ❙t❛❜ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ s♦ ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t✱ ❞❛ss ❦❡✐✲
♥❡ ✈♦♥ ✐❤♠ ❤❡rrü❤r❡♥❞❡♥ ❡♥t❢❡r♥✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❲✐r❦✉♥❣❡♥ ♠❡❤r ❢❡stst❡❧❧✲
❜❛r s✐♥❞✳ ❙❡❧❜st ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ü❜❡r ❡✐♥✐❣❡ ❙t✉♥❞❡♥ ❤✐♥✇❡❣
❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ s♦ ❜❧❡✐❜t ❡r ♥❛❤❡③✉ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦✲
s❦♦♣✱ ❞❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ❑ör♣❡r ❜❡rü❤rt ✇♦r❞❡♥ ✐st✱ ❞❡♥ ▼❡t❛❧❧st❛❜
❡✐♥❡s ③✇❡✐t❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣s ❜❡rü❤rt✱ tr✐tt ❛✉❝❤ ❞♦rt ❡✐♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡r ❩❡✐❣❡✲
r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❛✉❢✳ ❉❛s ❊rst❡r❡ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❛❧s♦ s♦ ✇✐❡ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡r ❑ör♣❡r
✉♥❞ ❞❛❤❡r ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❛❧s ❋♦❧❣❡ ❡✐♥❡r ❊❧❡❦tr✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥✲
t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳ ❊✐♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣✱ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt ✇♦r❞❡♥ ✐st✱ ❦❛♥♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞
❞✉r❝❤ ❇❡rü❤r✉♥❣ ❛♥❞❡r❡ ❑ör♣❡r ❡❧❡❦tr✐s✐❡r❡♥✳

❆♥ ❡✐♥❡r ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ■♥❞✐❦❛t♦r❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❧❡s❡♥✱ ❞❛ss ❊❧❡❦tr✐s✐❡r✉♥❣
❡✐♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ✐st✿ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt ✇✐r❞✱ s❡t③t
s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡r ❩❡✐❣❡r ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✭❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✮✱ ❞❛❜❡✐ ä♥✲
❞❡rt s✐❝❤ s❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡✱ ❞❡♥♥ ❡r ✇✐r❞ ❛♥❣❡❤♦❜❡♥✳
▼❛♥ ♠❛❝❤t ❞✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❛ss ❡r ✉♠ ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❧❛❣❡ ♦s✲
③✐❧❧✐❡rt ✉♥❞ ❡rst ♥❛❝❤ ❡✐♥✐❣❡r ❩❡✐t ③✉r ❘✉❤❡ ❦♦♠♠t ✭❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✮✳ ❊s ❦❛♥♥
❛❧s♦ ❦❡✐♥ ❩✇❡✐❢❡❧ ❞❛r❛♥ ❜❡st❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U ❞❡s ❊❧❡❦tr♦✲
s❦♦♣s ❞✉r❝❤ ❞❛s ❊❧❡❦tr✐s✐❡r❡♥ ③✉❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✳ ▼❛♥ ❤❛t ❡s ❛❧s♦ ♠✐t ❡✐♥❡♠
♥❡✉❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ③✉ t✉♥✱ ❞❡ss❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤❧❛❣✲
✇♦rt ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠s❝❤r❡✐❜t✳ ▼❛♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✐❤♥ ✐♥ ❞❡r ❜❡✇ä❤rt❡♥
❲❡✐s❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❞❛③✉ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊rst❡r❡ ✇✐r❞ ❛❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ q ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞
❧❡t③t❡r❡ ✭❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ µ✮ ❛❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❧❛ss❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ❍✐♥✇❡✐s ✒✳✳✳♠❡♥❣❡✏ ✇❡❣ ✉♥❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ q ❡✐♥✲
❢❛❝❤ ❛❧s ▲❛❞✉♥❣✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t t❤❡r♠✐s❝❤❡r✱ ❡❧❛s✲
t✐s❝❤❡r✱ ❝❤❡♠✐s❝❤❡r ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❦♦♥③✐♣✐❡rt✱ s♦ ❤❛t ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ U = U(S, V, n1, n2, . . . , q1, q2, . . .) ❞✐❡ ❋♦r♠

dU = T dS − p dV +
∑

µi dni +
∑

ϕi dqi ✭✾✳✶✮

♠✐t ❞❡♠ ♥❡✉❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ϕi dqi ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r i✲t❡♥ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥
❙t♦✛s♣❡③✐❡s✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉r ♠✐t ❡✐♥❡r ❡✐♥③✐❣❡♥ ▲❛❞✉♥❣ss♣❡③✐❡s ③✉ t✉♥ ❤❛t✱
✐st

dU = T dS − p dV +
∑

µi dni + ϕdq .
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❍✐❡r ✐st q ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ✉♥❞

ϕ =
∂U
∂q

✭✾✳✷✮

❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧✳
❇❡♥❥❛♠✐♥ ❋r❛♥❦❧✐♥ ❡r❦❛♥♥t❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❡✐♥❡♠ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✉♥✲

t❡r❧✐❡❣t✳ ❉❛s ③❡♥tr❛❧❡ P♦st✉❧❛t ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❤❛t ❢ür ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞②✲
♥❛♠✐❦ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❜❡❞❡✉t❡♥❞❡♥ ❘❛♥❣ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡
▼❡❝❤❛♥✐❦ ✭●❧✳ ✹✳✸✺✮ ♦❞❡r ❞✐❡ ❙✉❜st❛♥③❡r❤❛❧t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❈❤❡♠✐❡ ✭●❧✳ ✽✳✷✮✳

P♦st✉❧❛t ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣
❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✳

■♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠ ❧❛✉❢❡♥ ❛❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡
st❡ts s♦ ❛❜✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳ ❚r♦t③ ❞❡r ❣❡✇❛❧t✐❣❡♥ ❩❛❤❧
❛♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✱
✉♥❞ ❛✉❝❤ ♥❛❝❤ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡♠ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❞❡r Prü❢✉♥❣ ❤❛t s✐❝❤ ♥✐❡ ❡✐♥
❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥
❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ▼❛ss❡ ✭✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❡r❤❛❧t❡♥✮ ✉♥❞ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡
✭❡r❤❛❧t❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐♥✈❛r✐❛♥t✮✱ s♦ s✐♥❞ ❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣
str❡♥❣❡r✿ ❱♦♥ ✐❤r ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ♥✉r ❣❡❢♦r❞❡rt✱ ❞❛ss s✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥ ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❛ss
s✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐st✳ ❙✐❡ ✐st ✇✐❡ ❞✐❡ ❘❛✉♠✴❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡ c ❡✐♥ ▲♦r❡♥t③✲❙❦❛❧❛r
✉♥❞ ♥✐❝❤t ✇✐❡ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✉r ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r✳

❲❡♥♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ♠✐t ❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ qA ✉♥❞ qB s✐♥❞✱ ❞❛♥♥
❜❡s✐t③t ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❆❞❞✐t✐✈✐tät✱ ❞✐❡ ❥❡❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥
●röÿ❡ ③✉❦♦♠♠t✱ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q = qA + qB✳ ❲❡♥♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r
Pr♦③❡ss st❛tt✜♥❞❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ q̃A ✉♥❞
q̃B ❜❡s✐t③❡♥✱ s♦ ✈❡r❧❛♥❣t ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣✱ ❞❛ss

qA + qB = q = q̃A + q̃B ✭✾✳✸✮

❲❡♥♥ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛❧s♦ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❡✐♥❡s Pr♦③❡ss❡s ♥✉❧❧ ✇❛r✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❆
✉♥❞ ❇ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥ ✇❛r❡♥ ✭qA = 0 ✉♥❞ qB = 0✮✱ s♦ ❤❛❜❡♥ s✐❡ ♥❛❝❤
❞❡♠ Pr♦③❡ss ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ▲❛❞✉♥❣✿ q̃A = −q̃B✳ ❉❛s P♦st✉❧❛t
❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❤❛t ✇❡✐tr❡✐❝❤❡♥❞❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥✿ ❊❣❛❧ ❛✉s ✇✐❡✈✐❡❧❡♥
❊✐♥③❡❧t❡✐❧❡♥ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ Pr♦③❡ss ❜❡st❡❤t
✉♥❞ ✈ö❧❧✐❣ ❡❣❛❧✱ ♦❜ ✐♠ Pr♦③❡ss ♥❡✉❡ ❚❡✐❧❡ ❣❡♥❡r✐❡rt ♦❞❡r ✈❡r♥✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✿
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛❧❧❡r ✈♦r ❞❡♠ Pr♦③❡ss ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❚❡✐✲
❧❡ ❜✐❧❞❡t ✉♥❞ ❥❡♥❡ ❛❧❧❡r ❚❡✐❧❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ Pr♦③❡ss✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❣❧❡✐❝❤✳
❙♦ ✇❡✐t ✈❡r❤ä❧t ❡s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ♠✐t ❞❡r ■♠♣✉❧✲
s❡r❤❛❧t✉♥❣✳ ❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ✭♥❡❜❡♥ ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣
❦❡✐♥ ❱❡❦t♦r ✐st✮ ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣✳ ❋ü❤rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥
❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ S➫ ❛✉s✱ ❞❛s s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v
❜❡✇❡❣t✱ s♦ ✐st ✐♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉♠ ■♠♣✉❧s ✇❡❣❡♥ ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣
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qA = qA➫ ✉s✇✳✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ✕ ❡❣❛❧ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ■♥❡rt✐✲
❛❧s②st❡♠ ♠❛♥ s✐❡ ♠✐sst✳ ❲❡♥♥ ❛❧s♦ ●❧✳ ✾✳✸ ✐♥ ❙ ❣✐❧t✱ s♦ ❣✐❧t ❞♦rt ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤
♥✉r ❞✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡

qA➫+ qB➫ = q➫ = q̃A➫+ q̃B➫ , ✭✾✳✹✮

s♦♥❞❡r♥ ❥❡❞❡ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ●röÿ❡♥ ❤❛t ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥
❩❛❤❧❡♥✇❡rt ✇✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✾✳✸✱ ❞✳❤✳ ●❧✳ ✾✳✸ ✉♥❞ ●❧✳ ✾✳✹ s✐♥❞ ✐❞❡♥t✐s❝❤✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡
✐st q➫ = q✳

▼❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❖❜❥❡❦t❡ tr❛❣❡♥ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ q = 0✱ ❞✳❤✳
s✐❡ ❜❡❣❡❣♥❡♥ ✉♥s ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ③✉♥ä❝❤st ❛❧s ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡ ❖❜❥❡❦t❡✳ ❲✉r❞❡ ❡✐♥
③✉✈♦r ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡s ❖❜❥❡❦t ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt✱ s❛❣t ♠❛♥ ❛✉❝❤✱ ❞❛ss ❡s ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞
❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❣❡❧❛❞❡♥ ✐st✳ ❲❡r❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛✉s ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡r ▼❛t❡r✐❡ ✒❣❡♥❡r✐❡rt✏✱
s♦ ♠✉ss ❜❡✐ ❞❡r ❊❧❡❦tr✐s✐❡r✉♥❣ st❡ts ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇✐❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣
❡♥tst❡❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞❡r Pr♦③❡ss ❞❡r ✒▲❛❞✉♥❣s❡r③❡✉❣✉♥❣✏ ✐st ❧❡t③t❡♥❞❧✐❝❤ ✐♠♠❡r
❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣str❡♥♥✉♥❣ ✳

❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ s❡✐ ❆ ❡✐♥ ③✉♥ä❝❤st ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡s ❙tü❝❦ ❋❡❧❧ ✉♥❞ ❇ ❡✐♥ ✉♥❣❡✲
❧❛❞❡♥❡r ●❧❛sst❛❜✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ●❡s❛♠t❧❛❞✉♥❣✱ ✐st ❛♥✲
❢❛♥❣s qA+qB = q = 0✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ qA = qB = 0
❜❡✜♥❞❡t✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❣❡❜r❛❝❤t ❤❛t✱ ❤❛t ❞❡r
●❧❛sst❛❜ ✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡r tr✐❜♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡✐♥❡ ♣♦✲
s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ q̃A = +q0✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ♠✉ss ❛✉❢ ❞❡♠ ❋❡❧❧ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤
❣r♦ÿ❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ▲❛❞✉♥❣ q̃B = −q0 s❡✐♥✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡s
❊①♣❡r✐♠❡♥t ❛✉❢ ❞✐❡ Pr♦❜❡ st❡❧❧❡♥✿ ❆✉❢ ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ st❡❝❦t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ▼❡✲
t❛❧❧❜❡❝❤❡r ❛✉❢✳ ▼❛♥ ♥✐♠♠t ❡✐♥❡♥ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ●❧❛sst❛❜ ✉♥❞ ❡✐♥ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡s
❋❡❧❧ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt s✐❡✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ s✐❡ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❜r✐♥❣t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ st❡❝❦t
♠❛♥ ❜❡✐❞❡ ❖❜❥❡❦t❡ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡❝❤❡r✳ ❉❡r ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❜❧❡✐❜t ♥✉❧❧✱ ❞❡♥♥ ♦❜✲
✇♦❤❧ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❊❧❡❦tr✐s✐❡r❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❣❡tr❡♥♥t ✇✉r❞❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ✐♠ ❇❡❝❤❡r
st❡❝❦❡♥❞❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❣❡tr❡♥♥t❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ♥✉❧❧✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ●❧❛sst❛❜
❤❡r❛✉s③✐❡❤t ✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ q0 ❡♥t❢❡r♥t✱ s❝❤❧ä❣t ❞❡r
❩❡✐❣❡r ❞❡s ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣s ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲❡rt ❛✉s✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ❊❧❡❦tr♦✲
s❦♦♣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ −q0 ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt ✇✐r❞✳ ❙t❡❝❦t
♠❛♥ ❞❡♥ ❙t❛❜ ✇✐❡❞❡r ③✉rü❝❦✱ ❣❡❤t ❞❡r ❆✉ss❝❤❧❛❣ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢ ♥✉❧❧ ③✉rü❝❦✳ ◆✉♥
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❥❛ ❛✉❝❤ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❞❛s ❋❡❧❧ ❤❡r❛✉s③✐❡❤❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡
❞❛r❛♥ ❤❛❢t❡♥❞❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣✳ ❉❛s ❢ü❤rt ✇✐❡❞❡r ③✉ ❡✐♥❡♠ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣✳
❉❡r ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ P✉♥❦t ✐st ♥✉♥✱ ❞❛ss ❜❡✐❞❡ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧ä❣❡ ✭✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱
❡s ❣❡❧✐♥❣t✱ ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ♣❡r❢❡❦t ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✮ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱
❞✳❤✳ ♠❛♥ st❡❧❧t ❢❡st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧ä❣❡ ❢ür ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇✐❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ s✐♥❞✳

❆✉s ❞✐❡s❡♠ ❘❡s✉❧t❛t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❊✐♥s✐❝❤t ③✉r
❢✉♥❦t✐♦♥❛❧❡♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s P♦t❡♥t✐❛❧s ✈♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ❣❡✇✐♥♥❡♥✿ ❩✇✐✲
s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ s✐t③t✳ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠
❊❧❡❦tr♦s❦♦♣✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❡✐♥❡ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ s✐t③t✱
❧ässt s✐❝❤ ❦❡✐♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❢❡stst❡❧❧❡♥✿ ❙✐❡ ✇❡✐s❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧ä✲
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❣❡ ❛✉❢✳ ❉❛s ❧❡❣t ❞❡♥ ❙❝❤❧✉ss ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛✉❢ ✐❤♥❡♥ ❞❡♣♦♥✐❡rt❡ ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ ✐st✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡♠ ♣♦s✐t✐✈
❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ✉♠ dq ✈❡rä♥❞❡rt ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛✉❢
❡✐♥❡♠ ♥❡❣❛t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ✉♠ −dq✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡✲
r✉♥❣❡♥ dU+ ❜③✇✳ dU− ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡♥ ❣❧❡✐❝❤✳ ❆✉s

dU+ = ϕ(q) dq = dU− = ϕ(−q)(−dq)

❢♦❧❣t ❞❛♥♥✱ ❞❛ss ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❡ ✉♥❣❡r❛❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ✐st✱ ❞✳❤✳

ϕ(q) = −ϕ(−q) . ✭✾✳✺✮

✾✳✷ ❚❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥

❚❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❛♠ ❊✐♥❢❛❝❤st❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥
❞✐❡ ❋r❡✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ G ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ♠❛✲
①✐♠❛❧❡♥ ❆r❜❡✐t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❍✐❡r s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥
P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✐♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ st❡❤❡♥ ✉♥❞ ❞❛❤❡r s❡✐ ❢ür ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ ❉✐s✲
❦✉ss✐♦♥ dT = 0 ✉♥❞ dp = 0 ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳

✾✳✷✳✶ ❙♣♦♥t❛♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rts

❲❡♥♥ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡st❡❤t✱ s♦
❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

dG = ϕA dqA + ϕB dqB .

❉✐❡ ❆r❜❡✐t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r
●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ♠✉ss ❢❡r♥❡r ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❇❡❞✐♥✲
❣✉♥❣

dqA = −dqB

❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❢ür s♣♦♥t❛♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡ Pr♦③❡ss❡ dG < 0 s❡✐♥
♠✉ss✱ ✐st ❞✐❡ ❆❜❣❛❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡r ▲❛❞✉♥❣ ✈♦♥ ❆ ✭❞❛♥♥ ✐st dqA ♥❡❣❛t✐✈✦✮ ❛♥
❞❛s ❚❡✐❧s②st❡♠ ❇ ♥✉r ❞❛♥♥ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ϕA ❤ö❤❡r ✐st ❛❧s ϕB✱
❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ϕA − ϕB ❜③✇✳ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣

U = UAB = ϕA − ϕB ✭✾✳✻✮

♣♦s✐t✐✈ ✐st✳ ❙♣♦♥t❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ ♥✉r ✈♦♠ ❤ö❤❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧
③✉♠ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ ♥✉r ✈♦♠ ♥✐❡❞r✐❣❡✲
r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ③✉♠ ❤ö❤❡r❡♥✳ ❉✐❡ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ ✇ür❞❡♥ ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥
❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✈❡r❧❡t③❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞r❡✐ ❙②st❡♠❡ ♠✐t ❞❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡♥ ϕA > ϕB > ϕC ✈♦r❧✐❡❣❡♥
❤❛t ✉♥❞ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ dq ✈♦♥ ❆ ♥❛❝❤ ❇ ♥❛❝❤ ❈ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt ✇✐r❞✱ s♦
✇✐r❞ ✐♠ ❡rst❡♥ ❙❝❤r✐tt ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❆r❜❡✐t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r
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➘♥❞❡r✉♥❣ dGAB = UABdq ❞❡r ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✐st✱ ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤r✐tt
❡✐♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤ dGBC = UBCdq ✐st✳ ■♥s❣❡s❛♠t ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t ❛❜❣❡✲
❣❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡♥
❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st dGAC = dGAB+dGBC ✳ ❉❛s ✐st ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♠✐t ❞❡r
❋❡stst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛❞❞✐❡r❡♥✿

UAC = UAB + UBC . ✭✾✳✼✮

❆✉s ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❢♦❧❣t s♦♠✐t✿

❍✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡s❝❤❛❧t❡t❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛❞❞✐❡r❡♥ s✐❝❤✳

✾✳✷✳✷ P♦t❡♥t✐❛❧❛✉s❣❧❡✐❝❤

■♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✐st dG = 0 ✉♥❞ s♦♠✐t

ϕA = ϕB . ✭✾✳✽✮

❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❧❛✉❢❡♥ ❞❡♠♥❛❝❤ s♦ ❧❛♥❣❡ ✉♥t❡r ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❊♥t✲
❤❛❧♣✐❡ ❛❜✱ ❜✐s ❡✐♥ P♦t❡♥t✐❛❧❛✉s❣❧❡✐❝❤ ❡rr❡✐❝❤t ✐st ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤❡ ✈♦r❤❛♥✲
❞❡♥❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❆ ❜③✇✳ ❇ ❛✉❢ ♥✉❧❧ ❣❡❢❛❧❧❡♥ ✐st✳

■♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t s✐♥❞ ❛❧❧❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r
✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❑ör♣❡r ❛✉❢ ❣❧❡✐❝❤❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❆ ✉♥❞ ❇ s❡✐❡♥ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤ ❛✉❢❣❡❜❛✉t❡ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡✳ ❩✉ ❆♥❢❛♥❣ s❡✐
❇ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥ ✭❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ♥✉❧❧✮✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❛✉❢ ❆ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛✲
❞✉♥❣ q0 ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞✱ ✇❛s ❡✐♥❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣
❤❡r✈♦rr✉❢t✳ ❇r✐♥❣t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❑♦♥t❛❦t✱ ❡r✲
❦❡♥♥t ♠❛♥ ❛♥ ❞❡r ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡s ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣s ✈♦♥ ❆ ✉♥❞ ❞❡r ❩✉✲
♥❛❤♠❡ ❞❡s ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣s ✈♦♥ ❇✱ ❞❛ss ❡✐♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡r Pr♦✲
③❡ss ❛❜❧ä✉❢t✳ ❆♠ ❊♥❞❡ ✇✐r❞ ❞❡r ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❜❡✐❞❡r ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡
❣❧❡✐❝❤ ❤♦❝❤ s❡✐♥✳ ❇❡✐❞❡ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ s♦♠✐t ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥
❩✉st❛♥❞✱ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❥❡✇❡✐❧s q0/2✱ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❣❧❡✐❝❤❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧✳ ❉✐❡ ❙✉♠✲
♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ Pr♦③❡ss ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❧❡✐♥❡r
❛❧s ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ✈♦r ❞❡♠ Pr♦③❡ss✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❆r✲
❜❡✐t ✉♥❞✴♦❞❡r ❲är♠❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣
✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❉r✉❝❦ ✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐♠
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t s✐♥❞✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❙②st❡♠✐♥♥❡✲
r❡♥ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✱ ✇✐r❞ s✐❡ ❞✉r❝❤ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❛❦t ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥
❲är♠❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❣❡❢ü❤rt✳

❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆✉❢♥❛❤♠❡ ❜③✇✳ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥
❚❡✐❧s②st❡♠ ❆ ❛♥ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ✇❡✐t❡♥ ●r❡♥③❡♥ ✈❛r✐✐❡r❡♥✿ ▼❛♥
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❦❛♥♥ ❞❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❛✉s❣❧❡✐❝❤ s❡❤r r❛s❝❤ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❧❛ss❡♥ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❡①tr❡♠
❧❛♥❣s❛♠✳ ❊s ✐st s♦❣❛r ♥❛❤❡③✉ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✐❤♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤ ✈ö❧❧✐❣ ③✉ ❜❧♦❝❦✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳
s♦ ✇❡✐t ❤✐♥❛✉s③ö❣❡r♥✱ ❞❛ss ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s③❡✐t
❦❡✐♥❡ P♦t❡♥t✐❛❧ä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✐r❞✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ■s♦❧❛t✐♦♥
s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ❞❛♥♥ ✈♦♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ■s♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❚❡✐❧s②st❡♠s ❆✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥
❣❡❧❛❞❡♥❡s ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦♥ ▲✉❢t ✉♠❣❡❜❡♥ ✐st✱ s♦ ✐st ❡s ❤❡r✈♦r✲
r❛❣❡♥❞ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡♥ ▲❛❞✉♥❣s✈❡r❧✉st ✐s♦❧✐❡rt ✉♥❞ ❦❛♥♥ s♦♠✐t ❛✉❝❤ s♦ ❣✉t ✇✐❡
♥✐❝❤ts ✈♦♥ s❡✐♥❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡❜❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❡♥
❑♦♥t❛❦t ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❑ör♣❡r♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ U 6= 0 s♦ ❤❡rst❡❧❧❡♥✱
❞❛ss U s❡❤r r❛s❝❤ ❛✉❢ ♥✉❧❧ ❢ä❧❧t✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ s✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♠❡✲
t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❉r❛❤t ✈❡r❜✐♥❞❡t✳ ❉❛s s♦❧❧ ✉♥s ❛❧s ✈♦r❧ä✉✜❣❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡♥ü❣❡♥✳
◆ä❤❡r❡ ❊✐♥③❡❧❤❡✐t❡♥ ③✉♠ ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉ ❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥
❆s♣❡❦t❡♥✱ ✇✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❞❡♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t
③✉str❡❜❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✵ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❞✐❡ ❯♥t❡r✲
s✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦st❛t✐❦ ✐♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ st❡❤❡♥✳

✾✳✷✳✸ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❍❡✐③✉♥❣

◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ❛✉❢ ③✇❡✐ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡♥ ❆
✉♥❞ ❇ ❡✐♥❡ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ▲❛❞✉♥❣ qA = −qB ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡♥
❱♦r③❡✐❝❤❡♥s ❜❡✜♥❞❡t✳ ❉✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡ s✐♥❞ ❞❛♥♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❧❡✐❝❤ ✭s✳ ●❧✳
✾✳✺✮✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st ϕA = −ϕB✱ ✉♥❞ ❜❡✐❞❡ ■♥str✉♠❡♥t❡ ③❡✐❣❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐❣❡✲
r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❛♥✳ ▲ässt ♠❛♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❛❦t✱
❡✐♥❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ③✉✱ s♦ ❢ä❧❧t ❞✐❡ ❛♥❢❛♥❣s ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣
U = 2ϕA ❛✉❢ ♥✉❧❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉
♥✉❧❧✳ ❉✐❡ ❛♥❢❛♥❣s ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❢r❡✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ∆G = qU ♠✐t q = qA
❢ä❧❧t ❛✉❢ ♥✉❧❧ ✉♥❞ ❣✐❜t ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❆r❜❡✐t ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t
③✳❇✳ ❡✐♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦♠♦t♦r ❛♥tr❡✐❜t✱ s♦♥❞❡r♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❍❡✐③✉♥❣ ❜③✇✳
❡✐♥❡♠ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✱ s♦ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❲är♠❡

∆Q = ∆G = qU ✭✾✳✾✮

❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r✱ ❞❡r ❜❡✐❞s❡✐t✐❣ ❛♥ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛✲
❞✉♥❣sq✉❡❧❧❡ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✐st✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✒✈❡r❜r❛✉❝❤t❡✏
♣♦s✐t✐✈❡ ❜③✇✳ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞ ♥❛❝❤❣❡❧✐❡❢❡rt✱ s♦ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞❡♥
❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳
❉✐❡s❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❣❡s❝❤✐❡❤t ✐♥ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣✱ ✇♦ ❞✐❡ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❦♦♥❦r❡t st❛tt✜♥❞❡t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♠ ❙②st❡♠ ❞✐❡ ❲är♠❡ ♥✐❝❤t
❡♥t♥✐♠♠t✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss ❛❧s♦ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤ ❛❜❧ä✉❢t✱ ❞❛♥♥
❦♦♠♠t ❡s ❞♦rt ③✉ ❡✐♥❡r q✉❛s✐✲❧♦❦❛❧❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣✳ ❉❡♥ ✉♠❣❡❦❡❤r✲
t❡♥ ❱♦r❣❛♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r ❛❜♥✐♠♠t ✉♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥✱ s❝❤❧✐❡ÿt
❞❡r ③✇❡✐t❡ ❍❛✉♣ts❛t③ ❛✉s✳
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✾✳✷✳✹ ❚❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥t❡

➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ✐s♦t❤❡r♠❡ ❲är♠❡③✉❢✉❤r ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❡✐♥❡ ❉r✉❝❦❡r❤ö✲
❤✉♥❣ ❜❡✇✐r❦❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❆r❜❡✐t ❣❡✇✐♥♥❡♥ ❦❛♥♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✭❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r
✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✮ ❞✉r❝❤ ❲är♠❡③✉❢✉❤r ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣str❡♥♥✉♥❣ ❜❡✲
✇✐r❦❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❤❡r✈♦rr✉❢❡♥✳ ❉✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥
❤❡✐ÿt P②r♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ✉♥❞ ❦❛♥♥ ③✉r ❊r③❡✉❣✉♥❣ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤
❲är♠❡③✉❢✉❤r ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ P②r♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙❡♥s♦r❡♥ ✜♥❞❡♥ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❜❡✐ ❇❡✇❡❣✉♥❣s♠❡❧❞❡r♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♠ P❤ä✲
♥♦♠❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ✇❡❣❡♥ ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③❡s ❣❡♥❛✉s♦✇❡♥✐❣ ✇✐❡ ✐♥
❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥ ❡✐♥❡ ❢♦rt❞❛✉❡r♥❞❡ ❜③✇✳ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥
❲är♠❡ ✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜③✇✳ ❆r❜❡✐t ❡r③✐❡❧❡♥✳ ❉❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P❡♥❞❛♥t
③✉ ❞❡♥ ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥ ✭❑❛♣✳ ✼✳✼✮ s✐♥❞ ❞✐❡ t❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●❡♥❡✲
r❛t♦r❡♥✳ ▼✐t ✐❤♥❡♥ ❦❛♥♥ ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ❲är♠❡❡♥❡r❣✐❡
❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❲är♠❡ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❘❡s❡r✈♦✐r ❆ ♠✐t ❤ö❤❡r❡r ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r TA s♦ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ❛♥ ❡✐♥ ❘❡s❡r✈♦✐r ❇ ❜❡✐ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r
TB ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss st❛tt✜♥❞❡t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ✐♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧
❦❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ●❡♥❡r❛t♦r ✈❡r❜❧❡✐❜t✳ ❊✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛❢ür ✐st ❡✐♥
❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥t ✳ ❊s ❜❡st❡❤t ❛✉s ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡✲
r✐❛❧✐❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❡♥❣❡♠ ❑♦♥t❛❦t s✐♥❞✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r
✈❡rs❝❤✇❡✐ÿt s✐♥❞✳ ❍ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❑♦♥t❛❦tst❡❧❧❡ ❆ ❛✉❢ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA

✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❛✉❢ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB✱ s♦ tr✐tt ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❊♥❞❡♥ ❡✐♥❡
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛✉❢ ✭❚❤❡r♠♦s♣❛♥♥✉♥❣ ✱ ❙❡❡❜❡❝❦✲❊✛❡❦t✮✳ ❊♥t♥✐♠♠t ♠❛♥
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ s♦ ✇✐r❞ ❲är♠❡ ✈♦♠ ❇❛❞ ♠✐t ❤ö❤❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ③✉♠
❇❛❞ ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r tr❛♥s♣♦rt✐❡rt✳ ❉❛ ❞✐❡ ❲är♠❡❜ä❞❡r ❆ ✉♥❞ ❇
❛✉s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●rü♥❞❡♥ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✱ s✐♥❞ s✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤ ♥✉r
s❝❤❧❡❝❤t ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✐s♦❧✐❡rt✳ ❉❛❤❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞❡ t❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐✲
s❝❤❡r ●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❡r ❈❛r♥♦t✬s❝❤❡ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞✳ ❚r♦t③
❞✐❡s❡s ◆❛❝❤t❡✐❧s ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ❢ür s♣❡③✐❡❧❧❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳
❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❢ür ❙♦♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡s
❙♦♥♥❡♥s②st❡♠s ♦♣❡r✐❡r❡♥✱ ❞✉r❝❤ t❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❡r③❡✉❣t✱ ❜❡✐
❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s r❛❞✐♦❛❦t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠s
❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞✳

❋ü❤rt ♠❛♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❡✐♥❡♠ t❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●❡♥❡r❛t♦r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ③✉✱ s♦ ❦❛♥♥ ❲är♠❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r ❛♥ ❡✐♥❡s ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r tr❛♥s♣♦rt✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡r ❛r❜❡✐t❡t
❛❧s ❲är♠❡♣✉♠♣❡ ✭P❡❧t✐❡r✲❊✛❡❦t✮✳ ❙♦❧❝❤❡ P❡❧t✐❡r✲❊❧❡♠❡♥t❡ ✇❡r❞❡♥ ③✳❇✳ ③✉r
❑ü❤❧✉♥❣ ✈♦♥ Pr♦③❡ss♦r❡♥ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ❚❤❡r♠♦s♣❛♥♥✉♥❣
❡✐♥❡s ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥ts ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ❡✐♥❡s
❙②st❡♠s ❆ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❇ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐✲
s❡ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❑♦♥t❛❦tst❡❧❧❡ ❇ ✐♥ ❲❛ss❡r ❛♠ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ❡✐♥t❛✉❝❤❡♥ ❧ässt✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✸✿ ●❛❧✈❛♥✐s❝❤❡ ❩❡❧❧❡✿ ❆♥ ❞❡♥
❜❡✐❞❡♥ ✐♥ ❲❛ss❡r ❡✐♥t❛✉❝❤❡♥❞❡♥ ❑✉♣❢❡r✲
✉♥❞ ❩✐♥❦❡❧❡❦tr♦❞❡♥ ✇✐r❞ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✳
❖❤♥❡ ❉r❛❤t ✇ür❞❡ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳
❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❞ ✐♠ ❉r❛❤t ✐♥
❲är♠❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t

✾✳✸ ❊❧❡❦tr♦❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥

❯♠ ❡❧❡❦tr♦❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ♠üss❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❇❡✲
❣r✐✛❡ ✈♦r❛✉s❣❡s❝❤✐❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt✲
♣❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ❣❡❤ör❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✵✮✳ ❉❡r ❚r❛♥s♣♦rt ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥
③✇❡✐ ❙②st❡♠❡♥ ❦❛♥♥ ❛✉❢ ③✇❡✐ ❆rt❡♥ ❡r❢♦❧❣❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠
❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛tr❛♥s♣♦rt✱ ❞❛♥♥ ❤❡✐ÿt ❡r ❡❧❡❦tr♦❧②t✐s❝❤✱ ♦❞❡r ♦❤♥❡ ❝❤❡♠✐✲
s❝❤❡♥ ❙t♦✛tr❛♥s♣♦rt✱ ❞❛♥♥ ❤❡✐ÿt ❡r ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤✳ ❊❧❡❦tr♦❧②t✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣s✲
tr❛♥s♣♦rt ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ③✳❇✳ ✐♥ ❙ä✉r❡♥✱ ❇❛s❡♥✱ ❙❛❧③❧ös✉♥❣❡♥ ♦❞❡r ❙❛❧③✲
s❝❤♠❡❧③❡♥✳ ❉✐❡s❡ ▲❡✐t❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❊❧❡❦tr♦❧②t❡✳ ❉❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s✲
♣♦rt ✐♥ ▼❡t❛❧❧❡♥ ❡r❢♦❧❣t ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤✳ ■♥ ❡✐♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦❧②t❡♥
❡✐♥t❛✉❝❤❡♥❞❡ ▼❡t❛❧❧♦❜❡r✢ä❝❤❡♥ ✇✐r❦❡♥ s✐❝❤ ✇✐❡ ❡✐♥❡ s❡♠✐♣❡r♠❡❛❜❧❡ ✭❂❤❛❧❜✲
❞✉r❝❤❧äss✐❣❡✮ ▼❡♠❜r❛♥❡ ❛✉s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❢ür ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡✱ ♥✐❝❤t ❛❜❡r ❢ür ❡❧❡❦tr♦✲
❧②t✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ❞✉r❝❤❧äss✐❣ ✐st✳ ❊❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡ ▲❡✐t❡r ♠✐t ❞✐❡s❡r ●r❡♥③s❝❤✐❝❤t✲
❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✳

✾✳✸✳✶ ●❛❧✈❛♥✐s❝❤❡ ❩❡❧❧❡

❉✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡s❝❤✐❡❤t ✐♥
●❛❧✈❛♥✐s❝❤❡♥ ❩❡❧❧❡♥✱ ❇❛tt❡r✐❡♥✱ ❆❦❦✉♠✉❧❛t♦r❡♥ ♦❞❡r ❇r❡♥♥st♦✛③❡❧❧❡♥✳ ❉❛❜❡✐
❧❛✉❢❡♥ ❡❧❡❦tr♦❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❛❜✱ ❞✳❤✳ ❘❡❞✉❦t✐♦♥s✲ ♦❞❡r ❖①✐❞❛t✐♦♥s✲
✈♦r❣ä♥❣❡✳

❍✐❡r s♦❧❧ ♥✉r ❞❛s ●r✉♥❞♣r✐♥③✐♣ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ♠ö❣❧✐❝❤st ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧
❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✿ ❊✐♥❡ ❣❛❧✈❛♥✐s❝❤❡ ❩❡❧❧❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ③✇❡✐ ❝❤❡✲
♠✐s❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼❡t❛❧❧stä❜❡ ✐♥ ❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ st❡❝❦t✱ ❞❛s ❛❧s ❊❧❡❦tr♦✲
❧②t ❢✉♥❣✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛❞✉r❝❤ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❞❛ss
♠❛♥ ❡✐♥ ❑✉♣❢❡r❜❧❡❝❤ ✭❈✉✮ ✉♥❞ ❡✐♥ ❩✐♥❦❜❧❡❝❤ ✭❩♥✮ ❡✐♥❢❛❝❤ ✐♥ ❲❛ss❡r st❡❝❦t
✭❆❜❜✳ ✾✳✸✮ ✭❬❯❧r✐❝❤ ❍❡❧♠✐❝❤✭✷✵✷✵✮❪✮✳ ❆♥ ❥❡❞❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♦❜❡r✲
✢ä❝❤❡♥ ✜♥❞❡t ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr♦❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ st❛tt✱ ❞✐❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr♦✲
❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❢ü❤rt✳ ❉❛♠✐t ❧✐❡❣t ③✇✐s❝❤❡♥ ❊❧❡❦tr♦❧②t ✭❤✐❡r ❞❛s
❲❛ss❡r❀ ❢ür ❞❛s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❱❡rstä♥❞♥✐s s♣✐❡❧t ❡s ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✱ ❞❛ss ❲❛ss❡r
❡✐♥ s❡❤r s❝❤❧❡❝❤t❡r ❊❧❡❦tr♦❧②t ✐st✮ ✉♥❞ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ❢ür ❞❡♥ ❡❧❡❦✲
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tr♦♥✐s❝❤❡♥ ▲❡✐t❡r ❈✉ ❜③✇✳ ❩♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ✈♦r✳ ❉❛
❞❡r ❊❧❡❦tr♦❧②t ❞❛❢ür s♦r❣t✱ ❞❛ss ❜❡✐❞❡ ❙❡✐t❡♥ ♣r❛❦t✐s❝❤ ❛✉❢ ❣❧❡✐❝❤❡♠ P♦t❡♥✲
t✐❛❧ s✐♥❞✱ ❢ü❤rt ❞❛s s❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s❞✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❝❤❡♠✐s❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✳ ❱❡r❜✐♥❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦✲
❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉r❛❤t✱ s♦ ❞❛ss ❡✐♥ ✭ä✉ÿ❡r❡r✮ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt
st❛tt✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❩✐♥❦ ♦①✐❞✐❡rt ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r ❑✉♣❢❡r❡❧❡❦tr♦❞❡ ❡♥tst❡❤t
❞✉r❝❤ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❲❛ss❡rst♦✛✳ ❉✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❛♥ ❞❡♥
❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥❞❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ∆G ❞❡r ❋r❡✐❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❢ü❤rt ü❜❡r
❞❡♥ ❩✇✐s❝❤❡♥s❝❤r✐tt ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉r ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❲är♠❡ ü❜❡r
❞✐❡ ❉r❛❤t♦❜❡r✢ä❝❤❡✳

▼❡❤r❡r❡ s♦❧❝❤❡r ❣❛❧✈❛♥✐s❝❤❡♥ ❩❡❧❧❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❍✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r✲
s❝❤❛❧t✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❇❛tt❡r✐❡ ❦❛s❦❛❞✐❡r❡♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❧❡✐s✲
t✉♥❣sst❛r❦❡ ▲❛❞✉♥❣sq✉❡❧❧❡ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✳ ●❛❧✈❛♥✐s❝❤❡ ❩❡❧❧❡♥✱ ❛♥ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥ t❡❝❤✲
♥✐s❝❤ ♥✐❝❤t ✉♠❦❡❤r❜❛r❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❛❜❧ä✉❢t✱ ♥❡♥♥t ♠❛♥ Pr✐♠är③❡❧❧❡♥✳ ❊✐♥❡
❣❛❧✈❛♥✐s❝❤❡ ❩❡❧❧❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❝❤❡✲
♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜✐❞✐r❡❦t✐♦♥❛❧ ✈♦♥st❛tt❡♥ ❣❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❙❡❦✉♥✲
❞är③❡❧❧❡ ❜③✇✳ ❡✐♥❡♥ ❆❦❦✉♠✉❧❛t♦r ✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❡✐♥❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥
st❛tt✜♥❞❡t✱ ✐st ♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥❡♠ ❞✐❡ ❑❛t❤♦❞❡ ✉♥❞ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❡✐♥❡
❖①✐❞❛t✐♦♥ st❛tt✜♥❞❡t✱ ✐st ❞✐❡ ❆♥♦❞❡✳ ❉❛❤❡r ✇❡❝❤s❡❧♥ ❑❛t❤♦❞❡ ✉♥❞ ❆♥♦❞❡
❞✐❡ ❙❡✐t❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♠ ▲❛❞❡✈♦r❣❛♥❣ ③✉♠ ❊♥t❧❛❞❡✈♦r❣❛♥❣ ❡✐♥❡s ❆❦❦✉♠✉✲
❧❛t♦rs ü❜❡r❣❡❤t✳

✾✳✸✳✷ ❊❧❡❦tr♦❧②s❡

▼✐t ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✾✳✹ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❆♣♣❛r❛t✉r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❧②s❡ ✈♦♥ ❲❛s✲
s❡r ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ❞✳❤✳ s❡✐♥❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❩❡rs❡t③✉♥❣✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❦ö♥✲
♥❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❝❤❡♠✐s❝❤ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ▼❡t❛❧❧ ❜❡st❡❤❡♥✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥❲❛ss❡r ❡✐♥ ✇❡♥✐❣
❛♥sä✉❡rt✱ ✇✐r❞ ❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣✉t❡♥ ❊❧❡❦tr♦❧②t❡♥✳ ❙❝❤❧✐❡ÿt ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥ ❞❛s ❲❛s✲
s❡r ❡✐♥t❛✉❝❤❡♥❞❡♥ ▼❡t❛❧❧❡❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤str♦♠q✉❡❧❧❡ ❛♥✱ ❦♦♠♠t ❡s
❛♥ ❞❡♥ ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥✳ ❱♦♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥
st❡✐❣❡♥ ●❛s❜❧äs❝❤❡♥ ❛✉❢✳ ❆♥ ❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ✭r♦t❡s ❑❛❜❡❧✮ ❡♥tst❡❤t
❙❛✉❡rst♦✛✱ ❛♥ ❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ✭s❝❤✇❛r③❡s ❑❛❜❡❧✮ ❲❛ss❡rst♦✛✳ ❉❡♥ ❲❛ss❡r✲
st♦✛ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ♠❛♥ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♥❛❧❧❣❛s♣r♦❜❡✱ ❞❡♥ ❙❛✉❡rst♦✛ ❞✉r❝❤
❞❛s ❆✉✤❛♠♠❡♥ ❡✐♥❡r ❣❧✐♠♠❡♥❞❡♥ ❩✐❣❛r❡tt❡✳ ❉✐❡ ●❛s❡ ❡♥tst❡❤❡♥ ✐♠ H2/O2✲
❱♦❧✉♠❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ 2 : 1✱ ❞✳❤✳ ✐♠ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥
❘❡❛❦t✐♦♥ 2H2O → 2H2 +O2✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ Pr♦❞✉❦t❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥
③✳❇✳ ✇✐❡❞❡r ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r r❡❛❣✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r ❞❛❜❡✐ ❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥❞❡♥
❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✳❇✳ ❤❡✐③❡♥ ♦❞❡r ❡✐♥❡♥ ❱❡r❜r❡♥♥✉♥❣s♠♦t♦r ❧❛✉❢❡♥ ❧❛ss❡♥✳
❑✉r③✉♠✿ ❜❡✐ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❧②s❡ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✳ ❉❛ ❲❛ss❡r ❞❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ Pr♦❞✉❦t ❡✐♥❡r ❱❡r❜r❡♥♥✉♥❣ ❜③✇✳
❖①✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❲❛ss❡rst♦✛s ✐st ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ❛♥ ❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ❛❜❧ä✉❢t✱
✐st ❞❛s ❞✐❡ ❆♥♦❞❡✳ ❆♥ ❞❡r ♥❡❣❛t✐✈ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ✜♥❞❡t ❞❡r ✉♠✲
❣❡❦❡❤rt❡ ❱♦r❣❛♥❣ st❛tt✳ ❉♦rt ✇✐r❞ ❞❡r ❲❛ss❡rst♦✛ r❡❞✉③✐❡rt✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞❛s
❞✐❡ ❑❛t❤♦❞❡✳ ❉✐❡s❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✇✉r❞❡♥ ✈♦♥ ▼✐❝❤❛❡❧
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✹✿ ❆♣♣❛r❛t✉r ③✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❧②s❡ ✈♦♥ ❲❛ss❡r✳ ❆♥
❞❡r ❑❛t❤♦❞❡ ❡♥tst❡❤t ❲❛ss❡rst♦✛❣❛s ✭❲✮✱ ❛♥ ❞❡r ❆♥♦❞❡ ❙❛✉❡rst♦✛❣❛s ✭❙✮

❋❛r❛❞❛② ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ❞❡r ❛❧s ❡✐♥❡r ❞❡r ❡rst❡♥ ❞✐❡s❡♥ ✉♥❡r✇❛rt❡t❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥✲
❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❈❤❡♠✐❡ ✉♥❞ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ✉♥t❡rs✉❝❤t❡✳ ❋❛r❛❞❛② ❡♥t❞❡❝❦t❡ ❜❡✐
❞❡r ❆❜s❝❤❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙t♦✛❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r❡♥ ▼❡♥❣❡ ❜③✇✳
▼❛ss❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r tr❛♥s♣♦rt✐❡rt❡♥ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ③✉♥✐♠♠t✳ ❉❛s ❦❛♥♥
♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❧②s❡ ❞❡s ❲❛ss❡rs ❣✉t ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ✇♦ ❞✐❡ ❞❛❜❡✐ ❡♥tst❡✲
❤❡♥❞❡ ●❛s♠❡♥❣❡ ♠✐t ❞❡r tr❛♥s♣♦rt✐❡rt❡♥ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ q ③✉♥✐♠♠t✱ ❞✳❤✳ ❞❡r
❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❯♠s❛t③ ✐st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡✳✷

➘❤♥❧✐❝❤❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♠❛❝❤t ♠❛♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ▼❡t❛❧❧stä❜❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ❙❛❧③✲
s❝❤♠❡❧③❡ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ✇ässr✐❣❡ ❙❛❧③❧ös✉♥❣ ❡✐♥t❛✉❝❤t ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ▲❛✲
❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ❤✐♥❞✉r❝❤✢✐❡ÿ❡♥ ❧ässt✳ ❆♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❧ä✉❢t ✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡❘❡❞♦①✲
❘❡❛❦t✐♦♥✸ ❛❜✳ ▲❡✐t❡t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙✐❧❜❡r♥✐tr❛t❧ös✉♥❣ ❡✐♥❡♥
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❛♥ ❞❡r ❑❛t❤♦❞❡ ❙✐❧❜❡r ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥✳

✾✳✹ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t❡♥

▼✐t ❞❡♠ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ✐st ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ✉♥❞ ❞❛✲
♠✐t ✐st ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡ ❢ür ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥✳ ❙✐❡ s♦❧❧

✷❉❛ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❱❡r❜r❡♥♥❡♥ ✈♦♥ ❲❛ss❡rst♦✛ ✉♥❞ ❙❛✉❡rst♦✛ ♥✉t③❜❛r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡✇✐♥♥❡♥
❦❛♥♥✱ ♠✉ss ❞✐❡s❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ✇♦r❞❡♥ s❡✐♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❡rst
❛❜❧ä✉❢t✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ▼✐♥❞❡sts♣❛♥♥✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ü❜❡r✇✉♥❞❡♥ ✇✐r❞✳

✸❘❡❞✉❦t✐♦♥s✲❖①✐❞❛t✐♦♥s✲❘❡❛❦t✐♦♥
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❞❛❤❡r ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❛❧s ❣❡❣❡❜❡♥ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❲❛s ❢ür ▲❛❞✉♥❣s♠❡s✲
s✉♥❣❡♥ ♥♦❝❤ ❢❡❤❧t✱ ✐st ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐t✳

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞❛r❣❡❧❡❣t✱ ✇✐❡ ❞❛s ❛❧t❡✱ ❛✉❢ ❞❡r ❞❛♠❛❧✐❣❡♥ ❇❛✲
s✐s❡✐♥❤❡✐t ❈♦✉❧♦♠❜ ❜❡r✉❤❡♥❞❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙■✲❙②st❡♠ ❢❡st❣❡❧❡❣t ✐st✳ ❆✉s ❑♦♥✲
s✐st❡♥③❣rü♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❡s ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❡rst❡♥ ❇❛♥❞ ❛❧s ♣r♦✈✐s♦r✐s❝❤❡s ❊✐♥✲
❤❡✐t❡♥s②st❡♠ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✳

❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❈♦✉❧♦♠❜✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❊❧❡❦✲
tr♦❧②t❡♥ ❡♥t❧ä❞t✱ ❞❛♥♥ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q✱ ❞✐❡ tr❛♥s✲
♣♦rt✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ n ✐st✱ ❞✐❡ ❞❛❜❡✐ ❛♥ ❡✐♥❡r ❊❧❡❦✲
tr♦❞❡♥ ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❊s ✐st ❛❧s♦ q = k n ♠✐t ❡✐♥❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐✲
täts❦♦♥st❛♥t❡♥ k✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙t♦✛❡✱ s♦ ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ❞✐❡
❑♦♥st❛♥t❡ k st❡ts ❛❧s ❣❛♥❣③③❛❤❧✐❣❡s ❱✐❡❧❢❛❝❤❡s ❡✐♥❡r ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥ F ✱ ❞✐❡
♠❛♥ ❛❧s ❋❛r❛❞❛②❦♦♥st❛♥t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞✳❤✳ k = νF ♠✐t ν = ±1,±2, . . .✳ ❉✐❡
❊❧❡❦tr♦❧②s❡ ❢♦❧❣t ❛❧s♦ ❞❡♠ ●❡s❡t③

q = νF n . ✭✾✳✶✵✮

❉✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❲ä❣✉♥❣ ❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣s❡✐♥❤❡✐t ❞❛❞✉r❝❤ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥
❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛ ❛❧s ❘❡❢❡r❡♥③ ✇ä❤❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡✐♥❤❡✐t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❜❡✲
st✐♠♠t❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❢❡st❧❡❣t✳ ❆❧s ❘❡❢❡r❡♥③ ❤❛t ♠❛♥ ❙✐❧❜❡r ❣❡✇ä❤❧t✳ ❊♥t❧ä❞t
♠❛♥ ▲❛❞✉♥❣ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❙✐❧❜❡r♥✐tr❛t❧ös✉♥❣✱ s♦ ✇✐r❞ ❞❛s ❙✐❧❜❡r ❛♥ ❞❡r ❑❛t❤♦❞❡
❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ✐st ν ♣♦s✐t✐✈✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ♠✐t ❛♥❞❡r❡♥ ❙t♦✛❡♥✱
s♦ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❡s ③✉r ●r✉♣♣❡ ❞❡r ❡✐♥✇❡rt✐❣❡♥ ❙t♦✛❡ ❣❡❤ört✱ ❣❡♥❛✉❡r✱ ③✉
❞❡♥❡♥ ♠✐t ν = +1✳ ❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡✐♥❤❡✐t ❈♦✉❧♦♠❜ ❤❛tt❡ ♠❛♥ s❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤
❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t✿

❊✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐st ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥
1.118mg ❙✐❧❜❡r ❛✉s ❡✐♥❡r ❙✐❧❜❡r♥✐tr❛t❧ös✉♥❣ ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥ ✇✐r❞✳

❉✐❡s❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❛r ❜✐s ✶✾✹✽ ✐♥ ●❡❜r❛✉❝❤✱ ✉♥❞ ❞❛s ❈♦✉❧♦♠❜ ✇❛r s♦ ❧❛♥❣
❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❇❛s✐s❡✐♥❤❡✐t ❞❡s ❙■✲❙②st❡♠s✳ ❍❡✉t❡ ✐st ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡
❙■✲❊✐♥❤❡✐t ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❞❛s ❈♦✉❧♦♠❜✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❛s ❆♠♣❡r❡✳ ❉✐❡ ●rü♥✲
❞❡ ❤✐❡r❢ür ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ❡rst ❜❡❣r❡✐❢❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡rst❡♥s ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥
Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❞✐❡ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ✈❡rs❝❤❛✛t ❤❛t ✉♥❞ ③✉ ❡✐♥❡♠
❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡
③✉r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✉s ✈♦r❣❡st♦ÿ❡♥ ✐st✳ ❉❛ ❞❛s ❙■✲❙②st❡♠ s❡✐t
✷✵✶✾ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❩❛❤❧❡♥✇❡rts ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❛r❧❛❞✉♥❣ e ❜❡r✉❤t✱
♠✉ss ♠❛♥ ③✇❡✐t❡♥s ✇✐ss❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q✉❛♥t✐s✐❡rt ✐st✳ ❊❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡✲
t✐s♠✉s ✉♥❞ ❆t♦♠✐s♠✉s ✇❡r❞❡♥ ❛❜❡r ❡rst ✐♠ ❇❛♥❞ ❘P❑✷ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡
❊❧❡❦tr✐③✐täts❧❡❤r❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❡rst❡♥ ❇❛♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ❦♦♥s✐st❡♥t ❞❛r❧❡❣❡♥ ③✉ ❦ö♥✲
♥❡♥✱ ❣❡❤❡♥ ✇✐r ✈♦r❧ä✉✜❣ ✈♦♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡✐♥❤❡✐t ❈♦✉❧♦♠❜ ✉♥❞ ✐❤r❡r
❜✐s ✶✾✹✾ ❣ü❧t✐❣❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛✉s✳ ❙✐❡ ❤❛t ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❱♦r③✉❣✱ s❡❤r ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤
③✉ s❡✐♥✳
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❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ q = Fn ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q = 1C ✉♥❞ ❢ür ❙✐❧❜❡r ♠✐t ❞❡r ▼♦❧♠❛s✲
s❡ M = 107.9 g ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ n = 1.118mg/(107.9 g/mol) ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❋❛r❛❞❛②❦♦♥st❛♥t❡

F = 1C
107.9 g/mol

1.118mg
≈ 100 kC/mol ,

✇♦❜❡✐ kC ❤✐❡r ❢ür Kilocoulomb st❡❤t✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❇❛tt❡r✐❡s♣❛♥♥✉♥❣✳ ❉✐❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ t②♣✐s❝❤❡r ❇❛tt❡r✐❡s♣❛♥✲
♥✉♥❣❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❋❛r❛❞❛②❦♦♥st❛♥t❡♥ F ✉♥❞ ❞❡r t②♣✐s❝❤❡♥ s♣❡✲
③✐✜s❝❤❡♥ ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡ g ≈ 100 kJ/Mol ❢ür ❘❡❞♦①r❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✭●❧✳
✽✳✷✹✮ ❛❜s❝❤ät③❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ❇❛tt❡r✐❡③❡❧❧❡
③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥✇❡rt✐❣❡♥ ❙t♦✛❡♥ ❡r❢♦❧❣t ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡∆n ✉♠✲
❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱ s♦ ✇✐r❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ ∆q = ∆nF ❣❡tr❡♥♥t ✉♥❞
❡✐♥❡ ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✈♦♥ ∆G = ∆ng ✐♥ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡ ∆qU ✉♠❣❡s❡t③t ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✾✳✷✮✳ ▼✐t ∆ng = U∆q
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ t②♣✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ❡✐♥❡r ❡✐♥✲
③❡❧♥❡♥ ❇❛tt❡r✐❡③❡❧❧❡ ❞❛❤❡r✿

U ≈ g

F
≈ 100 kJ/Mol

100 kC/Mol
= 1V .

❈♦✉❧♦♠❜♠❡t❡r✳ ❉❛s ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ❞✉r❝❤ ❲ä❣✉♥❣
❞❡r ❛♥ ❞❡r ❑❛t❤♦❞❡ ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙✐❧❜❡r♠❡♥❣❡ r❡❛❧✐s✐❡rt ③✉❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥ ❈♦✉✲
❧♦♠❜♠❡t❡r✱ ❛❧s♦ ❡✐♥ ▼❡ss❣❡rät ❢ür ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❛✉❢ ❛♥❞❡r❡♥ Pr✐♥③✐♣✐❡♥ ❜❡r✉❤❡♥❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜♠❡t❡r ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❡✐❣❡ ❡✐♥❡s ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡rs ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❡s
s♦ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❈♦✉❧♦♠❜♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❛✉❢ ✐❤♠ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡ ▲❛❞✉♥❣ ♠❛❝❤❡♥✳ ❉❛✲
③✉ ❜rä✉❝❤t❡ ♠❛♥ ♥✉r ❞❛s ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲❡rt ❣❡❧❛❞❡♥❡ ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡r✱
❞❡ss❡♥ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐❣❡r❛♥③❡✐❣❡ ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱ ❥❡✇❡✐❧s
ü❜❡r ❡✐♥❡ ❙✐❧❜❡r♥✐tr❛t❧ös✉♥❣ ③✉ ❡♥t❧❛❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙✐❧❜❡r♠❡♥❣❡
❜❡st✐♠♠❡♥✳

❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❱♦❧t✳ ❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❤❡✐ÿt ❱♦❧t ✿

[U ] = Volt = V = J/C .

❊✐♥ ♣r✐♠är❡s ▼❡ss♣r✐♥③✐♣ ❢ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ❡✐♥❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣sq✉❡❧❧❡ ❧ässt
s✐❝❤ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✾✳✷ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❡t❛❜❧✐❡r❡♥✿ ▼❛♥ ❜❡❢ü❧❧t ❡✐♥❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤
❣✉t ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥ ❉❡✇❛r ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❛ss❡r♠❡♥❣❡ ❞❡r ▼❛ss❡ m ❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡♥
❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät cp ✉♥❞ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r ❤✐♥❡✐♥✳ ❉✐❡s❡♥ s❝❤❧✐❡ÿt ♠❛♥
❛♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣sq✉❡❧❧❡ ❛♥ ✉♥❞ ❜❡st✐♠♠t ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣sq✉❡❧❧❡ ❛❜✲
❣❡❣❡❜❡♥❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ∆q s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡♠ Pr♦③❡ss ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❲är♠❡
∆Q = mcp∆T ❛✉s ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣ ∆T ❞❡s ♠✐t ❞❡♠ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r
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❡r✇är♠t❡♥ ❲❛ss❡rs✳ ❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆r❜❡✐t ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ➘♥❞❡✲
r✉♥❣ ❞❡r ●✐❜❜s✲❊♥t❤❛❧♣✐❡ ∆G ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ✐st ♥❛❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ äq✉✐✈❛❧❡♥t ③✉r
❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❲är♠❡✱ ❞✳❤✳

∆G = U∆q = ∆Q .

❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣

U =
mcp∆T

∆q
.

❱♦❧t♠❡t❡r✳ ▼✐t ❞❡♠ ❣❡r❛❞❡ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥ ▼❡ss♣r✐♥③✐♣ ✐st ❡✐♥ ♣r✐♠är❡s
❱♦❧t♠❡t❡r ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✉r❝❤ P❛r❛❧❧❡❧s❝❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡s ♣r✐♠är❡♥ ❱♦❧t♠❡t❡rs ✉♥❞
❡✐♥❡s ③✇❡✐t❡♥ ③✉r ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❡ss✉♥❣ ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❆♥③❡✐❣❡✐♥str✉♠❡♥ts ❦❛♥♥
♠❛♥ ❧❡t③t❡r❡s ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥ ✉♥❞ s♦ ❱♦❧t♠❡t❡r r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡♥ Pr✐♥✲
③✐♣✐❡♥ ❜❡r✉❤❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ✭❆❜❜✳
✾✳✷✮ t✉♥✳ ❉✐❡s❡s ✇✐r❞ ❞❛♠✐t ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❱♦❧t♠❡t❡r✳ ▼❡✐st ❤❛t
♠❛♥ ❞❡♥ ❲✉♥s❝❤✱ ❱♦❧t♠❡t❡r s♦ ③✉ ❜❛✉❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✐❡ ③✉ ♠❡ss❡♥❞❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣
♠ö❣❧✐❝❤st ✇❡♥✐❣ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✾✳✺✳✶✮✳

❙♦❜❛❧❞ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♣r✐♠är❡ ▼❡ss❣❡rät❡ ❢ür ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ③✉r
❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✱ ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❡ss❣❡rät❡ ③✉ ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥✱ ❞✐❡
❛✉❢ ❛♥❞❡r❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ❜❡r✉❤❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡ss♣r✐♥③✐♣✐❡♥ ❞❡r ●❡rät❡ ✉♥❞ ❞✐❡
▼❡t❤♦❞❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ s✐❡ ❦❛❧✐❜r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ●❡♥❛✉✲
✐❣❦❡✐t✱ ♠✐t ❞❡r s✐❡ r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡r✉❤❡♥ ♦❢t ❛✉❢ ❛✉s❣❡❦❧ü❣❡❧✲
t❡♥ ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥✳ ❉❛r❛✉❢ s♦❧❧ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥
✉♥❞ ❛✉❢ ❙♣❡③✐❛❧❧❡❤r❜ü❝❤❡r ❞❛③✉ ✈❡r✇✐❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞✐❡ ❜✐s
❤✐❡r ❤✐♥ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ s✐♥❞ ✇❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡♥
❊❧❡❣❛♥③ ❦ä✉✢✐❝❤ ❡r✇❡r❜❜❛r❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲ ✉♥❞ ❱♦❧t♠❡t❡r ❡♥t❢❡r♥t✳ ❙✐❡ ✇✉r❞❡♥
❤✐❡r ♥✉r ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt✱ ✉♠ ❞❛s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ③✉ ❡r❧ä✉t❡r♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❆✉s✲
❣❛♥❣s❜❛s✐s ❢ür ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❊❧❡❦tr✐③✐täts❧❡❤r❡ ③✉ ❜✐❡t❡♥✳ ❋ür ✇❡❧❝❤❡
t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ❢ür ✇❡❧❝❤❡s ▼❡ss❣❡rät✱ ♠❛♥ s✐❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❦♦♥❦r❡t❡♥
▼❡ss♣r♦❜❧❡♠ ❞❛♥♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t✱ ❦❛♥♥ ✈♦♥ ✈✐❡❧❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥ ❛❜❤ä♥✲
❣❡♥✱ ③✳❇✳ ✈♦♥ ❞❡r ❩✇❡❝❦♠äÿ✐❣❦❡✐t✱ ❞❡r ❇❡q✉❡♠❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❡r ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥
●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♦❞❡r ❞❡♥ ❑♦st❡♥✳ ❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ❛❜ ❤✐❡r ❡✐♥❢❛❝❤ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱
❞❛ss ✉♥s ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ▼❡ss❣❡rät❡ ❢ür ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣
✉♥❞ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♠ ▲❛❜♦r ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✳

✾✳✺ ❑❛♣❛③✐tät

❩✇❡✐ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ❑ör♣❡r ❆ ✉♥❞ ❇ s❡✐❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡s ▼❡✲
❞✐✉♠✱ ❡✐♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡s ❉✐❡❧❡❦tr✐❦✉♠✱ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡tr❡♥♥t✳ ❑ör♣❡r ❆ ✇❡r❞❡
❛♥ ❞❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡♥ P♦❧ ❡✐♥❡r ❇❛tt❡r✐❡ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✉♥❞ ❇ ❛♥ ❞❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡♥
P♦❧✳ ■♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❧✐❡❣t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r♥ ❡✐♥❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U = ϕA − ϕB ✈♦r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❇❛tt❡r✐❡s♣❛♥♥✉♥❣
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✺✿ ❙❦✐③③❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❑✉❣❡❧✲
❜③✇✳ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♥❞❡♥s❛t♦r

✐st✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥s❝❤❧üss❡ ❡♥t❢❡r♥t✱ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡s❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❆✉❢
❞❡♠ ❑ör♣❡r✱ ❞❡r ♣♦s✐t✐✈ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇♦r❞❡♥ ✐st✱ ✐st ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣
q ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✉♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❡✐♥❡ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ♥❡❣❛t✐✲
✈❡ ▲❛❞✉♥❣✳ ❙♦❜❛❧❞ ♠❛♥ ❜❡✐❞❡ ❑ör♣❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❧❡✐t❡♥❞ ✈❡r❜✐♥❞❡t✱ ✇❡r❞❡♥
❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ▲❛❞✉♥❣ ❛✉❢ ♥✉❧❧ ❛❜❣❡❜❛✉t✳ ❉✐❡ ❛✉❢ ❆ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡ ▲❛❞✉♥❣ q
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❜❡✐ ♠❡ss❡♥✳ ❊s ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❙♣❛♥♥✉♥❣
✐st✿

q = CU . ✭✾✳✶✶✮

❉✐❡ ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ C ❤❡✐ÿt ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
❑❛♣❛③✐tät ✉♥❞ ❤❛t ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❋❛r❛❞ ✿

[C] = Farad = F = C/V .

❇❡❛❝❤t❡♥ ❙✐❡✱ ❞❛ss ❞❛s ❙②♠❜♦❧ C ❤✐❡r ❞✐❡ ●röÿ❡ ❑❛♣❛③✐tät ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞
❞❛s ❛♥❞❡rs ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❙②♠❜♦❧ C ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❈♦✉❧♦♠❜✳

■♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋❛❧❧ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r ❆ ✉♥❞ ❇ ❡❜❡♥❡ ♠❡t❛❧❧✐✲
s❝❤❡ P❧❛tt❡♥ ♠✐t ❋❧ä❝❤❡ A s❡✐♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❋❧✉✐❞ ❜❡✜♥❞❡♥ ✭③✳❇✳ ▲✉❢t✮
✉♥❞ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❆❜st❛♥❞ d ❣❡❣❡♥ü❜❡rst❡❤❡♥✳ ❉✉r❝❤ ▼❡ss✉♥❣ ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣
✉♥❞ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧

√
A ≫ d✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑❛♣❛③✐tät ♣r♦♣♦r✲

t✐♦♥❛❧ ③✉r ❋❧ä❝❤❡ ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❆❜st❛♥❞ ✐st✱ ❛❧s♦ ❞❡♠
❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③

C = ǫ
A

d
✭✾✳✶✷✮

❢♦❧❣t✳ ❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ ǫ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❉✐❡❧❡❦tr✐③✐täts❦♦♥✲
st❛♥t❡ ♦❞❡r P❡r♠✐tt✐✈✐tät ✳ ❊s ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❡ ✈♦♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❞❡s ❉✐❡❧❡❦tr✐✲
❦✉♠s ❛❜❤ä♥❣t✱ ❞✳❤✳ ✈♦♠ ▼❛t❡r✐❛❧✱ ❞❛s ❞✐❡ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r
✐s♦❧✐❡rt✳ ❯♥t❡r ◆♦r♠❛❧❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür ▲✉❢t✱ ❡✐♥❡♠
r❡❝❤t ❣✉t❡♥ ■s♦❧❛t♦r✱ ✐♥ ❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣

ǫ ≈ 8.9× 10−12 F/m . ✭✾✳✶✸✮

❆✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✾✳✺ s❦✐③③✐❡rt❡♥ ❑✉❣❡❧✲ ❜③✇✳ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥
❜❧❡✐❜t ●❧✳ ✾✳✶✷ ✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧

√
A ≫ d ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❣ü❧t✐❣✱ ✇❡✐❧ ❞❡r ❊✛❡❦t
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❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
◆ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ❤✐❡r

C ≈ ǫ
A

d

r❡❝❤♥❡♥✳ ❉❛❜❡✐ s❡t③t ♠❛♥ d = rB − rA ❢ür ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑✉❣❡❧✲
❜③✇✳ ❩②❧✐♥❞❡r✢ä❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❘❛❞✐❡♥ rA ❜③✇✳ rB ❡✐♥ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ A
❞❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt A =

√
AAAB ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✳

❉✐❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❑✉❣❡❧❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ❡①❛❦t ❣ü❧t✐❣❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❧❛✉t❡t✿

1

C
=

1

4πǫrA
− 1

4πǫrB
.

▼✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠❛♥ s✐❡ ♠✐t ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ q ✉♥❞ ✈❡r❣❧❡✐❝❤t ♠✐t ●❧✳ ❡q✿✻✺✳✶✱ s♦ ✐st
❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U = ϕA − ϕB ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡

ϕA =
1

4πǫ

q

rA

ϕB =
1

4πǫ

q

rB

❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❑✉❣❡❧✢ä❝❤❡♥✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✇❡✐ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❑❛♣❛③✐tät❡♥ C1 ✉♥❞ C2 ♣❛r❛❧❧❡❧

s❝❤❛❧t❡t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ✐❤r❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡♥ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤✳
❉✐❡ ●❡s❛♠t❧❛❞✉♥❣ ✐st ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥
❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥✿

q = q1 + q2 = C1U + C2U

❋ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t❦❛♣❛③✐tät C = q/U ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s

C = C1 + C2 (Parallelschaltung) . ✭✾✳✶✹✮

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ③✇❡✐ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ q
❞❡♣♦♥✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ✐♥ ❙❡r✐❡ s❝❤❛❧t❡t✱ ❛❞❞✐❡r❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥✿

U = U1 + U2 = q/C1 + q/C2 .

❋ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t❦❛♣❛③✐tät C = q/U ❢♦❧❣t ❞❛♥♥

1

C
=

1

C1
+

1

C2
(Serienschaltung) . ✭✾✳✶✺✮

✾✳✺✳✶ ❑♦rr❡❦t✉r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ▼❡ss✉♥❣❡♥

❇❡✐ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐st ♠❛♥❝❤♠❛❧ ❞✐❡ ❘ü❝❦✇✐r❦✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥ts ❛✉❢ ❞❛s
▼❡ssr❡s✉❧t❛t ♥✐❝❤t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ✉♥❞ ♠✉ss ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑♦rr❡❦t✉r ❜❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s Pr♦❜❧❡♠ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❇❡❤❡❜✉♥❣ s♦❧❧ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❑❛♣❛③✐✲
täts♠❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡♠ P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ Prü❢✉♥❣ ❞❡r ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ U ∝ d✳ ✭❛✮
❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ♠✐t ✈❡rä♥❞❡r❜❛r❡♠ P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ❛♥ ❡✐♥ ❡❧❡❦✲
tr♦st❛t✐s❝❤❡s ❱♦❧t♠❡t❡r✳ ❉✐❡ ✒▲❛❞✉♥❣s❡r③❡✉❣✉♥❣✏ ❣❡s❝❤✐❡❤t ❞✉r❝❤ ❘❡✐❜✉♥❣
❡✐♥❡s P❧❛st✐❦st❛❜s ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❑❛t③❡♥❢❡❧❧ ✭❜✮ ❩✉❣❡❤ör✐❣❡s ❊rs❛t③s❝❤❛❧t❜✐❧❞

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✼✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❊✐❣❡♥❦❛♣❛③✐tät ❡✐♥❡s ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❱♦❧t♠❡✲
t❡rs ❜❡✐ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣✳ ✭❛✮ ❆✉❢tr❛❣✉♥❣ ✈♦♥ U ❣❡❣❡♥ d ✭❜✮ ❆✉❢✲
tr❛❣✉♥❣ ✈♦♥ 1/U ❣❡❣❡♥ 1/d

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ q ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ❤❛t
✉♥❞ ❞❡♥ P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞ d ✈❡rä♥❞❡rt✱ s♦❧❧t❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ❣❡♠äÿ ●❧✳
✾✳✶✶ ✉♥❞ ●❧✳ ✾✳✶✷ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ d ✈❡rä♥❞❡r♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛♥ ❡✐✲
♥❡♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥
❜❡✐❞❡ ●röÿ❡♥ ♠✐sst ✉♥❞ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉❢trä❣t✱ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ●❡✲
r❛❞❡ ❡r✇❛rt❡♥✳ ❉❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ U ✉♥❞ d ❦❛♥♥ ♠✐t ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳
✾✳✻❛ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ▼❡ss❛♥♦r❞♥✉♥❣ ü❜❡r♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞❡r P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞
❞❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs ✈❡rä♥❞❡r❜❛r ✐st ✭❲❡❧t✇❡✐t ❞ür❢t❡ ❡✐♥❡ s❡❤r ❣r♦ÿ❡ ❩❛❤❧ ✈♦♥
❑❛t③❡♥ ✐❤r ▲❡❜❡♥ ✐♠ ❉✐❡♥st ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▲❡❤r❡ ❣❡❧❛ss❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉❛s
❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❑❛t③❡♥ ③✉ P❤②s✐❦❡r♥ ✐st ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ❡rst s❡✐t ❊r✇✐♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❡✐♥ ❣❡trü❜t❡s✮✳ ❉❛❜❡✐ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✾✳✼❛ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ▼❡ssr❡s✉❧t❛✲
t❡✳ ❙✐❡ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ♥✐❝❤t ❧✐♥❡❛r✱ s♦♥❞❡r♥ s✉❜❧✐♥❡❛r ♠✐t d
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❛♥st❡✐❣t✳
❉❡r ●r✉♥❞ ❤✐❡r❢ür ✐st ❞✐❡ ❊✐❣❡♥❦❛♣❛③✐tät ❞❡s ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥

❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❱♦❧t♠❡t❡rs✳ ❲✐❡ ✐♠ ❙❝❤❛❧t❜✐❧❞ ❣❡③❡✐❣t ✭❆❜❜✳ ✾✳✻❜✮✱ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞❛s r❡❛❧❡ ❱♦❧t♠❡t❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❊rs❛t③s❝❤❛❧t❜✐❧❞ ✭❣❡♣✉♥❦t❡t❡r ❘❛❤♠❡♥
✐♥ ❆❜❜✳ ✾✳✻❜✮ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡ r❡✐♥❡ ▼❡ss❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s
❱♦❧t♠❡t❡rs ✭♠✐t ❊✐❣❡♥❦❛♣❛③✐tät ♥✉❧❧✮ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ❢ür ❡✐♥ ❱♦❧t♠❡t❡r
❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❊✐❣❡♥❦❛♣❛③✐tät ❞✉r❝❤ ❞❛s ❞❛③✉ ♣❛r❛❧❧❡❧❣❡s❝❤❛❧t❡t❡
❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs②♠❜♦❧ ♠✐t ❞❡r ❑❛♣❛③✐tät CM ✳ ❋ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛♠ ▼❡ss❣❡rät
❣✐❧t ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣✿

q

U
= CM + C = CM + ǫ

A

d
✭✾✳✶✻✮

❙♦ ❧❛♥❣❡ ❞✐❡ ❑❛♣❛③✐tät CM ❞❡s ▼❡ss❣❡rät❡s ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ ❜❧❡✐❜t✱
❣✐❧t ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ U ∝ d✳ ▼✐t d → ∞ ✇✐r❞ C ❥❡❞♦❝❤ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥
✉♥❞ ♠❛♥ ❡r❤ä❧t U = q/CM = const. ❉❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✾✳✼❛ s❦✐③③✐❡rt❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡
❱❡r❧❛✉❢ ✈♦♥ U ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ d ③❡✐❣t✱ ✇✐❡ ❞❛s ▼❡ss❣❡rät ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❛♠
P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ✉♠ s♦ ♠❡❤r ❜❡❡✐♥✢✉sst✱ ❥❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞❡ss❡♥ ❑❛♣❛③✐tät ♠✐t
③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞ ✇✐r❞✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✾✳✼❜
❣❡③❡✐❣t✱ 1/U ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ 1/d ❛✉❢trä❣t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✇✐❡ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✾✳✶✻ ③✉
❡r✇❛rt❡♥✱ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡✳ ❆✉s ❞❡♠ ❆❝❤s❡♥❛❜s❝❤♥✐tt ❦❛♥♥ ♠❛♥ CM/q ✉♥❞ ❛✉s
❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ εA/q ❡♥t♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r P❧❛tt❡♥✢ä❝❤❡ A s♦✇♦❤❧ ❞✐❡
❊✐❣❡♥❦❛♣❛③✐tät CM ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q ❡r♠✐tt❡❧♥✳

✾✳✺✳✷ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs

❊s s♦❧❧ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ Eel ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❑♦♥❞❡♥✲
s❛t♦r ❞❡r ❑❛♣❛③✐tät C ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✐st✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛r❛✉❢ ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ q0 ❜❡✲
✜♥❞❡t✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t s✐❡✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡trä❣❡ dEel = Udq = qdq/C
❛✉❢✐♥t❡❣r✐❡rt✱ ❞✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ dq ③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✿

Eel =

q0
ˆ

0

qdq/C =
1

2
q20/C =

1

2
q0U =

1

2
CU2 . ✭✾✳✶✼✮

❍✐❡r ✐st U = q0/C ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛♠ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r✳ ❆✉s ❞❡r ❙✐❝❤t
❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❤❛t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡
❛✉❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs ❡r❤ö❤t✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥ ❣❡❧❛❞❡♥❡r ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ✐st
❡✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥ s❝❤✇❡r❡r ❛❧s ❡✐♥ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡r✳ ❉♦❝❤ ❞✐❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ▼❛ss❡ ❜③✇✳
❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ♠✐t ❞❡♥ ❤❡✉t✐❣❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✇❡✲
❞❡r ❢ür ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ♥♦❝❤ ❢ür ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✈❛❧✐❞❡ ♥❛❝❤✇❡✐s❜❛r✳
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❚r❛♥s♣♦rt

■♠ ✈♦r❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ●r✉♥❞③ü❣❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤tst❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛s ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✐st ❡s✱ ❡✐♥✐❣❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❞❡r ◆✐❝❤t✲●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤tst❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ③✉ ✈❡r♠✐tt❡❧♥ ✉♥❞ ❚r❛♥s♣♦rt♣❤ä✲
♥♦♠❡♥❡ ③✉ ❜❡❧❡✉t❡♥✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ③✉ ❦❧är❡♥❞❡♥ ❋r❛❣❡♥ s✐♥❞✱ ♠✐t
✇❡❧❝❤❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡ ❲❡✐s❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ③✉♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✲
✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❛❜❧❛✉❢❡♥✳ ❉❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ♥❡✉❡ P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❡r ❞❛♠✐t ✐♥s ❙♣✐❡❧
❦♦♠♠t✱ ✐st ❞✐❡ ❩❡✐t t✳

✶✵✳✶ ❙trö♠❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✳✶✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ③✇❡✐❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt✲
♣❢❛❞ ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡r ❑♥♦t❡♥ ✭❜✮ ▼❡❤r❡r❡ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ❉rä❤t❡ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥
❑♥♦t❡♥ ❧❡✐t❡♥❞ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✭❝✮ ❑♥♦t❡♥✱ P❢❛❞❡ ✉♥❞ ❙tr♦♠stär❦❡♥
✐♥ ❡✐♥❡♠ ❚r❛♥s♣♦rt♥❡t③✇❡r❦

❉❛s ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠✱ ❞❛s ♠❛♥ ③✉r ◆✐❝❤t❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✲❚❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❦ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠✱
❞❛s ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❜③✇✳ ③✇❡✐ ❑♥♦t❡♥ ❜❡st❡❤t✱ ❞✐❡ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❚r❛♥s✲
♣♦rt♣❢❛❞ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ KI ✉♥❞ KII ✐♥ ❆❜❜✳
✶✵✳✶❛✳ ❉✐❡ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ s♦❧❧❡♥ ❞❛❜❡✐ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ♥✐❝❤t ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t s❡✐♥✱

✸✶✽
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❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ∆ϕ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r❞✐✛❡r❡♥③ ∆T ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❙♦❜❛❧❞ ♠❛♥ ❞✐❡ ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ❜❡s❡✐t✐❣t✱ ❞✐❡
❞❡♥ ❆✉s❣❧❡✐❝❤ ❜✐s ❞❛ ❤✐♥ ✈❡r❤✐♥❞❡rt ❤❛❜❡♥✱ tr❡t❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣❤ä♥♦♠❡♥❡ ❛✉❢✱
❞✐❡ ❞❛③✉ ❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❛❜❣❡❜❛✉t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t ❞❡s ❆✉s❣❧❡✐❝❤s♣r♦③❡ss❡s ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt✲
♣❢❛❞❡s ❛❜✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧❡♥ ❞r❡✐ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥✿ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt ✱ ❞❡r❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt ✉♥❞ ❞❡r ❙t♦✛✲
tr❛♥s♣♦rt ❜③✇✳ ❚r❛♥s♣♦rt ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❡✳

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧s ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❦❛♥♥
③✳❇✳ ❲❛ss❡r ✈♦♥ KI ♥❛❝❤ KII ✢✐❡ÿ❡♥✳ ❉❛♥♥ ✜♥❞❡t ❡✐♥ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡r ❙t♦✛✲
tr❛♥s♣♦rt st❛tt✳ ❍❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡r✇är♠t❡s ❲❛ss❡r✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r ❙t♦✛✲
tr❛♥s♣♦rt ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt ✈❡r❦♥ü♣❢t✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❞❛s ❲❛ss❡r ✐♦♥✐✲
s✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ❲❛ss❡r ③✉❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ✉♥❞
❡s ✜♥❞❡t ❛✉❝❤ ❡✐♥ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt st❛tt✳

❉✐❡ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❜③✇✳ ❑♥♦t❡♥ ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ③✉✢✐❡ÿ❡♥❞❡ ♦❞❡r ❛❜✢✐❡✲
ÿ❡♥❞❡ ❙t♦✛✲✱ ❲är♠❡✲ ♦❞❡r ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥✱ t❤❡r♠✐✲
s❝❤❡♥ ♦❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠ ❞❛r✳ ❲❡♥♥ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡♥✱ ❲är♠❡♠❡♥❣❡♥✱
❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ♦❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✺✳✷✳✻✮ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥ ③✉♠ ❛♥✲
❞❡r❡♥ ✢✐❡ÿ❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❜③✇✳ ♠❡♥❣❡♥❛rt✐❣❡ ●röÿ❡♥ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt✳ ❉✐❡
❙tär❦❡ ❡✐♥❡s ❙tr♦♠s ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❙tr♦♠stär❦❡ I✳ ❙✐❡ ✐st ✐st ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s❦❛❧❛r❡ ●röÿ❡✳ ❖❜ ❡✐♥ ❙t♦✛ ❛✉s ❡✐♥❡♠
❑♥♦t❡♥ ❤❡r❛✉s✢✐❡ÿt ♦❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❤✐♥❡✐♥✢✐❡ÿt✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✐♥ ❆❜❜✳
✶✵✳✶❛ ❛✉s ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ P❢❡✐❧s✳ ❋ür ❞✐❡s❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇ür❞❡
❛❧s♦ ❡✐♥ ❙t♦✛ ❛✉s ❞❡♠ ❑♥♦t❡♥ KI ♠✐t ❞❡r ❙tr♦♠stär❦❡ I ❤✐♥❛✉s✢✐❡ÿ❡♥ ✉♥❞
♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙tär❦❡ ✐♥ ❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ KII ❤✐♥❡✐♥✢✐❡ÿ❡♥✳

❉❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❘❛t❡ ❞❡r ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠
❑♥♦t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ✭▼❛ss❡♥✲✮❙tr♦♠stär❦❡ Iex ❞❡s ❤❡r❛✉s✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ s♦✇✐❡ ❞❡r
❙tr♦♠stär❦❡ Iin ❞❡s ❤✐♥❡✐♥✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ✭▼❛ss❡♥✲✮❙tr♦♠s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✐♥t❡✲
❣r❛❧❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣

dm

dt
+ Iex − Iin = 0 ✭✶✵✳✶✮

❤❡r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡♥ ❞❡r ❡✐♥✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❙trö♠❡ tr❛❣❡♥ ❛❧s♦ ♣♦s✐t✐✈✱
❞✐❡ ❞❡r ❛❜✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❙trö♠❡ ♥❡❣❛t✐✈ ③✉r ❇✐❧❛♥③ ❜❡✐✳ ❙✐♥❞ N P❢❛❞❡ ♠✐t ❡✐✲
♥❡♠ ❑♥♦t❡♥ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✱ ü❜❡r ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ③✉✢✐❡ÿ❡♥✱ ✉♥❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t Iin,i ❞✐❡
❙tr♦♠stär❦❡ ❡✐♥❡s ü❜❡r ❞❡♥ i✲t❡♥ P❢❛❞ ✭♠✐t (i = 1, . . . , N)✮ ❡✐♥✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥
❙tr♦♠s✱ s♦ ✐st

Iin =

N∑

i=1

Iin,i

❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡s ❡✐♥✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ●❡s❛♠tstr♦♠s✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡
✭❛❞❞✐t✐✈❡✮ ●röÿ❡ ✐st✳

❉✐❡ ✐♥t❡❣r❛❧❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ q ✐st ❛♥❛✲
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❧♦❣✿
dq

dt
+ Iex − Iin = 0 . ✭✶✵✳✷✮

❍✐❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ Iex ✉♥❞ Iin ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙tr♦♠stär❦❡♥ ✉♥❞ dq ✐st ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
❑♥♦t❡♥ ✐♥ ❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❩❡✐t dt ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❡❧❡❦tr✐s❝❤❡✮
▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡✳ ■st s✐❡ ♥❡❣❛t✐✈✱ ❞❛♥♥ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q ✐♠ ❑♥♦t❡♥ ❛❜✳ ❉✐❡
▼❛ss❡ ✐st st❡ts ♣♦s✐t✐✈✱ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❦❛♥♥ ❜❡❦❛♥♥t❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ s❡✐♥✳ ❉❡r
❩✉str♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡r ▲❛❞✉♥❣ ✇✐r❦t s✐❝❤ s♦ ❛✉s ✇✐❡ ❡✐♥ ❆❜✢✉ss ♣♦s✐t✐✈❡r ▲❛✲
❞✉♥❣✳ ❉❛ ❡s ♥✐❝❤t ③✇✐♥❣❡♥❞ ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✱ ✈❡r③✐❝❤t❡ ✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡
❑❡♥♥③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙②♠❜♦❧s ❢ür ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡✱ ❞❡♥♥ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡♥ ❇❡❣r✐✛
✭▼❛ss❡✱ ▲❛❞✉♥❣ ♦❞❡r ❲är♠❡✮ s✐❝❤ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙tr♦♠stär❦❡♥ ❜❡③✐❡❤t✱ ❣❡❤t
❢❛st ✐♠♠❡r ❛✉s ❞❡♠ ❑♦♥t❡①t ❤❡r✈♦r✳ ❉✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❲är♠❡✲
str♦♠s ❧❛✉t❡t

dQ

dt
+∆I = 0 .

❍✐❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t dQ
dt ❞✐❡ ❘❛t❡ ❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❡✐♥tr❡t❡♥❞❡ ❲är♠❡ ✉♥❞

∆I = Iex − Iin ,

✇✐❡ ❛✉s ❞❡♠ ❑♦♥t❡①t ❤❡r✈♦r❣❡❤t✱ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③ ❞❡r ❙tr♦♠stär❦❡♥ Iex ✉♥❞
Iin ❞❡s ❲är♠❡str♦♠s✳

■st ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡strö♠❡♥ ❞✐❡ ❘❡❞❡✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠
❙②♠❜♦❧ P ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❲❡♥♥ ✈♦♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠stär❦❡ I ❞✐❡ ❘❡❞❡ ✐st✱
s♦ ❣❡❤t ❡s ✉♠ ❞❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ü❜❡r
❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❡✐st✉♥❣ P s♣r✐❝❤t✱ ✐st ❞❡r ❚r❛♥s♣♦rt ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡
❣❡♠❡✐♥t✳

Ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥✲
❞❡♥ s❡✐♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ③❡✐❣t ❆❜❜✳ ✶✵✳✶❜ ❡✐♥❡♥ ❑♥♦t❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ♠❡t❛❧❧✐✲
s❝❤❡r ❉rä❤t❡✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙trö♠❡ ♦❞❡r ❲är♠❡strö♠❡ ✐♥ ❞❡♥ ❑♥♦t❡♥
❤✐♥❡✐♥✲ ✭Iin✮ ♦❞❡r ❛✉s ✐❤♠ ❤❡r❛✉s✢✐❡ÿ❡♥ ✭Iex✮ ❦ö♥♥❡♥✳

❆❜❜✳ ✶✵✳✶❝ ③❡✐❣t ❡✐♥ ◆❡t③✇❡r❦✱ ❞❛s ❛✉s ❞r❡✐ ❑♥♦t❡♥ ❜③✇✳ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥
KI, KII ✉♥❞ KIII ❜❡st❡❤t✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ❢ü♥❢ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡ ♠✐t❡✐♥❛♥✲
❞❡r ✈❡r❦♥ü♣❢t✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ❙trö♠❡ ♠✐t ❞❡♥ ❙tr♦♠stär❦❡♥ I1, . . . , I5 ✢✐❡ÿ❡♥✳
❉✐❡ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡ ❦ö♥♥❡♥ t❡❝❤♥✐s❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❙tr❛ÿ❡♥✱ ❉rä❤t❡✱
❊✐s❡♥❜❛❤♥s❝❤✐❡♥❡♥✱ ▲❡✐t❡r✱ ❘♦❤r❡ ✉s✇✳ r❡❛❧✐s✐❡rt s❡✐♥✳

❉✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡ ❤❛t ❦❡✐♥❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣✳ ❙✐❡ ✐st✱ ✇✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡r❡✐ts
❡r❧ä✉t❡rt✱ ❦❡✐♥ ❱❡❦t♦r✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r✳ ❖❜ ❡✐♥❡ ❙tr♦♠stär❦❡ I ❞❡s ❚r❛♥s✲
♣♦rt♣❢❛❞❡s ✐♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♣♦s✐t✐✈ ♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈ ③✉ ❜✐❧❛♥③✐❡r❡♥
✐st✱ ❤ä♥❣t ✈♦♠ ❑♥♦t❡♥ ❛❜ ✉♥❞ ③❡✐❣t ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❛♥✱ ♦❜ ▼❛ss❡✱ ▲❛❞✉♥❣ ♦❞❡r
❲är♠❡ ✈♦♠ ❑♥♦t❡♥ ❛❜✢✐❡ÿt ✭I = Iex✮ ♦❞❡r ✐❤♠ ③✉✢✐❡ÿt ✭I = Iin✮✳ ❆✉s ❞❡r
❙✐❝❤t ❞❡r ❇❛♥❦ ✐st ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡ ❡✐♥❡s ❋✐♥❛♥③tr❛♥s❢❡rs ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ❡✐♥❡♠
ü❜❡rtr❛❣❡♥❡♥ ●❡❧❞❜❡tr❛❣✳ ❋ür ❞✐❡ ●❡❜ü❤r❡♥ s♣✐❡❧t ❡s ③✳❇✳ ❢ür ❞✐❡ ❇❛♥❦ ❦❡✐♥❡
❘♦❧❧❡✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ s✐❝❤ ❞❡r ❚r❛♥s❢❡r ❛❜s♣✐❡❧t✳ ❖❜ s✐❝❤ ❞❡r ●❡❧❞❜❡tr❛❣
✐♥ ■❤r❡r ●❡s❝❤ä❢ts❜✐❧❛♥③ ♣♦s✐t✐✈ ♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈ ❛✉s✇✐r❦t✱ ❤ä♥❣t ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ♦❜
❙✐❡ ❞❡r ❊♠♣❢ä♥❣❡r s✐♥❞ ♦❞❡r ❞❡r ●❡❜❡r✳
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■st ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③ ❞❡r ü❜❡r ❞✐❡ P❢❛❞❡ ❡✐♥✲ ❜③✇✳ ❛✉s✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❙trö♠❡ ❢ür
❡✐♥❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❛✉s❣❡❣❧✐❝❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ③✉✲ ✉♥❞ ❛❜✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥
❙trö♠❡

∆I = Iex − Iin = 0 ,

s♦ ✐st dq
dt = 0 ✉♥❞ ❡s ❧✐❡❣t ❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤ st❛t✐♦♥är❡ ❋❛❧❧ ✈♦r✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q

❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✳ ■st s✐❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡❣❧✐❝❤❡♥✱ s♦ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ✐♠
❑♥♦t❡♥ ❛❜ ♦❞❡r s✐❡ ♥✐♠♠t ③✉✳ ❉❡r ❑♥♦t❡♥ ❛❣✐❡rt ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❛❧s ✒◗✉❡❧❧❡✏
✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❛❧s ✒❙❡♥❦❡✏ ❢ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣✳

❉✐❡ ❇✐❧❛♥③ ❢ür ❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ KI ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✵✳✶❝ ❧❛✉t❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✿

dq

dt
= I2 − (I1 + I5) . ✭✶✵✳✸✮

❉✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❩❡✐t t1 ✉♥❞ t2 ③✉❣❡✢♦ss❡♥❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ∆q ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❞❛r❛✉s ❞✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥✿

∆q = q(t2)− q(t1) =

t2
ˆ

t1

[I2(t)− I1(t)− I5(t)] dt . ✭✶✵✳✹✮

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❉✐❡ ❉rä❤t❡ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❇❛✉❡❧❡♠❡♥t❡ ♦❞❡r ●❡✲
rät❡ s❡✐❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❞r❛❤t❡t ✭❆❜❜✳ ✶✵✳✶❜✮✳
❋ür ❞✐❡ ③✉✲ ✉♥❞ ❛❜✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❙trö♠❡ ✐♠ ❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t ❣✐❧t ✐♠ st❛t✐♦✲
♥är❡♥ ❋❛❧❧ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❑✐r❝❤❤♦✛s❝❤❡ ❑♥♦t❡♥r❡❣❡❧ ✿

∆I =
∑

i

Iex,i −
∑

j

Iin,j = 0 .

❍✐❡r❜❡✐ s♦❧❧ ❞❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❙tr♦♠stär❦❡♥ ❛❧❧❡r ❚r❛♥s✲
♣♦rt♣❢❛❞❡ s❡✐♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❙trö♠❡ ❛✉s ❞❡♠ ❑♥♦t❡♥ ❤❡r❛✉s ❢ü❤r❡♥✱
✉♥❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❢ür ❞✐❡ ❤✐♥❡✐♥❢ü❤r❡♥❞❡♥
❙trö♠❡ s❡✐♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ❊✐♥ ✒❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t✏ ❤❛❜❡ ❡✐♥❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät Γ = dQ/dT ✳
❋ür ❞✐❡ ❘❛t❡ ❞❡r ❲är♠❡③✉❢✉❤r ❣✐❧t ❞❛♥♥✿

dQ

dt
= Γ

dT

dt
= −∆I .

❋♦❧❣❧✐❝❤ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ♠✐t ❞❡r ❘❛t❡

dT

dt
= −∆I/Γ .

❉✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ä♥❞❡rt s✐❝❤ ✉♠ s♦ ❧❛♥❣s❛♠❡r✱ ❥❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞❡r ❇❡tr❛❣
|∆I| ❞❡r ❇✐❧❛♥③ ✐st✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❙tr♦♠stär❦❡♥ ❛❧❧❡r P❢❛❞❡ ❡r❣✐❜t✱
✉♥❞ ❥❡ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät Γ ❞❡s ❑♥♦t❡♥s ✐st✳
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❇❡✐s♣✐❡❧ ✸✿ ❆✉❢ ❡✐♥❡ ❦❛❧t❡ ❋❡♥st❡rs❝❤❡✐❜❡ ✢✐❡ÿ❡ ❡✐♥ ❙tr♦♠ ✈♦♥ ▲✉❢t✱ ✇❡❧❝❤❡
❣❛s❢ör♠✐❣❡s ❲❛ss❡r ❡♥t❤ä❧t✳ ❉❛s ❲❛ss❡r ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt ❞♦rt✱ ❞✳❤✳ ❡s ❣❡❤t
✐♥ ❞✐❡ ✢üss✐❣❡ P❤❛s❡ ü❜❡r✳ ❉✐❡ ❋❡♥st❡rs❝❤❡✐❜❡ ✐st ❤✐❡r ❞❡r ✒❑♥♦t❡♥✏ ✉♥❞
✇✐r❦t ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❯♠s❡t③✉♥❣ ✈♦♥ ❣❛s❢ör♠✐❣❡♠ ③✉ ✢üss✐❣❡♠ ❲❛ss❡r ❛❧s
❙❡♥❦❡ ❢ür ❞❛s tr❛♥s♣♦rt✐❡rt❡ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ ❲❛ss❡r✳ ❉❡r P❛rt✐❛❧str♦♠ ❞❡s
❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ ❲❛ss❡rs ✭❞✳✐✳ ❥❡♥❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙tr♦♠❡s✱ ❞❡r s✐❝❤ s♣❡③✐✜s❝❤
❛✉❢ ❞❡♥ ❩✉str♦♠ ✈♦♥ ❲❛ss❡r ✉♥❞ ♥✐❝❤t ▲✉❢t ❜❡③✐❡❤t✮ ❤❛❜❡ ❞✐❡ ❙tär❦❡
Iin(t)✳ ❋ür ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ③✇✐s❝❤❡♥ t1 ✉♥❞ t2 ❛✉❢ ❞❡r ❋❡♥st❡r✲
s❝❤❡✐❜❡ ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡ ❲❛ss❡r♠❡♥❣❡ m ❣✐❧t ❞❛♥♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✵✳✶

m =

t2
ˆ

t1

Iin(t)dt .

❇❡✐s♣✐❡❧ ✹✿ ❉✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❍❛❤♥ ✢✐❡ÿ❡ ❡✐♥ ❲❛ss❡rstr♦♠ ❞❡r ❙tär❦❡ I1 ✐♥ ❡✐♥❡
❇❛❞❡✇❛♥♥❡ ✉♥❞ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❆✉s✢✉ss ❡✐♥ ❙tr♦♠ ❞❡r ❙tär❦❡ I2 ❛❜✳ ❙♦ ❧❛♥✲
❣❡ ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧ ③✉✲ ✇✐❡ ❛❜✢✐❡ÿt✱ ❜❧❡✐❜t ❦❡✐♥ ❲❛ss❡r ✐♥ ❞❡r ❲❛♥♥❡✳ ❲❡♥♥
❥❡❞♦❝❤ ♠❡❤r ③✉✲ ❛❧s ❛❜✢✐❡ÿt✱ ❞✳❤✳ I1 − I2 > 0, ✲st❡✐❣t ❞❡r ❲❛ss❡r♣❡❣❡❧✳
❉❛♠✐t ❞✐❡ ❲❛♥♥❡ ♥✐❝❤t ü❜❡r❧ä✉❢t✱ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡♥ ③✇❡✐t❡♥✱ ❤ö❤❡r ❣❡❧❡❣❡✲
♥❡♥ ❆✉s✢✉ss✳ ❉❡r s♦r❣t ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❙tr♦♠ ❞❡r ❙tär❦❡ I3 ❡✐♥s❡t③t✱
s♦❜❛❧❞ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ P❡❣❡❧ ❡rr❡✐❝❤t ✐st✳ ❉❡r ❞r✐tt❡ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞
s♦❧❧ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✱ ❞❛ss I1 − (I2 + I3) = 0✳

❙trö♠❡ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❚r❛♥s♣♦rt ❡✐♥❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛❡s ✈❡r❦♥ü♣❢t s❡✐♥
♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❊✐♥ st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡r ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt ✇✐r❞ ❛❧s ❲är♠❡❦♦♥✈❡❦t✐✲
♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❞❡r ❞❛③✉ ❛♥❛❧♦❣❡ st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡ ❚r❛♥s♣♦rt ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r
▲❛❞✉♥❣ ❛❧s ❡❧❡❦tr♦❧②t✐s❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✳ ❉✐❡s❡ ❚r❛♥s♣♦rt♣r♦③❡ss❡ ✉♥t❡r✲
s❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✐✳❆❧❧❣✳ ✈♦♠ ❚②♣✉s ❞❡s ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rts ❞✉r❝❤ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣
♦❞❡r ❲är♠❡str❛❤❧✉♥❣ ❜③✇✳ ❞✉r❝❤ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✳

❆♠♣❡r❡♠❡t❡r✳ ❊✐♥ ▼❡ss❣❡rät ❢ür ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡ ✇✐r❞ ❛❧s ❆♠♣❡r❡♠❡✲
t❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣✱ ❞✐❡ ❞❛s ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡ ▼❡ss♣r✐♥③✐♣ ❡✐♥❡s
♣r✐♠är❡♥ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡rs ❞❡♠♦♥str✐❡rt✱ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❙✐❧❜❡r♥✐✲
tr❛t❧ös✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❙tr♦♠♣❢❛❞ s❝❤❛❧t❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥❡
❙✐❧❜❡r♠❛ss❡ ♠✐sst✳ ❉✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡ ❞❡r ❛✉❢ ❞❡♠ P❢❛❞ ✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥
▲❛❞✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐r❡❦t ❛✉s ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ▲❛❞✉♥❣s❡✐♥❤❡✐t ❈♦✉❧♦♠❜✳

❙❝❤❛❧t❡t ♠❛♥ ❡✐♥ ③✇❡✐t❡s ❙tr♦♠♠❡ss❣❡rät ✐♥ ❞❡♥ ❙tr♦♠❦r❡✐s ❤✐♥❡✐♥ ✭✐♥ ❙❡✲
r✐❡♥s❝❤❛❧t✉♥❣✮✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡s❡s ♠✐t ❞❡♠ ❡rst❡r❡♥ ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥✱ ❞❡♥♥ s♦✇♦❤❧
❞❡r ❞✉r❝❤ ❞❛s ❡rst❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❛s ③✇❡✐t❡ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ✢✐❡ÿ❡♥❞❡ ❙tr♦♠ ❤❛t ❞✐❡
❣❧❡✐❝❤❡ ❙tr♦♠stär❦❡ I✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ♣r✐♠är❡♠ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ❦❛♥♥
♠❛♥ ❛❧s♦ ❥❡❞❡s ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡♥ Pr✐♥③✐♣✐❡♥ ❜❡r✉❤❡♥❞❡ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥
✉♥❞ ❞❛❤❡r s♦❧❧ ❛❜ ❤✐❡r ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ✉♥s ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r
③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✳



❑❆P■❚❊▲ ✶✵✳ ❚❘❆◆❙P❖❘❚ ✸✷✸

✶✵✳✷ ▲❡✐st✉♥❣s❛❜❣❛❜❡ ✉♥❞ ❙tr♦♠stär❦❡

❉❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ▲❡✐st✉♥❣s❛❜❣❛❜❡ ✉♥❞ ❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❚r❛♥s♣♦rt✲
♣❢❛❞ ✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❙tr♦♠stär❦❡ s♦❧❧ ❤✐❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐✲
s♣✐❡❧❡ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

P✉♠♣s♣❡✐❝❤❡r❦r❛❢t✇❡r❦✳ ❊✐♥ P✉♠♣s♣❡✐❝❤❡r❦r❛❢t✇❡r❦ ❤❛❜❡ ❡✐♥ ♦❜❡r❡s
❙♣❡✐❝❤❡r❜❡❝❦❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ h2 ✈♦♥ ❞❡♠ ❛✉s ❲❛ss❡r ü❜❡r ❡✐♥ ❉r✉❝❦❧❡✐✲
t✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❚✉r❜✐♥❡ ❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ h1 ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❛♥❣❡s❝❤❧♦s❡♥❡♥ ✉♥t❡r❡♥
❙♣❡✐❝❤❡r❜❡❝❦❡♥ ❣❡❧❛♥❣t✳ ❉✐❡ ❚✉r❜✐♥❡ s♦❧❧ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●❡♥❡r❛t♦r
❛♥tr❡✐❜❡♥✳

❋❧✐❡ÿt ❡✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧ ❦❧❡✐♥❡ ❲❛ss❡r♠❡♥❣❡ dm ✈♦♠ ♦❜❡r❡♥ ③✉♠ ✉♥t❡r❡♥
❇❡❝❦❡♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ dEpot = Hdm ❢r❡✐✱ ✇♦❜❡✐
H = g(h2 − h1) ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ❜③✇✳ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡
❙♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡s❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ✐st s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✵✳✶❛ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛s ♦❜❡r❡ ❇❡❝❦❡♥ ❞❡♠ ❑♥♦t❡♥ KII✱ ❞✐❡ ❉r✉❝❦❧❡✐t✉♥❣
❞❡♠ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞✱ ❞✐❡ ❚✉r❜✐♥❡ ♠✐t ●❡♥❡r❛t♦r ❡✐♥❡♠ ❊♥❡r❣✐❡✇❛♥❞❧❡r ✉♥❞
❞❛s ✉♥t❡r❡ ❙♣❡✐❝❤❡r❜❡❝❦❡♥ ❞❡♠ ❑♥♦t❡♥ KI✳

❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▲❡✐st✉♥❣✱ ❞✐❡ ❞❛s ❑r❛❢t✇❡r❦ ♠❛①✐♠❛❧ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣
st❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st

Pmech = −dEpot

dt
= −H

dm

dt
.

●❡♠äÿ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ dm
dt = −I ✐st ❛❜❡r ❞✐❡ ✐♠ ♦❜❡r❡♥ ❑♥♦t❡♥

❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ▼❛ss❡ ♣r♦ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ dt ❣❡r❛❞❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ✐♠
❉r✉❝❦r♦❤r ✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❙tr♦♠stär❦❡✳ ❙♦♠✐t ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡
▲❡✐st✉♥❣

Pmech = HI ,

❞✳❤✳ s✐❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙tr♦♠stär❦❡✳

❑♦♥❞❡♥s❛t♦r✳ ❊✐♥❡ P❧❛tt❡ ❡✐♥❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs s❡✐ ❛✉❢ ❞❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥
P♦t❡♥t✐❛❧ ϕII ✉♥❞ ü❜❡r ❡✐♥ ❑❛❜❡❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦♠♦t♦r ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❱♦♥
❞♦rt ❢ü❤r❡ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❑❛❜❡❧ ③✉r ③✇❡✐t❡♥ P❧❛tt❡ ❞❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs✱ ✇❡❧❝❤
❛✉❢ ❞❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧ ϕI ✐st✳ ❲✐r❞ ✈♦♥ ❞❡r ❡rst❡♥ P❧❛tt❡ ❡✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ▲❛✲
❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ dq ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐
❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ dEel = Udq ❢r❡✐✱ ✇♦❜❡✐ U = φ2 − φ1 ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐✲
s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r♣❧❛tt❡♥ ✐st✳ ❉✐❡s❡ ❡❧❡❦tr✐✲
s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❦❛♥♥ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦♠♦t♦r ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❡✐st✉♥❣✱ ❞✐❡ ✈♦♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❛❜❣❡✲
❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ❛❜✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❡rst❡♥ P❧❛tt❡ ♣r♦
❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❛❜✢✐❡ÿt ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st

P = −dEel

dt
= −U

dq

dt
.
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❲✐❡❞❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ dq
dt = −I ❡✐♥❡♥ ❩✉s❛♠✲

♠❡♥❤❛♥❣ ③✉r ✭❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥✮ ❙tr♦♠stär❦❡ ❤❡rst❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t s♦

P = UI , ✭✶✵✳✺✮

❞✳❤✳ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ U
ü❜❡r ❞❡♠ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ✉♥❞ ❞❡r ✐♠ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❙tr♦♠stär✲
❦❡ I✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ✈♦♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥
❊❧❡❦tr♦♠♦t♦r ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇✐r❞✱ ✇✐r❞ s✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠
❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ❞✐ss✐♣✐❡rt✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❲är♠❡ ✉♠❣❡s❡t③t✳

✶✵✳✸ ❲✐❞❡rst❛♥❞

❙♦❜❛❧❞ ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ❜③✇✳ ③✇❡✐ ❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t❡ KI ✉♥❞ KII ♥✐❝❤t ✐♠ t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞✱ ❡t✇❛ ✇❡✐❧ s✐❡ ❡✐♥❡♥ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ❡✐♥❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧✉♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❙trö♠❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❲❡✐s❡♥ ③✇❡✐ ❑♥♦t❡♥ ♥ä♠❧✐❝❤
❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✐❤r❡r ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡♥ ❛✉❢ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❜❡✲
st✐♠♠t❡ ▼❡♥❣❡ ❞❡r ❞❛③✉ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥
③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt✱ s♦ ✇✐r❞ ❊♥❡r❣✐❡ ❢r❡✐✳ ❉✐❡s❡ ❦❛♥♥ ❛❧s ❆r❜❡✐t ♥❛❝❤
❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ♦❞❡r ❛❜❡r ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐♠ ❚r❛♥s♣♦rt ♥✉t③✲
❜r✐♥❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ✈❡rr✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ s♦ s❡t③t ❞❛s ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❡♥ts♣r❡✲
❝❤❡♥❞❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✭▼♦t♦r❡♥✱ ❚✉r❜✐♥❡♥✱ ✉s✇✳✮ ✐♥ ❞❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ❡✐♥❣❡❜❛✉t
✇✉r❞❡♥✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐st ❛❜❡r ✐♠♠❡r ♠ö❣❧✐❝❤ ✉♥❞ ✐♥ ❛❧❧❡♥ r❡❛❧❡♥ ❙②st❡♠❡♥
✜♥❞❡t s✐❡ ❛✉❝❤ ❜✐s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ●r❛❞❡ st❛tt✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ❧ä✉❢t
❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❡✐♥❡♠ ❩✉st❛♥❞ ❤ö❤❡r❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❜③✇✳ ❞❡♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛✲
♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ③✉✳ ❆♠ ❊♥❞❡ st❡❧❧t s✐❝❤ ❡✐♥ ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡
✐♥t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡ ü❜❡r❛❧❧ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt ❤❛t✳ ❉✐❡ ✒❆♥tr✐❡❜s❦r❛❢t✏ ❢ür ❞❡♥
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s❣❧❡✐❝❤ ✐st ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡♥
③✇✐s❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❑♥♦t❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡♥ s✐♥❞ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
❞✐❡s❡r ❉✐✛❡r❡♥③✳

❚r❛♥s♣♦rt❡ ❡r❢♦❧❣❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❙tr♦♠stär❦❡ ✉♥❞ ♠❛♥❝❤♠❛❧
s❝❤❡✐♥❜❛r ❣❛r ♥✐❝❤t✳ ❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣r❡♥③❢ä❧❧❡ s✐♥❞ ❞❡r ✐❞❡❛❧❡ ■s♦❧❛t♦r ✉♥❞ ❞❡r
✐❞❡❛❧❡ ▲❡✐t❡r ✳ ❇❡✐ ❞❡♠ ✐♥ ❆❜❜✳ ✾✳✷ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ s✐♥❞ ❙t❛❜ ✉♥❞ ❩❡✐❣❡r
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉s ▼❡t❛❧❧✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♠ ▲❡✐t❡r✱ ❞❛♠✐t ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞
r❛s❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✇✐r❞✳ ❍❛❧t❡r✉♥❣ ❜③✇✳ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❢ür
❞❡♥ ▼❡t❛❧❧st❛❜ ✉♥❞ ❞✐❡ ❋üÿ❡ ❞❡s ●❡❤ä✉s❡s s✐♥❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❛✉s ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥
▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✳ ❙✐❡ s♦r❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥ ▲✉❢t ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❛s ■♥✲
str✉♠❡♥t ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t❡ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ♥✐❝❤t s♦❢♦rt ✇✐❡❞❡r ✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤t✳ ❋ür ❞✐❡
❆❧❧t❛❣s♣r❛①✐s ❣❡❤ört ❞✐❡ ▲✉❢t ü❜r✐❣❡♥s ③✉ ❞❡♥ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ■s♦❧❛t♦r❡♥✳ ❖❤♥❡
✐❤r❡ ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✇ür❞❡♥ ✈✐❡❧❡ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡
♥✐❝❤t ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡r❡♥✳ ❊❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ s❝❤❧❛❣❡♥
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢❡❤❧✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ▲✉❢t❢❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ③✉ ❤♦❝❤ ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ✐s♦❧✐❡✲
r❡♥❞❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❞❡r ▲✉❢t r❡❞✉③✐❡rt ✐st✳ ●❛s❡ s✐♥❞ s♦✇♦❤❧ ❢ür ❲är♠❡ ❛❧s ❛✉❝❤
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❊❧❡❦tr✐③✐tät ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ❣✉t❡ ■s♦❧❛t♦r❡♥✳ ❉❡r ❜❡st❡ ■s♦❧❛t♦r ❢ür ❲är♠❡
✉♥❞ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞❛s ❱❛❦✉✉♠✳

❉✐❡ ❑✐♥❡t✐❦ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡s ❤ä♥❣t ✈♦♥ s❡✐♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❛❜✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙tä❜❡ ✐♥ ❞✐❡ ❍❛♥❞ ♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞
♠✐t ✐❤♥❡♥ ❡✐♥ ❣❡❧❛❞❡♥❡s ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡r ❜❡rü❤r❡♥✳ ❋ür ▼❡t❛❧❧stä❜❡ ❣❡❤t ❞❡r
❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡rs ✐♥ ❙❡❦✉♥❞❡♥s❝❤♥❡❧❧❡ ③✉rü❝❦✱ ♠✐t ❡✐♥❡♠
❙tü❝❦ ❚❛❢❡❧❦r❡✐❞❡ ❦❛♥♥ ❡s ▼✐♥✉t❡♥ ❞❛✉❡r♥✱ ✉♥❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ●❧❛sst❛❜ ✐st ❞✐❡
❆❜♥❛❤♠❡ s♦ ❧❛♥❣s❛♠✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❚❛❣❡s ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t
✇❛❤r♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✳ ■st ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❡✐♥ ❣✉t❡r ❲är♠❡❧❡✐t❡r✱ s♦ ✐st ❡s ♠❡✐st
❛✉❝❤ ❡✐♥ ❣✉t❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ▲❡✐t❡r✱ ✇✐❡ ❞❛s ③✳❇✳ ❢ür ▼❡t❛❧❧❡ ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✳ ●✉t❡
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ■s♦❧❛t♦r❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❙t②r♦♣♦r ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡ ❑✉♥stst♦✛❡✱ ●❧äs❡r ✉♥❞
✈✐❡❧❡ ◆✐❝❤t♠❡t❛❧❧❡✱ s✐♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❛✉❝❤ ❣✉t❡ ❲är♠❡✐s♦❧❛t♦r❡♥✳ ❊s ❣✐❜t ❛❜❡r
❞✉r❝❤❛✉s ❆✉s♥❛❤♠❡♥✱ ❛❧s♦ ❙t♦✛❡✱ ❞✐❡ ❡①③❡❧❧❡♥t❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❡✐t❡r✱ ❛❜❡r s❡❤r
s❝❤❧❡❝❤t❡ ❲är♠❡❧❡✐t❡r s✐♥❞✱ ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ■♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥
❤ä♥❣t ❞✐❡ ❑✐♥❡t✐❦ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt✈♦r❣❛♥❣s ❛✉❝❤ ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ♦❜ ❞❛s ❋❧✐❡ÿ❡♥ ✈♦♥
❊❧❡❦tr✐③✐tät ❛♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛❡s ❣❡❦♥ü♣❢t ✐st ✭❡❧❡❦tr♦✲
❧②t✐s❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✮ ♦❞❡r ♥✐❝❤t ✭❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✮✳
❋ür ❞✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛♥❛❧♦❣❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♠❛❝❤❡♥✳ ■♥ ▼❡t❛❧✲
❧❡♥ ✜♥❞❡t ❞✐❡ ▲❡✐t✉♥❣ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ♦❤♥❡ ❙t♦✛tr❛♥s♣♦rt st❛tt✱ ❞✳❤✳ ▼❡t❛❧❧❡
s✐♥❞ ✐✳❆❧❧❣✳ s♦✇♦❤❧ ❣✉t❡ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡ ▲❡✐t❡r ✉♥❞ ❛❧s ❛✉❝❤ ❣✉t❡ ❲är♠❡❧❡✐t❡r✳
❉❛s ❆♥❛❧♦❣♦♥ ③✉r ❡❧❡❦tr♦❧②t✐s❝❤❡♥ ▲❡✐t✉♥❣ ✐st ❞❡r ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt ❞✉r❝❤
❑♦♥✈❡❦t✐♦♥✳

❲är♠❡✇✐❞❡rst❛♥❞✿ ❲❡♥♥ ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ✭❜③✇✳ ❑♥♦t❡♥✮ KI ✉♥❞ KII

❡✐♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ ∆T = TI − TII ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ❞❛♥♥ ❦♦♠♠t
❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt ✈♦♠ ❩✉st❛♥❞ ♠✐t ❤ö❤❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ③✉
❞❡♠ ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ■st KI ❞❡r ❖rt ♠✐t ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r✱ s♦ ✐st∆T ♣♦s✐t✐✈✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡✲❇✐❧❛♥③∆I ✐st ❢ür
❞✐❡s❡♥ ❑♥♦t❡♥ ♣♦s✐t✐✈✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤❡ ❉❛t❡♥ ③✉r ❙tär❦❡ ❞❡s ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥
❲är♠❡str♦♠s I = Iex = Iex(∆T ) ✇❡r❞❡♥ ✐✳❆❧❧❣✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ P♦t❡♥③✲
r❡✐❤❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❣❡♥ü❣t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛s
❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ●❡s❡t③

I =
1

RQ
∆T .

❉✐❡ ●röÿ❡ RQ ❤❡✐ÿt ❲är♠❡✇✐❞❡rst❛♥❞ ✳

❊❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❲✐❞❡rst❛♥❞✿ ❲❡♥♥ ③✇❡✐ ❑♥♦t❡♥ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧✲
❞✐✛❡r❡♥③ U = ∆ϕ = ϕI − ϕII ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ s♦ ❧✐❡❣t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥ ◆✐❝❤t✲
❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ✈♦r✳ ❊r ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt ✈♦♥ ▲❛❞✉♥✲
❣❡♥ ❛❜❣❡❜❛✉t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✐st ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt♣r♦③❡ss❡s
❞❛s ❙tr❡❜❡♥ ♥❛❝❤ ♠❛①✐♠❛❧❡r ❊♥tr♦♣✐❡✳ ❍ä✉✜❣ ✜♥❞❡t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❧✐✲
♥❡❛r❡ ◆ä❤❡r✉♥❣

I =
1

R
∆ϕ ✭✶✵✳✻✮
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❜③✇✳ ❞❛s ❖❤♠s❝❤❡ ●❡s❡t③
U = RI ✭✶✵✳✼✮

❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙tr♦♠stär❦❡
Iex = I✱ ❞✐❡ ✈♦♠ ❑♥♦t❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❤ö❤❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ❛✉s❣❡❤t✱ ✉♥❞ ❞❡r
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U = ∆ϕ ❡✐♥❡ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✐st✳
❉✐❡ ▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞s R ❤❡✐ÿt ❖❤♠✿

[R] = Ohm = Ω = V/A . ✭✶✵✳✽✮

❉✐❡ ●röÿ❡ R ✐st st❡ts ♣♦s✐t✐✈✳ ❋ür ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡✲❇✐❧❛♥③ ∆I ✉♥❞ ❞✐❡
P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ∆ϕ ❣✐❧t✿

U = ∆ϕ = R∆I .

❉✐❡ ❇✐❧❛♥③ ❞❡r ❙tr♦♠stär❦❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❑♥♦t❡♥ ✐st ♣♦s✐t✐✈✱ ✇❡♥♥ ❡r ❞❛s
❤ö❤❡r❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛t ✉♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ③✉ ❡✐✲
♥❡♠ ❑♥♦t❡♥ ❛✉❢ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt ✇✐r❞ ♦❞❡r ❞✐❡s❡♠
❑♥♦t❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ ③✉✢✐❡ÿt✳ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❦ö♥♥❡♥ ♥✉r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❘✐❝❤✲
t✉♥❣ ✒❢r❡✐✇✐❧❧✐❣✏ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ✇❡✐❧ ♥✉r ❞❛♥♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ③✉r
❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤t ❜③✇✳ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❛♥✇❛❝❤s❡♥ ❦❛♥♥✳

❉❡r ❲är♠❡✇✐❞❡rst❛♥❞ RQ ❜③✇✳ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞ R ✐st ❡✐♥ ❈❤❛✲
r❛❦t❡r✐st✐❦✉♠ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡s✳ ❏❡❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞✱ ❢ür ❞❡♥
❞❛s ♦❤♠s❝❤❡ ●❡s❡t③ ❣✐❧t✱ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ♦❤♠s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ R ❞❛r✳ ❊✐♥ ❚r❛♥s✲
♣♦rt♣❢❛❞ ✐st ❛❧s♦ ❡✐♥ ♦❤♠s❝❤❡r ❲✐❞❡rst❛♥❞✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡s ❞✉r❝❤ ✐❤♥
✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❙tr♦♠s ❞❡r ❛♥ ❞❡♥ ❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t❡♥ ❛♥❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ✐st✳

❲❡♥♥ ❞❡r ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r ♦❞❡r ❡✐♥❡♥ ❊❧❡❦✲
tr♦♠♦t♦r ♠✐t ✐❞❡❛❧❡♥✱ ♥✐❝❤t✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ❩✉❢✉❤r❧❡✐t✉♥❣❡♥ r❡❛❧✐s✐❡rt ✐st✱ ♦❞❡r
✇❡♥♥ ❲❛ss❡r ü❜❡r ❡✐♥ ❉r✉❝❦❣❡❢ä❧❧❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❚✉r❜✐♥❡ ✢✐❡ÿt✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ③✉✲
♠✐♥❞❡st ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❆r❜❡✐t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ■st ❞❛s
♥✐❝❤t ❞❡r ❋❛❧❧✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ❞✐ss✐♣✐❡rt✱ ✇❛s ♠❛♥ ♠❡✐st ❛♥✲
❤❛♥❞ ❞❡r ❊r✇är♠✉♥❣ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞s ♦❞❡r ❞❡s ❊♥❞❦♥♦t❡♥s ❢❡stst❡❧❧❡♥
❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❇❛tt❡r✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ❦✉r③s❝❤❧✐❡ÿt✱ ❞❛♥♥
❡r✇är♠❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❩✉❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❛tt❡r✐❡✱ ❞❡♥♥ ✐r❣❡♥❞✇♦ ♠✉ss ❞✐❡
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt ❢r❡✐❣❡s❡t③t❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❥❛ ❤✐♥✳

❉❛s ❙❝❤❛❧t❦r❡✐ss②♠❜♦❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❛❧s
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ✭❜③✇✳ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡s✮ ❇❛✉❡❧❡♠❡♥t ✐st ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✵✳✷❛ ❣❡③❡✐❣t✳ ▼❡✐st
❧ässt ♠❛♥ ❞✐❡ ♥ä❤❡r❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ✉♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈ ③✉ s❡✐♥✱ ✇❡❣ ✉♥❞
s♣r✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✉r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ♠❡❤r❡r❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ Rn ♠✐t n = 1, 2, 3, . . . , N ❤✐♥t❡r❡✐♥✲
❛♥❞❡r s❝❤❛❧t❡t✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✵✳✷❜ ❢ür ❞r❡✐ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛♥♥ st❡❤t
❥❡❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ✐♥ ✐❤♠ ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡
❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉❛ ❛❧❧❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙tr♦♠ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✳✷✿ ✭❛✮ ❙❝❤❛❧ts②♠❜♦❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ✭❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥✮ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐✲
❞❡rst❛♥❞ ✭❜✮ ❍✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡rs❝❤❛❧t✉♥❣ ✈♦♥ ❞r❡✐ ❲✐❞❡rstä♥❞❡♥ ✭❝✮ ❊✐♥ ❛✉s
❡✐♥❡♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❜❡st❡❤❡♥❞❡r ❙❝❤❛❧t❦r❡✐s✳ ◆❡❜❡♥
❞❡♥ ❙②♠❜♦❧❡♥ ❢ür ❲✐❞❡rst❛♥❞ ✉♥❞ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r tr✐tt ❤✐❡r ❡✐♥ ❙②♠❜♦❧ ❢ür
❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❛❧t❡r ❛✉❢

❙tr♦♠stär❦❡ I ❞✉r❝❤✢♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❞✐ss✐♣✐❡rt❡
▲❡✐st✉♥❣

Pn = −UnI = −RnI
2 ,

✇♦❜❡✐ Un ❞✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ s❡✐♥❡♥ ❆♥s❝❤❧üss❡♥ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐st✳ ❉❛s ♥❡✲
❣❛t✐✈❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ st❡❤t ❢ür ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣s❛❜❣❛❜❡✳ ❉✐❡ ✐♥s❣❡s❛♠t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡
▲❡✐st✉♥❣

P = −RI2 =

N∑

n=1

Pn = −I2
N∑

n=1

Rn

✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❞✐ss✐♣✐❡rt❡♥ ❚❡✐❧❧❡✐st✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❜❡✐ ❙❡r✐❡♥✲
s❝❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❲✐❞❡rstä♥❞❡

R =
N∑

n=1

Rn .

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❙tr♦♠ ✈❡r③✇❡✐❣❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ♠❡❤r❡r❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣s♣✉♥❦t ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❢ü❤r❡♥✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡
❞❡s ●❡s❛♠tstr♦♠s

I =
U

R
=

N∑

n=1

In = U
N∑

n=1

1

Rn
,

❞❡♥♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣s♣✉♥❦t❡♥ ✐st ❞✐❡ ❣❧❡✐✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✳✸✿ ❙❝❤❛❧ts❦✐③③❡ ③✉r ▼❡s✲
s✉♥❣ ✈♦♥ ❲✐❞❡rstä♥❞❡♥

❝❤❡✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❢ür ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡s❝❤❛❧t❡t❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡✿

1

R
=

N∑

n=1

1

Rn
.

✶✵✳✸✳✶ ▼❡ss✉♥❣ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❲✐❞❡rstä♥❞❡

❑❛❧✐❜r✐❡rt❡ ▼❡ss❣❡rät❡ ❢ür ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❖❤♠♠❡t❡r ✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ③✇❡✐ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❑❧❡✐♥❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡✿ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❛♠ ❤ä✉✜❣st❡♥ ❛♥❣❡✲
✇❛♥❞t❡ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ●❧✳ ✶✵✳✼✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✵✳✸ ❣❡③❡✐❣t✱ ♠✐sst
♠❛♥ ❞❛③✉ ❞✐❡ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❛❜❢❛❧❧❡♥❞❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❱♦❧t✲
♠❡t❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡s ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❙tr♦♠s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r✳
❋ür ❡①tr❡♠ ❣r♦ÿ❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ✉♥♠❡ss❜❛r
❦❧❡✐♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♥♥ ✈❡rs❛❣t ❞✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡✳

●r♦ÿ❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡✿ ❯♠ ❞❛s ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❣r♦ÿ❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ③✉
✈❡rst❡❤❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✵✳✷❝ ❣❡③❡✐❣t❡✱ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❑♦♥❞❡♥✲
s❛t♦r ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❙❝❤❛❧t✉♥❣✳ ❉❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛❜❢❛❧❧
−UR = RI ❛♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ✐st ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ UC ❛♠
❑♦♥❞❡♥s❛t♦r✳ ❊s ❣✐❧t ❛❧s♦✿

UC − UR = q/C +RI = q/C +Rq̇ = 0 .

❉✐❡s st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❞❛r✳ ❙✐❡ ❤❛t ❞✐❡
▲ös✉♥❣

q(t) = q0 exp(−t/τ) . ✭✶✵✳✾✮

❉✐❡ ❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡
τ = RC ✭✶✵✳✶✵✮

❞❡r ❊♥t❧❛❞✉♥❣ ❦❛♥♥ ✐♥ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❛❧t❦r❡✐s❡♥ ③✉r ❙t❡✉❡r✉♥❣ ③❡✐t❧✐❝❤❡r
❆❜❧ä✉❢❡ ❜③✇✳ ❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t♠❡ss✉♥❣ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❯♠ ③✳❇✳ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ✈♦♥ ❚❛❢❡❧❦r❡✐❞❡ ③✉ ♠❡ss❡♥✱ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡r ❜❡❦❛♥♥t❡r ❑❛♣❛③✐tät C ♠✐t ❡✐♥❡r ▲❛❞✉♥❣ q0 ❛✉✢❛❞❡♥
✉♥❞ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✵✳✹❛ ❣❡③❡✐❣t✱ ❡♥t❧❛❞❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❙t♦♣♣✉❤r s❝❤ät③t
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✳✹✿ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❲✐❞❡rst❛♥❞❡s ✈♦♥ ❚❛❢❡❧❦r❡✐❞❡✳ ❛✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥✲
t❡❧❧❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣✳ ❉❡r ❩❡✐t✈❡r❧❛✉❢ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡r ✐♠ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❯❤r
❣❡♠❡ss❡♥✳ ❜✮ ❙❝❤❛❧ts❦✐③③❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✳✺✿ ❛✮ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ❆♠♣❡r❡♠❡t❡rs ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❱♦❧t♠❡t❡r
✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ▼❡ss✇✐❞❡rst❛♥❞✳ ❜✮ ▼❡ss❜❡r❡✐❝❤s❡r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❢ür ❡✐♥ ❱♦❧t♠❡t❡r✳ ❝✮
▼❡ss❜❡r❡✐❝❤s❡r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❢ür ❡✐♥ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r

♠❛♥ ❞✐❡ ❩❡✐t ❛❜✱ ③✉ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛✉❢ ✉♥❣❡❢ä❤r ✶✵✪ ❛❜❣❡❢❛❧❧❡♥ ✐st✳ ❙❡t③t
♠❛♥ ❩❡✐t ✉♥❞ ❑❛♣❛③✐tät ✐♥ ●❧✳ ✶✵✳✶✵ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❡✐♥ ❑r❡✐❞❡stü❝❦
✭❉✉r❝❤♠❡ss❡r 1 cm✱ ▲ä♥❣❡ 8 cm✮ ❡✐♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ R ✈♦♥ ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠ä✲
ÿ✐❣ 6× 1012Ω✳

✶✵✳✸✳✷ ▼❡ss❜❡r❡✐❝❤s❡r✇❡✐t❡r✉♥❣

❉❡r ▼❡ss❜❡r❡✐❝❤ ❡✐♥❡s ❱♦❧t♠❡t❡rs ✐st ❜❡s❝❤rä♥❦t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ▼❛✲
①✐♠❛❧❛✉ss❝❤❧❛❣✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❛❧s ❞❡r
▼❡ss❜❡r❡✐❝❤ ③✉❧ässt✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✵✳✺❜ ❣❡③❡✐❣t❡ ❙❝❤❛❧ts❦✐③③❡ ✈❡r✲
✇❡♥❞❡♥✳ ▼❛♥ s❝❤❧✐❡ÿt ③✇❡✐ ✐♥ ❘❡✐❤❡ ❣❡s❝❤❛❧t❡t❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ R1 ✉♥❞ R2 ❛♥
✉♥❞ ♠✐sst ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✭❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛❜❢❛❧❧✮ ❛♠ ▼❡ss✇✐❞❡rst❛♥❞ R1✳

▼✐t ❤♦❝❤❣❡♥❛✉ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❲✐❞❡rstä♥❞❡♥ ✭▼❡ss✇✐❞❡rstä♥❞❡♥✮ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❛✉s ❡✐♥❡♠ ❣✉t❡♥ ❱♦❧t♠❡t❡r ❡✐♥ ❣✉t❡s ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ♠❛❝❤❡♥✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳
✶✵✳✺❛ ❣❡③❡✐❣t✱ ♠✐sst ♠❛♥ ❞❛③✉ ❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛❜❢❛❧❧ ∆U ü❜❡r ❞❡♠ ▼❡ss✇✐✲
❞❡rst❛♥❞ ✉♥❞ ❡✐❝❤t ❞✐❡ ❆♥③❡✐❣❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡✳ ❲❡❣❡♥ ∆U = RI ❡r❤ä❧t
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♠❛♥ ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡♠ R ❞✐❡ ❙tär❦❡ I ❞❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲❡✐t✉♥❣ ❣❡✢♦ss❡♥❡♥ ❙tr♦♠s✳
❉❡r ▼❡ss❜❡r❡✐❝❤ ❡✐♥❡s ❆♠♣❡r❡♠❡t❡rs ❧ässt s✐❝❤✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✵✳✺❝ ❣❡③❡✐❣t✱

❡r✇❡✐t❡r♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ③✉♠ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡s❝❤❛❧t❡t❡♥
❲✐❞❡rst❛♥❞ R2 ❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ❙tr♦♠s ❛♠ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ✈♦r❜❡✐✢✐❡ÿ❡♥ ❧ässt
✉♥❞ ♥✉r ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡ ❞❡s ❞✉r❝❤ R1 ✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧str♦♠s ♠✐sst✳ ❆✉s ❞❡♥
❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❲❡rt❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡s
●❡s❛♠tstr♦♠s ③✉rü❝❦s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳

✶✵✳✹ ❋❡❧❞❡r ✐♠ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥

❋❡❧❞❡r s✐♥❞ ❡✐♥ ③❡♥tr❛❧❡s ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♣❤②s✐❦✳ ❉❛❜❡✐ st❡❧❧t ❡✐♥ ❇❡✲
③✉❣ss②st❡♠ ♠✐t s❡✐♥❡♥ ❊r❡✐❣♥✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (t, x) ❞❡♥ ❢❡st❡♥ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣s✲
r❛❤♠❡♥ ❞❛r✱ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡ss❡♥ ❛❧❧❡ ❋❡❧❞❣röÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt s✐♥❞✳ ●❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥

f : (t, x) 7→ f(t, x) ✭✶✵✳✶✶✮

❞❡r ❊r❡✐❣♥✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (t, x) ❛❧s ❡✐♥ ❋❡❧❞ ✱ ❞✳❤✳ ❥❡❞❡♠ ❊r❡✐❣♥✐s♣✉♥❦t x ✐st ③✉
❥❡❞❡r ❩❡✐t t ❞❡r ❲❡rt ❞❡r ❋❡❧❞❣röÿ❡ f ③✉❣❡♦r❞♥❡t✳ ❲❡♥♥ ♥✉r ❞❡r rä✉♠❧✐❝❤❡
❆s♣❡❦t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞✱ ❞❛♥♥ s♣✐❡❧t ❞✐❡ ❩❡✐t ❜❧♦ÿ ❞✐❡ ❘♦❧❧❡ ❡✐♥❡s P❛r❛♠❡t❡rs
♠✐t ❡✐♥❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❲❡rt✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❞❛s ❩❡✐t❛r❣✉♠❡♥t t
✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✉♥t❡r❞rü❝❦❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ❋❡❧❞ ✇✐r❞ ♥✉r ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠ f(x) ❛♥❣❡✲
❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇❡❣❣❡❧❛ss❡♥✳ ❏❡❞❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●röÿ❡
❡✐♥❡s ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ▼❡❞✐✉♠s ❦❛♥♥ ❛❧s ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❊r❡✐❣♥✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥
❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❋❡❧❞❣röÿ❡ ❛✉❢❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✳

✶✵✳✹✳✶ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞❡r

❲❡♥♥ ❞❡r ❲❡rt ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙❦❛❧❛r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❞✳❤✳
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt✱ ❞❡r ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❑♦✲
♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜t✱ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞ ✳ ■♥
❚❛❜✳ ✶✵✳✶ s✐♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞❡r ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ❲❡♥♥ ❛✉s ❞❡♠
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ s♦✇✐❡s♦ ❦❧❛r ✐st✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❋❡❧❞ ❣❡♠❡✐♥t ✐st✱ ❧ässt ♠❛♥ ❞❡♥ ❩✉✲
s❛t③ ✒✲❢❡❧❞✏ ❜❡✐♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❢❡❧❞ ϕ = ϕ(t, x) ♦❢t ✇❡❣ ✉♥❞ s♣r✐❝❤t
♥✉r ✈♦♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✵✳✶✿ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞❡r
❙❦❛❧❛r❢❡❧❞ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞

❉✐❝❤t❡❢❡❧❞ ρ(t, x) ❚❡♠♣❡r❛t✉r❢❡❧❞ T (t, x)

❉r✉❝❦❢❡❧❞ p(t, x) ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ(t, x)
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❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❡✐♥❡♥
❑ör♣❡r✱ ❞❡ss❡♥ ❉✐❝❤t❡ ρ ♥✉r ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❘❛✉♠r✐❝❤t✉♥❣
✈❛r✐✐❡rt✳ ❊♥t❧❛♥❣ ❞✐❡s❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❧❡❣❡♥ ✇✐r ❞✐❡ x✲❆❝❤s❡ ❞❡s ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥s②st❡♠s✳ ❉❛s ❉✐❝❤t❡❢❡❧❞ ρ = ρ(t, x) ❤ä♥❣t ❞❛♥♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❩❡✐t
♥✉r ♥♦❝❤ ✈♦♥ ❞❡r x✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛❜✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ✇✐r ❞❡r
❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ❤✐❡r ③✉♥ä❝❤st ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✭❋❡❧❞❡r✱ ❞✐❡ ✐♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧❡♥ ✈❛r✐✐❡r❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❇❛♥❞ ❘P❑✷ ❞✐s❦✉t✐❡rt✮✳
❲❡♥♥ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ♠✐t ρ(x) = ρ0 ❦♦♥st❛♥t ✐st✱
s♦ ✐st ❞✐❡ ▼❛ss❡ mK ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❉✐❝❤t❡ ρ0
✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥ V ✿ mK = ρ0V ✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ♥✐❝❤t ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ ❣❡❤t ♠❛♥
❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ✈♦r✿ ▼❛♥ ③❡r❧❡❣t ❞❡♥ ❑ör♣❡r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❱♦❧✉♠❡♥✲
❡❧❡♠❡♥t❡ dV ✉♥❞ ✐♥t❡❣r✐❡rt ❞✐❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧ ❦❧❡✐♥❡♥ ❧♦❦❛❧❡♥ ▼❛ss❡♥❡❧❡✲
♠❡♥t❡

dm = ρ(x) dV ✭✶✵✳✶✷✮

❛✉❢✳ ❩✉r ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✵✳✶✷ ✐st ③✉ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ③✉ dm ✉♥❞
dV ❦❡✐♥ ❆r❣✉♠❡♥t x ❞❛③✉s❝❤r❡✐❜t✱ ✇❡✐❧ s♦✇✐❡s♦ ❦❧❛r ✐st✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ❤✐❡r
✉♠ ❡✐♥❡ ❧♦❦❛❧ ❛♠ ❖rt x ❣ü❧t✐❣❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❤❛♥❞❡❧t✳ ❆✉❝❤ ❞❛s ❩❡✐t❛r❣✉✲
♠❡♥t t ❢ür ❡✐♥ ❉✐❝❤t❡❢❡❧❞ ρ(t, x) ✇✐r❞ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✇❡❣❣❡❧❛ss❡♥✱ ❞❡♥♥
❡s ✐st ❢ür ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❡r❤❡❜❧✐❝❤ ✭❊s ✐st ❤✐❡r ❡✐♥ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥❡r
P❛r❛♠❡t❡r✳✮✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡

mK =

mK
ˆ

0

dm =

VK
ˆ

0

ρ(x) dV ✭✶✵✳✶✸✮

❞❡s ❑ör♣❡rs ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ■♥t❡❣r❛❧ ü❜❡r ❞✐❡ ▼❛ss❡
❜③✇✳ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ VK ❞❡s ❑ör♣❡rs✳ ❉❛ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛❧❣r❡♥③❡♥ ❤✐❡r s❡❧❜st✲
✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ s✐♥❞ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❱❡r✇❡❝❤s❧✉♥❣ ❞❡s ✉♥❜❡st✐♠♠t❡♥ ♠✐t
❞❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ■♥t❡❣r❛❧ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ s✐❡ ♦❢t ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t
❛♥✳ ❋ür ●❧✳ ✶✵✳✶✸ s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞❛♥♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✉r

m =

ˆ

dm =

ˆ

ρ dV . ✭✶✵✳✶✹✮

❲❡♥♥ ❞✐❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ A ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ✈❛r✐✐❡rt ✉♥❞ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ A(x) ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥ ❞❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐✲
♠❛❧❡♥ ❉✐❝❦❡ dx ♠✐t ❞❡♠ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ dV = A(x)|dx| ❜❡✲
tr❛❝❤t❡♥ ✉♥❞ ❣❡❤t ❣❡♥❛✉s♦ ✈♦r ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s✿

m(t) =

VK
ˆ

0

ρ(t, x) dV =

xΩ
ˆ

xα

ρ(t, x)A(x) dx . ✭✶✵✳✶✺✮

❋ür ❞❛s ❧❡t③t❡r❡ ■♥t❡❣r❛❧ ✇✐r❞ xΩ > xα ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ❞❛♠✐t dx =
|dx| ♣♦s✐t✐✈ ✐st✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❜❡✲
r❡❝❤♥❡♥✿ ▼❛♥ ③❡r❧❡❣t ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❆♥❢❛♥❣s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ xα
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✳✻✿ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❢❡❧❞❡s
❡✐♥❡s ❋❧✉✐❞s✳ ❉✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❱❡❦t♦r♣❢❡✐❧❡ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❙trö♠✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❛♥✱
❞✐❡ P❢❡✐❧❧ä♥❣❡ ❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡s ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣s✳ ❉✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉❛r✲
st❡❧❧✉♥❣ ✐st ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ③✉ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❖rt❡ ❛✉❢
❞❡r x✲❆❝❤s❡ ✈♦♥ ❧✐♥❦s ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ❛♥s❝❤❛✉t✱ ❦♦♠♠t ❞❛s ❋❧✉✐❞ ③✉♥ä❝❤st ♠✐t
❤♦❤❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❧✐♥❦s✱ ✇✐r❞ ✐♠♠❡r ❧❛♥❣s❛♠❡r✱ ✇❡❝❤s❡❧t ❞❛♥♥ ❞✐❡
❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❦♦♠♠t ♠✐t ✐♠♠❡r ❤ö❤❡r❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ r❡❝❤ts

✉♥❞ ❞❡r ❊♥❞❦♦♦r❞✐♥❛t❡ xΩ ❞❡s ❑ör♣❡rs ✐♥ N1 ❚❡✐❧str❡❝❦❡♥ ∆xj ♠✐t
j = 1, . . . , N1✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❥❡❞❡r ❚❡✐❧str❡❝❦❡ ❜❡st✐♠♠t ♠❛♥ ✐r❣❡♥❞❡✐✲
♥❡♥ ❞❛r✐♥ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✇❡rt xj ✉♥❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥
∆Vj = A(xj)|∆xj | ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ N1 ❇❡✐✲
trä❣❡ ρ(xj)∆Vj ❛✉❢s✉♠♠✐❡rt ✭❞❛s ❦❛♥♥ ③✳❇✳ ❡✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❡r❧❡❞✐❣❡♥✮✱
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♠✐t

N1∑

j=1

ρ(xj)∆Vj

❡✐♥❡♥ ❡rst❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣s✇❡rt ❢ür ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧✳ ❯♠ ❡✐♥❡♥ ❜❡ss❡r❡♥ ◆ä✲
❤❡r✉♥❣s✇❡rt ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ♠❛❝❤t ♠❛♥ ❞❛ss❡❧❜❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❢❡✐♥❡r❡♥ ❩❡r❧❡✲
❣✉♥❣ ✈♦♥ N2 > N1 ❚❡✐❧✐♥t❡r✈❛❧❧❡♥ ✭❞✳❤✳ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ♠❡❤r
❚❡✐❧✐♥t❡r✈❛❧❧❡♥✮ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧✳ ❉❛s ✇✐❡❞❡r❤♦❧t ♠❛♥ s♦ ❧❛♥❣❡ ♠✐t ✐♠♠❡r
♠❡❤r ❚❡✐❧✐♥t❡r✈❛❧❧❡♥✱ ❜✐s ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉♠ ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡s ♥ä❝❤st✲
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ss❝❤r✐tts ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ③✉ ❡r✇❛rt❡♥❞❡♥ ▼❡ss✉♥✲
s✐❝❤❡r❤❡✐t ♥✐❝❤t ♠❡❤r r❡❧❡✈❛♥t ❢ür ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣ ✐st✳
❉❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢❤ör❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐s ❛❧s ③✉❢r✐❡❞❡♥✲
st❡❧❧❡♥❞❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣s✇❡rt ❢ür ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ❛♥s❡❤❡♥✳

✶✵✳✹✳✷ ❱❡❦t♦r❢❡❧❞❡r

❱❡❦t♦r❢❡❧❞❡r s✐♥❞ ❩✉♦r❞♥✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠ ❊r❡✐❣♥✐s (t, x) ✉♥❞ ❡✐♥❡♠
❱❡❦t♦r✱ ❞✳✐✳ ❡✐♥❡ ●röÿ❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✇❡❝❤✲
s❡❧t✳ ❲❡♥♥ ✐♥ ●❧✳ ✶✵✳✶✶ ❞✐❡ ●röÿ❡ f ❛❧s♦ ❡✐♥ ❱❡❦t♦r ✐st✱ ❞❛♥♥ ❧✐❡❣t ❡✐♥ ❱❡❦✲
t♦r❢❡❧❞ ✈♦r✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐st ❞❛s ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❢❡❧❞

(t, x) 7−→ v(t, x ) ✭✶✵✳✶✻✮

❡✐♥❡s strö♠❡♥❞❡♥ ●❛s❡s ❡✐♥ ❱❡❦t♦r❢❡❧❞✱ ✇❡❧❝❤❡s ③✉ ❥❡❞❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❡✐♥❡♠
❜❡st✐♠♠t❡♥ ❖rts♣✉♥❦t ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ●❛s❡s ③✉♦r❞♥❡t✳ ❲✐❡
✐♥ ❆❜❜✳ ✶✵✳✻ ❣❡③❡✐❣t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❱❡❦t♦r❢❡❧❞ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❛❞✉r❝❤
✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❛♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❖rts♣✉♥❦t❡♥ x ❞❡s ❋❡❧❞❡s ❱❡❦t♦r♣❢❡✐✲
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❧❡ ③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❡r❡♥ ▲ä♥❣❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❧♦❦❛❧❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣
s✐♥❞✳

✶✵✳✺ ●r❛❞✐❡♥t ✉♥❞ ❉✐✈❡r❣❡♥③ ✭▼✹✮

❲ä❤r❡♥❞ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❩❡✐t❛❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ❡✐♥❡s ❋❡❧❞❡s ✉♥✈❡rä♥❞❡rt
❧❛ss❡♥✱ ❢ü❤r❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❖rt ③✉ ❞r❛♠❛t✐s❝❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥✳ ▼❛♥
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ③✇✐s❝❤❡♥ ●r❛❞✐❡♥t ✉♥❞ ❉✐✈❡r❣❡♥③✳ ❉❡r ●r❛❞✐❡♥t ✐st ❡✐♥❡ ♠❛✲
t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞ ❡✐♥ ❱❡❦t♦r❢❡❧❞ ❡♥tst❡❤t✱
✇ä❤r❡♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❞✐❡ ❉✐✈❡r❣❡♥③ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❱❡❦t♦r❢❡❧❞ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞ ♠❛❝❤t✳
■♠ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ♠❛❝❤t ❡s ❦❡✐♥❡♥ r❡❝❤❡♥t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ♦❜
♠❛♥ ❞❡♥ ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ♦❞❡r ❞✐❡ ❉✐✈❡r❣❡♥③ ❛✉s③✉r❡❝❤♥❡♥ ❤❛t✿ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥
❧❡✐t❡t ♠❛♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♣❛rt✐❡❧❧ ♥❛❝❤ ❞❡r ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❛❜✳ ■♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡
s♣ät❡r❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❇❡❣r✐✛❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ✭s✳
❘P❑✷✮✱ s♦❧❧t❡♥ ❙✐❡ s✐❝❤ ❞❡♥♥♦❝❤ ❞❛r✉♠ ❜❡♠ü❤❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❖♣❡r❛t✐♦♥❡♥
❜❡❣r✐✤✐❝❤ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r ③✉ ❤❛❧t❡♥✳

✶✵✳✺✳✶ ●r❛❞✐❡♥t

❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ρ(t, x) ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ t ✉♥❞ x s❡✐ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞ ✉♥❞ ❤❛❜❡
❞❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dρ =
∂ρ

∂x
· dx+

∂ρ

∂t
dt . ✭✶✵✳✶✼✮

❯♥s ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧s✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r
♠✐t ❞❡♠ ❙②♠❜♦❧ ✒❣r❛❞✏ ❜③✇✳ ✒∇✏ ♥♦t✐❡rt❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥

gradρ(t, x) = ∇ρ(t, x) =
∂ρ(t, x)

∂x
. ✭✶✵✳✶✽✮

▼❛♥ ♥❡♥♥t ❞✐❡s❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡♥ ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ❞❡s ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞❡s✳ ❉❛ ❞❡r ❙❦❛❧❛r ρ
✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥t❡r ❡✐♥❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✐st✱ ❡r❡r❜t ❞❡r ●r❛❞✐❡♥t ✈♦♥ ❞❡r ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡♥
●röÿ❡ x ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs✿ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜③✇✳ ❡✐♥❡r
❯♠❦❡❤r✉♥❣ ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡✱ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt s✐❝❤ ❞❡r ●r❛❞✐❡♥t ❣❡♠äÿ

∇ρ → −∇ρ ,

❞✳❤✳ ❞❡r ●r❛❞✐❡♥t ❡✐♥❡r s❦❛❧❛r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❤❛t ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✖
✉♥❞ ❞❛♠✐t ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✇❡❝❤s❡❧ ❞❡r x✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭x → −x) ✖ ❡✐♥
♥❡❣❛t✐✈❡s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✳

❉❛ ❞✐❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ t ❜❡✐ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥
✇✐r❞✱ s♣✐❡❧t s✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❘♦❧❧❡ ❡✐♥❡s st✐❧❧❡♥
P❛r❛♠❡t❡rs✳ ❊s ❣❡♥ü❣t✱ ✇❡♥♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❩❡✐t✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡✐s❡ ✐♥ ■❤r ❍❡r③ ❡✐♥s❝❤❧✐❡✲
ÿ❡♥✱ ❛❜❡r ❡s ✐st ♥✐❝❤t ♥öt✐❣✱ s✐❡ ❥❡❞❡s ▼❛❧ ❡①♣❧✐③✐t ❤✐♥③✉s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❙t❛tt ✇✐❡
✐♥ ●❧✳ ✶✵✳✶✽ ❞✐❡ ❩❡✐t t ♠✐t③✉s❝❤❧❡♣♣❡♥✱ ❧ässt ♠❛♥ s✐❡ ✇❡❣✳ ❉❛ ❦❧❛r ✐st✱ ❞❛ss
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♠❛♥ ♣❛rt✐❡❧❧ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❖rt ❞✐✛❡r❡♥③✐❡rt✱ s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❖rts❦♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ ♦❢t ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ❤✐♥ ✉♥❞ s❝❤r❡✐❜t ❜❡✐ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥❡♠ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞
③✉❣❡♦r❞♥❡t❡ ●r❛❞✐❡♥t❡♥❢✉♥❦t✐♦♥ ♦❢t ♥✉r s②♠❜♦❧✐s❝❤ ❞✉r❝❤

gradρ = ∇ρ =
∂ρ

∂x
✭✶✵✳✶✾✮

❛♥✳

❘❡❝❤❡♥❜❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ▼✐t a s❡✐ ❡✐♥ ❦♦♥st❛♥t❡r ❱❡❦t♦r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s Pr♦✲
❞✉❦t a ·x ♠✐t ❞❡♠ ❱❡❦t♦r x ❡r❣✐❜t ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r❡ ●röÿ❡ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❞❡s❤❛❧❜
❛❧s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✭✈❣❧✳ ❯♥t❡r❦❛♣✳ ✸✳✹✳✸✮✳ ❋ür ❞❡♥ ●r❛❞✐❡♥✲
t❡♥ ❞❡s ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞❡s ρ(t, x) = a · x ❡r❣✐❜t s✐❝❤

∇ρ =
∂(a · x)

∂x
= a . ✭✶✵✳✷✵✮

■st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ρ(x) = |x| = e · x ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r e ✐♥
❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❱❡❦t♦rs x✱ s♦ ❡r❣✐❜t ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r e✳

❘❡❝❤❡♥❜❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ▼✐t x ➫ s❡✐ ❡✐♥ ❦♦♥st❛♥t❡r ❱❡❦t♦r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❆✉s ❞❡♠
❙❦❛❧❛r❢❡❧❞ ρ(x) = |x− x ➫|−1 ❡♥tst❡❤t ❞✉r❝❤ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ●r❛❞✐❡♥t❡♥

∇
(

1

|x− x ➫|

)
=

∂

∂x
(x2 − 2x · x➫+ x➫2)−1/2

= (−1/2)(x2 − 2x · x➫+ x➫2)−3/2(2x− 2x ➫)

❞❛s ❱❡❦t♦r❢❡❧❞

∇
(

1

|x− x ➫|

)
= − x− x ➫

| x− x ➫ |3 . ✭✶✵✳✷✶✮

✶✵✳✺✳✷ ❉✐✈❡r❣❡♥③

▲✐❡❣t ❡✐♥ ❱❡❦t♦r❢❡❧❞ j = j(t, x) ✈♦r✱ ❞❛♥♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛s ❞✉r❝❤ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞

❞✐✈ j(t, x) = ∇ · j(t, x) = ∂j(t, x)

∂x
✭✶✵✳✷✷✮

❛❧s ❞✐❡ ❉✐✈❡r❣❡♥③ ❞✐❡s❡s ❱❡❦t♦r❢❡❧❞❡s✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ❧ässt ♠❛♥ ③✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣
❞❡r ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ❞❛s ❩❡✐t❛r❣✉♠❡♥t ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❚✐s❝❤ ❢❛❧❧❡♥ ✉♥❞
s❝❤r❡✐❜t ❦ür③❡r

❞✐✈ j = ∇ · j = ∂j

∂x
.

❊✐♥❡ ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢ü❤rt ③✉r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

∂j

∂x
→ ∂(−j)

∂(−x)
=

∂j

∂x
.



❑❆P■❚❊▲ ✶✵✳ ❚❘❆◆❙P❖❘❚ ✸✸✺

❉✐❡ ❉✐✈❡r❣❡♥③ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦r❢❡❧❞❡s ③❡✐❣t ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡s ❙❦❛✲
❧❛r❢❡❧❞❡s✳ ❙②♠❜♦❧✐s❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❱❡❦t♦r❢❡❧❞ ❡✐♥ ❙❦❛✲
❧❛r❢❡❧❞ ♠❛❝❤t✱ ♠✐t ✒❞✐✈ ✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉✐✈❡r❣❡♥③ ❞❡s ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ❡✐♥❡s ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞❡s ρ✱ s♦ ❧ä✉❢t
❞❛s ✐♠ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣
♥❛❝❤ x ❤✐♥❛✉s✿

div grad ρ =
∂2ρ

∂x2
. ✭✶✵✳✷✸✮

❋ür ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞ ✐st ❞✐❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❞❛ss❡❧❜❡ ✇✐❡ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ▲❛♣❧❛❝❡✲

❖♣❡r❛t♦rs ✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✐❤♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ✒∇2 ✏✳ ❋ür ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞❡r ✐st
❛❧s♦

div grad ρ = ∇2ρ . ✭✶✵✳✷✹✮

❋ür ❱❡❦t♦r❢❡❧❞❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ✒❞✐✈ ❣r❛❞✏ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♥✐❝❤t
❜✐❧❞❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ♥✉r ❢ür ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞❡r ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✳

✶✵✳✺✳✸ ●❛✉ÿs❝❤❡r ■♥t❡❣r❛❧s❛t③ ✭❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮

❊✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ V ❤❛❜❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡
A ✉♥❞ ❡rstr❡❝❦❡ s✐❝❤ ✈♦♥ x1 ❜✐s x2✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❱♦❧✉♠❡♥✐♥t❡❣r❛✲
❧❡♥ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ❞❛♥♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❘❛✉♠❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉s✳
▼✐t dV = A|dx| s❡✐❡♥ s❝❤❡✐❜❡♥❢ör♠✐❣❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥
❉✐❝❦❡ |x| ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ●❡❢r❛❣t ✐st ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥✐♥t❡❣r❛❧

ˆ

V

❞✐✈j(x) dV =

x2
ˆ

x1

dj

dx

dV

dx
· dx =

x2
ˆ

x1

dj

dx
A
|dx|
dx

· dx =

x2
ˆ

x1

dj

dx
A ex · dx

❢ür ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ❱❡❦t♦r❢❡❧❞ j(x)✳ ❍✐❡r ✐st ex ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣
✈♦♥ dx✳ ❖r✐❡♥t✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ x✲❆❝❤s❡ s♦✱ ❞❛ss x2 > x1✱ s♦ ✐st ex ❡✐♥❢❛❝❤ ❣❧❡✐❝❤
❞❡♠ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ✉♥❞ ♠❛♥ ❡r❤ä❧t

ˆ

V

❞✐✈j(x) dV = Aex ·
x2
ˆ

x1

dj

dx
dx = Aex · [j(x2)− j(x1)]

= Ae(x1) · j(x1) +Ae(x2) · j(x2) ,

✇♦❜❡✐ e(x1) ❜③✇✳ e(x2) ❞✐❡ ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥✐♥♥❡r❡♥ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ③❡✐❣❡♥❞❡♥ ❘✐❝❤✲
t✉♥❣s❡✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ✐♠ P✉♥❦t x1 ❜③✇✳
x2 s✐♥❞ ✉♥❞ x1 ❞❛❤❡r ✐♥ ❞✐❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ③❡✐❣t✳ ❉❛s ❊r❣❡❜✲
♥✐s ✐st ❞❡r ●❛✉ÿs❝❤❡ ■♥t❡❣r❛❧s❛t③

ˆ

V

❞✐✈j(x) dV = Ae(x1) · j(x1) +Ae(x2) · j(x2) . ✭✶✵✳✷✺✮

❋ür ❞✐❡ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❱❡rs✐♦♥ ❞❡s ●❛✉ÿs❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧s❛t③❡s s❡✐ ❛✉❢ ❘P❑✷
✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ●❧✳ ✶✵✳✷✺ ✐st ❞❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❛✈♦♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✳✼✿ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣ ③✉r ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣

✶✵✳✻ ❉✐❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❲❡♥♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ ❞✳❤✳
✇❡♥♥ ③✳❇✳ ❉r✉❝❦✲ ♦❞❡r ❉✐❝❤t❡✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱
tr❡t❡♥ ❙trö♠❡ ❛✉❢ ✭♠❡❤r ❞❛rü❜❡r ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✵✳✾✮✳ ❉✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s
❚r❛♥s♣♦rts ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡❦t♦r j ❞❡r ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ■st j ♣♦✲
s✐t✐✈ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ❚r❛♥s✲
♣♦rtr✐❝❤t✉♥❣ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ✉♥❞ ✐st j ♥❡❣❛t✐✈✱ s♦ ✐st s✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡✲
s❡t③t ❞❛③✉✳ ▼✐t ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✳❇✳ ❞❡♥ rä✉♠❧✐❝❤ ❡✐♥✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ ▼❛t❡r✐❡ ♦❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳
❲✐r ❦ö♥♥❡♥ ③✳❇✳ ❡✐♥❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐tss✲
tr♦♠ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❘♦❤r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ♦❞❡r ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥
♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❉r❛❤t✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ s♦❧❧ ❞✐❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ A ❞❡s ❧❡✐t❡♥✲
❞❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞s ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ❞❛s strö♠❡♥❞❡ ▼❡❞✐✉♠ ü❜❡r ❞✐❡s❡ ❋❧ä❝❤❡
❤♦♠♦❣❡♥ ✈❡rt❡✐❧t s❡✐♥✳ ❉✐❡ ❲ä♥❞❡ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡s s♦❧❧❡♥ ✉♥❞✉r❝❤❧äss✐❣
s❡✐♥✱ s♦ ❞❛ss ♥✉r ❡✐♥ ❋❧✐❡ÿ❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st ✭❆❜❜✳ ✶✵✳✼✮✳ ❯♠
❡✐♥ ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦r ❆✉❣❡♥ ③✉ ❤❛❜❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞
③✇❛r ♠❡✐st ❡✐♥ ●❛s✱ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❘♦❤r ✢✐❡ÿt✱ ❛❜❡r ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❑❛♣✐t❡❧ ❡rört❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❣❡❧t❡♥ ❣❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥✳

❋ür ❞❛s ❱❡❦t♦r❢❡❧❞ j(t, x) ❞❡r ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ♣♦st✉❧✐❡r❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t
❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✿

∂ρ

∂t
+ ❞✐✈ j = 0 ✭✶✵✳✷✻✮

❉✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣

■❤r❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❣❡❤t ❛✉s ❞❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❉✐❝❤✲
t❡❢❡❧❞ ρ(t, x) ❤❡r✈♦r✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡s ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✐st✱ ❞❛♥♥ ✐st
j(t, x) ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡s ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❡✐♥❡s ❋❧✉✐❞s
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✐st✱ ❞❛♥♥ ✐st j s❡✐♥❡ ▼❛ss❡♥str♦♠❞✐❝❤t❡✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✵✳✷✻ s♦❧❧ ♥✉♥
❡✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ❛♥s❝❤❧✐❡✲
ÿ❡♥❞ ♠✐t ❞❡♥ ❜❡r❡✐ts ❛✉s ❯♥t❡r❦❛♣✳ ✶✵✳✶ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ✐♥t❡❣r❛❧❡♥ ❑♦♥t✐♥✉✐täts✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉s ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❱❡❦t♦r j ❞❡r ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❡♠ ❙❦❛❧❛r ∆I ❞❡r ❙tr♦♠stär❦❡✲
❇✐❧❛♥③✳

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❛③✉ ❡✐♥❡♥ ✈♦♥ x1 ❜✐s x2 ✭♠✐t x1 < x2✮ r❡✐❝❤❡♥❞❡♥
❆❜s❝❤♥✐tt ❡✐♥❡s ❘♦❤rs✱ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❡✐♥ ●❛s ✢✐❡ÿt✳ ❉❡ss❡♥ ❉✐❝❤t❡✈❡rt❡✐❧✉♥❣
s❡✐ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❉✐❝❤t❡❢❡❧❞ ρ(t, x) ❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ j ✐st ❛❧s ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡✈❡❦t♦r
❞❡s ●❛sstr♦♠❡s ❛✉❢③✉❢❛ss❡♥✳ ■♥t❡❣r✐❡rt ♠❛♥ ●❧✳ ✶✵✳✷✻ ü❜❡r ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥
V = |x2 − x1|A ❞❡s ❘♦❤r❛❜s❝❤♥✐tts✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

ˆ

V

∂ρ

∂t
dV +

ˆ

V

❞✐✈j dV = 0 . ✭✶✵✳✷✼✮

❲❡❣❡♥
ˆ

∂

∂t
ρ(t, x)dV =

d

dt

ˆ

ρ(t, x)dV =
dm

dt

✐st ❞❡r ❡rst❡ ❙✉♠♠❛♥❞ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V
❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ●❛s♠❛ss❡✳ ❩✉♠ ❡rst❡♥ ❙❝❤r✐tt ❞❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐st ❋♦❧❣❡♥❞❡s ❛♥✲
③✉♠❡r❦❡♥✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ m(t) ❞✐✛❡r❡♥③✐❡rt✱ ❛❧s♦

dm

dt
=

d

dt

ˆ

ρ(t, x) dV

❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❦❧❛r✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♥✉r ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥✲
t✐❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ t ❜❡③✐❡❤t✳ ❲✐❧❧ ♠❛♥ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❛❤❡r ✐♥ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧
❤✐♥❡✐♥③✐❡❤❡♥✱ s♦ ♠✉ss ♠❛♥ ❞❛s ❞❡✉t❧✐❝❤ ♠❛❝❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣
❛❧s ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t s❝❤r❡✐❜t✱ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st

dm

dt
=

d

dt

ˆ

ρ(t, x)dV =

ˆ

∂

∂t
ρ(t, x)dV . ✭✶✵✳✷✽✮

❆✉s ❞❡♠ ●❛✉ÿs❝❤❡♥ ❙❛t③✱ ●❧✳ ✶✵✳✷✺✱ ❢♦❧❣t ❢ür ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥
ˆ

V

❞✐✈j dV = Ae(x1) · j(x1) +Ae(x2) · j(x2) .

❉✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ✐♥t❡❣r❛❧❡♥ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣

dm

dt
+∆I = 0 ✭✶✵✳✷✾✮

❢ür ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥❞❡ ❇✐❧❛♥③ ∆I = Iex−Iin ❢♦❧❣t

∆I = Ae(x1) · j(x1) +Ae(x2) · j(x2) .
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■st ③✳❇✳ j(x1) = 0 ✉♥❞ e(x2) = +1, ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r ❡rst❡ ❇❡✐tr❛❣ ♥✉❧❧ ✉♥❞
❞❡r ③✇❡✐t❡ ❇❡✐tr❛❣ ♣♦s✐t✐✈✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ j(x2) ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r x✲
❆❝❤s❡ ✈❡r❧ä✉❢t ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡✲❱❡❦t♦r ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t
✐st✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ✐st Iex = Ae(x2) · j(x2) ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡s ❛✉s ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥
V ❤✐♥❛✉s✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❙tr♦♠s✳

❉✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡✲❇✐❧❛♥③ ∆I(x) ❛♥ ❡✐♥❡r ✐♠ P✉♥❦t x ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ●r❡♥③✲
✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥s✱ ✐st

∆I(x) = Ae(x) · j(x) . ✭✶✵✳✸✵✮

❉❛s ✐♥ ●❧✳ ✶✵✳✸✵ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ Pr♦❞✉❦t ③✇❡✐❡r ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡r ●röÿ❡♥ ❣❛r❛♥t✐❡rt✱
❞❛ss ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡♥ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r st❡❤t ✉♥❞ s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●rö✲
ÿ❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐❞❡♥t✐s❝❤ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ ✭♥ä♠❧✐❝❤ ❣❛r ♥✐❝❤t✮✳
❖❢t ③✐❡❤t ♠❛♥ ❞❡♥ ❙❦❛❧❛r A ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r e ③✉ ❡✐✲
♥❡♠ ❋❧ä❝❤❡♥✈❡❦t♦r Ae ③✉s❛♠♠❡♥✳ ●❧✳ ✶✵✳✸✵ ❜❡s❛❣t ✉✳❛✳✱ ❞❛ss ❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r
❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ❡✐♥❡s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥ x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❙tr♦♠s ❣❧❡✐❝❤
❞❡♠ ❇❡tr❛❣ ❞❡r ❙tr♦♠stär❦❡ I ❣❡t❡✐❧t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ✐st✿

|j(x)| = I/A .

▼✐t ❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✶✵✳✷✻✮ ❜❡❣❡❣♥❡t ✉♥s
❡rst♠❛❧s ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❋❡❧❞❣röÿ❡♥ ✐♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞
❩❡✐t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❦♥ü♣❢t✳ ❊s ✐st ❡✐♥❡ s❡❤r ♠ä❝❤t✐❣❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✱
✇❡❧❝❤❡ ✐✳❆❧❧❣✳ ❡✐♥❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✭③✳❇✳ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣✱ ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧✲
t✉♥❣✱ ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣✮ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡r ❋♦r♠ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✳ ❙✐❡ s♣✐❡❧t ✐♥ s❡❤r
✈✐❡❧❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦✲
❞②♥❛♠✐❦ ✉♥❞ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥♣❤②s✐❦✱ ✉♥❞ ❣❡❤ört ③✉ ❞❡♥ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
❞❡r P❤②s✐❦ ü❜❡r❤❛✉♣t✳

❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡✲ ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❢❡❧❞✳
❊✐♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡s ❘♦❤r ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡
A ✇❡r❞❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❋❧✉✐❞ ❞✉r❝❤✢♦ss❡♥✱ ❞❡ss❡♥ ❉✐❝❤t❡❢❡❧❞ ρ(t, x) ✉♥❞ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❢❡❧❞ v(t, x) ❣❡❣❡❜❡♥ s❡✐❡♥✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❛r✐♥ ❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡s
❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ss❡♥ ❩❡♥tr✉♠ ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x ❧✐❡❣❡✳ ❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥ s❡✐♥❡r
❧✐♥❦❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❧✐❡❣❡ ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x1 = x−∆x/2 ✉♥❞ ❞✐❡ s❡✐♥❡r r❡❝❤t❡♥
❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x2 = x + ∆x/2✳ ❩✉✲ ❜③✇✳ ❆❜✢✉ss ✈♦♥ ▼❛ss❡ ü❜❡r ❞✐❡ ●r❡♥③✲
✢ä❝❤❡♥ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x✳ ❙✐❡
✇✐r❞ ❤✐❡r ③✉ ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t t ✉♥t❡rs✉❝❤t ✭✉♥❞ ❞❛❤❡r ✇✐r❞ ✐♠
❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ③✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ◆♦t❛t✐♦♥ ❞❛s ❩❡✐t❛r❣✉♠❡♥t ❢ür ❞✐❡ ❋❡❧❞❡r
♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡①♣❧✐③✐t ♠✐t ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✮✳

❲❡♥♥ ▼❛ss❡ ❜③✇✳ ▲❛❞✉♥❣ ❡✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ dt ❧❛♥❣ ♠✐t ❡✐✲
♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v(x1) ü❜❡r ❞✐❡ ❜❡✐ x1 ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡✐♥✲ ♦❞❡r
❛✉s✢✐❡ÿt✱ s♦ ✐st ▼❛t❡r✐❡ ✐♠ ❯♠❢❛♥❣ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s Ae(x1) · v(x1)dt ♠✐t ❞❡r
❉✐❝❤t❡ ρ(x1) ✐♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t ❡✐♥✲ ♦❞❡r ❛✉s❣❡tr❡t❡♥✳ ❩✉r ➘♥❞❡r✉♥❣
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❞❡r ▼❛ss❡ ✐♥ ❞❡♠ ❞✉r❝❤ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ trä❣t ❞✐❡s
♠✐t

dm1 = −ρ(x1)Ae(x1) · v(x1)dt
❜❡✐✳ ❖❜ ▼❛ss❡ ü❜❡r ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❛❜❣❡✢♦ss❡♥ ♦❞❡r ③✉❣❡✢♦ss❡♥ ✐st✱ ❤ä♥❣t
❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ♦❜ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✈❡❦t♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦❞❡r ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉♠ ❘✐❝❤t✉♥❣s✲
❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r e(x1) ✐st✱ ❞❡r ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ st❡ts ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥✐♥♥❡r❡♥ ♥❛❝❤
❛✉ÿ❡♥ ♦r✐❡♥t✐❡rt ✐st ✉♥❞ ❤✐❡r s♣❡③✐❡❧❧ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ✐♥♥❡♥ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❢ür
❞✐❡ ❙t❡❧❧❡ x1 ❛♥③❡✐❣t✳

❆♥❞❡r❡rs❡✐ts ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞❛ss

dm1 = −Ae(x1) · j(x1) dt .

❆✉s ❡✐♥❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ j(x1) = ρ(x1)v(x1)✳
❉❛ ♠❛♥ ❞✐❡s❡s ❘❡s✉❧t❛t ❛♥ ❥❡❞❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❖rts♣✉♥❦t x1 ❛❜❧❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❣✐❧t
❣❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❛ss❡♥str♦♠❞✐❝❤t❡

j(t, x) = ρ(t, x)v(t, x) . ✭✶✵✳✸✶✮

❉✐❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❣❡♥❛✉s♦ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ❛✉s❢ü❤✲
r❡♥✳ ●❧✳ ✶✵✳✸✶ ❣✐❧t ❞❛❤❡r ❛♥❛❧♦❣ ❢ür ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✱ ✇♦❜❡✐
❛❧❧❡r❞✐♥❣s j ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ❤❛t ✉♥❞ ρ ❞✐❡
❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡✳

■♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❡✐♥❡s ❋❧✉✐❞s✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡
❡✐♥❡s ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥ts ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥ dV ✐st

dm(t, x) = ρ(t, x) dV

✉♥❞ s❡✐♥ ■♠♣✉❧s ❞❛❤❡r

dp(t, x) = v(t, x) dm(t, x) = v(t, x)ρ(t, x) dV .

❉❡r ❧♦❦❛❧❡ ■♠♣✉❧s ♣r♦ ❱♦❧✉♠❡♥❡✐♥❤❡✐t✱

dp

dV
= ρ(t, x)v(t, x) ,

❞❡✜♥✐❡rt ❞❛s ❱❡❦t♦r❢❡❧❞ ❞❡r ■♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡ ❞❡s ❋❧✉✐❞s✳ ❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ●❧✳
✶✵✳✸✶ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❢❡❧❞❡r ❞❡r ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❡r ■♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡ ❡✐♥❡s
❋❧✉✐❞s ✐❞❡♥t✐s❝❤ s✐♥❞✳

❉❛s ♦❜❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t dm ❡✐♥❡s ❋❧✉✐❞s ❤❛t ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡

dEkin(t, x) =
1

2
v2(t, x) dm =

1

2
ρ(t, x) v2(t, x) dV .

❉✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♣r♦ ❱♦❧✉♠❡♥❡✐♥❤❡✐t

Ekin =
dEkin

dV
=

1

2
ρv2 =

1

2
v · j
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❞❡✜♥✐❡rt ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ Ekin(t, x) ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❙✐❡ ✐st ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r✲
❢❡❧❞✱ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❤❛❧❜❡♥ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱❡❦t♦r❢❡❧❞❡r ❢ür ❞✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ✐st✳ ❉❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥
❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ✐st

dEkin =
1

2
j · dv + 1

2
v · dj . ✭✶✵✳✸✷✮

✶✵✳✼ ❙t♦✛❣❡♠✐s❝❤❡

❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❙t♦✛❣❡♠✐s❝❤❡ ❜③✇✳ ▲ös✉♥❣❡♥ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❙t♦✛✲
❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳ ❉❡r ●❡❤❛❧t ❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s ✐♥ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❜③✇✳ ▼✐s❝❤✉♥❣ ✇✐r❞
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥

ρi(x) =
dni

dV
✭✶✵✳✸✸✮

❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ st❡ts ❛✉❢ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ dV ❞❡r
▲ös✉♥❣ ❜❡③♦❣❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡s ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧s✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❑♦♥✲
③❡♥tr❛t✐♦♥ ✐st ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡s ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥t❡s dni ❞❡r ❙t♦✛❦♦♠♣♦✲
♥❡♥t❡ i = A,B, . . . ③✉♠ ✭✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥✮ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞V ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❜③✇✳ ❞❡s
❙t♦✛❣❡♠✐s❝❤❡s✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❜③✇✳ P❛rt✐❛❧❞✐❝❤t❡♥ ❛❧❧❡r
❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ❞❡r ▲ös✉♥❣✿

ρ =
∑

i

ρi .

❋❛❧❧s ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✈♦r❧✐❡❣t✱ ✐st ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛✲
❧❡r✇❡✐s❡ ✐❞❡♥t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ❞❡s ❙t♦✛❡s✳

●❡♥❡r❛t✐♦♥sr❛t❡✳ ❇❡✐ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ♠❛♥ s✐❝❤ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r s✐❝❤ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❑♦♥✲
③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❙t♦✛❡ ä♥❞❡r♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ A+B → C ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞✐❡ ❑✐♥❡t✐❦ ❞❡r ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ❙t♦✛❡s C ✈❡r❢♦❧❣❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❢ür ❡✐♥ ❣❡✲
❣❡❜❡♥❡s ❱♦❧✉♠❡♥ ❞✐❡ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ nC(t) ❜③✇✳ ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥
ρC(t) ❞❡s ❙t♦✛❡s C ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉✐❡ ●röÿ❡

gC(t) =
dρC
dt

✭✶✵✳✸✹✮

✐st ❞✐❡ ❘❡❛❦t✐♦♥s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❘❡❛❦t✐♦♥sr❛t❡ ❜③✇✳ ●❡♥❡r❛t✐♦♥sr❛t❡✳
❉✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❘❛t❡ ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ③❡✐t❧✐❝❤❡r ➘♥✲
❞❡r✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ s②♥♦♥②♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❉✐❡ ❘❡❛❦t✐♦♥sr❛t❡ ✐st ✐✳❆❧❧❣✳ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥
❞❡r ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❈ ❛❜❤ä♥❣t ✉♥❞ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ P♦t❡♥③r❡✐❤❡

ρ̇C = α0 + α1ρC + α2ρ
2
C + · · ·

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡s ❞❡r ●❧✐❡❞❡r ❞♦♠✐♥✐❡rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
❡✐♥ r❡✐♥❡s P♦t❡♥③❣❡s❡t③ ✉♥❞ s♣r✐❝❤t ✈♦♥ ❑✐♥❡t✐❦ ♥✉❧❧t❡r✱ ❡rst❡r✱ ③✇❡✐t❡r ✉s✇✳
❖r❞♥✉♥❣✳



❑❆P■❚❊▲ ✶✵✳ ❚❘❆◆❙P❖❘❚ ✸✹✶

❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❡✐♥③❡❧♥❡ ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡
❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ i ✢✐❡ÿ❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛♥♥ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r
❑✐♥❡t✐❦ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ji ❞❡r ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ i✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥✲
❤❡✐t ✉♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ tr❡t❡♥❞❡ ▼❡♥❣❡ ❞❡s ❙t♦✛❡s i✳ ❚r❡t❡♥
❦❡✐♥❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛✉♠sät③❡ ❛✉❢ ✉♥❞ s✐♥❞ ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✱ ❞❛♥♥ ❣✐❧t ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡tr❡♥♥t ❢ür ❥❡❞❡ ❡✐♥③❡❧♥❡
❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ni ❥❡❞❡r ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❧❡✐❜t ❢ür
s✐❝❤ ❡r❤❛❧t❡♥ ✭❙✉❜st❛♥③❡r❤❛❧t✉♥❣✮✳ ❙❡✐ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡r ❙t♦✛ ♠✐t ❞❡r ❇❡✲
③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❈ ❤❡r❛✉s❣❡❣r✐✛❡♥✱ ❞✳❤✳ i = ❈✱ s♦ ❣✐❧t✿

∂ρC
∂t

+ ❞✐✈ jC = 0 . ✭✶✵✳✸✺✮

❉✐❡s ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t ♥✉r ❞❛✲
❞✉r❝❤ ä♥❞❡r♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞❡r ◆❡tt♦③✉✢✉ss ✐♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t ✈♦♥ ♥✉❧❧
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✐st✶✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡r ❯♠s❛t③ ❤✐♥③✉❦♦♠♠t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❡r
❙t♦✛ ❈ ❝❤❡♠✐s❝❤ ❡r③❡✉❣t ✇✐r❞✱ s♦ ♠✉ss ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥♦❝❤ ✉♠
❡✐♥❡♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥st❡r♠ ❡r❣ä♥③t ✇❡r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❧❛✉t❡t ❞❛♥♥

∂ρC
∂t

+ ❞✐✈ jC = gC . ✭✶✵✳✸✻✮

●❧✳ ✶✵✳✸✻ ✐st ❡✐♥❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✶✵✳✸✺✮✳
❙✐❡ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ρC ❞❡s ❙t♦✛❡s C ❛✉s ③✇❡✐ ●rü♥❞❡♥ ③✉♥❡❤✲
♠❡♥ ❦❛♥♥✿ ❊♥t✇❡❞❡r ❞❡r ❙t♦✛ ❈ ✇✐r❞ ❧♦❦❛❧ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥
❛✉s ❛♥❞❡r❡♥ ❙t♦✛❡♥ ❡r③❡✉❣t ✭gC✮ ♦❞❡r ❡r ✢✐❡ÿt ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉ ✭jC✮✳ ❋❛❧❧s ❞❡r
❙t♦✛ ❈ ♥✐❝❤t ✢✐❡ÿ❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥ ❋❡stst♦✛ ✐st✱ s♦ r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤
●❧✳ ✶✵✳✸✻ ❛✉❢ ●❧✳ ✶✵✳✸✹✳

✶✵✳✽ ❊✉❧❡r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s❤②✲
♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❡s ♣r✐♠är ✉♠ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
✈♦♥ s✐❝❤ ❜❡✇❡❣❡♥❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❣❡❤t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❛❧s♦ ❡✐♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❢❡❧❞
v(t, x) ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳ ❯♠ ❞✐❡ ❉❛r❧❡❣✉♥❣ ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ③✉
❧❛ss❡♥✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ✉♥s ♥✐❝❤t ✉♠ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❦ü♠♠❡r♥ ✉♥❞ s❡t③❡♥ ✈♦r❛✉s✱
❞❛ss ❛❧❧❡ Pr♦③❡ss❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ✭■♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ✐st ❞❛s ❛❧❧❡♥❢❛❧❧s
♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡r ❋❛❧❧✮✳ Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❞❡♥❦t ♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❡ ❞❛❜❡✐
✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡ ▼❛t❡r✐❡❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ▼❛ss❡ δm = ρδV ③❡r❧❡❣t✳ ❯♠
✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ③✉ ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❤✐❡r ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ✒δ ✏
✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❲✐r ♥❡❤♠❡♥ ❡✐♥❡s ❞❛✈♦♥ ❤❡r❛✉s ✉♥❞ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ s❡✐♥ ❙❝❤✐❝❦s❛❧
✭✈♦♥ ♠✐r ❛✉s ♠❛❧❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡s❡s ❡✐♥❡ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t ❜❧❛✉ ❛♥ ✉♥❞ ❧❛ss❡♥ ❡s ✐♥
❡✐♥❡♠ ▼❡❡r r♦t❡r ▼❛t❡r✐❡ ❤❡r✉♠str❡✉♥❡♥✮✳ ❉❛s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ♠✉ss
❛❧s♦ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ 1

2d(v · j)δV ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✭●❧✳

✶❉❡♥ ❆❜✢✉ss ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❧s ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❩✉✢✉ss ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳
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✶✵✳✸✷✮✳ ❋ür ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✇ä❤❧❡♥ ✇✐r ❛❧s ✇❡✐t❡r❡♥ ❇❡✐tr❛❣
♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ✈♦❧✉♠❡♥❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✉♥❞ ❧❛ss❡♥ ❡s ③✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ♠✐t
❞✐❡s❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐trä❣❡♥ ❤✐❡r ❜❡✇❡♥❞❡♥✳

❉❛s ✒❜❧❛✉❡✏ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t s♦❧❧ ✐♠ ❧♦❦❛❧❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❞❡♠ ❉r✉❝❦
p ❞❡r ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣ st❡❤❡♥✳ ❯♥t❡r ❞✐❡s❡r ❘❛❤♠❡♥❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐st
❡s ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣✱ ✈♦♥ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ δH ❛✉s③✉❣❡❤❡♥ ✭❛❧s♦ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❡♥❡r❣❡t✐✲
s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ❞❡s ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥ts ❜❡✐ ❣❡❣❡✲
❜❡♥❡♠ ❉r✉❝❦ ✐♥❦❧✉❞✐❡rt ✭s✳ ❑❛♣✳ ✻✳✺✮✳ ❉❡♠ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥✲
❡❧❡♠❡♥t δV ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛♥♥ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡❜❡✐tr❛❣ δH = pδV ✳ ❉❛s
✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ p ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠✐t ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ δV
❞❡s ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♠ ▼♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞❛♠✐t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ p ✭❉r✉❝❦✮ ✉♥❞ v ✭●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✮ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ s♦♠✐t
✐st

dδH(p, v) =
1

2
d(v · j)δV + δV dp = δW . ✭✶✵✳✸✼✮

❙❝❤❧✐❡ÿt ♠❛♥ ❞❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t δW ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉s✱ ❞✳❤✳
s❡t③t ♠❛♥ δW = 0✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

1

2
d(v · j) + dp = 0 . ✭✶✵✳✸✽✮

❙✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡r ✉♥❞ ❦✐✲
♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞❡r ✐♥ ❞❡♠ ♠❛r❦✐❡rt❡♥ ✭✒❜❧❛✉❡♥✏✮ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t st❛tt✜♥✲
❞❡t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡s s✐❝❤ ✐♠ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❜❡✇❡❣t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡✲
s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❩❡✐t❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ dt ❞✐✈✐❞✐❡rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊✉❧❡r✲
●❧❡✐❝❤✉♥❣

1

2

d(v · j)
dt

+
dp

dt
= 0 . ✭✶✵✳✸✾✮

■♥ ❡✐♥❡♠ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ▼❡❞✐✉♠ s✐♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❉r✉❝❦ ✐✳❆❧❧❣✳
❛❧s ❋❡❧❞❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞✳❤✳ ❛❧s ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❢❡❧❞ v(t, x) ✉♥❞ ❉r✉❝❦✲
❢❡❧❞ p(t, x)✳✷ ❉❛ s✐❝❤ ❞❛s ✒❜❧❛✉❡✏ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t ❜❡✇❡❣t✱ ä♥❞❡rt ❡s stä♥❞✐❣
s❡✐♥❡♥ ❖rt ✉♥❞ ✜♥❞❡t ❞❛❞✉r❝❤ stä♥❞✐❣ ❛♥❞❡r❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ✈♦r✱ ❞✳❤✳ ❢ür ❜❡✐❞❡
❋❡❧❞❡r ✐st ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❖rts♣♦s✐t✐✲
♦♥ x ❡✐♥③✉s❡t③❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐st ❞❡r ❖rt ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ❋❡❧❞❡r♥ ❛❧s ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
❞❡r ❩❡✐t ❛✉❢③✉❢❛ss❡♥✳ ■♥ ●❧✳ ✶✵✳✸✾ ♠✉ss ♠❛♥ ❞❛s ❢ür ❛❧❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❋❡❧❞❡r
✐♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ st❡❧❧❡♥✳ ❋ür ❞❛s ❉r✉❝❦❢❡❧❞ ♠✉ss ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛♥♥ ❜❡✐
❞❡r t♦t❛❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ❞✐❡ ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✿

dp

dt
=

∂p

∂t
+

∂p

∂x

dx

dt
=

∂p

∂t
+ v

∂p

∂x
. ✭✶✵✳✹✵✮

❉❡r ❆✉s❞r✉❝❦ s✐❡❤t ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt ❛✉s✱ ❛❜❡r ❧❛ss❡♥ ❙✐❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❡rs❝❤r❡❝❦❡♥✳
❊r ✐st ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❣❛♥③ ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✳ ❊r ❜❡s❛❣t ❜❧♦ÿ✱ ❞❛ss ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❉r✉❝❦s ❢ür ❞❛s ♠❛r❦✐❡rt❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❯rs❛❝❤❡♥ ❤❛t✿ ❩✉♠

✷❉❛s ❉✐❝❤t❡❢❡❧❞ ✇är❡ ❛✉❝❤ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❛❜❡r ❞❛s ❢ü❤rt ♥✉r ③✉ ❧äst✐❣ ❧❛♥❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥✲
❣❡♥✱ ♦❤♥❡ ●r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡s ③✉♠ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❜❡✐③✉tr❛❣❡♥✳
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❡✐♥❡♥ rü❤rt s✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❉r✉❝❦s ❛♠ ❖rt ❞❡s ▼❛s✲
s❡♥❡❧❡♠❡♥ts s❡❧❜st ❤❡r✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❦❧❛r♠❛❝❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ✐♥
●❧✳ ✶✵✳✹✵ v = 0 s❡t③t✳ ❩✉♠ ③✇❡✐t❡♥ ❦♦♠♠t s✐❡ ❞❛❞✉r❝❤ ③✉st❛♥❞❡✱ ❞❛ss s✐❝❤
❞❛s ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t ❜❡✇❡❣t ✉♥❞ s♦ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❖rt ❦♦♠♠t✱ ✇♦ ❞❡r ❉r✉❝❦ ❡✐♥
❛♥❞❡r❡r ✐st✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥s❡❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡s ❉r✉❝❦✲
❢❡❧❞ ♠✐t ∂p

∂t = 0 ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉❛♥♥ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❉r✉❝❦ ♥✉r ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss
❞❛s ✒❜❧❛✉❡✏ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t ❛✉❢❣r✉♥❞ s❡✐♥❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❙t❡❧❧❡
✈❡rs❝❤♦❜❡♥ ✇✐r❞✳

❉✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✵✳✹✵
✐♥ ●❧✳ ✶✵✳✸✾ ❡r❤ä❧t✱ ✐st ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r✳ ❉❛❤❡r ✐st ❡s ♥✐❝❤t s♦ ❡✐♥❢❛❝❤✱ ❤✐❡r❢ür ▲ös✉♥✲
❣❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣s❜✉❝❤ ❢ür P❤②s✐❦ ❞❛r❢ ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡♥
❏♦❦❡r ③✐❡❤❡♥✱ ❞❡r ♥✉r P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤t✿ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥
❡✐♥❡ ▼♦❞❡❧❧s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❞❡r ∂p

∂t ≪ v ∂p
∂x ✉♥❞ 1

2
d(vj)
dt ≈ ∂(ρv)

∂t ✳ ▼❛♥ s✉❝❤t s✐❝❤
❛❧s♦ ❡✐♥❢❛❝❤ ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❇❡❣❧❡✐t✉♠stä♥❞❡ ❛✉s✱ s♦ ❞❛ss ♠❛♥ ③✉
❡✐♥❡r ❞r❛st✐s❝❤ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ❊✉❧❡r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡❧❛♥❣t ✭❍✐❡r ③❡✐❣t s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r
❡✐♥♠❛❧✱ ✇❛r✉♠ ❡s ❚❤❡♦r❡t✐❦❡r ✐♠ ▲❡❜❡♥ ❧❡✐❝❤t❡r ❤❛❜❡♥ ❛❧s ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦✲
r❡♥✿ ▲❡t③t❡r❡♥ ♠❛❝❤t ❞✐❡ ❘❡❛❧✐tät ❞❡s ö❢t❡r❡♥ ❜✉❝❤stä❜❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙tr✐❝❤ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣✮✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣s❛♥♥❛❤♠❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

∂j

∂t
=

∂(ρv)

∂t
= −∇p . ✭✶✵✳✹✶✮

●❧✳ ✶✵✳✹✶ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❊✉❧❡r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r ✳ ■♠ ❘❛❤✲
♠❡♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✐st s✐❡ ❞❛s P❡♥❞❛♥t ③✉r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ dp

dt = −∇Epot✱ ❞❡♥♥ j ❤❛tt❡♥ ✇✐r ♦❜❡♥ ❜❡r❡✐ts ❛❧s ■♠♣✉❧s✲
❞✐❝❤t❡ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt✳

❩✉♠ ❆❜s❝❤❧✉ss ❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✵✳✹✶ s❡✐ ❤❡r✈♦r❣❡❤♦❜❡♥✱ ❞❛ss s✐❡
s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛✉❢ ❋❧✉✐❞❡ ❜❡③✐❡❤t✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❋❡st❦ör♣❡r✳ ❙✐❡ ❣✐❧t ❛❧s♦
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉❝❤✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t s✐❝❤ ♥✉r ✉♠ ❡✐♥❡
✜①❡ ❙t❡❧❧❡ x0 ❤❡r✉♠ ❜❡✇❡❣t✱ ❛❧s♦ ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ✈♦♥ x0 ✈❡r❜❧❡✐❜t ✉♥❞ ♥✐❝❤t ✇✐❡
❜❡✐♠ ❋❧✐❡ÿ❡♥ ❡✐♥❡s ❋❧✉✐❞s ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✇❡✐t ❜❡✇❡❣❡♥ ❦❛♥♥✳

❇❡r♥♦✉❧❧✐✲●❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞❛s ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ▼❡✲
❞✐✉♠ ❡✐♥❡ ✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ✐st✱ ❞❡r❡♥ ❉✐❝❤t❡ ρ ♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥❡♠
❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✐st✱ ❦❛♥♥ ●❧✳ ✶✵✳✸✽ s♦❢♦rt ✐♥t❡❣r✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ♠❛♥ ❡r❤ä❧t
❞✐❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲●❧❡✐❝❤✉♥❣

1

2
ρv2 + p = p0 . ✭✶✵✳✹✷✮

❉✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ p0 ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣
p0 = p(v = 0) ❢❡st❧❡❣❡♥✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t p0 ❞❛♥♥ ❛❧s ✭❤②❞r♦✮st❛t✐s❝❤❡♥
❉r✉❝❦ ✳ ❉✐❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❉r✉❝❦ p ❞♦rt ❛♠ ❤ö❝❤s✲
t❡♥ ✐st✱ ✇♦ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛♠ ❦❧❡✐♥st❡♥ ✐st✱ ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ❉❛s ❧✐❡❣t
❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢ ❑♦st❡♥ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ❣❡❤t✳
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❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛s s♦❣❡♥❛♥♥t❡
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ P❛r❛❞♦①♦♥ ❛✉❢❦❧är❡♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡r✉❢t ♠❛♥ s✐❝❤
❛❜❡r ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❙trö♠✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♠✐t
❍✐❧❢❡ ❞❡r Pr❛♥❞t❧s♦♥❞❡✳ ❉❛❜❡✐ ♠✐sst ♠❛♥ ❞✐❡ ❉r✉❝❦❞✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❛♥✲
❣❡strö♠t❡♥ ❋r♦♥ts❡✐t❡ ❞❡r ❙♦♥❞❡ ✐♠ ❙t❛✉♣✉♥❦t ✭❞✳❤✳ p0✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡r s❡✐t❧✐❝❤❡♥
Ö✛♥✉♥❣✱ ✇♦ ❞❡r ❉r✉❝❦ p(v) ❤❡rrs❝❤t✳ ❆✉s ●❧✳ ✶✵✳✹✷ ❢♦❧❣t ❞✐❡ ❙trö♠✉♥❣s✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v =

√
2∆p/ρ ❞❛♥♥ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❞r✉❝❦

∆p = p0 − p(v) ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡s❡ ❦✉r③❡♥ ❆♥♠❡r❦✉♥❣❡♥ ③✉ ❞❡♥ ❙t✐❝❤✇♦r✲
t❡♥ ✒❤②❞r♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s P❛r❛❞♦①♦♥✏ ✉♥❞ ✒Pr❛♥❞t❧s♦♥❞❡✏ ♠ö❣❡♥ ❤✐❡r ❣❡♥ü❣❡♥✱
❞❡♥♥ ❞✐❡s❡s ❇✉❝❤ s♦❧❧ ❡✐♥ ▲❡❤r❜✉❝❤ s❡✐♥ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ♥✐❝❤t ❦♦♥③✐♣✐❡rt✱ ✉♠ ❙✐❡
♠✐t ❧❡①✐❦❛❧✐s❝❤❡♠ ❲✐ss❡♥ ③✉ ❢ütt❡r♥✳ ❲❡♥♥ ❙✐❡ s✐❝❤ ❢ür ❉❡t❛✐❧s ③✉ ❞❡♥ ❣❡✲
❧❡❣❡♥t❧✐❝❤ ❤✐❡r ✉♥❞ ❞♦rt ❡✐♥❣❡str❡✉t❡♥ ❙t✐❝❤✇ört❡r♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥✱ s♦ ❦ö♥♥❡♥
❙✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❛♥❞❡r✇❡✐t✐❣ ❡r❛r❜❡✐t❡♥ ✭❲✐❦✐♣❡❞✐❛✱ ❋❛❝❤❜ü❝❤❡r✱ ✉s✇✳✮✳

✶✵✳✾ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡♥ ❛❧s ❋♦❧❣❡ ✈♦♥ ●r❛❞✐❡♥t❡♥ s❦❛❧❛✲
r❡r ❋❡❧❞❡r

❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t r✉❢❡♥ ❙trö♠❡ ❤❡r✈♦r✳
❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧❡ s♦❧❧❡♥ ❤✐❡r ❞✐❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ✱ ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ ✉♥❞ ❝❤❡♠✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ µC ❡✐♥❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛❡s ❈
❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠▼❡❞✐✉♠ ❧♦❦❛❧ ♥✐❝❤t ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t
s✐♥❞✱ s✐♥❞ ✐❤r❡ ❲❡rt❡ ♥✐❝❤t ü❜❡r❛❧❧ ❣❧❡✐❝❤✳ ❙✐❡ ❤❛❜❡♥ ört❧✐❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡
❲❡rt❡ ✉♥❞ ♠üss❡♥ ❞❛❤❡r ❞✉r❝❤ ❋❡❧❞❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❧♦✲
❦❛❧❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❚r❛♥s♣♦rt♣❤ä♥♦♠❡♥❡♥✱
❢ür ✉♥s❡r❡ ❞r❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❚r❛♥s♣♦rt ✈♦♥ ❲är♠❡✱ ▲❛❞✉♥❣ ❜③✇✳ ▼❛✲
t❡r✐❡✳ ❉❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❚r❛♥s♣♦rt ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡♥
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

❚❤❡r♠♦❞②♥✳ ●röÿ❡ ❋❡❧❞❡r ❚r❛♥s♣♦rt❣röÿ❡ ▲♦❦❛❧❡ ❙trö♠❡ ❙tr♦♠✲
❞✐❝❤t❡♥

❚❡♠♣❡r❛t✉r T (t, x) ❲är♠❡ Q ❲är♠❡str♦♠ jQ(t, x)

❝❤❡♠✳ P♦t❡♥t✐❛❧ µC(t, x) ❝❤❡♠✳ ❙t♦✛ ❈ ▼❛t❡r✐❡str♦♠ jC(t, x)

❡❧❡❦tr✳ P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ(t, x) ▲❛❞✉♥❣ q ❡❧❡❦tr✳ ❙tr♦♠ j(t, x)

❆✉❝❤ ❞✐❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡♥ ✈❛r✐✐❡r❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❖rt ✉♥❞ s✐♥❞ ❞❛❤❡r ❋❡❧❞❡r✳ ❉✐❡
❞✉r❝❤ ❞❛s ❧♦❦❛❧❡ ◆✐❝❤t❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❙trö♠❡ tr❛❝❤t❡♥ ❞❛♥❛❝❤✱
❞✐❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ü❜❡r❛❧❧ ❣❧❡✐❝❤ ③✉ ♠❛❝❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T (x) ③✳❇✳ ♠✐t ❞❡♠ ❖rt x ✈❛r✐✐❡rt✱ s♦ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❲är✲
♠❡strö♠❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡str❡❜t s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❛✉s③✉❣❧❡✐❝❤❡♥✳
❙♦❜❛❧❞ ❞❛s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ✐st✱ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ❞✐❡ ❙trö♠❡✳

❉✐❡ ❧♦❦❛❧❡♥ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡♥ ❢❛❧❧❡♥ ✉♠ s♦ ❣röÿ❡r ❛✉s✱ ❥❡ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❆❜✲
✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r s✐❡ ❜❡tr❡✛❡♥❞❡♥ ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞❡r ✐st✳ ■♥ ✈✐❡❧❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❡①♣❡✲
r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❧♦❦❛❧❡♥
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❋❡❧❞❣r❛❞✐❡♥t❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❞❡♥ ❞r❡✐ ♦❜✐❣❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ t②♣✐s❝❤❡♥
♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡ s✐♥❞ ✐♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ❛✉❢❣❡❧✐st❡t✿

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✵✳✷✿ ❉r❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ t②♣✐s❝❤❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ●❡s❡t③❡ ❢ür ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡♥✱
❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❧♦❦❛❧❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡r ●röÿ❡♥ ✈♦♠ t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✉♥❞ ✐❤r❡r ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜✲
s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥✳

❊♠♣✐r✐s❝❤❡s ●❡s❡t③ ▼❛t❡r✐❛❧s♣❡③✳ ❑♦♥st❛♥t❡

❋♦✉r✐❡rs❝❤❡s ●❡s❡t③ jQ = −λ∇T ❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t λ

❋✐❝❦s❝❤❡s ●❡s❡t③ jC = −σC∇µC ❙t♦✤❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t σC
❖❤♠s❝❤❡s ●❡s❡t③ j = −σ∇ϕ ❡❧❡❦tr✳ ▲❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t σ

❆❧❧❡ ❞r❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣r♦③❡ss❡✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡
❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ✭❤✐❡r ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s✮ ❡r❤ö❤t✳ ❙✐❡ ❧❛✉❢❡♥ s♦ ❧❛♥❣❡ ❛❜✱
❜✐s ✉♥t❡r ❞❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❡r✲
r❡✐❝❤t ✐st✳ ❊s s✐♥❞ ❛❧s♦ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❩❡✐tr✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥✿
❙✐❡ ✈❡r❧❛✉❢❡♥ s♦✱ ❞❛ss ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t
❛❜❣❡❜❛✉t ✇❡r❞❡♥✳ ▼❛♥ ❤❛t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❡♥ts❝❤✐❡❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡
❚❡♥❞❡♥③ ❞❡s Pr♦③❡ss✈❡r❧❛✉❢s ✐♥ ❞❡♥ ●❡s❡t③❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇✐r❞✱
❞❛ss ♠❛♥ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡ ❡①♣❧✐③✐t ❡✐♥ ▼✐♥✉s③❡✐❝❤❡♥ ❤❡r❛✉s✲
③✐❡❤t ✉♥❞ s♦♠✐t ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ❛❧s ♣♦s✐t✐✈❡ ❙❦❛❧❛r❡
❞❡✜♥✐❡rt✳

❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✵✳✻ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧❡s ●❡s❡t③ ❞❡r P❤②s✐❦ ✐st✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✵✳✷ ❛♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ●❡s❡t③❡
♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞ ✈♦♠ ❚②♣✉s ❞❡s
❙tr♦♠tr❛♥s♣♦rts ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❉❛ss ❞✐❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ●r❛❞✐✲
❡♥t❡♥ ❞❡s ❙❦❛❧❛r❢❡❧❞❡s ❡✐♥❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡ ✐st✱ ✇✐r❞ ③✇❛r ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ s❡❤r ❤ä✉✜❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ✐st ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r
❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t✳

❋♦✉r✐❡rs❝❤❡s ●❡s❡t③✳ ❉✐❡ ✐♠ ❋♦✉r✐❡rs❝❤❡♥ ●❡s❡t③

jQ = −λ∇T ✭✶✵✳✹✸✮

❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧❦♦♥st❛♥t❡ λ ❤❡✐ÿt ❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❤❛t
❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t

[λ] = J/(K ·m · s) .

✳

❋✐❝❦s❝❤❡s ●❡s❡t③✳ ❉❡r ❞✉r❝❤ ❞❛s ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❋✐❝❦s❝❤❡ ●❡s❡t③

jC = −σC∇µC ✭✶✵✳✹✹✮
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❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❚r❛♥s♣♦rt ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❡✱ ❤✐❡r ❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s ❈✱ ✇✐r❞ ❛❧s ❉✐✛✉s✐✲
♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❡r ●r❛❞✐❡♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s ✐st ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❜③✇✳ P❛rt✐❛❧❞✐❝❤t❡ ρC ❞❡s
❙t♦✛❡s ❈✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ♠❡✐st ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t
❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s äq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❋✐❝❦s❝❤❡ ●❡s❡t③ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

jC = −DC ❣r❛❞ρC ✭✶✵✳✹✺✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡♥ DC ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❊s ❜❡s❛❣t✱
❞❛ss s♦ ❧❛♥❣❡ ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧tr❛♥s♣♦rt st❛tt✜♥❞❡t✱ ❜✐s ✐♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❡✐♥ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥s❛✉s❣❧❡✐❝❤ ❡r③✐❡❧t ✇♦r❞❡♥ ✐st✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❑♦♥✲
③❡♥tr❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❉✐❝❤t❡ ρC ❞❡s ❙t♦✛❡s ❈ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ü❜❡r❛❧❧ ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❣❧❡✐❝❤
✐st✱ ❢ä❧❧t ❞❡r ❉✐✛✉s✐♦♥sstr♦♠ jC ❛✉❢ ♥✉❧❧✳ ❉✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ DC ❞❡s
❙t♦✛❡s ❈ ✐st ❡✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡r ❙❦❛❧❛r ♠✐t ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
❊✐♥❤❡✐t

[DC] = m2/s . ✭✶✵✳✹✻✮

❉❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✶✵✳✹✺ trä❣t✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t✱ ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡
❘❡❝❤♥✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛❜♥✐♠♠t✱ ✉♥❞ ③✇❛r s♦
❧❛♥❣❡✱ ❜✐s ü❜❡r❛❧❧ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ρC ✈♦r❧✐❡❣t✳

❖❤♠s❝❤❡s ●❡s❡t③✳ ▲✐❡❣t ü❜❡r❛❧❧ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ(x) = ϕ0 = const. ✈♦r✱ s♦ ✐st ❞❡r ▲❡✐t❡r ✐♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✱ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❣✐❜t ❡s ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❙trö♠❡✳ ■♠ ◆✐❝❤t❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✲
③✉st❛♥❞ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙trö♠❡♥ ✈♦♥ ❖rt❡♥ ❤ö❤❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s ③✉
s♦❧❝❤❡♥ ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧✳ ❉✐❡s❡ ❜❛✉❡♥ ❞❛s ❯♥❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❛❜✳

❆♥❛❧♦❣ ③✉ ❞❡♥ ✈♦r❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ✇✐r❞ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛✲
❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s✈♦rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ♠❡✐st ❞✉r❝❤ ❞❡♥
●r❛❞✐❡♥t❡♥ ❞❡s P♦t❡♥t✐❛❧❢❡❧❞❡s ϕ(x) ❛♥❣❡tr✐❡❜❡♥✿

j = −σ∇ϕ . ✭✶✵✳✹✼✮

❉✐❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●röÿ❡ σ ❤❡✐ÿt ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ✐st ❡✐♥
♣♦s✐t✐✈❡r ❙❦❛❧❛r✳ ❊r ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛❧❧❡r s②st❡♠r❡❧❡✈❛♥t❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛✲
♠✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s❡✐♥ ✉♥❞ ❤ä♥❣t ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ♦❢t ❞❡✉t❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r T ❛❜✱ ❞✳❤✳ ♦❢t ✐st ♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t σ = σ(T )
❦♦♥❢r♦♥t✐❡rt✳ ●❧✳ ✶✵✳✹✼ ❤❡✐ÿt ❖❤♠s❝❤❡s ●❡s❡t③ ✉♥❞ ✐st ❢ür ✈✐❡❧❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥
❡✐♥❡ ❡①③❡❧❧❡♥t❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✳ ❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❦❧❛ss❡✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ s✐❡ ❣✐❧t✱ ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ♦❤♠s❝❤❡ ▲❡✐t❡r ✳ ❉❛s ♦❤♠s❝❤❡ ●❡s❡t③ ✐st ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧❣❡s❡t③✱ ❞❛s
✈♦♥ ✈✐❡❧❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❜❡❢♦❧❣t ✇✐r❞✱ ✈♦♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✉♥❞
❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❇❛✉t❡✐❧❡♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t✳

❉❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ●r❛❞✐❡♥t ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s ϕ(t, x)✱

E(t, x) = −∇ϕ(t, ~r) , ✭✶✵✳✹✽✮

❞❡✜♥✐❡rt ❡✐♥ ❱❡❦t♦r❢❡❧❞✱ ✇❡❧❝❤❡s ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦st❛t✐❦ ❛❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s
❋❡❧❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❊s ✐st ❢ür ❞❛s ❆✉❢tr❡t❡♥ ✈♦♥ ❙trö♠❡♥ ❜③✇✳ ❢ür ❞✐❡
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❚❛❜❡❧❧❡ ✶✵✳✸✿ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣❡ ❲❡rt❡ ❞❡s s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞s ρ
❢ür ▲❡✐t❡r✱ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r ✉♥❞ ◆✐❝❤t❧❡✐t❡r

▼❛t❡r✐❛❧ ❙♣❡③✐✜s❝❤❡r ❲✐❞❡rst❛♥❞ ρ

▲❡✐t❡r 10−7Ωm

❍❛❧❜❧❡✐t❡r 1Ωm

◆✐❝❤t❧❡✐t❡r 1016Ωm

❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤✳ ❉❛s ♦❤♠s❝❤❡ ●❡s❡t③✱ ●❧✳
✶✵✳✹✼✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

j = σE

❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ j ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❤✐❡r ❡✐♥❡♥ ❉r✐❢tstr♦♠✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥
❙tr♦♠✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ♣r♦ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t❡♠ P❢❛❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ▲❡✐st✉♥❣
✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡♠ st❛t✐♦✲
♥är❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❉r❛❤t ❞❡r ▲ä♥❣❡ l ♠✐t ❞❡♠ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt
A ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ s♦ ✐st ∇ϕ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡
❙♣❛♥♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❊♥❞❡♥ ❞❡s ❉r❛❤t❡s U = l |∇ϕ|✳ ❋❡r♥❡r ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡
❙tr♦♠stär❦❡ I = |A||j|✳ ❆✉s ●❧✳ ✶✵✳✹✼ ✉♥❞ U = RI ❢♦❧❣t ❞❛♥♥ ❢ür ❞❡♥
❲✐❞❡rst❛♥❞

R = ρ
l

A
, ✭✶✵✳✹✾✮

✇♦❜❡✐
ρ = 1/σ

❤✐❡r ❞❡♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊r ❤❛t ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t

[ρ] = Ωm

✉♥❞ ❤❡✐ÿt s♦✱ ✇❡✐❧ ❡r ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤ ✐st✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ✇❡❧❝❤❡ ❲❡rt❡ ❞❡r
s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❡✐♥❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❤❛t✱ ❦❛t❡❣♦r✐s✐❡rt ♠❛♥ ❡s ❛❧s ❡❧❡❦tr✐✲
s❝❤❡♥ ▲❡✐t❡r✱ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r ♦❞❡r ◆✐❝❤t❧❡✐t❡r✳ ▲❡t③t❡r❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✐st ❡✐♥ ✇❡♥✐❣
✐rr❡❢ü❤r❡♥❞✿ ❊✐♥ ◆✐❝❤t❧❡✐t❡r ✇✐r❞ ♥✐❝❤t s♦ ❣❡♥❛♥♥t✱ ✇❡✐❧ ❡r ❣❛r ♥✐❝❤t ❧❡✐t❡t✱
s♦♥❞❡r♥ ❞❡s❤❛❧❜✱ ✇❡✐❧ ❡r ♥✉r s❡❤r ✇❡♥✐❣ ❧❡✐t❡♥❞ ✐st ✭❝✉♠ ❣r❛♥♦ s❛❧✐s✿ ❢❛st ✭✦✮
♥✐❝❤t ❧❡✐t❡t✮✳ ❚②♣✐s❝❤❡ ❲❡rt❡ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✵✳✸ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ❲✐❡ ♠❛♥ s✐❡❤t✱
✈❛r✐✐❡rt ❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ü❜❡r ✈✐❡❧❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥✳

✶✵✳✶✵ ❖s♠♦s❡✱ ❉✐❛❧②s❡ ✉♥❞ ❇r❡♥♥st♦✛③❡❧❧❡♥

■♥ ③✇❡✐ ❇❡❤ä❧t❡r♥ s♦❧❧❡♥ ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❋❧✉✐❞❡ ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ s❡✐♥✳
❉✐❡ ❇❡❤ä❧t❡r s❡✐❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘ö❤r❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❍✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤
❞❡s ❙t♦✛❛✉st❛✉s❝❤❡s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❇❡❤ä❧t❡r♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞r❡✐ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❋ä❧❧❡
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✿
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✶✳ ❊r ✐st ❢ür ❥❡❞❡ ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✉♥t❡r❜✉♥❞❡♥ ✭❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❡✐✲
♥❡ ✐♥ ❞❡r ❘ö❤r❡ s✐t③❡♥❞❡ ❞✐❝❦❡ ❚r❡♥♥✇❛♥❞ ♦❞❡r ❡✐♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❆❜✲
s♣❡rr✈❡♥t✐❧✮✳ ❉❛♥♥ ✐st ❥❡❞❡r ❇❡❤ä❧t❡r ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❙t♦✛❛✉st❛✉s❝❤❡s ❡✐♥
❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠✱ ✐♥ ❞❡♠ s✐❝❤ ♥✐❝❤ts ♠❡❤r ä♥❞❡rt✳

✷✳ ❉❡r ❙t♦✛❛✉st❛✉s❝❤ ✐st ❢ür ❥❡❞❡ ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ✭❆❜s♣❡rr✈❡♥t✐❧
♦✛❡♥✮✳ ❉❛♥♥ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❉✐✛✉s✐♦♥s♣r♦③❡ss✱ ❞❡r ✐♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥
❋❛❧❧ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t❡♥ ❡✐♥❡r ❞❡r ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
❛♥❣❡tr✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❊r ✐st r❡✐♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✳ ❉❛s ✇✉r❞❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✵✳✾ ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t✳

✸✳ ❉❡r ❙t♦✛❛✉st❛✉s❝❤ ✐st ♥✉r ❢ür ❜❡st✐♠♠t❡ ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳
❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ü❜❡r ❞❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡r ❘ö❤r❡ ❣❡s♣❛♥♥t❡
▼❡♠❜r❛♥❡ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❢ür ❡✐♥✐❣❡ ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
✇✐❡ ❡✐♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❆❜s♣❡rr✈❡♥t✐❧ ✇✐r❦t ✉♥❞ ❢ür ❛♥❞❡r❡ ✇✐❡ ❡✐♥ ♦✛❡♥❡s
❆❜s♣❡rr✈❡♥t✐❧✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r s❡❧❡❦t✐✈❡♥ ❉✐✛✉s✐♦♥✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
s✐❡ ❛❧s ❖s♠♦s❡✱ ✇❡♥♥ ♥✉r ❞❡r ❙t♦✛ ❡✐♥❡s ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧s ❞✐✛✉♥❞✐❡rt
✉♥❞ ❛❧s ❉✐❛❧②s❡✱ ✇❡♥♥ ❛♥❞❡r❡ ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✭③✳❇✳ ❙❛❧③❡✮ s❡❧❡❦t✐✈
❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥✳

▼❡♠❜r❛♥❡ s✐♥❞ s❡♠✐♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❚r❡♥♥✇ä♥❞❡✳ ■♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋❛❧❧ s✐♥❞ s✐❡ ♥✉r
❢ür ❡✐♥❡ ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✉r❝❤❞r✐♥❣❜❛r ❜③✇✳ ♣❡r♠❡❛❜❡❧✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ▼❡♠✲
❜r❛♥❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡①tr❡♠ ❞ü♥♥❡♥ ❚r❡♥♥✇ä♥❞❡ ♣✢❛♥③❧✐❝❤❡r ♦❞❡r t✐❡r✐s❝❤❡r ❩❡❧✲
❧❡♥✳ ❉✐❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ▼❡♠❜r❛♥❡ ✐st ❞✐❡ ❱❡r❤✐♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ❉r✉❝❦✲
❛✉s❣❧❡✐❝❤s ❜③✇✳ ✐♠ ❋❛❧❧ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r P❤ä♥♦♠❡♥❡✱ ❡✐♥❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐✲
❛❧❛✉s❣❧❡✐❝❤s✳

❊✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ❉✐❛❧②s❡ ✐st ❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❙t♦✛❦♦♠✲
♣♦♥❡♥t❡ ❈✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ❡rst❡♥ ❇❡❤ä❧t❡r ❞✐❡ P❛rt✐❛❧❞✐❝❤t❡ ρC1 = nC1/V1 ❤❛t
✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❇❡❤ä❧t❡r ❞✐❡ P❛rt✐❛❧❞✐❝❤t❡ ρC2 = nC2/V2✱ ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❞❡♥
❛♥❞❡r❡♥ ❋❧✉✐❞❜❡st❛♥❞t❡✐❧❡♥ ♠✐t ❞❡r ❆✉s♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ ♥✐❝❤t
✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t✳ ❉✐❡s❡ ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐st ✐♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t
❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❙t♦✛❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ✐♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❛❤❡r ✇✐❡ ❡✐♥
✈♦♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡s ✐❞❡❛❧❡s ●❛s ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

❩✉♥ä❝❤st ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✇✐r ❞❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✳ ■♠
t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ●❛s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ p̄ = ρRT ❢ür
❞✐❡ ❉r✉❝❦❞✐✛❡r❡♥③ ∆posm = p̄2 − p̄1 ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❇❡❤ä❧t❡r♥✿✸

∆posm = RT ∆ρ . ✭✶✵✳✺✵✮

■♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ♦s♠♦t✐s❝❤❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❉r✉❝❦❞✐✛❡r❡♥③
❛❧s ♦s♠♦t✐s❝❤❡r ❉r✉❝❦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ■♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❛❧s ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧ ❦❛♥♥
❡✐♥❡ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ❤ö❤❡r❡ ❉✐❝❤t❡❞✐✛❡r❡♥③ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❛❧s s✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ▲✉❢t ✉♥✲
t❡r ❙t❛♥❞❛r❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❱❛❦✉✉♠ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ❞❡r ♦s♠♦t✐s❝❤❡

✸❉❡r ü❜❡r❣❡st❡❧❧t❡ ◗✉❡rstr✐❝❤ s♦❧❧ ❞❛❜❡✐ ❛♥③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❉r✉❝❦
✐♠ st❛t✐♦♥är❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❤❛♥❞❡❧t✳



❑❆P■❚❊▲ ✶✵✳ ❚❘❆◆❙P❖❘❚ ✸✹✾

❉r✉❝❦ ❞❡♥ ❙❝❤✇❡r❡❞r✉❝❦ ❞❡r ▲✉❢t✱ ❞❡r ✉♥❣❡❢ä❤r ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❙❝❤✇❡r❡❞r✉❝❦
❡✐♥❡r ❲❛ss❡rsä✉❧❡ ✈♦♥ 10m ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ❜❡✐ ✇❡✐t❡♠ ü❜❡rst❡✐❣❡♥✳

◆✉♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ♥♦❝❤ ❦✉r③ ❞❛s ◆✐❝❤t❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✳ ■st ❞❡r ❉r✉❝❦ p2
✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❇❡❤ä❧t❡r ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡s ❉r✉❝❦s ✐♠ ❡rst❡♥ ❇❡❤ä❧t❡r
③✉③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ♦s♠♦t✐s❝❤❡♥ ❉r✉❝❦s✱ ❞✳❤✳ ✐st p2 < p1 + ∆posm✱ ❞❛♥♥ ✜♥❞❡t
❡✐♥ ❞✐✛✉s✐✈❡r ❙t♦✛tr❛♥s♣♦rt ✈♦♠ ❡rst❡♥ ③✉♠ ③✇❡✐t❡♥ ❇❡❤ä❧t❡r st❛tt✱ ❜❡✐ ❞❡♠
s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❛❧❧♠ä❤❧✐❝❤ ❛♥❣❧❡✐❝❤t✳ ■♠ ❡♥t❣❡❣❡♥s❡t③t❡♥ ❋❛❧❧ ❡r❢♦❧❣t
❞❡r ❚r❛♥s♣♦rt ✐♥ ❞❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ③✉r ❆✉❢❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥
✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ✭❯♠❦❡❤r♦s♠♦s❡✮✳

❉❡r ♦s♠♦t✐s❝❤❡ ❉r✉❝❦✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❧ässt s✐❝❤ ③✉r ▲❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ♥✉t✲
③❡♥✳ ■♥ ❖s♠♦s❡❦r❛❢t✇❡r❦❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡s ❑♦♥③❡♣t ❞✉r❝❤ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ♣♦✲
❧②♠❡r❡♥ ▼❡♠❜r❛♥❡♥ ✐♥ ❣r♦ÿt❡❝❤♥✐s❝❤❡♠ ▼❛ÿst❛❜ ✉♠❣❡s❡t③t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡
❆r❜❡✐t✱ ❞✐❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❖s♠♦s❡ ❣❡❧❡✐st❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❉✐✛✉s✐✲
♦♥s♣r♦③❡ss❡♥ ✉♥❣❡♥✉t③t ✈❡r♣✉✛❡♥ ❧ässt✱ ✈❡r❧ä✉❢t ❞❡r Pr♦③❡ss ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧✳

❇❡✐ ❇r❡♥♥st♦✛③❡❧❧❡♥ ❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥ s❡❧❡❦t✐✈ ■♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ▼❡♠❜r❛♥✳
❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ ❡♥tr♦♣✐❡❣❡tr✐❡❜❡♥❡♥ ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt ❜❛✉t s✐❝❤ ✭♥❡❜❡♥ ❡✐♥❡♠
✐✳❆❧❧❣✳ ❦❧❡✐♥❡♥ ❉r✉❝❦✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✮ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r P♦t❡♥t✐❛❧✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❛✉❢✱
❞❡r ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❞✐r❡❦t❡♥ ❙tr♦♠ ✐♥ ❞❡r ●❡❣❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ❛❜❣❡❜❛✉t ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ▼❡♠❜r❛♥ ❞❛s ✉♥t❡r❜✐♥❞❡t✳ ▲ässt ♠❛♥ ❛✉❢ ❞❡r ●❡❣❡♥❡❧❡❦tr♦❞❡
❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr♦❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ s♦ ❜❡✇✐r❦t ❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧✉♥t❡rs❝❤✐❡❞
✐♠ ä✉ÿ❡r❡♥ ❙tr♦♠❦r❡✐s ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠✳ ❉❛s ✐st ❞❛s ●r✉♥❞♣r✐♥✲
③✐♣ ❞❡r ❇r❡♥♥st♦✛③❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ t❡❝❤♥✐s❝❤ ❛❧s ❊♥❡r❣✐❡q✉❡❧❧❡
♥✉t③❡♥ ❧❛ss❡♥✳



❑❛♣✐t❡❧ ✶✶

P❡rt✉r❜❛t✐♦♥❡♥

❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❙✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ P❤②s✐❦ ❞❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ P❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❢ü❤r❡♥✳ ❯♥t❡r P❡rt✉r❜❛t✐♦♥❡♥ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❙tör✉♥❣❡♥ ❜③✇✳
❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✈♦♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✲
✇✐❝❤ts✇❡rt ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ✐❤r❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❜③✇✳ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❙♦❧❝❤❡ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❧♦❦❛❧❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉✲
❢✉❤r ❛♥❣❡st♦ÿ❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞❛♥♥ ③✳❇✳ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❛✉s❜r❡✐t✉♥❣
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✳

❆❧s ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡ ❡✐♥❢ü❤r❡♥❞❡ ▼♦❞❡❧❧❢ä❧❧❡ ❢ür Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇✉r✲
❞❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✶✶✳✷✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛✲
r❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✶✶✳✻✮ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤
✉♠ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❡✐♥❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ♣❛rt✐❡❧✲
❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ❘❛✉♠❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❤❡rst❡❧❧❡♥✳ ●❡♠❡✐♥s❛♠❡r
❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ✐❤r❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂ρ

∂t
+ divj = 0 . ✭✶✶✳✶✮

❙✐❡ st❡❧❧t ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❧♦❦❛❧❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ rä✉♠❧✐❝❤❡♥
➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❤❡r✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ❧♦❦❛❧❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❊r❡✐❣♥✐ss❡s ♠✐t
ört❧✐❝❤ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❊r❡✐❣♥✐ss❡♥✳

✶✶✳✶ ▲✐♥❡❛r❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❉✐✛✉s✐♦♥s♣r♦③❡ss❡ ❢♦❧❣❡♥ ✐♠ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❡✐♥❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠

∂ξ

∂t
−D∇2ξ = 0 . ✭✶✶✳✷✮

❙✐❡ ✇✐r❞ ❛❧s ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ D ✇✐r❞ ❉✐✛✉s✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡
❣❡♥❛♥♥t✳ ❉✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ξ st❡❤t ❢ür ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❡✐♥❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐✲

✸✺✵
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s❝❤❡♥ ●röÿ❡ ❛✉s ❞❡♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✳ ■♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✐st ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣s✲
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥✉❧❧✱ ❞✳❤✳ ξ = 0✳ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇✐❡ ③✳❇✳ ✶✶✳✷ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥
❉✐✛✉s✐♦♥s♣r♦③❡ss❡ ✐♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t✳

❲✐❡ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤✈♦❧❧③✐❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱
❤❛t ❞✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ ❢ür ❡❣❛❧ ✇❡❧❝❤❡ ❆rt ✈♦♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❉✐❢✲
❢✉s✐♦♥s♣r♦③❡ss❡♥ st❡ts ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ✭✈❣❧✳ ●❧✳ ✶✵✳✹✻✮

[D] = m2/s .

❉❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❜③✇✳ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❈❤❛r❛❦t❡r ❞❡r ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞rü❝❦t
s✐❝❤ ❞❛r✐♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ✉♥❣❡r❛❞❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤
✐st ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❡✐♥❡r ❩❡✐ts♣✐❡❣❡❧✉♥❣ t → −t ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✐♥✈❛r✐✲
❛♥t✳ ●❧✳ ✶✶✳✷ ✐st ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤st ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❋❛❧❧✱ ✇❡✐❧ ❤✐❡r ♥✉r ❡✐♥❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣
♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ❛✉❢tr✐tt✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ❙t♦✛❞✐✛✉s✐♦♥✿ ❉✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛❡s
❈ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❛s ❋✐❝❦s❝❤❡ ●❡s❡t③ ✭●❧✳ ✶✵✳✹✺✮ ✐♥ ❞✐❡ ❑♦♥✲
t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✶✶✳✶✮ ❡✐♥s❡t③t✳ ❉❛s ❘❡s✉❧t❛t ✐st ❞✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂ρC
∂t

−DC div gradρC = 0 ✭✶✶✳✸✮

❜③✇✳
∂ρC
∂t

−DC
∂2ρC
∂x2

= 0 .

❉✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❞✐❝❤t❡
❞❡s ❙t♦✛❡s ❈✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ❲är♠❡❞✐✛✉s✐♦♥✿ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞❛s ❋♦✉r✐❡rs❝❤❡ ●❡s❡t③✱ ●❧✳ ✶✵✳✹✸✱
✐♥ ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥✱ s♦ ❢♦❧❣t

∂ρQ
∂t

− λ
∂2T

∂x2
= 0 . ✭✶✶✳✹✮

❍✐❡r ✐st ρQ = Q/V ❞✐❡ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ♣r♦ ❱♦❧✉♠❡♥ V ③✉✲
❣❡✢♦ss❡♥❡ ❲är♠❡ Q✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡r ❉✐✛✉s✐♦♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♠✐t
●❧✳ ✶✶✳✹ ③✉♥ä❝❤st ♥♦❝❤ ❦❡✐♥❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❯♠ ❡✐♥❡
s♦❧❝❤❡ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡r ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ dQ

dt ✉♥❞ ❞❡r ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡✲
✇✐r❦t❡♥ ❘❛t❡ dT

dt ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣✳ ❙✐❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ●❧✳ ✼✳✹✷✿
dQ
dt = mcV

dT
dt = ρV cV

dT
dt ✱ ✇♦❜❡✐ cV ❤✐❡r ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❲är♠❡❦❛♣❛✲

③✐tät ✐st✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ∂ρQ
∂t = ∂(Q/V )

∂t = ρcV
∂T
∂t ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✹ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t

♠❛♥ ❞✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂T

∂t
−DQ

∂2T

∂x2
= 0 ✭✶✶✳✺✮

♠✐t ❞❡♠ ❲är♠❡❞✐✛✉s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ DQ = λ/ρcV ✳
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✶✶✳✷ ▲✐♥❡❛r❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❉✐❡ ❲❡❧❧❡♥❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✐st ❞❛s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ●❡❣❡♥stü❝❦ ③✉ ❞❡♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥
❉✐✛✉s✐♦♥s♣r♦③❡ss❡♥✳ ■❤r❡ ❜❡❦❛♥♥t❡st❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡
❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂2ξ

∂t2
− v2

∂2ξ

∂x2
= 0 . ✭✶✶✳✻✮

❉✐❡ ●röÿ❡ ξ✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐✳❆❧❧❣✳ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡
✈♦♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✐st✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡r ❲❡❧❧❡✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ξ ❡✐♥❡ ❉✐❝❤t❡❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ❉r✉❝❦❛♠♣❧✐t✉❞❡ s❡✐♥✳ ❉❡♥ r❡✲
✈❡rs✐❜❧❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❦❡✐♥❡ ✉♥❣❡✲
r❛❞❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡♥t❤ä❧t✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❡✐♥❡ ③✇❡✐t❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t✳
❉❛♠✐t ✐st s✐❡ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❡✐♥❡r ❩❡✐ts♣✐❡❣❡❧✉♥❣ t → −t ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st
❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✐♠ Pr✐♥③✐♣ r❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❊✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥❛♥❛❧②s❡ ❡r❣✐❜t✱
❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ v2 st❡ts ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ◗✉❛❞r❛ts ❡✐♥❡r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❤❛t✳

❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ s♦❧❧ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ♣❧❛✉s✐❜❡❧ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❢ür ❞❡♥
❙❝❤❛❧❧ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❤❡r❧❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✿ ▲❡✐t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐✲
täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✶✶✳✶✮ ♣❛rt✐❡❧❧ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ❛❜✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

∂2ρ

∂t2
+

∂

∂t
divj =

∂2ρ

∂t2
+

∂

∂t

∂

∂x
j = 0 .

❉✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❖rt ✉♥❞ ❩❡✐t ❞❛r❢ ♠❛♥ ✈❡rt❛✉s❝❤❡♥ ✭❞✐❡
◆❛t✉r ✐st ❣♥ä❞✐❣ ③✉ ✐❤r❡♥ P❤②s✐❦❡r♥ ✉♥❞ ❡r❢ü❧❧t ♠❡✐st ❛❧❧❡ ❤✐❡r③✉ ♥öt✐❣❡♥
❲ü♥s❝❤❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✮✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ❞❛r❢ ∂

∂t

(
∂
∂xj

)
= ∂

∂x

(
∂
∂tj

)
✈❡r✇❡♥❞❡♥✳

❙❡t③t ♠❛♥ ❤✐❡r ♥✉♥ ❞✐❡ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡ ❊✉❧❡r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✶✵✳✹✶✮ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤

∂2ρ

∂t2
− ∂2p

∂x2
= 0 . ✭✶✶✳✼✮

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ♥✉♥ ✭✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✮ ❦❧❡✐♥❡ ❉✐❝❤t❡✲ ✉♥❞ ❉r✉❝❦❛♠♣❧✐t✉❞❡♥
δρ ❜③✇✳ δp ✉♠ ❞✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ✭❜③✇✳ ♥✉r s❝❤✇❛❝❤ ♦rts✲ ✉♥❞ ③❡✐t✈❡rä♥❞❡r❧✐✲
❝❤❡♥✮ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✇❡rt❡ ρ0 ✉♥❞ p0 ❤❡r✉♠✿

ρ(t, x) = ρ0 + δρ(t, x)

p(t, x) = p0 + δp(t, x) .

❉❛s ❙②♠❜♦❧ ✒ δ ✏ s♦❧❧ ❤✐❡r ❛♥③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥
❛✉s ❞❡♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞✳ ❋ür ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r
❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ✭●❧✳ ✼✳✸✵✮ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✿

δp ≈ −1

κ

δV

V
=

1

κρ0
δρ .
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❉❛ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❦♦♥st❛♥t ✐st✱ ❢♦❧❣t ❛✉s ρ = m/V ♥ä♠❧✐❝❤

δρ = ρ0V δ

(
1

V

)
≈ ρ0

(
−δV

V

)
.

❙✐♥❞ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ ❦❧❡✐♥✱ ❢ü❤r❡♥ ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ s❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤ ✈♦♥ ●❧✳
✶✶✳✼ ❛✉❢ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂2ρ

∂t2
− v2

∂2ρ

∂x2
= 0 ✭✶✶✳✽✮

❢ür ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❉✐❝❤t❡✲P❡rt✉r❜❛t✐♦♥❡♥ ❜③✇✳ ❛❧t❡r♥❛t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡
❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂2p

∂t2
− v2

∂2p

∂x2
= 0 ✭✶✶✳✾✮

❢ür ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❉r✉❝❦✲P❡rt✉r❜❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡r ❑♦♥st❛♥t❡♥

v2 =
1

κρ0
✭✶✶✳✶✵✮

✉♥❞ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ξ = δρ ❜③✇✳ ξ = δp. ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✇✐r❞ s✐❝❤
❢ür ❞❡♥ ❤✐❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❛❧s ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s
❙❝❤❛❧❧s ❜③✇✳ ❞✐❡ ❙❝❤❛❧❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❤❡r❛✉sst❡❧❧❡♥ ✭♠❡❤r ❞❛③✉ ✐♥ ❑❛♣ ✶✶✳✼✮✳

❖❜❡♥ ✇✉r❞❡ ♠❡❤r❢❛❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ●❡❜r❛✉❝❤ ❣❡♠❛❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❜✲
✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ✈♦♥ ✐❤r❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✇❡rt❡♥
❜③✇✳ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡♥ ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✶✵ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❉✐❝❤t❡ ρ0 ✐st ❞❛✲
❤❡r ❞✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❉✐❝❤t❡ ❜③✇✳ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❞✐❝❤t❡✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ♥✉r ❦❧❡✐♥❡
❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ♠❛❝❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❛♥ ✉♥❞ ❢ür
s✐❝❤ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❧✐♥❡❛r❡♥✳ ❉❛s
✐st ❡✐♥❡ ♦❢t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❆♥❛❧②s❡str❛t❡❣✐❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s
Pr♦❜❧❡♠ stöÿt✱ ❞❛s ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ü❤rt✳ ❉✐❡s❡
❙tr❛t❡❣✐❡ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ▲✐♥❡❛r✐s✐❡r✉♥❣✳

■❝❤ ♠ö❝❤t❡ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ✈❡r❤❡❤❧❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❡❣❛❧ ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ ●rü♥✲
❞❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉s❞❡♥❦t✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❋❛❦t ✐st✱
❞❛ss ❛❧❧❡ ♦❜❡♥ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ●r❡♥③❢ä❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ♥✐❝❤t
✈❡r❜♦t❡♥ s✐♥❞✳ ❩✐❡❧ ❞❡r ❣❛♥③❡♥ ❆r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t❡♥ ❲❡❣ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❛❦✉st✐s❝❤❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♣❧❛✉s✐❜❡❧ ❤❡r❧❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✳
❉❛s ❣❡♥ü❣t ✉♥s ✈♦r❡rst✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❱❡r❦❧❡✐❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✶✳✾ s✐♥❞

∂2p

∂t2
− v2 div grad p = 0

✭♠✐t ●❧✳ ✶✵✳✷✸✮ ❜③✇✳
∂2p

∂t2
− v2∇2p = 0

✭♠✐t ❞❡♠ ▲❛♣❧❛❝❡✲❖♣❡r❛t♦r ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✵✳✷✹✮✳ ❉❛s s✐♥❞ ✈♦r❡rst ♥✉r ❋♦r♠❛✲
❧✐tät❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ✐♠ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❛❧❧❡ äq✉✐✈❛❧❡♥t s✐♥❞✳
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✶✶✳✸ ▲ös✉♥❣❡♥ ❧✐♥❡❛r❡r P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

✶✶✳✸✳✶ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❉✉r❝❤ ◆❛❝❤r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❞❛✈♦♥ ü❜❡r③❡✉❣❡♥✱ ❞❛ss ❥❡❞❡ ❜❡❧✐❡✲
❜✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r

ξ(t, x) = ξ(ωt− kx) ✭✶✶✳✶✶✮

♠✐t ω = ±vk ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st✳ ▼✐t g(t, x) = ωt − kx
❢♦❧❣t ♥ä♠❧✐❝❤ ❢ür ξ(g(t, x)) ♥❛❝❤ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧✿ ∂ξ

∂t = dξ
dg

∂g
∂t = ω dξ

dg ✉♥❞

❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ∂ξ
∂x = dξ

dg
∂g
∂x = −k dξ

dg ✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙❝❤❡♠❛ ❞✐❡
❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❜✐❧❞❡t✱ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s ❞✐❡ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣✳

❉❡♥❦t ♠❛♥ s✐❝❤ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ✈ö❧❧✐❣ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛✉s ✉♥❞ s❡t③t ✐♠ ❆r❣✉✲
♠❡♥t ωt−kx ❡✐♥✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✦ ❉❛s ✐st ❣❛♥③
s❝❤ö♥ ✈❡rrü❝❦t ✉♥❞ ✐st ❡✐♥❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥✉r ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❤❛t ❞✐❡s❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
♥✐❝❤t✳ ❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ s♦✇♦❤❧ ❢ür ❲❡❧❧❡♥✲ ❛❧s
❛✉❝❤ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ▲ös✉♥❣❡♥ ❢ü❤rt✳

✶✶✳✸✳✷ ▲ös✉♥❣sstr❛t❡❣✐❡ ❢ür ❲❡❧❧❡♥✲ ✉♥❞ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥✲
❣❡♥

❆❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ●röÿ❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❲är♠❡✲
❧❡✐t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r
❙tr✉❦t✉r✳ ❉❛❤❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐❞❡♥t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❜❡✐❞❡♥ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥✐❣❡ ●❡♠❡✐♥✲
s❛♠❦❡✐t❡♥✳ ❆❧❧❡s❛♠t s✐♥❞ s✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞❡r❡♥ ▲ös✉♥❣
❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ s❦❛❧❛r❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡r ❱❛r✐❛✲
❜❧❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s❛✉s✲
❜r❡✐t✉♥❣ s♦❧❧❡♥ ❞❛❤❡r ❤✐❡r ❣❡♠❡✐♥s❛♠ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡♥ ❉✐✛❡✲
r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

dξ

dt
+ γDξ = 0 Dissipationsgleichung ✭✶✶✳✶✷✮

d2ξ

dt2
+ ω2ξ = 0 Schwingungsgleichung ✭✶✶✳✶✸✮

❢ür ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s✈♦r❣ä♥❣❡ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❲✐r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ s✐❡
♠✐t ❞❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

∂ξ

∂t
−D

∂2ξ

∂x2
= 0 Diffusionsgleichung ✭✶✶✳✶✹✮

∂➨ξ

∂t➨
− v2

∂2ξ

∂x2
= 0 Wellengleichung ✭✶✶✳✶✺✮
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❛✉s ❑❛♣✳ ✶✶✳✶ ✉♥❞ ❑❛♣✳ ✶✶✳✷✳ ■♥ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✐st ξ = ξ(t) ❡✐♥❡
❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ ✐♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✐st ξ = ξ(t, x)
❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ❋❡❧❞✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❣❡❤t ❡s ♥✉r ✉♠ ❞✐❡ r❡✐♥ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♠ Pr♦❜❧❡♠ ❤❛t ξ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡
❇❡❞❡✉t✉♥❣❡♥✳

❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✿ ❇❡✐ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣
❦❛♥♥ ξ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡❞❡✉t❡♥ ✭✇✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✺✳✶✸✹✮
✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❡✐✲
♥❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs✳ ❉❛ ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ξ = ξ(t) ❛❧❧❡✐♥ ✉♠ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❩❡✐t
❤❛♥❞❡❧t✱ tr✐tt ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✶✷ ✉♥❞ ●❧✳ ✶✶✳✶✸ ♥✉r ❡✐♥❡ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥✲
t✐❛t✐♦♥ ❛✉❢ ✉♥❞ s♦♠✐t ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥✳

❉✐✛✉s✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✿ ❇❡✐ ❞❡r ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ξ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s ♦❞❡r ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡❞❡✉✲
t❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ♦❞❡r ❞❡♥ ❉r✉❝❦✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t
s✐❝❤ ❜❡✐ ξ = ξ(t, x) ✉♠ ❋❡❧❞❡r✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❖rts❦♦♦r✲
❞✐♥❛t❡ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ tr❡t❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✶✹ ✉♥❞ ●❧✳ ✶✶✳✶✺ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❩❡✐t ✉♥❞ ❖rt ❛✉❢✱ ❞✳❤✳ ❡s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳

❆❧❧❡♥ ✈✐❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ❣❡♠❡✐♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ✉♥❞ ❧✐♥❡❛r❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❛♥❞❡❧t✳ ❍♦♠♦❣❡♥ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ξ = 0
st❡ts ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✳ ▲✐♥❡❛r ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ✇❡♥♥ ξ1 ✉♥❞ ξ2 ③✇❡✐ ▲ö✲
s✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞✱ s♦ ✐st ❛✉❝❤ ❛✉❝❤ aξ1 + bξ2 ♠✐t ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❙❦❛❧❛r❡♥
a ✉♥❞ b ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣✳ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥✲
❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ s✐♥❞ ✉♥s ❛✉s ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❜❡r❡✐ts ❜❡❦❛♥♥t✿

ξ(t) = a exp(−γt) für die Dissipationsgleichung ✭✶✶✳✶✻✮

ξ(t) = a cosωt+ b sinωt für die Schwingungsgleichung ✭✶✶✳✶✼✮

❊✐♥❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❙tr❛t❡❣✐❡✱ ♠✐t ❞❡r ♠❛♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❢ür ❉✐✛✉s✐♦♥s✲ ✉♥❞
❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉✣♥❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡r ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❋❛❧❧
❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❉❛③✉ ❧öst ♠❛♥ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥
❋ä❧❧❡♥ ✐♠ ❡rst❡♥ ❙❝❤r✐tt ❞✐❡ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

d2ξ

dx2
+ k2ξ = 0 , ✭✶✶✳✶✽✮

✇♦❜❡✐ k ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✐st✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✈♦♠ ❚②♣ ❡✐♥❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ■❤r❡ ▲ös✉♥❣

ξ(x) = ξ3 cos(kx) + ξ4 sin(kx) = A cos(kx+ φ) ✭✶✶✳✶✾✮

❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ❚❛❜✳ ✺✳✶ ❡♥t♥❡❤♠❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❢r❡✐❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞✐❡✲
s❡r ▲ös✉♥❣ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❩❡✐t ❛♥s❡t③t✱ ❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ξ3 = ξ3(t)
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❜③✇✳ ξ4 = ξ4(t) ♦❞❡r φ = φ(t)✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ♠❛♥ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❞❡r
♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❡✐♥❡r ❣❡✇ö❤♥❧✐✲
❝❤❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉rü❝❦❣❡❢ü❤rt ✕ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳
▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ♥✐❝❤t s♦❢♦rt ❛❧❧❡ ▲ös✉♥❣❡♥✱ ❛❜❡r
③✉♠✐♥❞❡st ❡✐♥✐❣❡✳ ❉❛s s♦❧❧ ❤✐❡r ❛♥ ③✇❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✶✾ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ξ3 = ξ3(t) ✉♥❞ ξ4 = 0✱ s♦
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✶✹

ξ(x, t) = ξ0 exp(−Dk2t) cos(kx) ✭✶✶✳✷✵✮

❛❧s ❡✐♥❡ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t
s✐❝❤ ❤✐❡r ✉♠ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣✱ ❞✐❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❘❛✉♠❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤
✐st✱ ✉♥❞ ③✇❛r ♠✐t ❞❡r rä✉♠❧✐❝❤❡♥ P❡r✐♦❞❡ Λ = 2π/k✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❆♥s❛t③ ♠❛❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ φ ✐♥ ●❧✳
✶✶✳✶✾ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ φ = φ(t) ③✉ ❡rs❡t③❡♥✳ ❙❡t③t
♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ ❆♥s❛t③ ✭❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ A✮ ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✶✺ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

−
[(

∂φ

∂t

)2

cos(kx+ φ(t)) +

(
∂2φ

∂t2

)
sin(kx+ φ(t))

]

+k2v2 cos(kx+ φ(t)) = 0 .

❉❛ ❑♦s✐♥✉s✲ ✉♥❞ ❙✐♥✉s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ ♠✉ss ∂2φ
∂t2

= 0

❣❡❧t❡♥✳ ❉❛❤❡r s❡t③t ♠❛♥ ∂φ
∂t = ω ❛❧s ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ❛♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t

▲ös✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

ω = ±vk ✭✶✶✳✷✶✮

❡r❢ü❧❧t ✐st✱ ♥ä♠❧✐❝❤

ξ(x, t) = A cos(ωt± kx) . ✭✶✶✳✷✷✮

❙✐❡ st❡❧❧❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❲❡❧❧❡♥ ❞❛r✱ ❞❡r❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡ P❡r✐♦❞❡ T = 2π/ω
✐st✳ ❉✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ P❡r✐♦❞❡ λ = 2π/k ❤❡✐ÿt❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
ω ❛❧s ❑r❡✐s❢r❡q✉❡♥③ ✉♥❞ k = 2π/λ ❛❧s ❑r❡✐s✇❡❧❧❡♥③❛❤❧ ✳

❉❛s ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s♣r✐♥③✐♣

❇❡✐ ❛❧❧❡♥ ✐♠ ✈♦r❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡♥
❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣✐❧t ❞❛s Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣s✲ ❜③✇✳
❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s♣r✐♥③✐♣s✿

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s♣r✐♥③✐♣

❙✐♥❞ ξA ✉♥❞ ξB ③✇❡✐ ▲ös✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❉✐✛❡r❡♥✲
t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ s♦ ✐st ❛✉❝❤ ❥❡❞❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ξ = aξA+bξB
♠✐t ③✇❡✐ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ a ✉♥❞ b ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣✳
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●❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❏❡❞❡ ❧✐✲

♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ n✲t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❤❛t ❣❡♥❛✉
n ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ξ1, . . . , ξn✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ❥❡❞❡ ▲ös✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

ξ = a1ξ1 + . . .+ anξn

♠✐t n ❑♦♥st❛♥t❡♥ a1, . . . , an ❞❛rst❡❧❧❡♥ ❧ässt✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r n
❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ξ1, . . . , ξn ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❡s ❢ür ξ = 0 ♥✉r ❞✐❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ▲ös✉♥❣
♠✐t a1 = . . . = an = 0 ❣✐❜t✳ ❉✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❤❛t ❞❛❤❡r ♥✉r ❡✐♥❡
❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▲ös✉♥❣✱ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r❡♥ ③✇❡✐✳

P❛rt✐❡❧❧❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ P❛rt✐❡❧❧❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐✲
❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▲ös✉♥❣❡♥✳

❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❉✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐✲
❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❏❡❞❡ ❞❡r ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✶✶✳✷✵ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ▲ös✉♥✲
❣❡♥ st❡❧❧t ❢ür ❡✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡s r❡❡❧❧❡s k ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡
▲ös✉♥❣ ❞❛r✳ ❉❛❤❡r ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧

ξ(t, x) =

∞̂

−∞

ξ̃(k) exp(−Dk2t) cos(kx)dk ✭✶✶✳✷✸✮

❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧❡r ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ●❧✳ ✶✶✳✷✵ ♠✐t ❡✐♥❡r ❜❡✲
❧✐❡❜✐❣❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ξ̃(k) ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣✳

❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❆✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❥❡❞❡ ❧✐♥❡❛r❡ Ü❜❡r❧❛❣❡✲
r✉♥❣ ❞❡r ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✶✶✳✷✷ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♠
r❡❡❧❧❡♥ k ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤

ξ(t, x) =

∞̂

−∞

ξ̃(k) cos(kx− ωt)dk . ✭✶✶✳✷✹✮

❉✐❡s❡ ▲ös✉♥❣ ✐st ✈♦♥ ❞❡r ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✶✳✶✶ ❣❡❢♦r❞❡rt❡♥ ❋♦r♠✳

✶✶✳✸✳✸ ❆♥❢❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

❊s st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❞r✐♥❣❧✐❝❤❡ ❋r❛❣❡✱ ♥❛❝❤ ✇❡❧❝❤❡♥ ❑r✐t❡r✐❡♥ ❛✉s ❞❡r ❱✐❡❧❢❛❧t ❞❡r
▲ös✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥
❛✉s③✉✇ä❤❧❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ P❤②s✐❦ ✐st s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❦❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ❋ür ❞✐❡
P❤②s✐❦ ✐st ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡r r✐❝❤t✐❣❡♥ ▲ös✉♥❣ ❡ss❡♥t✐❡❧❧✳

❋ür ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡
s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣ ❢❡st❧❡❣❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ s♦ ✈✐❡❧❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❢❡st✲
❧❡❣t✱ ✇✐❡ ❢r❡✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❜③✇✳ ❙❦❛❧❛r❡ ✐♥ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r
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❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ n✲t❡r ❖r❞♥✉♥❣ s✐♥❞ ❞❛s ❛❧s♦ n ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ▼❡✐st ❧❡❣t
♠❛♥ s✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t t = 0 ❢❡st ✉♥❞ s♣r✐❝❤t ❞❛♥♥ ✈♦♥ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥✲
❣❡♥✳

❇❡✐ ❞❡r ü❜❡r❛❜③ä❤❧❜❛r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣s♠❡♥❣❡ ❞❡r ❤✐❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥
♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡♥ü❣t ❞❛s ❋❡st❧❡❣❡♥ ❡✐♥❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧
✈♦♥ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t✳ ❉❛s P❡♥❞❛♥t ✐st ❞✐❡ ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s s♣❡③✐❡❧✲
❧❡♥ Pr♦✜❧s ξ(t = 0, x) ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t = 0 ❛❧s ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈♦rs❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ●❧✳ ✶✶✳✷✸ ③✉r ❩❡✐t t = 0
❡✐♥ ❘❡❝❤t❡❝❦♣r♦✜❧ ❤❛t✱ ❛❧s♦

ξ(0, x) =

ˆ

ξ̃(k) cos(kx)dk =

{
ξ0 für x ≤ 0

0 für x > 0
✭✶✶✳✷✺✮

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❣❛♥③ ❜❡st✐♠♠t❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ξ̃(k) ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❣❛♥③ ❜❡✲
st✐♠♠t❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❡✐♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡s ❉✐✛✉s✐♦♥s♣r♦❜❧❡♠✳

❊✐♥ ③✇❡✐t❡r ❚②♣ ❞❡r ▲ös✉♥❣s❛✉s✇❛❤❧ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❜❡st✐♠♠t❡ ❲❡r✲
t❡ ❛♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ❢ür ❛❧❧❡ ❩❡✐t❡♥ ✭✦✮ ✈♦r❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s s✐♥❞
♠❡✐st ③✇❡✐ P✉♥❦t❡ ❛♥ ❞❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❡✐♥❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥❞ ♠❛♥
s♣r✐❝❤t ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡♥
▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢♦r❞❡r♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❲❡rt ✈♦♥ ξ ❜❡✐ x = 0 ✉♥❞
x = L ❢ür ❛❧❧❡ ❩❡✐t❡♥ ♥✉❧❧ ✐st✱ ❛❧s♦ ξ(t, 0) = ξ(t, L) = 0✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥❡ t②✲
♣✐s❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♠üss❡♥ ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t ✐♥
❡✐♥❡r ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❧✐❡❣❡♥✱ ❛❜❡r ❡s ✐st ❡✐♥ ❤ä✉✜❣
✈♦r❦♦♠♠❡♥❞❡r ❋❛❧❧✳ ❋ür ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧ässt ❞✐❡s ❛✉s ❞❡r ❛❧s ❇❡✐s♣✐❡❧
❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ü❜❡r❛❜③ä❤❧❜❛r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ▲ös✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ●❧✳
✶✶✳✷✷ ❣❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞✱ ♥✉r ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❛❜③ä❤❧❜❛r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣s♠❡♥❣❡

ξn(x, t) = ξ0 sin(ωnt) sin(knx) ✭✶✶✳✷✻✮

♠✐t kn = 2πn/L✱ n = 1, 2, . . . ✉♥❞ ωn = vkn ③✉✳
❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✇är❡✱ ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ξ(t, 0) = ξ0 cosωt ❛♠

❘❛♥❞ ✈♦r③✉s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡s s❡❧❡❦t✐❡rt ❛✉s ❞❡♥ ü❜❡r❛❜③ä❤❧❜❛r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡✲
❧❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✷✷ ❣❡♥❛✉ ③✇❡✐ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❛✉s✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡
❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❲❡❧❧❡♥

ξ(x, t) = ξ0 cos(ωt± kx) ✭✶✶✳✷✼✮

♠✐t
ω = vk . ✭✶✶✳✷✽✮

❉❛s tr✐tt ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉❢✱ ✇❡♥♥ ❜❡✐ x = 0 ❡✐♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❛❧s
❊rr❡❣❡r ❞❡r ❲❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt ✐st✳ ❱♦♥ ❞♦rt ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ❜r❡✐t❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡
❞❛♥♥ ♠✐t ❞❡r rä✉♠❧✐❝❤❡♥ P❡r✐♦❞❡ λ = 2π/k ❛✉s✳
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✶✶✳✸✳✹ ❉❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❲❡❧❧❡

❉❡r ❲❡❧❧❡♥❜❡❣r✐✛ ✇✐r❞ ♦❢t s❡❤r s❝❤✇❛♠♠✐❣ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ♦❞❡r ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ✇✐r❞
s♦ ❡①tr❡♠ ❡r✇❡✐t❡rt✱ ❞❛ss ❡r ♠✐t ❞❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡♥ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡ ♥✐❝❤ts
♠❡❤r ③✉ t✉♥ ❤❛t✳ ■❝❤ ♠ö❝❤t❡ ❤✐❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❇❡❣r✐✛s❛❜❣r❡♥③✉♥❣❡♥ ❡✐♥❢ü❤r❡♥✿

❋❡❧❞✿ ❊✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ξ(t, x) ❞❡r ❊r❡✐❣♥✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❛❧s ❋❡❧❞✳

P❡rt✉r❜❛t✐♦♥✿ ❊✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ξ(t, x)✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❡✐✲
♥❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡ ξ ❛✉s ❞❡♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ✐st
❡✐♥❡ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳

❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥✿ ❯♥t❡r ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
ξ(t) ❞❡r ❩❡✐t✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r P❡r✐♦❞❡ T ❜③✇✳ ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③
ν = ω/2π ❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥ ♠❛❝❤t✳ ❇❡✐s♣✐❡❧✿ ξ(t) = ξ0 cosωt✳

●✐tt❡r✿ ❯♥t❡r ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛●✐tt❡r ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ξ(x) ❞❡s ❖rt❡s✱
❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r rä✉♠❧✐❝❤❡♥ P❡r✐♦❞❡ Λ ✭●✐tt❡r❦♦♥st❛♥t❡✮
❜③✇✳ ❞❡r ❘❛✉♠❢r❡q✉❡♥③ K = 2π/Λ ❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥ ♠❛❝❤t✳ ❇❡✐s♣✐❡❧✿ ξ(x) =
ξ0 cosKx✳

❲❡❧❧❡✿ ❯♥t❡r ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛ ❲❡❧❧❡ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ξ(t, x) ❞❡s ❖r✲
t❡s ✉♥❞ ❞❡r ❩❡✐t✱ ❞✐❡ s♦✇♦❤❧ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ❡✐♥❡ P❡r✐♦❞✐③✐tät ✇✐❡
❡✐♥❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐st ❛❧s ❛✉❝❤ ✇✐❡ ❡✐♥ ●✐tt❡r ❡✐♥❡ P❡r✐♦❞✐③✐tät ❤✐♥✲
s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡s ❖rt❡s✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤✐❡r❢ür ✐st ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✶✶✳✷✼ ❣❡❣❡❜❡♥❡
❲❡❧❧❡

ξ(x, t) = ξ0 cos(ω0t± k0x)

❞❡r ❋r❡q✉❡♥③ ν0 = ω0/2π ✉♥❞ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ λ0 = k0/2π✳

❙t❡❤❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡✿ ❊✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❋♦r♠

ξ(x, t) = ξ0 cos(ω0t) cos(k0x) ✭✶✶✳✷✾✮

❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s st❡❤❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ❛❧s Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ③✇❡✐❡r ✐♥
❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥❞❡r ❲❡❧❧❡♥ ❛✉❢❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✿
2ξ0 cos(ω0t) cos(k0x) = ξ0 cos(ω0t+ k0x) + ξ0 cos(ω0t− k0x)✳

❙♦❧✐t♦♥✿ ❊✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ξ(vt± x) ❤❡✐ÿt ❙♦❧✐t♦♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠✐t
❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ♣r♦♣❛❣✐❡rt✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❋♦r♠
❜③✇✳ ❊✐♥❤ü❧❧❡♥❞❡ ❞❡r P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ä♥❞❡rt✳ ❲✐❡ ❛✉s ❞❡r ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ✈♦♥
●❧✳ ✶✶✳✶✶ ❤❡r✈♦r❣❡❤t✱ s✐♥❞ ❛❧❧❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥
❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❙♦❧✐t♦♥❡♥✳ ❋ür ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ❣✐❜t ❡s ♥✉r s♣❡③✐❡❧❧❡ s♦❧✐t♦♥✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣❡♥✳

➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✷✺ ❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❖rt❡s ❛❧s Ü❜❡r❧❛❣❡✲
r✉♥❣ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡r ●✐tt❡r ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❥❡❞❡
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❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ❛❧s Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❛rst❡❧✲
❧❡♥ ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❦❛♥♥ ❥❡❞❡ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ✈♦♥
❲❡❧❧❡♥ ❛❧s ❡✐♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡s ❲❡❧❧❡♥♣❛❦❡t ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

❲❡❧❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛❧s ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ s♦♥✲
❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ▲ös✉♥❣ ✈✐❡❧❡r ❛♥❞❡r❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❇❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❤❛t ❞✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂ξ

∂t
−D

∂2ξ

∂x2
= 0

✉✳❛✳ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣
ξ(t, x) = ξ0e

−kx cos(ωt− kx) . ✭✶✶✳✸✵✮

❉✐❡s st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❲❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡r ❢r❡q✉❡♥③❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❉ä♠♣❢✉♥❣s✲
❦♦♥st❛♥t❡♥ k =

√
ω/2D ❞❛r✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡ ❢♦❧❣t ❞❡r ❉✐s♣❡rs✐♦♥sr❡❧❛t✐♦♥

ω = 2Dk2 . ✭✶✶✳✸✶✮

❆♥❞❡r❡rs❡✐ts s✐♥❞ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❲❡❧❧❡♥✳ ❲✐❡ ♦❜❡♥
❜❡r❡✐ts ❞✐s❦✉t✐❡rt✱ st❡❧❧t ❥❡❞❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ξ(vt ± x) ❡✐♥❡ s♦❧✐t♦♥✐s❝❤❡
▲ös✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❛r✳ ❉✐❡s❡s ❙♦❧✐t♦♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r
❋♦r♠✱ ❞❛s ❛✉❝❤ ❛❧s ❡✐♥ ❲❡❧❧❡♥♣❛❦❡t ❛✉❢❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ♣r♦♣❛❣✐❡rt ♦❤✲
♥❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✳ ❉✐❡ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡
❲❡❧❧❡✱ ●❧✳ ✶✶✳✷✼✱ ✐st ♥✉r ❡✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞✐❡s❡s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡♥ ❋❛❧❧s✱ ❞✳❤✳ s✐❡ ✐st
❡✐♥❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ s♦❧✐t♦♥✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣✳

✶✶✳✹ ❙❝❤✇❡❜✉♥❣ ✉♥❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥③

❉❛ss ♠❛♥ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣✱ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ♦❞❡r ❲❡❧❧❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ s✉♣❡r♣♦♥✐❡r❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞
s♦ ♥❡✉❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st tr✐✈✐❛❧✱ ❞❡♥♥ ❞❛s
❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s♣r✐♥③✐♣ ❣✐❧t s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❢ür ❛❧❧❡ ❚②♣❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡r ✉♥❞ ❧✐♥❡❛r❡r
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❋ür ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❲❡❧❧❡♥ tr❡t❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❙✉♣❡r✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜❡r ❜❡st✐♠♠t❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❛✉❢✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❣❡r❛❞❡③✉
✐♥s ❆✉❣❡ st❡❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ✇✐r ❞❡s❤❛❧❜ ❤✐❡r ♥ä❤❡r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇♦❧❧❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤
❞✐❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❙❝❤✇❡❜✉♥❣ ✉♥❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥③✳ ❉✐❡ ❙❝❤✇❡❜✉♥❣ ✐st ❡✐♥ P❤ä♥♦✲
♠❡♥ ✐♥ ❞❡r ❉♦♠ä♥❡ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❡✐♥ ❛♥❛❧♦❣❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ✐♥
❞❡r ❉♦♠ä♥❡ ❞❡s ❖rt❡s✳ ❉✐❡ P❤②s✐❦ ❞❛❤✐♥t❡r ✐st ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❣❛♥③ ❡✐♥❢❛❝❤✱ ♥ä♠✲
❧✐❝❤ s❝❤♦♥ ❡r❦❧ärt✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❛❞❞✐t✐♦♥ ❢ür tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡
❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❤✐♥s❝❤r❡✐❜t✿

cosα+ cosβ = 2 cos((α− β)/2) cos((α+ β)/2) .

❲✐❡ ❙✐❡ s❡❤❡♥✱ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ③✇❡✐❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ♠✐t
α = ω1t ✉♥❞ β = ω2t ❞❛♥♥ ❛❧s ❡✐♥❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡♥
▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❛r✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡r
❤❛❧❜❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❢r❡q✉❡♥③ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ♠♦❞✉❧✐❡rt ✐st✳ ❉✐❡s ✐st ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥
❞❡r ❙❝❤✇❡❜✉♥❣✳



❑❆P■❚❊▲ ✶✶✳ P❊❘❚❯❘❇❆❚■❖◆❊◆ ✸✻✶

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ●❡❦♦♣♣❡❧t❡ P❡♥❞❡❧✳ ●❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❜❡✲
r❡✐ts ✐♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✭s✳ ❯♥t❡r❦❛♣✳ ✺✳✹✳✸✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✉
❆♥❢❛♥❣ ❡✐♥❡♥ ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❛✉s❧❡♥❦t ✉♥❞ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘✉❤❡✲
❧❛❣❡ ❜❡❧ässt✱ s♦ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ü❜❡rtr❛❣✉♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✳ ❙✐❡ ❣❡❤t ❧❡t③t❧✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ Ü❜❡r✲
❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✐❣❡♥s❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ❜❡✐❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ③✉rü❝❦✳ ❉✐❡ ❆♠✲
♣❧✐t✉❞❡♥ ξ1(t) ✉♥❞ ξ2(t) ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❧❛✉t❡♥✿

ξ1(t) = A cosω1t+A cosω2t = 2A cos(∆ω t/2) cos(ωt)

ξ2(t) = A cosω1t−A cosω2t = 2A sin(∆ω t/2) sin(ωt)

♠✐t ∆ω = ω2 − ω1 ✉♥❞ ω = (ω1 + ω2)/2✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ❙❝❤✇❡❜✉♥❣ ❜❡✐♠ ❍ör❡♥ ③✇❡✐❡r ❙❝❤❛❧❧q✉❡❧❧❡♥✳ ❉❛s P❤ä♥♦✲
♠❡♥ ❞❡r ❙❝❤✇❡❜✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❤ör❜❛r ❞❡♠♦♥str✐❡r❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❛s
❙✐❣♥❛❧ ③✇❡✐❡r ❙❝❤❛❧❧q✉❡❧❧❡♥ ♠✐t ❧❡✐❝❤t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❋r❡q✉❡♥③ ❛✉s✲
s❡♥❞❡t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❛s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❙✐❣♥❛❧ ❛✉❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼✐❦r♦♣❤♦♥
❛✉❢♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❋♦r♠ ❞✐❡s❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❖s③✐❧❧♦❣r❛♣❤❡♥
s✐❝❤t❜❛r ♠❛❝❤❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✇❡✐ ●✐tt❡r ♠✐t ❣r♦ÿ❡♠✱ ❛❜❡r ❧❡✐❝❤t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♠ K ü❜❡r❧❛✲
❣❡rt✱ ❦♦♠♠t ❡s ❡❜❡♥❢❛❧❧s ③✉ ❡✐♥❡♠ ▼✉st❡r✱ ❞❛s ❡✐♥❡rs❡✐ts ❛✉s ❡✐♥❡♠ ✒❤♦❝❤❢r❡✲
q✉❡♥t❡♥✏✶ ❚rä❣❡r ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ s❡❤r ❛✉✛ä❧❧✐❣❡♥ ✒♥✐❡❞❡r❢r❡q✉❡♥t❡♥✏ ■♥t❡r❢❡r❡♥③✲
♠✉st❡r✳ ❉✐❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ tr✐tt ❛✉❝❤ ❢ür ❲❡❧❧❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❋r❡q✉❡♥③ ❛❜❡r ❧❡✐❝❤t
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♠ k1 6= k2 ❛✉❢✳ ❉✐❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❡r❣✐❜t

cos(ωt− k1x) + cos(ωt− k1x) = 2 cos(∆k x/2) cos(ωt− kx) ✭✶✶✳✸✷✮

♠✐t ∆k = k2 − k1 ✉♥❞ k = (k1 + k2)/2✳ ❉✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡r ❲❡❧❧❡ ✇✐r❞ ❛❧s♦
rä✉♠❧✐❝❤ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ♠♦❞✉❧✐❡rt✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✸✿ ▼♦✐ré✲▼✉st❡r✳ ❉✐❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ③✇❡✐❡r ●✐tt❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛♠ ▼♦✐ré✲▼✉st❡r ③❡✐❣❡♥✳ ■♥t❡r❡ss❛♥t ✐st ❞❛❜❡✐✱ ❞❛ss ♠❛♥
❞❛s ▼♦✐ré✲▼✉st❡r ❛✉❝❤ ❞❛♥♥ s❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❢❡✐♥❡r❡ ●r✉♥❞✲
❣✐tt❡r ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✇❛❤r♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✹✿ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ✈♦♥ ❲❛ss❡r✇❡❧❧❡♥✳ ■♥ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥✇❛♥♥❡ ❦❛♥♥
♠❛♥ s❡❤r ❧❡✐❝❤t ❞✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ ▼✐♥✐♠❛ ✉♥❞ ▼❛①✐♠❛ ③✇❡✐❡r s✐❝❤
ü❜❡r❧❛❣❡r♥❞❡r ❲❛ss❡r✇❡❧❧❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✺✿ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙t✐♠♠❣❛❜❡❧✳ ❱♦♥ ❜❡✐❞❡♥ ❩✐♥❦❡♥ ❡✐✲
♥❡r ❙t✐♠♠❣❛❜❡❧ ❣❡❤❡♥ ❙❝❤❛❧❧✇❡❧❧❡♥ ❛✉s✳ ❙✐❡ ✐♥t❡r❢❡r✐❡r❡♥ ✉♥❞ r✉❢❡♥
❞❛❤❡r ❡✐♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡s✱ r✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❡s ▼✉st❡r ❤❡r✈♦r✳ ❉❛s
❦❛♥♥ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❙t✐♠♠❣❛❜❡❧ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠
▼✐❦r♦♣❤♦♥ ❞r❡❤t✳

✶❍✐❡r ✐st ❣❡♠❡✐♥t✿ ❤♦❤❡ ❘❛✉♠❢r❡q✉❡♥③
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✶✶✳✺ ❆♥r❡❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ♥✐❝❤t✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡r P❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥❡♥

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❡✐♥❡♥ ✐♥ x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙t❛❜ ✉♥❞ ❡✐♥❡ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱
❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r s❡❤r ❦❧❡✐♥❡♥ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ s❡✐♥❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t❡
dm ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❙t❛❜r✐❝❤t✉♥❣ ❜❡st❡❤❡✳ ❉✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ s❡✐ ♠✐t ξ ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t ✉♥❞ ❣❡♥ü❣❡ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂2ξ

∂t2
− v2

∂2ξ

∂x2
= 0 .

❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡r❧ä✉t❡rt✱ ✐st ❥❡❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ξ(t, x) = ξ(ωt − kx) ♠✐t ❡✐♥❡r
❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢✉♥❦t✐♦♥ ξ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✇❡♥♥
ω = vk ❡r❢ü❧❧t ✐st✳ ❏❡❞❡ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠ ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❞❛r ✉♥❞ ❡♥t❤ä❧t ❞❛♠✐t ❊♥❡r❣✐❡✳ ❙✐❡ s♦❧❧ ❤✐❡r ❢ür ❞✐❡ s♣❡③✐❡❧❧❡
▲ös✉♥❣

ξ(x, t) = ξ0 cos(ωt− kx)

❡✐♥❡r ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✐♥ x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❲❡❧❧❡
❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❆♥ ❥❡❞❡♠ ❖rt x s❝❤✇✐♥❣t ❤✐❡r ❡✐♥ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t dm s♦
✇✐❡ ❡✐♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ♠✐t ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③ ω✳ ❙❡✐♥❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥❡r❣✐❡
✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ s❡✐♥❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❣❧❡✐❝❤

dU =
1

2
dm

[
ξ̇2 + ω2ξ2

]
=

1

2
ω2ξ20dm

[
sin2(ωt− kx) + cos 2(ωt− kx)

]

=
1

2
ω2ξ20dm .

❲❡♥♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❙t❛❜ ❞❡r ▼❛ss❡ m ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③ ω ❧ä✉❢t✱ s♦
❤❛t ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙t❛❜ ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡

U =
1

2
mω2ξ20 ✭✶✶✳✸✸✮

❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✳ ❙✐❡ ✇ä❝❤st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ◗✉❛❞r❛t ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ξ0 ❞❡r P❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥ ✉♥❞ ③✉♠ ◗✉❛❞r❛t ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③✳

❇❡✐ ❞❡r ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ✇✉r❞❡ ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙ ③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡✲
❧❡❣t✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❡r ❙t❛❜ r✉❤t✳ ❊s ✐st r❡❝❤t ✐♥str✉❦t✐✈✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡ ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ S➫ ❛✉s ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛s s✐❝❤ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ♠✐t ❞❡r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❙t❛❜ ❜❡✇❡❣t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✒r✉❤t✏
❞✐❡ ❲❡❧❧❡✱ ✇ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t −v r❡❧❛t✐✈ ③✉ S➫
❜❡✇❡❣t✳ ❉✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡✳ ❍✐♥③✉ ❦♦♠♠t ❛❜❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡ s✐❝❤ ❜❡✇❡❣❡♥❞❡♥ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r
❆✉s❧❡♥❦✉♥❣s❜❛❤♥ ❢♦❧❣❡♥ ♠üss❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r x✲❆❝❤s❡
✉♥❞ tr❛❣❡♥ s♦ ③✉r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❙②st❡♠ S➫ ❣❡♥❛✉s♦ ❜❡✐ ✇✐❡ ✐♠
❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙✳ ❇❡✐❞❡ ❇❡✐trä❣❡ ❡r❣❡❜❡♥ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✸✸ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡
●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ U ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣✳ ❉❛♠✐t ✐st U ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣
✐♥ s❡✐♥❡♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❜③✇✳ ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳
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✶✶✳✻ ❊♥❡r❣✐❡✲ ✉♥❞ ■♠♣✉❧str❛♥s♣♦rt ❞✉r❝❤ ❲❡❧❧❡♥

❋ür ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ U ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❛r ❡s ✉♥❡r❤❡❜❧✐❝❤✱ ♠✐t
✇❡❧❝❤❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❞✐❡ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♥ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❢♦rts❝❤r❡✐t❡t✳ ❖❤♥❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❜❡❦ä♠❡ ♠❛♥ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡
❊r❣❡❜♥✐s✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ●❧✳ ✶✶✳✸✸✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❣❡❤t ✐♥ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❢ür
U ♥ä♠❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❡✐♥✦

❉❛s ✒❊♥❡r❣✐❡♣❛❦❡t✏ U ✐st ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ✈❡r❤ä❧t
s✐❝❤ s♦ ✇✐❡ ❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡r ▼❛ss❡ m∗ = U/c2. ■♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❞❡s ❙t❛❜❡s
❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❡✐♥❡ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❛❤❡r ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞✐❡s❡r ▼❛ss❡
♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✳ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤ ❣❡s❡❤❡♥ ❤❛t ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❛❤❡r
❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

Ekin = U(γ − 1)

✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ■♠♣✉❧s
p = (U/c2)vγ .

❍✐❡r ✐st γ = (1 − v2/c2)−1/2 ❞❡r ▲♦r❡♥t③❢❛❦t♦r✳ ❖❜✇♦❤❧ ❜❡✐ ❞❡r ❲❡❧❧❡
❦❡✐♥❡ ▼❛ss❡ ü❜❡r ❡✐♥❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❉✐st❛♥③ ❜❡✇❡❣t ✇✐r❞✱ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❞✐❡
❲❡❧❧❡ ✐♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❞❡s ❙t❛❜❡s ✇✐❡ ❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡ Ekin ✉♥❞ ❞❡♠ ■♠♣✉❧s p✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❙❡♥❞❡r ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡ ❛❜str❛❤❧t✱ ♠✉ss
❡r ♥❡❜❡♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U ❞❡r ❲❡❧❧❡ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r
❆♥r❡❣✉♥❣ ❜❡r❡✐tst❡❧❧❡♥✳ ❋❡r♥❡r ❡r❢ä❤rt ❞❡r ❙❡♥❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ❊♠✐ss✐♦♥ ❞❡r ❲❡❧✲
❧❡ ❡✐♥❡♥ ❘ü❝❦st♦ÿ✲■♠♣✉❧s ✈♦♥ −p ✐♥ ❞✐❡ ●❡❣❡♥r✐❝❤t✉♥❣✳ ❉❡r ❙❡♥❞❡r str❛❤❧t
r❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt
✈♦♥ ▼❛ss❡ ❦♦♠♠t✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❞❡r ❲❡❧❧❡ ✐♠ ♥✐❝❤tr❡❧❛✲
t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✈❡r❜❧❡✐❜t✱ ✐st Ekin ≪U ✉♥❞ ❞❡r ❊✛❡❦t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r
❦❧❡✐♥✳ ❊r ✇✐r❞ ❡rst ❢ür ❲❡❧❧❡♥ ♠✐t r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❲❡❧❧❡♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥
r❡❧❡✈❛♥t✳

✶✶✳✼ ❙❝❤❛❧❧✇❡❧❧❡♥

❙✐❝❤ ❛✉s❜r❡✐t❡♥❞❡ ❉✐❝❤t❡✲ ❜③✇✳ ❉r✉❝❦s❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❙❝❤❛❧❧ ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t✳ ●❡♠❡ss❡♥ ✇✐r❞ ♠❡✐st ❞❡r ❙❝❤❛❧❧❞r✉❝❦✳ ❉✐❡ ✐♥ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❲❡❧✲
❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✶✶✳✽✮ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✭●❧✳ ✶✶✳✶✵✮
✐st ❞✐❡ ❙❝❤❛❧❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✳ ❙✐❡ s♦❧❧ ❤✐❡r ♠✐t

vS =
√

1/κρ0 ✭✶✶✳✸✹✮

❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✸✹ ❞✐❡
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät
κ = κS ❡✐♥③✉s❡t③❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✼✳✺✳✶✮✳ ❋ür ▲✉❢t ✐st κS = cV

cp
1
p
≈ 5

7
1
p
✳ ❇❡✐ ❡✐✲

♥❡♠ ❛t♠♦s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❉r✉❝❦ ✈♦♥ 1 bar = 100 kPa ✉♥❞ ❡✐♥❡r ▲✉❢t❞✐❝❤t❡ ✈♦♥
1.2 kg/m3 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ❙❝❤❛❧❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❝❛✳ 340m/s✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥
♠✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ❞❡r ❍ö❤❡ ✉♥❞ ❞❡r ▲✉❢t❢❡✉❝❤t❡ ✈❛r✐✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦♠♣r❡s✲
s✐❜✐❧✐tät ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡r ▼❛t❡r✐❡ ✐st ✉♠ ❝❛✳ ✺✲✻ ❩❡❤♥❡r♣♦t❡♥③❡♥ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡
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❞❡r ●❛s❡✱ ❛❜❡r ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ✐st ✉♠ ❝❛✳ ✹ ❩❡❤♥❡r♣♦t❡♥③❡♥ ❣röÿ❡r✳ ■♥❢♦❧❣❡❞❡s✲
s❡♥ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤❛❧❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡r ▼❛t❡r✐❡ ♠✐t 1000m/s ❜✐s
3000m/s ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r✳

❋ür ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❲❡❧❧❡♥ ✭●❧✳ ✶✶✳✷✼✮ ❜❡st❡❤t ③✇✐s❝❤❡♥ ❋r❡q✉❡♥③ ✉♥❞ ❲❡❧✲
❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣

ω = vSk

νλ = vS .

❋ür ❞✐❡ ❆❦✉st✐❦ ✐st ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞❡r ❢ür ▼❡♥s❝❤❡♥ ✇❛❤r♥❡❤♠❜❛r❡ ❙❝❤❛❧❧
r❡❧❡✈❛♥t✳ ❙❡✐♥❡ ●r❡♥③❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ 20Hz ✉♥❞ 20 kHz. ❉❛r✉♥t❡r ❧✐❡❣t
❞❡r ■♥❢r❛s❝❤❛❧❧ ✉♥❞ ❞❛rü❜❡r ❞❡r ❯❧tr❛s❝❤❛❧❧ ✳ ❉✐❡ ❱♦rs✐❧❜❡ ✒✐♥❢r❛✏ ❜❡❞❡✉t❡t
✒✉♥t❡r❤❛❧❜✏ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱♦rs✐❧❜❡ ✒✉❧tr❛✏ ♦❜❡r❤❛❧❜✳ ■♥❢r❛s❝❤❛❧❧ ✐st ❛❧s♦ ③✳ ❇✳ ❡✐♥
❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❙❝❤❛❧❧❜❡r❡✐❝❤s✳ ❉✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❢ür ▲✐❝❤t
s✐♥❞ ❛♥❛❧♦❣✿ ❆♥ ❞❡♥ ❢ür ❞❡♥ ▼❡♥s❝❤❡♥ s✐❝❤t❜❛r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ s❝❤❧✐❡ÿt s✐❝❤ ❜❡✐
♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❡♥ ❞❡r ■♥❢r❛r♦t❜❡r❡✐❝❤ ❛♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❡♥
❞❡r ❯❧tr❛✈✐♦❧❡tt❜❡r❡✐❝❤✳

❆♥♠❡r❦✉♥❣❡♥ ③✉r ▼✉s✐❦✳ ❚ö♥❡ s✐♥❞ ♠♦♥♦❢r❡q✉❡♥t❡ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❲❡❧✲
❧❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❋r❡q✉❡♥③ ❛✉s③❡✐❝❤♥❡♥✳ ❙♦ ❤❛t ③✳❇✳ ❞❡r
❑❛♠♠❡rt♦♥ ❛ ❡✐♥❡ ❋r❡q✉❡♥③ ✈♦♥ 440Hz. ◆❡❜❡♥ ❞❡r ●r✉♥❞❢r❡q✉❡♥③ ✇❡r✲
❞❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ st❡❤❡♥❞❡r ❲❡❧❧❡♥ ❛✉❝❤ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡ ❞❡r ●r✉♥❞❢r❡q✉❡♥③
❛♥❣❡r❡❣t✳ ❉❛s ❙♣❡❦tr✉♠ ❜❡st❡❤t ❞❛♥♥ ❛✉s ❞✐❡s❡r ●r✉♥❞❢r❡q✉❡♥③ ✉♥❞ ❞❡♥ ❤ö✲
❤❡r❡♥ ❍❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥✳ ❉✐❡s ♠❛❝❤t ❞✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❑❧❛♥❣❢❛r❜❡ ❜③✇✳ ❞❡♥
❑❧❛♥❣ ❡✐♥❡s ♠✉s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ■♥str✉♠❡♥ts ❛✉s✳ ■❤r❡ ❯rs❛❝❤❡ ❧✐❡❣t ❡✐♥❡rs❡✐ts ✐♠
▼♦❞✉s ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ✐st ③✉♠ ③✇❡✐t❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡❣rü♥❞❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ r❡❛❧❡
❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r ✐st✳

❊✐♥ ❆❦❦♦r❞ ❜❡st❡❤t ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❑❧ä♥❣❡♥✳ ■♥ ✉♥s❡r❡r ▼✉s✐❦ s✐♥❞ ❜❡✲
st✐♠♠t❡ ❚♦♥✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❣❡❜rä✉❝❤❧✐❝❤✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ r❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❱❡r✲
❤ä❧t♥✐s ♠✐t ❦❧❡✐♥❡♥ ❣❛♥③❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❤❛t ❞✐❡
❚❡r③ ❡✐♥ ❋r❡q✉❡♥③✐♥t❡r✈❛❧❧ ✈♦♥ ✺✿✹ ✭❣r♦ÿ❡ ❚❡r③✮ ❜③✇✳ ✻✿✺ ✭❦❧❡✐♥❡ ❚❡r③✮ ✉♥❞
❞✐❡ ❖❦t❛✈❡ ❡✐♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ✷✿✶✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❚♦♥ ✈♦r❣✐❜t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞✐❡ ❚ö♥❡ ❡✐♥❡s ▼✉s✐❦✐♥str✉♠❡♥t❡s ♠✐t ✈♦r❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❚ö♥❡♥✷ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❩❛❤✲
❧❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ ❞❡r ❆❦❦♦r❞❡ st✐♠♠❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❆❦❦♦r❞❡ ❡✐♥❡r ❚♦♥❛rt
❢❡st❧❡❣❡♥✳ ●❡❤t ♠❛♥ ❛❜❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❞❡r ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❚ö♥❡ ❛✉s✱
❞❡♥♥ ❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ü❜r✐❣❡♥ ❚ö♥❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✐♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❆❦❦♦r❞✈❡r❤ä❧t♥✐s✲
s❡♥✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❚♦♥❛rt ♥✐❝❤t ✇❡❝❤s❡❧♥✳ ❍✐❡r ❜❡❤✐❧❢t ♠❛♥ s✐❝❤ ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❑♦♠♣r♦♠✐ss✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r t❡♠♣❡r✐❡rt❡♥ ❙t✐♠♠✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡r ❛❧❧❡ ❍❛❧❜✲
tö♥❡ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s 12

√
2 ≈ 1.06 st❡❤❡♥✳ ❉❡r ❯♠❢❛♥❣ ❡✐♥❡r ❖❦t❛✈❡ ✐st ♠✐t

( 12
√
2)12 : 1 = 2 : 1 ✐st ❡①❛❦t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r❥❡♥✐❣❡ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③✈❡r✲

❤ä❧t♥✐ss❡ ♥✉r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❦♦rr❡❦t ✐st✳

✷❱♦r❞❡✜♥✐❡rt s✐♥❞ ③✳❇✳ ❑❧❛r✐♥❡tt❡ ♦❞❡r ❑❧❛✈✐❡r✳ ❇❡✐ ❞❡r ●❡✐❣❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❚ö♥❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥
♥✐❝❤t ✈♦r❞❡✜♥✐❡rt✳
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✶✶✳✽ ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡♥

✒▲✐❝❤t ✭s♦❧❧✮ ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱✐❜r✐❡r❡♥✱ ♦❞❡r ❣❛r ❯♥❞✉❧✐❡r❡♥✱ ❡✐♥❡s ■♠❛❣✐✲
♥är❡♥ ✉♥❞ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❩✇❡❝❦ ♣♦st✉❧✐❡rt❡♥ ❆❡t❤❡rs s❡✐♥✱ ✇❡❧❝❤❡r✱ ✇❡♥♥ ❛♥❣❡✲
❧❛♥❣t✱ ❛✉❢ ❞❡r ❘❡t✐♥❛ tr♦♠♠❡❧t✱ ✇♦ ❞❛♥♥ ③✳❇✳ ✹✽✸ ❇✐❧❧✐♦♥❡♥ ❚r♦♠♠❡❧s❝❤❧ä❣❡
✐♥ ❞❡r ❙❡❦✉♥❞❡ ❘♦t✱ ✉♥❞ ✼✷✼ ❇✐❧❧✐♦♥❡♥ ❱✐♦❧❡tt ❣❡❜❡♥ ✉✳s✳❢✳✿ ❞✐❡ ❋❛r❜❡❜❧✐♥❞❡♥
✇är❡♥ ❞❛♥♥ ✇♦❤❧ s♦❧❝❤❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❚r♦♠♠❡❧s❝❤❧ä❣❡ ♥✐❝❤t ③ä❤❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥✿
♥✐❝❤t ✇❛❤r❄✏ ❛✉s ❆rt❤✉r ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡r✱ ✒❉✐❡ ❲❡❧t ❛❧s ❲✐❧❧❡ ✉♥❞ ❱♦rst❡❧✲
❧✉♥❣✏ ✭✶✽✶✸✮

❇✐s ▼✐tt❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❣✐♥❣ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ▲✐❝❤t
❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡ ✐st✳ ❊✐♥❡ ❙❝❤❛❧❧✇❡❧❧❡✱ ✉♠ ❣❡♥❛✉ ③✉ s❡✐♥✳ ▲✐❝❤t ✇❛r ❣❡✇✐ss❡r♠❛✲
ÿ❡♥ ❍♦❝❤❢r❡q✉❡♥③✲❆❦✉st✐❦✱ ❞❡ss❡♥ ❚rä❣❡r♠❡❞✐✉♠ ❛❧s ▲✐❝❤tät❤❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
✇✉r❞❡✳ ▼✐t ❞❡♠ ❍✉②❣❡♥s✲❋r❡s♥❡❧s❝❤❡♥ Pr✐♥③✐♣✱ ❞❛s ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❥❡❞❡r ✈♦♥
❡✐♥❡r ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡ ❡rr❡✐❝❤t❡ P✉♥❦t ③✉♠ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧✇❡❧❧❡ ✇✐r❞✱
✉♥❞ ♠✐t ❞❡♠ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s♣r✐♥③✐♣ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✈✐❡❧❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❡r❦❧är❡♥✱
✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❇❡✉❣✉♥❣ ✉♥❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥③✳ ❉✐❡ ❉♦♣♣❡❧❜r❡❝❤✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞❛s ❱❡r✲
❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ❛♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✶✽✷✸ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡♥ ❋r❡s♥❡❧s❝❤❡♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧✐❡ÿ❡♥ s✐❝❤ ③✇❛♥❣❧♦s ✉♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ▲✐❝❤t
❡✐♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❙❝❤❛❧❧✇❡❧❧❡ ✐st✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❦✉r③❡♥ ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥
❘ü❝❦❜❧✐❝❦ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❡s ❜❡✇❡♥❞❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ▼❡❤r ③✉♠ ❲❡❧❧❡♥♠♦❞❡❧❧ ❞❡s ▲✐❝❤ts
❢♦❧❣t ✐♥ ❇❛♥❞ ❘P❑✷✳

❋❛❧❧s ❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ❙❝❤❛❧❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❘❛✉♠✲✴❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡♥
✇✐r❞✱ ❛❧s♦ |vS | = c✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂2ξ

∂t2
− c2

∂2ξ

∂x2
= 0

❞❡s ✒▲✐❝❤ts❝❤❛❧❧s✏ ✭●❧✳ ✶✶✳✾✮ ③✉ ❡✐♥❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✳
❲❡♥♥ ▲✐❝❤t s✐❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛❧s ❡✐♥❡ ❙❝❤❛❧❧✇❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❣❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t c ❤❡r❛✉s❣❡st❡❧❧t ❤ätt❡✱ s♦ ✇är❡ ❞❛s ▼✐❝❤❡❧s♦♥✲▼♦r❧❡②✲❊①♣❡r✐♠❡♥t
❢♦❧❣❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ❛♥❞❡rs ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥ ❛❧s ❡s ✐st✳ ❉❡r ❆✉s❣❛♥❣ ❞✐❡s❡s ❊①♣❡✲
r✐♠❡♥ts ✐st ❡✐♥❢❛❝❤ ❡✐♥❡ ❋♦❧❣❡ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡s ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳



❆♥❤❛♥❣ ❆

◆❡✇t♦♥s ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r

❛❜s♦❧✉t❡♥ ❩❡✐t

❉✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✐st ❛✉❢ ❞❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❛✉❢❣❡❜❛✉t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐t
✒❛❜s♦❧✉t✏ ✐st✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❡ ✈♦♥ ❦❡✐♥❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ❛❜❤ä♥❣t✳
■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❦❛♥♥ ◆❡✇t♦♥s ❛❜s♦❧✉t❡ ❩❡✐t ❞❛❤✐♥ ❣❡❞❡✉t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡
❛✉❢ ❯❤r❡♥ ❛♥❣❡③❡✐❣t❡ ❩❡✐t ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✉♠stä♥❞❡♥ ❞❡r ❯❤r❡♥
❛❜❤ä♥❣t✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss s✐❡ ♥✐❝❤t ❞❛✈♦♥ ❛❜❤ä♥❣t✱ ♦❜ ❞✐❡ ❯❤r ❜❡✇❡❣t ✇✐r❞ ♦❞❡r
♥✐❝❤t✳ ❉✐❡s❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❜❡st✐❝❤t ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❞✉r❝❤ ✐❤r❡ ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t✳ ❙✐❡
✐st ❛✉❝❤ ③✉❧äss✐❣✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ❡r❢ü❧❧t ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞❛s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣✳
❋ü❤rt ❡s ③✉r r✐❝❤t✐❣❡♥ ◆❛t✉r❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤
❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❞❡r ③✉❧äss✐❣❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❛✉s❣❡❤t❄ ■st ❞❛s ❊✐♥❢❛❝❤st❡ ③✉❣❧❡✐❝❤
❞❛s ❘✐❝❤t✐❣❡❄

Ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞❡r✇❡✐s❡ s❝❤❡✐♥t ❞❛s ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ♠❡✐st❡♥s ❞❡r
❋❛❧❧ ③✉ s❡✐♥✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❛❜❡r ♦❢t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛❢ür ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t✱ s✐❝❤
❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❢❡st③✉❧❡❣❡♥✱ s♦ ❧❛♥❣❡ s✐❡ ♥✐❝❤t ❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇♦r❞❡♥
✐st✳ ❉❡♥♥ ✇❛r✉♠ s♦❧❧ ♠❛♥ s✐❝❤ ♠✐t s❝❤✇✐❡r✐❣❡r❡♥ ❚❤❡♦r✐❡♥ ❤❡r✉♠♣❧❛❣❡♥✱
✇❡♥♥ s✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❣❧❡✐❝❤ r✐❝❤t✐❣ s✐♥❞✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡
s❝❤✇✐❡r✐❣❡r❡ ❚❤❡♦r✐❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❧❡✐st❡t ❛❧s ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡❄ ❲❡♥♥ ♠❡❤r❡r❡
❚❤❡♦r✐❡♥ ❞✐❡ ❋❛❦t❡♥ ❡r❦❧är❡♥✱ s♦❧❧t❡ ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❆✉✛❛ss✉♥❣ ✈♦♥ ❍❡✐♥r✐❝❤
❍❡rt③ ❜③✇✳ ❊r♥st ▼❛❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡♥❦ö❦♦♥♦♠✐s❝❤st❡ ❚❤❡♦✲
r✐❡ ❛❧s ❞✐❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❛t✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❜③✇✳ ❛❧s ❞❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❛✉s✇ä❤❧❡♥
✭❖❝❦❤❛♠s ❘❛s✐❡r♠❡ss❡r✮✳

❉✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❩❡✐t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♠ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❚❡st ✉♥t❡r✇❡r❢❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❚❛s❝❤❡♥✉❤r ♠✐t
❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ✈♦♥ ❇ ♥❛❝❤ ❈ ✉♥❞ ✇✐❡❞❡r ③✉rü❝❦ tr❛♥s✲
♣♦rt✐❡r❡♥✳ ❉❛♥♥ s♦❧❧t❡ ♥❛❝❤ ◆❡✇t♦♥ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ♠✐t ❚❛s❝❤❡♥✉❤r ❛♥❣❡③❡✐❣t❡
❉❛✉❡r τ(v) ❢ür ❞✐❡ ❘✉♥❞r❡✐s❡ ❡①❛❦t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❉❛✉❡r τ(0) s❡✐♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ♥❛❝❤
❞❡r ❘ü❝❦❦❡❤r ❢ür ❞✐❡ ❘❡✐s❡ ❛✉❢ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❙t❛♥❞✉❤r ✐♥ ❇ ❛❜❧✐❡st✳

▼✐t ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ ③✉r ❩❡✐t ✈♦♥ ◆❡✇t♦♥ ③✉r
❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❛♥❞❡♥✱ ❡r❣❛❜ s✐❝❤ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t t❛tsä❝❤❧✐❝❤✱

✸✻✻



❆◆❍❆◆● ❆✳ ◆❊❲❚❖◆❙ ❍❨P❖❚❍❊❙❊ ❉❊❘ ❆❇❙❖▲❯❚❊◆ ❩❊■❚ ✸✻✼

❞❛ss τ(v) = τ(0) ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ ❜❧✐❡❜ ❡s ❛✉❝❤ ❢ür ♠❡❤r ❛❧s ③✇❡✐ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt❡✳ ❋ür
❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ❛❧s♦ ♠✐tK = 0 ❜③✇✳ γ(v) = 1 ❜❡q✉❡♠
❛✉s✳ ❉❛s ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❞✐❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❡r❤❡❜❧✐❝❤✿ ❉✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❩❡✐t
♠❛❝❤t s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥
✈♦♥ ❯❤r❡♥ s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤✳ ❉❡♥♥ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❩❡✐t ♥✐❝❤t ✈♦♠ ❇❡✇❡❣✉♥❣s③✉st❛♥❞
❛❜❤ä♥❣t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❥❡❞❡r③❡✐t ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❜❡✇❡❣t❡♥ ❯❤r ❛❜❧❡s❡♥✳ ❙❡t③t ♠❛♥
✐♥ ●❧✳ ✸✳✸✻ K = 0✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❞✐❡ s❡❤r ✈✐❡❧
❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ❋♦r♠❡❧

u➫ = u− v ✭❆✳✶✮

❢ür ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡✐♥ ❆❞❞✐t✐♦♥s❣❡s❡t③ ❢ür ❞✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳

❙♦ ❧❛♥❣❡ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❩❡✐t ♥✐❝❤t ❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇❛r✱ ✇❛r ❡s ❛✉❝❤
✈❡r♥ü♥❢t✐❣✱ ✈♦♥ ✐❤r ❛✉s③✉❣❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✇❛r ❞✐❡ ö❦♦♥♦✲
♠✐s❝❤st❡ ❞❡r ❞❡♥❦❜❛r❡♥ ❚❤❡♦r✐❡♥ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❢ür ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt❡ ③✉♠ ❙t❛♥✲
❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ st❡❤❡♥
❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ✉♥✈❡r❜✉♥❞❡♥ ♥❡❜❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❞ ❤❛❜❡♥ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡
❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ▼❡tr✐❦✳

❉✐❡ ❋❛❧s✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❩❡✐t ❤❛t
③✇❡✐ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥✿

✶✳ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t s✐♥❞ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✱ s♦♥❞❡r♥ ③✉r
❘❛✉♠③❡✐t ✈❡r❡✐♥✐❣t✳ ❉✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ✐st ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❡rst❡ ❱❡r✲
❡✐♥✐❣✉♥❣ ③✇❡✐❡r ❚❤❡♦r✐❡♥✱ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ✭❤♦♠♦❣❡♥✱ ✐s♦tr♦♣✮
✉♥❞ ❞❡r ❩❡✐t ✭❤♦♠♦❣❡♥✮ ③✉ ❡✐♥❡r ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ✭❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣✮
❚❤❡♦r✐❡ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❙tr✉❦t✉r❦♦♥st❛♥t❡ ✭c✮✳

✷✳ ▼✐t ✐❤r ✐st ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡tt❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❢❛❧s✐✜③✐❡rt✱
✇❡✐❧ s✐❡ ❛✉❢ ❡❜❡♥ ❞✐❡s❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❜❡r✉❤t✳

❆♥❞❡rs ❛❧s ③✉ ◆❡✇t♦♥s ❩❡✐t❡♥ ✈❡r❢ü❣t ♠❛♥ ❤❡✉t❡ ü❜❡r ❯❤r❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ s♦ ❤♦❤❡
❩❡✐t❛✉✢ös✉♥❣ ❤❛❜❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥ ♥❛❝❤✇❡✐s❡♥ ❦❛♥♥✳ ✶✾✼✶ ✇✉r✲
❞❡♥ ✐♠ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❍❛❢❡❧❡✲❑❡❛t✐♥❣✲❊①♣❡r✐♠❡♥t ❋❧✉❣③❡✉❣❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❘✉♥❞r❡✐✲
s❡ ❣❡s❝❤✐❝❦t✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❆t♦♠✉❤r ❛♥ ❇♦r❞ ❤❛tt❡♥✳ ❉✐❡ ❘❡✐s❡③❡✐t ❞✐❡s❡r ❇♦r❞✉❤r
✇✉r❞❡ ♠✐t ❞❡r ❘❡✐s❡③❡✐t ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❆t♦♠✉❤r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ ③✉✲
rü❝❦❣❡❜❧✐❡❜❡♥ ✇❛r✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❯❤r❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✲
❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ③❡✐❣t❡ s✐❝❤ ③✇❡✐❢❡❧s❢r❡✐✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡✐s❡③❡✐t❡♥ ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤ ❛✉s❢❛❧❧❡♥✱
❞❡♥♥ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ st❛t✐♦♥✐❡rt❡ ❯❤r ✇❛r ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ✜①✐❡rt ✉♥❞ ❜❧✐❡❜
q✉❛s✐ ✐♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠ ✭❙✳ ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥✱ ❑❛♣✳ ✹✳✹✳✻✮✳ ❆✉s ❞❡♥
❉❛t❡♥ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥ ✭●❧✳
✸✳✺✷✮ ❜③✇✳ ❛✉s

c =
∆t(ℓ)√

∆t2(l)−∆t➫(0)
|v| ✭❆✳✷✮

❞✐❡ ❘❛✉♠✲✴❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡ c ❜❡st✐♠♠❡♥ ♦❞❡r✱ ❥❡ ♥❛❝❤❞❡♠ ✇✐❡ ♠❛♥ ❡s s❡✲
❤❡♥ ✇✐❧❧✱ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ▼❡t❡r ❛❜❧❡✐t❡♥✳ ❉✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡s ❍❛❢❡❧❡✲❑❡❛t✐♥❣✲



❆◆❍❆◆● ❆✳ ◆❊❲❚❖◆❙ ❍❨P❖❚❍❊❙❊ ❉❊❘ ❆❇❙❖▲❯❚❊◆ ❩❊■❚ ✸✻✽

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐st ♥✐❝❤t ❣❛♥③ s♦ ❡✐♥❢❛❝❤ ✇✐❡ ❤✐❡r ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡✐❧ ❛✉❝❤ ❞✐❡
●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❜❡✐ ❞❡r ❩❡✐t❞✐❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✳



❆♥❤❛♥❣ ❇

▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❉✐❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣✐❡❧t ♠❡✐st ❡rst ✐♠ ❑♦♥t❡①t ✈♦♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥
♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳ ❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r s✐❡ ❤✐❡r ❛❜❡r
❢ür ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♥✉r ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡r❡♥✳

▼✐t f s❡✐ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ∈ L ❡✐♥❡r
❉❡✜♥✐t✐♦♥s♠❡♥❣❡ L ❡✐♥❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡rt f(x) ③✉♦r❞♥❡t✿ f : x 7→ f(x) ✉♥❞ g
s❡✐ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s ∈ M ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s✲
♠❡♥❣❡ M ❡✐♥❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡rt g(s) ③✉♦r❞♥❡t✿ g : s 7→ g(s)✳

❩✉♥ä❝❤st ❜❡st❡❤t ✇❡❞❡r ❡✐♥❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ✉♥❞ s
♥♦❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ f ✉♥❞ g✳ ◆✉♥ ❢ü❤r❡♥ ✇✐r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣

s = s(x) =
df(x)

dx

❡✐♥❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ✉♥❞ s ❡✐♥✳ ❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ st❡❧❧t
❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡s❛❣t✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡
s ❛✉s ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥s♠❡♥❣❡ M ❡r❤ä❧t✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳
❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐❥❡❦t✐✈ ✐st✱
❞✳❤✳ ❞❛ss ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ❢ür ❥❡❞❡♥ ❲❡rt s ❞❡r ❲❡rt x = x(s) ❡✐♥❡✐♥❞❡✉t✐❣
❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s ✐st ③✳❇✳ ❢ür ❦♦♥✈❡①❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡r❢ü❧❧t✳ ❉✉r❝❤
❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f ✇✐r❞ ❞✐❡ ③✉ x ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ s ❡t❛❜❧✐❡rt✳

■♠♠❡r ♥♦❝❤ ✐st ❢ür g(s) ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ▼✐t ✐❤r ❧ässt
s✐❝❤ ❞✉r❝❤

y = y(s) =
dg(s)

ds

❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ③✉ s ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ y ❡t❛❜❧✐❡r❡♥✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❇❡❧✐❡❜✐❣❦❡✐t
❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ g ✐st ❦❧❛r✱ ❞❛ss ✐✳❆❧❧❣✳ y 6= x✳ ◆✉r ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❣❛♥③ s♣❡③✐✲
❡❧❧❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ g(s) ✇ä❤❧t✱ ✇❡r❞❡♥ x ✉♥❞ s ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥
③✉❡✐♥❛♥❞❡r s❡✐♥✳

❉✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❛ss x ✉♥❞ s ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r
s❡✐♥ s♦❧❧❡♥✱ ❧ä✉❢t ❛❧s♦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❤✐♥❛✉s✱ ❞❛ss ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❡✐♥❡ ❣❛♥③
s♣❡③✐❡❧❧❡ ✭❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡✮ ❋✉♥❦t✐♦♥ g ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇✐r❞✳ ❊✐♥❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ T : f 7→
g✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ●r❛♣❤❡♥ f ❞❡♥ ●r❛♣❤❡♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ g ③✉♦r❞♥❡t✱

✸✻✾
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st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥r❛✉♠ ❞❛r✳ ■♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥
❋❛❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧s ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❙✐❡
❣❡❤ört ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❋♦✉r✐❡r✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ▲❛♣❧❛❝❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
③✉ ❞❡♥ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥r❛✉♠✱ ❞✐❡ ✐♥ s❡❤r
✈✐❡❧❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ❡✐♥❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✜♥❞❡♥✳

❲❡♥♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ f(x) ✉♥❞ g(s) ❞✐❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡✲
❤✉♥❣

f(x) + g(s) = xs ✭❆✳✶✮

❜❡st❡❤t✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ s✐❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ s
✐st ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉ x ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt
✐st ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ x ❜❡③ü❣❧✐❝❤ g ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉ s✱ ❞✳❤✳ ❡s ❜❡st❡❤t
❞✐❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣✿

s = s(x) =
df(x)

dx
✭❆✳✷✮

x = x(s) =
dg(s)

ds
✭❆✳✸✮

❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❡✐♥s❡❤❡♥✿ ❙❡✐ s ③✳❇✳ ❞✐❡ ③✉ x ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡
❱❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛♥♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✈♦♥ ●❧✳ ❆✳✶ ♥❛❝❤ x✿

df(x)

dx
+

dg(s(x))

dx
= s+ x

ds

dx

s+
dg

ds

ds

dx
= s+ x

ds

dx

x =
dg

ds

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ✉♠❣❡❦❡❤rt ❛✉❝❤ x ❞✐❡ ③✉ s ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐st✳ ❉❛s
❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss x ✉♥❞ s ❡✐♥ P❛❛r ✈♦♥ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❛r✲
st❡❧❧❡♥✱ ✇❡♥♥ f ✉♥❞ g ❡✐♥ P❛❛r ✈♦♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ▲❡❣❡♥❞r❡✲
tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt s✐♥❞✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❞❡r ❞✉r❝❤ ●❧✳ ❆✳✶ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r
st❡❤❡♥✳

■♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❊♥t❤❛❧♣✐❡✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U(S, V ) ✉♥❞ ❞✐❡
❊♥t❤❛❧♣✐❡ H(S, p) ✭s✳ ❑❛♣✳ ✼✳✷✳✹✮ s✐♥❞ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r
❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ V ✉♥❞ ❉r✉❝❦ p✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐st
❤✐❡r❜❡✐ ✈♦♥ ❞❡r ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❜❡tr♦✛❡♥✳ ❆❧❧❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛✲
♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ✭♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡✮ s✐♥❞ ✐♥
✐❤r❡♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ äq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❞✳❤✳ s✐❡ ❧✐❡❢❡r♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥✳



❆❜❜✐❧❞✉♥❣s♥❛❝❤✇❡✐s

❆❜❜✳ ✶✳✶❛✿ ❋♦t♦✿ ❘❛❢❛❧ ▼❛③✉r✳ ▼✐t ❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r ❊r❧❛✉❜♥✐s ❞✉r❝❤ P♦rt❛❧ ▼✐➟♦➧♥✐❦ó✇
❙t❛r❡❥ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ❘♦❧♥✐❝③❡❥ ❘❡tr♦❚❘❆❑❚❖❘✱ ✇✇✇✳r❡tr♦tr❛❦t♦r✳♣❧✱ ✐♥❢♦❅r❡tr♦tr❛❦t♦r✳♣❧

❆❜❜✳ ✶✳✶❜✱ ✷✳✷✸✱ ✹✳✶✱ ✺✳✸✱ ✺✳✺✲✺✳✶✻✱ ✾✳✹✱✾✳✺✱ ✾✳✼✱ ✶✵✳✹✿ ❊✳ P❛rt②❦❛✲❏❛♥❦♦✇s❦❛✴❘✳ ❘✉♣♣

❆❜❜✳ ✶✳✷✱ ✶✳✸✱ ✶✳✹✱ ✶✳✺✱ ✶✳✻❜✱ ✶✳✼✱ ✷✳✷✲✷✳✹✱ ✷✳✼✱ ✷✳✾✱ ✷✳✶✶✱ ✷✳✶✷❛✱ ✷✳✶✸✲✷✳✷✷✱ ✸✳✶✱ ✸✳✹✲✸✳✼✱
✺✳✶✱ ✺✳✷✱ ✺✳✹✱ ✺✳✶✼✲✻✳✶✱ ✻✳✹✲✽✳✶✱ ✾✳✸✱ ✾✳✹✱ ✶✵✳✼✿ ❘✳ ❘✉♣♣

❆❜❜✳✶✳✻❛✿ ❆✉s ❞❡♠ ▼♦s❛✐❦ ✈♦♥ ❍❛♥♥❡s ❍❡❣❡♥✱ ❍❡❢t ✻✾ ✭✒❉❡r ❑❛♥♦♥❡♥r❛✉❜ ③✉
●❧❛s❣♦✇✏✮✳ ▼✐t ❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r ❊r❧❛✉❜♥✐s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❚❡ss❧♦✛ ❱❡r❧❛❣✱ ◆ür♥❜❡r❣

❆❜❜✳ ✶✳✽❛✱✶✵✳✷✲✶✵✳✺✿ ❍✳ ❑❛❜❡❧❦❛

❆❜❜✳ ✶✳✽❜✿ ❍✳ ❑❛❜❡❧❦❛✴❑✳ ❖❧❡♥✐❦

❆❜❜✳ ✷✳✺✿ ❣❡♠❡✐♥❢r❡✐

❆❜❜✳ ✷✳✻✿ ▼✐t ❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r ❊r❧❛✉❜♥✐s ❞✉r❝❤ P❡t❡r ❉✐❡♠✳ ◗✉❡❧❧❡✿ ❤tt♣s✿✴✴❛✉str✐❛✲
❢♦r✉♠✳♦r❣

❆❜❜✳ ✷✳✽✱✷✳✶✵❛✿ ▼✐t ❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r ❊r❧❛✉❜♥✐s ❞✉r❝❤ ▼❛rt❤❡ ❘✉♣♣✳

❆❜❜✳ ✷✳✶✵❜✿ ▼✐t ❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r ❊r❧❛✉❜♥✐s ❞✉r❝❤ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❍❛♥s ❏♦❛❝❤✐♠ ❙❝❤❧✐❝❤t✐♥❣✱
s❝❤❧✐❝❤t✐♥❣❅✉♥✐✲♠✉❡♥st❡r✳❞❡

❆❜❜✳✷✳✶✷ ❜✿ ❘✳ ❘✉♣♣✴❑✳ ❖❧❡♥✐❦

❆❜❜✳✷✳✶✹❜✱ ✸✳✸✿ ❍✳ ❍❛rt❧✴❘✳ ❘✉♣♣

❆❜❜✳ ✷✳✷✹✿ ❖✳❚✳ ❏✉ss❡❧✴❘✳ ❘✉♣♣

❆❜❜✳ ✸✳✻✱ ✺✳✶✹✲✼✳✶✿ ❇✳ P❛♠♠❡r✴❘✳ ❘✉♣♣

❆❜❜✳ ✹✳✶✿■✳ ❉r❡✈❡♥s❡❦✲❖❧❡♥✐❦✴❘✳ ❘✉♣♣

❆❜❜✳ ✻✳✷✲✻✳✸✱ ✾✳✻✱ ✶✵✳✶✿ P✳ ❉❛♥❣❧✴❍✳ ❑❛❜❡❧❦❛✴❘✳ ❘✉♣♣

❆❜❜✳ ✾✳✶✿ ◗✉❡❧❧❡✿ ❤tt♣s✿✴✴❝♦♠♠♦♥s✳✇✐❦✐♠❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❋✐❧❡✿❯s❞♦❧❧❛r✶✵✵❢r♦♥t✳❥♣❣ ⑤
❯r❤❡❜❡r✿ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❖❢ ❚❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❖❢ ❆♠❡r✐❝❛

❆❜❜✳ ✾✳✷✿ ▼✐t ❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r ❊r❧❛✉❜♥✐s ❞✉r❝❤ ◆✳ ❲❡❧s❝❤✱ ❲❡❧s❝❤ ✫ P❛rt♥❡r ✲ s❝✐❡♥t✐✜❝

♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ✲✱ ❚ü❜✐♥❣❡♥✳

✸✼✶



▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

❬▲✉❞✇✐❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥✭✶✾✵✺✮❪ ▲✳ ❇♦❧t③♠❛♥♥✿ Ü❜❡r ❡✐♥❡ ❚❤❡s❡ ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡rs
✭✶✾✵✺✮✳

❬❆✳ ▼❛r❦ ❙♠✐t❤✭✶✾✾✻✮❪ ❆✳ ▼✳ ❙♠✐t❤✿ Pt♦❧♦♠②✬s ❚❤❡♦r② ♦❢ P❡r❝❡♣t✐♦♥✭✶✾✾✻✮✱
❚r❛♥s✳ ❆♠✳ P❤✐❧✳ ❙♦❝✳ ✽✻ ✭✶✾✾✻✮
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