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➞ ❘♦♠❛♥♦ ❆✳ ❘✉♣♣✳ ❆❧❧❡ ❘❡❝❤t❡ ✈♦r❜❡❤❛❧t❡♥✱ ❛✉❝❤ ❞❛s ❞❡s ❛✉s③✉❣s✇❡✐s❡♥ ◆❛❝❤❞r✉❝❦s✱
❞❡r ❛✉s③✉❣s✇❡✐s❡♥ ♦❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❲✐❡❞❡r❣❛❜❡✱ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✉♥❣ ✐♥ ❉❛t❡♥✈❡r❛r❜❡✐✲
t✉♥❣s❛♥❧❛❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣✳ ❋ür ◆✉t③✉♥❣s❛♥❢r❛❣❡♥ ✇❡♥❞❡♥ ❙✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❘♦♠❛♥♦
❆✳ ❘✉♣♣ ✭r♦♠❛♥♦✳r✉♣♣❅✉♥✐✈✐❡✳❛❝✳❛t✮✳

❱♦r✇♦rt

❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ❞✐❡s❡s P❤②s✐❦❦✉rs❡s ❜❡✇✉sst ❣❡r✐♥❣
❣❡❤❛❧t❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❙t✉❞✐❡♥❛♥❢ä♥❣❡r♥ ❩❡✐t ❣❡❣❡❜❡♥✱ ▲ü❝❦❡♥ ✐♥ ✐❤r❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥
❑❡♥♥t♥✐ss❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♠❡✐st ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ❞❡s ❡rst❡♥ ❙❡♠❡s✲
t❡rs ③✉ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡s ❑♦♥③❡♣t ❤♦✛❡ ✐❝❤✱ ❞❡r t②♣✐s❝❤❡♥ ❋r✉str❛t✐♦♥ ❥❡♥❡r P❤②✲
s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r ✈♦r③✉❜❡✉❣❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❙❝❤✉❧t②♣❡♥ ❤❡r❦♦♠♠❡♥✱ ❛♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡
❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ♥✐❝❤t ✐♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ st❛♥❞✳ ▼✐t ❞❡♠ ❋♦rts❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛❡s
✇❡r❞❡♥ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❑❡♥♥t♥✐ss❡ ❜❡♥öt✐❣t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❙❝❤✉❧✇✐ss❡♥ ü❜❡rst❡✐❣❡♥✳
❉❛❤❡r ✇✉r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡ ❑❡♥♥t♥✐ss❡ ✐♥ ❞❡♥ ♠✐t ▼★ ✭✇♦❜❡✐ ★ ❡✐♥❡ ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞❡
◆✉♠♠❡r ✐st✮ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊r❣ä♥③✉♥❣s❦❛♣✐t❡❧ ❦♥❛♣♣ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡✲
❢❛sst✳

❉❡r ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣s❦✉rs ❧❡❣t ✈♦♥ ❆♥❢❛♥❣ ❛♥ ❲❡rt ❞❛r❛✉❢✱ ❞✐❡ ❣r♦ÿ❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❑♦♥✲
③❡♣t❡ ❧♦❣✐s❝❤ ❤❡r③✉❧❡✐t❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❞❛r③✉❧❡❣❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❩✐❡❧ ❜r✐♥❣t
❡s ♠✐t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞❡s ❙t♦✛❡s ✈♦♥ ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ✈✐❡❧❡r P❤②s✐❦❧❡❤r❜ü❝❤❡r ❛❜✲
✇❡✐❝❤t✳ Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡s❡ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❛♥ ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥
❜❡❣✐♥♥❡ ✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦✱ ❞❡♥♥ s✐❡ s❡t③t ❛❧s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ❘üst③❡✉❣
♥✉r ❑❡♥♥t♥✐ss❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡r ▼✐tt❡❧s❝❤✉❧❡ ✈♦r❛✉s✳ ❙✐❡ ❡✐❣♥❡t s✐❝❤
❤❡r✈♦rr❛❣❡♥❞✱ ✉♠ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ✭③✳❇✳ ❍②♣♦t❤❡s❡♥❜✐❧❞✉♥❣✱
❊rst❡❧❧✉♥❣ ❛❜str❛❦t❡r ▼♦❞❡❧❧❡✱ ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥✮ ③✉ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✳
❆✉❝❤ ❛✉s ❞❡r ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ P❡rs♣❡❦t✐✈❡ ❤❡r❛✉s ✐st ❡s r✐❝❤t✐❣✱ ♠✐t ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣✲
t✐❦ ③✉ ❜❡❣✐♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❡r✇♦r❜❡♥❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❞
❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❜③✇✳ ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❣❡♥ ❞❡♥ ●r✉♥❞st❡✐♥ ❢ür ❚❡✐❧ ■■✱ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡
❚❤❡♦r✐❡ ✈♦♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ❜③✇✳ ❞✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❡✐♥❢ü❤rt✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ♥✐❝❤t
❛✉s ❞❡♥ ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡♥ P♦st✉❧❛t❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉s ❞r❡✐ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ❆①✐♦♠❡♥
ü❜❡r ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t✳

❉❡r ❞r✐tt❡ ✉♥❞ ✈✐❡rt❡ ❚❡✐❧ ❞❡s ❇✉❝❤❡s ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✳ ❆✉s ●rü♥❞❡♥ ❞❡r
❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❋♦❦✉ss✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❆s♣❡❦t❡✱ ✇✐r❞ s✐❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞❛r❣❡❜♦t❡♥✱ ❞❛❢ür ❛❜❡r ✈♦♥ ❆♥❢❛♥❣ ❛♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❛♥❛❧♦❣ ③✉r tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♥
❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ♠✐t ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❡rö✛♥❡t✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❞❛r❛♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❉②♥❛✲
♠✐❦ ✐st ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✳ ❉✐❡ ③❡♥tr❛❧❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✱
❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s✱ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❆✉s❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡r ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛✲
♥✐❦ ❦♦♥s❡q✉❡♥t ③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t✳ ❉❛♠✐t ❦♦♠♠t ❞❡♠ ❑r❛❢t❜❡❣r✐✛ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❞✐❡
③❡♥tr❛❧❡ ❘♦❧❧❡ ③✉✱ ❞✐❡ ❡r ✐♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❡✐♥♥✐♠♠t✳

■♥ ❚❡✐❧ ❱ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❚❤❡♠❡♥ ❛✉s ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♣❤②s✐❦ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ♠✐t
❞❡♠ ❩✐❡❧ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❞❡♥ ❇♦❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦
③✉ ❜❡r❡✐t❡♥✳ ❉❡♠ P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ t②♣✐s❝❤❡ ❇❡tr❛❝❤✲
t✉♥❣s✇❡✐s❡ ✉♥❞ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞✐❦ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ✐❤♠ ♥✉♥♠❡❤r ✈❡rtr❛✉t❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦

✐✐



♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❉❛s ③❡♥tr❛❧❡ Pr♦❜❧❡♠✱ ♠✐t ❞❡♠ s✐❝❤ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t✱ ✐st ❞✐❡
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ✐♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ❜❡st✐♠♠t❡r
Pr♦③❡ss❡✳ ■♥ ❚❡✐❧ ❱■ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡rst♠❛❧s ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❛♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛s ▼✉st❡r ❣❡❧❡❤rt✱ ✇✐❡ ♥❡✉❡ ❊♥❡r❣✐❡✲
❢♦r♠❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✇❡✐❝❤❡ ✐❝❤ ✈♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❲❡❣ ❛❜✱
❞❡r ③✉♥ä❝❤st ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❲är♠❡ ❜❡s♣r✐❝❤t✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ❢ü❤r❡ ✐❝❤ ✈♦♥ ❆♥❢❛♥❣ ❛♥
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡✐♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡s❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ❞❡r
❙❝❤❧üss❡❧❜❡❣r✐✛ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✐st✳ ■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ✉♥❞
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✇❡✐ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✈♦r❣❡✲
st❡❧❧t✳ ■♥ ❚❡✐❧ ❱■■ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❛✉❢ ③✇❡✐ ❜③✇✳ ❞r❡✐ ❘❛✉♠❞✐♠❡♥s✐♦✲
♥❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡r ●röÿ❡♥ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡
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❆♥ ✈♦r❞❡rst❡r ❙t❡❧❧❡ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ❢ür P❤②s✐❦ ❛♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❲✐❡♥ ❞❛♥❦❡♥✱
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❦❛♥❢ä♥❣❡r♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡♠❡st❡r ✈♦r③✉tr❛❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✐❤♥
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❈✳ ❉❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✸
❉✳ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❋❡❞❡r♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✻
❊✳ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✼
❋✳ ❍❛♠✐❧t♦♥✲ ✉♥❞ ▲❛❣r❛♥❣❡❢✉♥❦t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✾
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❚❡✐❧ ■✳

●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣t✐❦

✶✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡

✶✳✶✳ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥

❉❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ▲✐❝❤t ❤❛t ▼❡♥s❝❤❡♥ s❝❤♦♥ s❡✐t ❥❡❤❡r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t✳ ❉✐❡ ❚❤♦r❛✱ ●r✉♥❞❧❛❣❡
❞❡s ❥ü❞✐s❝❤❡♥ ●❧❛✉❜❡♥s✱ ❣❡❤t ❜❡r❡✐ts ✐♠ ❞r✐tt❡♥ ❙❛t③ ❛✉❢ ❞❛s ▲✐❝❤t ❡✐♥✿

❉✐❡ ❙ät③❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣❡♥✳ ❙✐❡ s❡t③❡♥ ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥ ✐❤✲
♥❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❇❡❣r✐✛❡ ✭✇✐❡ ●♦tt✱ ▲✐❝❤t✱ ❣✉t ✉s✇✳✮ ❢ür ❞❡♥ ❘❡③✐♣✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❇♦ts❝❤❛❢t
s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✉♥❞ ❦❧❛r s✐♥❞✳ ❊s ✇✐r❞ ▼❡♥s❝❤❡♥ ❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ●❧❛✉❜❡♥ssät③❡♥ ❡✐♥❡r
r❡❧✐❣✐ös❡♥ ●❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t ✈❡rtr❛✉❡♥✳ ❉❛♥♥ s✐♥❞ s✐❡ ●❧ä✉❜✐❣❡ ❞✐❡s❡r ❘❡❧✐❣✐♦♥✳ ■♠ ❛♥❞❡r❡♥
❋❛❧❧ ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ❛❧s ❯♥❣❧ä✉❜✐❣❡ ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✉♥❞ ✇❡♥♥ s✐❡ ❣❛r ❞❡♥ ●❧❛✉❜❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡♥ ●♦tt
❛❧s ❇❛s✐s❛♥♥❛❤♠❡ ♥✐❝❤t ❛❦③❡♣t✐❡r❡♥✱ ❛❧s ●♦tt❡s❧❡✉❣♥❡r✳ ▼❛♥❝❤❡ ❘❡❧✐❣✐♦♥❡♥ ✈❡r❧❛♥❣❡♥
✈♦♥ ✐❤r❡♥ ●❧ä✉❜✐❣❡♥ ❡✐♥❡ ❜❡❞✐♥❣✉♥❣s❧♦s❡ ❯♥t❡r✇❡r❢✉♥❣ ✉♥t❡r ❞✐❡ ●❧❛✉❜❡♥s❛✉ss❛❣❡♥ ✉♥❞
✲tr❛❞✐t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❛❤♥❞❡♥ ❞❡♥ ❆❜❢❛❧❧ ✈♦♠ ●❧❛✉❜❡♥ ♠✐t ❙tr❛❢❡♥ ❜✐s ❤✐♥ ③✉♠ ❆✉ss❝❤❧✉ss
❛✉s ❞❡r s♦③✐❛❧❡♥ ●❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t✳ ❘❡❧✐❣✐ös❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ✉♥✈❡rrü❝❦❜❛r ✉♥❞ ✇❛❤r
❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❊✐♥❡ ❊r✇ä❣✉♥❣ ❛♥❞❡r❡r ❆✉ss❛❣❡♥ ✉♥❞ ❡rst r❡❝❤t ❡✐♥ ❆❦③❡♣t✐❡r❡♥ ❛♥❞❡r❡r
❆✉ss❛❣❡♥ st❡❤t ♥✐❝❤t ③✉r ❉✐s♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼❛♥❝❤❡ ❘❡❧✐❣✐♦♥❡♥ ❡r❤❡❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ❆❧❧❡✐♥✈❡rtr❡✲
t✉♥❣s❛♥s♣r✉❝❤ ❞❡r ❲❛❤r❤❡✐t✱ ✇♦♠✐t ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ Ü❜❡r③❡✉❣✉♥❣❡♥ ✕ ❡❣❛❧ ✇❡❧❝❤❡ ✕ ✈♦♥
✈♦r♥❡ ❤❡r❡✐♥ ❛❧s ❢❛❧s❝❤ ❣❡❜r❛♥❞♠❛r❦t s✐♥❞✳
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❉✐❡ ●r✉♥❞❤❛❧t✉♥❣ ❥❡♥❡r ▼❡♥s❝❤❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✇✐❞♠❡♥ ✇♦❧❧❡♥✱ ✐st ❡✐♥❡ ❛♥✲
❞❡r❡✳ ❩✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❞❛s ●❡♠❡✐♥s❛♠❡✿ ❙♦✇♦❤❧ ❞❡♥ ●❧❛✉❜❡♥s❛✉ss❛❣❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❛❧s
❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ✉♥❞ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ✐✳❆✳
◆❛t✉r❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ③✉❣r✉♥❞❡✳ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ st❡❤❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❣r✉♥❞sät③✲
❧✐❝❤ ✉♥t❡r s❦❡♣t✐s❝❤❡♠ ❱♦r❜❡❤❛❧t✳ ❉❛♠✐t ♠❡✐♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss s✐❡ s♦ ❧❛♥❣❡ ❛❧s ❣ü❧t✐❣ ❛♥❣❡s❡❤❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ✐❤♥❡♥ ♥✐❝❤ts Ü❜❡r③❡✉❣❡♥❞❡s ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✳ ❊✐♥❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ✇✐r❞ ❖✛❡♥❤❡✐t
③✉❣❡❜✐❧❧✐❣t ✉♥❞ ❚r❛❣❢ä❤✐❣❦❡✐t ❛❜✈❡r❧❛♥❣t✳ ❖✛❡♥❤❡✐t ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❡s ❥❡❞❡r③❡✐t ♠ö❣❧✐❝❤
✐st✱ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ③✉ ❡r✇ä❣❡♥✳ ❊s ✐st ❥❡❞❡r③❡✐t ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❡✐♥❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ③✉
✈❡r✇❡r❢❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❡✐♥③✉♥❡❤♠❡♥✳ ▼❛♥ ✈❡rtr❛✉t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss s✐❝❤
♥üt③❧✐❝❤❡ ✉♥❞ tr❛❣❢ä❤✐❣❡ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ✐♠ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❉✐s❦✉rs ❞✉r❝❤s❡t③❡♥ ✇❡r❞❡♥✱
❞❛ss s✐❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r ✈♦♥ ✐❤♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❆r❣✉♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❊✐♥s✐❝❤t ü❜❡r③❡✉❣❡♥
❧❛ss❡♥✳ ❚r❛❣❢ä❤✐❣❦❡✐t ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✇❡✐tr❡✐❝❤❡♥❞❡ ❙❝❤❧üss❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✱
❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ü❜❡r♣rü❢❜❛r s✐♥❞✱ ✈✐❡❧❢❛❝❤ ü❜❡r♣rü❢t ✇✉r❞❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ❜❡✇ä❤rt ❤❛❜❡♥✳
❉✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❡✐♥❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❜❡st❡❤t ✐✳❆✳ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥✳
❙✐❡ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ P♦st✉❧❛t❡ ❜③✇✳ ❆①✐♦♠❡ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❞ür❢❡♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✇✐❞❡rs♣r❡❝❤❡♥✳
❆✉❝❤ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s ❣❡③♦❣❡♥❡♥ ❋♦❧❣❡r✉♥❣❡♥ ❞ür❢❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥✐❝❤t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❲✐✲
❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥✳ ❊s ❦❛♥♥ s❡✐♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡s ❞❡r P♦st✉❧❛t❡ ❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ♦❞❡r
❡✐♥❡r ❞❡r ❛✉s ❞❡♥ P♦st✉❧❛t❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❝❤❧üss❡ ❞✉r❝❤ ❡r✇❡✐t❡rt❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣
❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇✐r❞✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ♥✉r ❡✐♥ ❡✐♥③✐❣❡s P♦st✉❧❛t ❡♠♣✐r✐s❝❤ ✇✐❞❡r❧❡❣t ✐st✱ ♠✉ss ❞✐❡
❞❛r❛✉❢ ❜❛s✐❡r❡♥❞❡ ❚❤❡♦r✐❡ ✈❡r✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❞✐❡ ❛❧t❡ ❚❤❡♦r✐❡
❞❛❜❡✐ ♥✐❝❤t ✐♥ ❇❛✉s❝❤ ✉♥❞ ❇♦❣❡♥ ✈❡r❞❛♠♠❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❊r✲
❢❛❤r✉♥❣✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ✐❤r❡ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❜❡r✉❤t❡♥✱ ❥❛ ♥✐❝❤t ❣❡ä♥❞❡rt ❤❛❜❡♥✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥❡✉❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❣❡❦❧ärt❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥✱ ✉♥t❡r ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❊r❢❛❤✲
r✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤ ✇❛r✱ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉❝❤ ä❧t❡r❡ ❚❤❡♦r✐❡♥ ❢♦rt✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❢ür ❣❡✇✐ss❡ ❊✐♥s✐❝❤t❡♥
♥üt③❧✐❝❤ ❜❧❡✐❜❡♥✳

❉✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❞❡s ▼❡♥s❝❤❡♥ ♠✐t ◗✉❡❧❧❡♥ ❞❡s ▲✐❝❤t❡s ❜❡s❝❤rä♥❦t❡ s✐❝❤ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❛✉❢
❙♦♥♥❡✱ ▼♦♥❞✱ ❙t❡r♥❡ ✉♥❞ ❞❛s ❋❡✉❡r✳ ▼✐t ❞✐❡s❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❡♥❣ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✇❛r ❞✐❡ ❊r❢❛❤✲
r✉♥❣ ✈♦♥ ❉✉♥❦❡❧❤❡✐t✿ ❲♦ ▲✐❝❤t ✐st✱ ✐st ❛✉❝❤ ❙❝❤❛tt❡♥✱ ✉♥❞ tr✐tt ♠❛♥ ✐♥ ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥ ❞❡r
❊r❞❡ ❡✐♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❡s ◆❛❝❤t✳ ❍❡✉t❡ st❡❤❡♥ ✉♥s ✈✐❡❧ ❜❡q✉❡♠❡r❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ③✉♠ ❊①♣❡r✐✲
♠❡♥t✐❡r❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✿ ③✳ ❇✳ ●❧ü❤❧❛♠♣❡♥✱ ▲❡✉❝❤t❞✐♦❞❡♥ ✉♥❞ ▲❛s❡r✳ ▼✐t ✐❤♥❡♥ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞r❡✐ ❯r✲❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❡♥s❝❤❤❡✐t ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤✈♦❧❧③✐❡❤❡♥✿

✶✳ ▲✐❝❤t✇❡❣❡ s✐♥❞ ●❡r❛❞❡♥✳

✷✳ ▲✐❝❤t ✐st ✐♥st❛♥t❛♥ ❞❛✳

✸✳ ▲✐❝❤t ❦❛♥♥ ▲✐❝❤t ❢♦❧❣❡♥❧♦s ❞✉r❝❤❞r✐♥❣❡♥✳

✶✳ ❣❡r❛❞❡

❉✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ü❜❡r ❞❛s ▲✐❝❤t ✐st ❥❡♥❡ ✈♦♥ ❞❡r ●❡r❛❞❧✐♥✐❣❦❡✐t ❞❡r ▲✐❝❤t✲
❛✉s❜r❡✐t✉♥❣✳ ❙✐❡ ✐st ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ❱❡r♠❡ss✉♥❣st❡❝❤♥✐❦ ✭❆❜❜✳ ✶✮✱ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥
❡✐♥ ❏ä❣❡r ü❜❡r ❑✐♠♠❡ ✉♥❞ ❑♦r♥ ③✐❡❧t✱ ❞❛♥♥ ❣❡❤t ❡r ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞❛s ▲✐❝❤t✱ ❞❛s
❞❛ ③✉ ✐❤♠ ❦♦♠♠t✱ ❡✐♥❡♥ ❣❡r❛❞❡♥ ❲❡❣ ❣❡❣❛♥❣❡♥ ✐st✳ ◆✐❝❤t ③✉❧❡t③t ✇✐r❞ ❜❡✐♠ ❉❡✉t❡♥

✷



✈♦♥ ❍✐♠♠❡❧s❡rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ▲✐❝❤t✇❡❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣
✉♥❞ ❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❡✐♥ ❣❡r❛❞❡r ✐st✳

✷✳ ✐♥st❛♥t❛♥

❖❜ ▲✐❝❤t ❡✐♥❡ ❡♥❞❧✐❝❤❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✉♠ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖rt ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ③✉ ❣❡✲
❧❛♥❣❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ♦❤♥❡ ✇❡✐t❡r❡s ❢❡stst❡❧❧❡♥✳ ▲✐❝❤t s❝❤❡✐♥t ❘ä✉♠❡ ✐♥st❛♥t❛♥ ③✉
❡r❢ü❧❧❡♥✳ ●❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❞❛s ▲✐❝❤t✱ ❡r❢ü❧❧t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❉✉♥❦❡❧❤❡✐t ❞❡♥ ❘❛✉♠ s❝❤❡✐♥❜❛r ✐♥✲
st❛♥t❛♥✿ ❯♥s❡r❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥ ♥✐❝❤t ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✉♥❦❡❧❤❡✐t ♥❛❝❤
❞❡♠ ❆❜s❝❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♠ ❘❛✉♠
✒❛✉s❜r❡✐t❡t✏ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳
❉✐❡ ❇❡r❡❝❤t✐❣✉♥❣✱ ❞❡♥♥♦❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ③✉ s♣r❡❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥
▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❛✉s❣❡❤t✱ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡r ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❯rs❛❝❤❡✲❋♦❧❣❡✲❇❡③✐❡❤✉♥❣✿
➘♥❞❡rt ♠❛♥ ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ❡✐♥❡r ❍❛♥❞✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❞❡r ❍❛♥❞ ä♥❞❡rt✱
❞❛♥♥ ✐st ✉rsä❝❤❧✐❝❤ ❞❡r ❲✐❧❧❡♥s✐♠♣✉❧s ❞❛✱ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❞❡r ❍❛♥❞ ③✉ ä♥❞❡r♥✳ ❉❡♠ ❢♦❧❣t
❞❛♥♥ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤❛tt❡♥s✳ ❉❛s ❧❡❣t❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❞❡r ❆♥t✐❦❡ ❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣
♥❛❤❡✱ ❞❛ss ▲✐❝❤t s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✐♥st❛♥t❛♥ ❛✉s❜r❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✳ ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ❤❛t ✈❡rs✉❝❤t✱
❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❡✐♥❡r ✐♥st❛♥t❛♥❡♥ ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ③✉ ❢❛❧s✐✜③✐❡r❡♥✳ ❊r
❜❧❡♥❞❡t❡ ❡✐♥❡ ▲❛t❡r♥❡ ❛✉❢✱ ✉♥❞ ❡✐♥ ✇❡✐t ✈♦♥ ✐❤♠ ❡♥t❢❡r♥t❡r ●❡❤✐❧❢❡ s♦❧❧t❡ s❡✐♥❡ ▲❛✲
t❡r♥❡ ❛✉❢❜❧❡♥❞❡♥✱ s♦❜❛❧❞ ❡r ❞❛s ▲✐❝❤t ✈♦♥ ●❛❧✐❧❡✐s ▲❛t❡r♥❡ ❡r❦❛♥♥t❡✱ ✉♥❞ s♦ ❞❛s
▲✐❝❤ts✐❣♥❛❧ ③✉ ✐❤♠ ③✉rü❝❦s❝❤✐❝❦❡♥✳ ●❛❧✐❧❡✐ ♠❛ÿ ❞✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆❜s❡♥❞❡♥
✉♥❞ ❲✐❡❞❡r❡✐♥tr❡✛❡♥ ❞❡s ▲✐❝❤ts✐❣♥❛❧s✳ ❯♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❘❡❛❦t✐♦♥s③❡✐t
❞❡s ●❡❤✐❧❢❡♥ ❜❧✐❡❜ ❦❡✐♥❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ♠❡❤r ü❜r✐❣✱ ❞✐❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r
❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❤ätt❡ s♣r❡❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❘❡♥é ❉❡s❝❛rt❡s ❡♥ts❝❤✐❡❞ s✐❝❤
❞❛❤❡r ✶✻✷✵ ❢ür ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✱ ❞❛ss s✐❝❤ ▲✐❝❤t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ s❝❤♥❡❧❧ ❛✉s❜r❡✐t❡t✱ ❛❧s♦ ✐♥✲
st❛♥t❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖rt ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❣❡❧❛♥❣t✳ ❉❛s ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✱
❞✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❘❡s✉❧t❛t ✈♦♥ ●❛❧✐❧❡✐ ✐♠ ❊✐♥❦❧❛♥❣ ✐st✳ ❉❛ s✐❡ ❜✐s ✶✻✼✻
♥✐❝❤t ❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r s✐❡ ❤✐❡r ✈♦r❡rst ❛❦③❡♣t✐❡r❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤
✇✐r❞ ✉♥s❡r❡ ✈♦r❧ä✉✜❣❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ▲✐❝❤ts r❡✐♥❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✿ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣✲
t✐❦✳ ❙✐❡ ✐st ❡✐♥❡ st❛t✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❩❡✐t ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
♥✐❝❤t ❛✉❢tr❡t❡♥✳

✸✳ ❞✉r❝❤❞r✐♥❣❜❛r

❉✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❤✐♥❞✉r❝❤❣❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss
♠❛♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ❦❡♥♥t ♠❛♥ ❛✉s ❛♥❞❡r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ❆❧❧✲
t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣ ♥✐❝❤t✳ ❊✐♥ ❲❛ss❡rstr❛❤❧ ❞✉r❝❤❞r✐♥❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ❢♦❧✲
❣❡♥❧♦s ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❲❛ss❡rstr❛❤❧✳ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡✐♥❛♥❞❡r ❦r❡✉✲
③❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡ ❇❡❡✐♥✢✉ss✉♥❣ ❡r❦❡♥♥❜❛r ✐st✳

❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ◆❛t✉r❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤t ❞✐❡
❘❡❛❧✐tät ❞❛r❛✉s ③✉ ❞❡✉t❡♥✳ ❯♠ ❡✐♥ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❢ür ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❱♦r❣❛♥❣s✇❡✐s❡ ③✉
❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✱ s♦❧❧ ❞✐❡s ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❯r✲❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞❛s ▲✐❝❤t ♥❛❝❤✈♦❧❧③♦❣❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ▼❛♥ st❡❧❧t ❞✐❡ ◆❛t✉r❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❛❧s♦ ❛❧s ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r Ü❜❡r✲
❧❡❣✉♥❣❡♥✳ ❙tr❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ✐st ❛✉s ❤❡✉t✐❣❡r ❙✐❝❤t ❦❡✐♥❡ ❞❛✈♦♥ r✐❝❤t✐❣✿ ■♠ ❙❝❤✇❡r❡❢❡❧❞
✈❡r❧ä✉❢t ▲✐❝❤t ✒❣❡❦rü♠♠t✏✱ ❞❛s ▲✐❝❤t ❤❛t ❡✐♥❡ ❡♥❞❧✐❝❤❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞
❡s ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t ❛✉❝❤ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ♠✐t s✐❝❤ s❡❧❜st✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦✱ ❞✐❡
✉♥s❡r❡ ❡rst❡ ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ▲✐❝❤t❡s ❞❛rst❡❧❧t✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s ✐❣♥♦r✐❡rt✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✿ ✭❛✮ ❱❡r♠❡ss✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❚❤❡♦❞♦❧✐t❡♥✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✐st ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss
s✐❝❤ ▲✐❝❤t ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ❛✉s❜r❡✐t❡t✳ ✭❜✮ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s♠❡ss✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❋❡❧❞③✐r✲
❦❡❧✳

✶✳✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ❙❝❤❧✐❡ÿ❡♥

❉✐❡ P❤②s✐❦ s❡t③t ❇❡❣r✐✛❡ ♥✐❝❤t ❛❧s s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✈♦r❛✉s✱ s♦♥❞❡r♥ ❢♦r❞❡rt ❡✐♥❡ ❇❡❣r✐✛s✲
❦❧är✉♥❣✳ ❋ür ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ♦❜✐❣❡♥ ❆①✐♦♠❡♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❇❡❣r✐✛❡
❞❡r ●❡r❛❞❧✐♥✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ●❡r❛❞❡♥ ✇✐r❞ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❡❧❡✐st❡t✳ ❉✐❡ ✐♠ ✹✳ ❏❤✳
✈✳ ✉✳ ❩✳ ✈♦♥ ❊✉❦❧✐❞ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❞✐❡ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✱ ✐st ❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡
ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❛❜str❛❦t❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠✱ ❞❡♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠✱ ✉♥❞ ❦❧ärt ✉✳❛✳ ❞✐❡
❇❡❣r✐✛❡ ●❡r❛❞❡✱ ❲✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ❙tr❡❝❦❡✳ ❉✐❡ ●❡r❛❞❡ ✇✐r❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛❧s ❦ür③❡st❡ ❱❡r✲
❜✐♥❞✉♥❣s❧✐♥✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❋❡r♥❡r ③✐❡❤t ❞✐❡ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡
❧♦❣✐s❝❤❡ ❙❝❤❧üss❡ ❛✉s ♥✉r ✇❡♥✐❣❡♥ ✐♠ ✈♦r❛✉s ❣❡s❡t③t❡♥ ●r✉♥❞❛♥♥❛❤♠❡♥✱ ❞❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t✲
③✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❆①✐♦♠❡♥✳ ❉✐❡s❡♥ ❙❝❤❧üss❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❆ttr✐❜✉t ✒✇❛❤r✏ ③✉♦r❞♥❡♥✳ ■❤♥❡♥
✇✐❞❡rs♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❙❝❤❧üss❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ✒❢❛❧s❝❤✏✳ ✒❲❛❤r✏ ✉♥❞ ✒❢❛❧s❝❤✏ s✐♥❞ ❆ttr✐❜✉t❡✱
❞✐❡ ♥✉r ❛♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ❢ür ❚❤❡♦❧♦❣✐❡ s✐♥♥✈♦❧❧ s✐♥❞✱
✇❡♥♥ ❛✉❝❤ ❛✉s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ●rü♥❞❡♥✳

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ s✐♥❞ ✉✳❛✳ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ❣ü❧t✐❣✿

❼ ❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧s✉♠♠❡ ✐♠ ❉r❡✐❡❝❦ ✐st ✶✽✵➦✳

❼ ❉❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❑r❡✐s✉♠❢❛♥❣ ③✉ ❑r❡✐s❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❡r❣✐❜t ❞✐❡ ❩❛❤❧ π✳

❼ ❊s ❣✐❧t ❞❡r ▲❡❤rs❛t③ ❞❡s P②t❤❛❣♦r❛s ✭✻✳ ❏❤✳ ✈✳ ✉✳ ❩✳✮✳

❆♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❡✐♥❡r
✒r❡✐♥❡♥✏ ●❡✐st❡s✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t✱ ✉♥❞ ❞❡r ✒❞r❡❝❦✐❣❡♥✏ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t ♥✉♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛✲
ÿ❡♥ ❞❛r✿ ❉✐❡ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣t✐❦ ✭✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ P❤②s✐❦✮ ❣❡❤t ✈♦♥ ❞❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❛✉s✱
❞❛ss ❢ür ❞❡♥ r❡❛❧❡♥ ❘❛✉♠✱ ❞✳❤✳ ❢ür ❞❡♥ ❘❛✉♠ ❣❡♠äÿ ✉♥s❡r❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❜③✇✳ ❢ür ❞❡♥
❘❛✉♠✱ ❞❡♥ ✇✐r ♠✐t ✉♥s❡r❡♥ ❙✐♥♥❡s♦r❣❛♥❡♥ ✉♥❞ ■♥str✉♠❡♥t❡♥ ❡r❦✉♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ❆①✐♦♠❡ ❞❡s
❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠s ❡r❢ü❧❧t s✐♥❞✳ ❉❛s ✐st ❦❡✐♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆✉ss❛❣❡ ♠❡❤r✱ s♦♥❞❡r♥
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❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✳ ❉❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ✇✐r❞ ③✉♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛✲
❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠s✳ ❉❛♠✐t s❡t③t ♠❛♥ ③✉❣❧❡✐❝❤ ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠
❧♦❣✐s❝❤ ❛❜❧❡✐t❜❛r❡♥ ❙❝❤❧üss❡ ❛✉❝❤ ❢ür ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ✇❛❤r s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❆✉ss❛❣❡✱
❞❛ss ▲✐❝❤t✇❡❣❡ ●❡r❛❞❡♥ s✐♥❞✱ ❤❛t ♥✉♥ ✈♦r ❞❡♠ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞ ❞❡r ❇❡❣r✐✛❡ ❞❡r ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥
●❡♦♠❡tr✐❡ ❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥✿ ❲❡♥♥ ③✇❡✐ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ P✉♥❦t❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r
✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ❞✐❡ ❦ür③❡st❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s❧✐♥✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡s❡♥ ❜❡✐❞❡♥ P✉♥❦✲
t❡♥✳ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ P❤②s✐❦ ✐st ❡s✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❡♥ts♣r✐♥❣❡♥❞❡♥ ❙❝❤❧üss❡
❡✐♥❡r Prü❢✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ③✉ ✉♥t❡r③✐❡❤❡♥✳ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❦ö♥♥❡♥
♥ä♠❧✐❝❤ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❞✉r❝❤ ◆❛t✉r❜❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
s❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ✭❆①✐♦♠❡✮ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❙✐♥♥❡ ♥✐❝❤t ✇✐❞❡r❧❡❣❜❛r ❜③✇✳ ❢❛❧s✐✜③✐❡r❜❛r s✐♥❞✳ ❙✐❡
♠üss❡♥ ♥✉r ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ s❡✐♥✳ ❆♥s♦♥st❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s✐❡ ❛❧s ❢r❡✐❡ Pr♦❞✉❦t❡ ❞❡s ♣❤❛♥t❛s✐❡✲
❜❡❣❛❜t❡♥ ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡♥ ●❡✐st❡s ❡✐♥❢❛❝❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❡s ❞❡♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r
❜❡❧✐❡❜t✳

❉✐❡s❡ ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠s ♠✐t ❞❡♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t
✉♠❣❡❦❡❤rt✱ ❞✐❡ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♠ ❙❝❤✉❧✉♥t❡rr✐❝❤t ❛❧s ❡✐♥❡ ❣r❛♣❤✐s❝❤❡ ❜③✇✳ ❛♥✲
s❝❤❛✉❧✐❝❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❛r③✉st❡❧❧❡♥✿ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
❛❧❧❡✐♥ ♠✐t ❩✐r❦❡❧ ✉♥❞ ▲✐♥❡❛❧ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥✳ ❑❡✐♥❡ ❞❡r ❞❛♠✐t ❦♦♥str✉✐❡rt❡♥ ✒❑r❡✐s❡✏ ✉♥❞
✒●❡r❛❞❡♥✏ s✐♥❞ ❑r❡✐s❡ ❜③✇✳ ●❡r❛❞❡♥ ✐♠ str❡♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥❡✳ ❉♦❝❤ ❞✐❡ ❆♥✲
s❝❤❛✉❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❡r❧❡✐❝❤t❡rt ❞❛s ❆✉✣♥❞❡♥ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❆❦③❡♣t❛♥③ ❞❡r
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙ät③❡✳ ❖❜ s✐❡ ✇❛❤r s✐♥❞✱ ❧ässt s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❡♠❛❧s ❞✉r❝❤ s♦❧❝❤❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤✲
❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥❡♥ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥✳ ❉❛s ❊t✐❦❡tt✱ ✇❛❤r ③✉ s❡✐♥✱ ❦❛♥♥ ❣r✉♥❞sät③✲
❧✐❝❤ ♥✐❡ ❡✐♥❡r ❊r❦❡♥♥t♥✐s ③✉❦♦♠♠❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇✉r❞❡
✉♥❞ s♦♠✐t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❞✳❤✳ ✐♠ ◆❛❝❤❤✐♥❡✐♥✳ ❉✐❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❞❛s ❛♣♦❞✐❦t✐✲
s❝❤❡ ❲❛❤r❤❡✐ts❛ttr✐❜✉t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧❧❡✐♥ ❛✉s ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ❜③✇✳ ❧♦❣✐s❝❤❡♥
❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❛✉s ❞❡♥ ❢ü♥❢ ❆①✐♦♠❡♥ ❊✉❦❧✐❞s✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❣❡s❡t③t s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ❤❛❜❡♥ ❛❧❧❡ ❞❛r✲
❛✉s ❧♦❣✐s❝❤ ❣❡❢♦❧❣❡rt❡♥ ❙ät③❡ ❡✐♥❡♥ ❲❛❤r❤❡✐ts❣❡❤❛❧t ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❉❛♠✐t s✐♥❞ s✐❡ ❛✉❝❤ ❢ür ❞❡♥
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ✇❛❤r✳ ❉❛s ❣✐❧t s♦ ❧❛♥❣❡✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡ ❩✇❡✐❢❡❧ ❛♥ ❞❡r ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥
❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠s ♠✐t ❞❡♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ❤❛t✳

❲❛s ♥✉♥✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡s ❚❛❣❡s ❡✐♥❡ ◆❛t✉r❜❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❣❡♠❛❝❤t ✇✐r❞✱ ❞✐❡ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r ❞❡r
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡♥❦♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠
✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t❄ ❲❡❧❝❤❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❤ätt❡ ❡s✱ ✇❡♥♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ❚❛❣❡s ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s
❡✐♥ ❉r❡✐❡❝❦ ❣✐❜t✱ ❞❡ss❡♥ ❲✐♥❦❡❧s✉♠♠❡ ③✇❡✐❢❡❧s❢r❡✐ ✉♥❞ ✉♥❜❡str❡✐t❜❛r ❣röÿ❡r ❛❧s ✶✽✵➦ ✐st❄
❉❛ ❥❡❞❡r ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❧üss❡ ❛✉s ❞❡♥ ❆①✐♦♠❡♥ ❞❡r ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥✲
❜❡③✇❡✐❢❡❧❜❛r ✇❛❤r ✐st✱ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❆✉s❣❛♥❣s❤②♣♦t❤❡s❡ ❢❛❧s❝❤ s❡✐♥
♠✉ss✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ♥✐❝❤t ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤ s❡✐♥ ❦❛♥♥✳ ❊s ❣❡♥ü❣t ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❡
❡✐♥③✐❣❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❡rs❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❆✉s✲
s❛❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐③✐tät
❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠❡s ③✉ ❋❛❧❧ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✳ ❆♥❣❡s✐❝❤ts ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✉♥❣❡❤❡✉✲
❡r ✈✐❡❧❡♥ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐③✐tät
❜❡stät✐❣t❡♥✱ ♠❛❣ ❞✐❡s❡s ❤❛rt❡ ❱❡r❞✐❦t ❡rst❛✉♥❡♥✳ ❆❜❡r ❛✉s ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss s❡❤r ✈✐❡❧❡
❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ③✉✈♦r ♠✐t ❞✐❡s❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ✐♠ ❊✐♥❦❧❛♥❣ ✇❛r❡♥✱ ❧ässt s✐❝❤ ♥✉r
s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✱ ❞❛ss ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ③✉✈♦r ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s✲ ✉♥❞ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡♥
❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐③✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❡✐♥❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✇❛r✳

✺



❉✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❜❧❡♠❦r❡✐s ❞❡s ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ ❉❡♥❦❜❛r❡♥
✉♥❞ ❞❡s ❞✉r❝❤ ❢♦r♠❛❧❡ ❇❡✇❡✐s❡ ❧♦❣✐s❝❤ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❆❜❧❡✐t❜❛r❡♥✳ ■❤r❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡ ❍❡✐✲
♠❛t ✐st ❞❡r ❘❛t✐♦♥❛❧✐s♠✉s✳ ❉✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r P❤②s✐❦ ✐st ❞❛s s✐♥♥❧✐❝❤ ❊r❢❛❤r❜❛r❡ ✉♥❞
❞❛s ❞❛r❛✉s ✭❞✉r❝❤ ◆❛❝❤❞❡♥❦❡♥✮ ❊rs❝❤❧✐❡ÿ❜❛r❡✳ ■❤r❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡ ❍❡✐♠❛t ✐st ❞❡r ❊♠✲
♣✐r✐s♠✉s✳ ❉✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❞❡r ❊r❦❡♥♥t♥✐s ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❞❡s
♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡♥ ❉❡♥❦❡♥s ❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐s s✐♥❞ ❡✐♥❡rs❡✐ts
❞✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❞❡r ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡♥ ❙✐♥♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❛✉s ❞❡♠ ❊♠♣✐r✐s❝❤❡♥ s❝❤ö♣❢t✳
❙✐❡ ❤❡✐ÿt ♥✐❝❤t ③✉❧❡t③t P❤②s✐❦✱ ✇❡✐❧ s✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ P❤②s✐s❝❤❡s ❜❡③✐❡❤t ❜③✇✳ ❡✐♥❡ r❡❛❧ ✈♦r❤❛♥❞❡✲
♥❡ ◆❛t✉r ✭❘❡❛❧✐s♠✉s✮✳ ❆♥❞❡r❡rs❡✐ts s✐♥❞ ❞✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❡s❡t③t✱ ✇❡✐❧
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❇❡❢✉♥❞❡
❛✉s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❉❡♥❦♣r♦③❡ss❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥✳

❊✉❦❧✐❞✐③✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❘❛✉♠ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❤❛t✱ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡
❋r❛❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❜❡st❡❤t✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❋r❛❣❡
♥❛❝❤ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s✳ ◆✐♠♠t ♠❛♥ ❛♥✱ ❞❛ss ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ❡✉❦❧✐✲
❞✐s❝❤ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❡r ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡r❢ü❧❧t✱ ❞✐❡ ❊✉❦❧✐❞ ❛❧s ❆①✐♦♠❡ s❡✐♥❡r ●❡♦♠❡tr✐❡
❡✐♥❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠❡s ❢♦r♠✉❧✐❡rt ❤❛tt❡✱ s♦ ✐♠♣❧✐③✐❡rt ❞❛s✱ ❞❛ss ❡r ❛✉❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥
✉♥❞ ✐s♦tr♦♣ ✐st ✭s✳ ❑❛♣✳ ✺✮✳ ❇✐s ❆♥❢❛♥❣ ❞❡s ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts s❝❤✐❡♥ ❞✐❡ ❊✉❦❧✐❞✐③✐täts✲
❤②♣♦t❤❡s❡ ✉♥✉♠str✐tt❡♥ ✉♥❞ ❤❛tt❡ s✐❝❤ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❜❡✇ä❤rt✳ ■♥ s❡✐♥❡♠ ❲❡r❦
✒Pr✐♥③✐♣✐❡♥ ❞❡r ❘❡✐♥❡♥ ❱❡r♥✉♥❢t✏ s❡t③t❡ ❞❡r P❤✐❧♦s♦♣❤ ■♠♠❛♥✉❡❧ ❑❛♥t s♦❣❛r ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss
❞❡r ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ❞❡r ❡✐♥③✐❣ ❞❡♥❦❜❛r❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡r ❡✐♥③✐❣ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❘❛✉♠ s❡✐ ✉♥❞
❢♦❧❣❧✐❝❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ❣❡❣❡❜❡♥ ✇är❡✳ ❈❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ●❛✉ÿ ③❡✐❣t❡ ❥❡❞♦❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t✲
❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❘ä✉♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ ❞❡♥❦❡♥ ❧✐❡ÿ❡♥✳ ❙❡✐♥❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥
❣✐♣❢❡❧♥ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❚❤❡♦r❡♠❛ ❊❣r❡❣✐✉♠ ✭✒❤❡r❛✉sr❛❣❡♥❞❡r ▲❡❤rs❛t③✏✮ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦✲
♠❡tr✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❚❡♥s♦r ❡✐♥❡s ❣❡❦rü♠♠t❡♥
❘❛✉♠❡s ✉♥❞ ❞❡♠ ❑rü♠♠✉♥❣sr❛❞✐✉s ❤❡rst❡❧❧t✳ ❉❛❤❡r ✇❛r ❜❡r❡✐ts ❣❡❣❡♥ ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳
❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✉♥t❡r P❤②s✐❦❡r♥ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❣✉t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛❧❧❡✐♥✐❣❡ ❉❡♥❦♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❡✐♥❡s ❡✉✲
❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠❡s✱ ✇✐❡ ❞❛s ✈♦♥ P❤✐❧♦s♦♣❤❡♥ ❞❡r ❑❛♥ts❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❡✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦♥
❆rt❤✉r ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡r✱ ❜❡❤❛✉♣t❡t ✇✉r❞❡✱ ❢❛❧s❝❤ ✇❛r✳ ❉❡r P❤②s✐❦❡r ✉♥❞ P❤✐❧♦s♦♣❤ ▲✉❞✇✐❣
❇♦❧t③♠❛♥♥ ♠❡r❦t❡ ❞❛❤❡r ❦r✐t✐s❝❤ ❛♥ ❬✽❪✿

✒Ü❜❡r❤❛✉♣t ✇❛r ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡r ✐♥ ❞❡♠✱ ✇❛s ❡r ❛❧s ❛♣r✐♦r✐s❝❤ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡✱ ♥✐❝❤t ❜❡s♦♥❞❡rs
❣❧ü❝❦❧✐❝❤✳ ❙♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❡r ❛❧s ❛♣r✐♦r✐s❝❤ ❦❧❛r✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❛✉♠ ❞r❡✐ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣❡♥ ❤❛t✳
❍❡✉t❡ ✇✐ss❡♥ ❞✐❡ ❋♦rs❝❤❡r✱ ❞❛ss ✒❛ ♣r✐♦r✐✏ ❡✐♥ ♠❡❤r ❛❧s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❘❛✉♠ ❞❡♥❦❜❛r✱
❞❛ss ❛✉❝❤ ❡✐♥ ♥✐❝❤t ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r ❘❛✉♠ ♥✐❝❤t ✉♥❞❡♥❦❜❛r ✐st✳ ◆❛tür❧✐❝❤ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ♥✐❝❤t
❞❛r✉♠✱ ♦❜ ❞❡r ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ❡ ❘❛✉♠ ❡✐♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r ✐st ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱ ❡s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤
✈✐❡❧♠❡❤r ❞❛r✉♠✱ ✇❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡✈✐❞❡♥t✱ ✇❛s ❜❧♦ÿ❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ss❛t③ ✐st✳✏

●❛✉ÿ ✇❛r ❛✉❝❤ ❞❡r ❡rst❡✱ ❞❡r ✐♥ ❊r✇ä❣✉♥❣ ③♦❣✱ ❞❛ss ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ❣❡❦rü♠♠t
s❡✐♥ ❦ö♥♥t❡✳ ❊r ✉♥t❡r③♦❣ ❞✐❡ ❊✉❦❧✐❞✐③✐täts❤②♣♦t❤❡s❡ ❡✐♥❡♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❚❡st✱ ✐♥❞❡♠
❡r ❞✉r❝❤ ♣rä③✐s❡ ❱❡r♠❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡s ❣r♦ÿrä✉♠✐❣❡♥ ❉r❡✐❡❝❦s ♥❛❝❤③✉✇❡✐s❡♥ ✈❡rs✉❝❤t❡✱ ❞❛ss
♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ❙ät③❡♥ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥
❬❄❪✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ s❡✐♥❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❡r❣❛❜ s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤ts✳ ❉❛❤❡r ❤❛tt❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❱❡r❛♥❧❛ss✉♥❣ ③✉ ❜❡③✇❡✐❢❡❧♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ❡ ❘❛✉♠ ❡✐♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r
✇❛r✳ ❊rst ❞✐❡ ✈♦♥ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ✐♠ ❏❛❤r ✶✾✶✺ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡

✻



③❡✐❣t❡ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❛✉❢✱ ❞❛ss ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❘❛✉♠❦rü♠♠✉♥❣ ❜❡✇✐r❦❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡
t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❧üss❡ ❛✉s s❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❤❛❜❡♥ s✐❝❤ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❜❡✇ä❤rt✳ ❋ür ✐r❞✐s❝❤❡
❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ✐st ❞❡r ❊✛❡❦t ❞❡r ❘❛✉♠❦rü♠♠✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ s♦ ✇✐♥③✐❣✱ ❞❛ss ❡r ❤✐❡r ❡rst ❡✐♥♠❛❧
❛✉ÿ❡r ❆❝❤t ❣❡❧❛ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇ä♥❞❡♥ ❞✐❡s❡s ❡✐♥❢ü❤r❡♥❞❡♥
❇✉❝❤s s♦❧❧ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❘❛✉♠ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠❡s
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❑❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ❋ür P♦s✐t✐♦♥s❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ✐♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ✇❡r❞❡♥
✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ♠❡✐st ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❆❧s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❢ür ❞❛s ❦❛rt❡✲
s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❞r❡✐ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥❞❡ ❇❡③✉❣s❛❝❤s❡♥✱
❞✐❡ ♠❛♥ ✐♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❛❧s x✲✱ y✲ ✉♥❞ z✲❆❝❤s❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✉♥❞ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠
❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ✭◆✉❧❧♣✉♥❦t✮ s❝❤♥❡✐❞❡♥✳ ❊✐♥ ❩❛❤❧❡♥tr✐♣❡❧ (x, y, z) ❣✐❜t ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
❞❡s P✉♥❦t❡s P (x, y, z) ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❛♥✳ ■♠ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❣❡♥ü❣t ❞✐❡
❆♥❣❛❜❡ ③✇❡✐❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭③✳❇✳ ❞✐❡ x✲ ✉♥❞ y✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡✮✳

✶✳✸✳ ◗✉❛♥t✐✜③✐❡r✉♥❣

❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❈❤❛r❛❦t❡r③✉❣ ❞❡r ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✐st✱ ❞❛ss s✐❡ ❜❡str❡❜t ✐st✱ ❞✐❡ ◆❛t✉r
♥✐❝❤t ♥✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ q✉❛♥t✐t❛t✐✈✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥
♠✐t ❡✐♥❡♠ ❩✐r❦❡❧ ▲ä♥❣❡♥ ❛❜tr❛❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥✳ ■♠ ●❡❧ä♥❞❡ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡
③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❆❜③ä❤❧❡♥ ❞❡r ❙❝❤r✐tt❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡✐♥❡ ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ❩✐r❦❡❧s❝❤❡♥❦❡❧♥✳ ❉❡r ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❱♦r❣❛♥❣ ✐st ❤✐❡r❜❡✐ ❞❛s ❱❡r❣❧❡✐❝❤❡♥✿ ❊✐♥
▼❡r❦♠❛❧ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦t❡s ✐st ❞❛s s♦✉♥❞s♦ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡ ❞❡s ▼❡r❦♠❛❧s ❡✐♥❡s ❛♥❞❡r❡♥ ❖❜❥❡❦t❡s✳
❉❛s s❡t③t s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❦❡✐t ❞❡r ▼❡r❦♠❛❧❡ ✈♦r❛✉s✳ ❉❡r
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✉ss s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❜❡③✐❡❤❡♥✳

P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼❡ss✇❡rt❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐t ❡r♠✐tt❡❧t✳

▲ä♥❣❡♥
❉✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❖rts♣✉♥❦t❡♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ▲ä♥❣❡♥♠❡ss✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❣rö✲

ÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣❡ ❘✐❝❤t✈♦rst❡❧❧✉♥❣ ❢ür ✉♥s❡r❡ ❤❡✉t✐❣❡ ▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t ❞❡r ❉✐st❛♥③✱ ❞❛s▼❡✲
t❡r✱ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❞❡s ▼❡♥s❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❆r♠❡❡♥ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ❲❡❧t ❤❛tt❡♥ ❙❝❤r✐tt③ä❤❧✲
❙♣❡③✐❛❧✐st❡♥✳ ❊s ✐st ❡rst❛✉♥❧✐❝❤✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❙❝❤r✐tt③ä❤❧❡r
✈♦♥ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❞❡♠ ●r♦ÿ❡♥ ❞✐❡ ❊t❛♣♣❡♥str❡❝❦❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ▼❛❦❡❞♦♥✐❡♥ ✉♥❞ ■♥❞✐❡♥ ❣❡✲
♠❡ss❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ◆✉♥ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❜❡✐ ▼❡♥s❝❤❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❉✐st❛♥③✲
❛♥❣❛❜❡ ✇✐r❞ s✐❝❤❡r ❜❡ss❡r✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ♦❜❥❡❦t✐✈✐❡rt ✉♥❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐ts❧ä♥❣❡ ❜❡③✐❡❤t✱
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧ ♠✐sst ✭❆❜❜✳ ✶❜✮✱ ❞❡r ♠✐t
❡✐♥❡♠ ✇♦❤❧❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❣❡❡✐❝❤t ✇♦r❞❡♥ ✐st✳

❍✐st♦r✐s❝❤ ✇✉r❞❡♥ s❡❤r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ✉♥❞ ♦❢t ♥✉r r❡❣✐♦♥❛❧ ❣❡❜rä✉❝❤❧✐❝❤❡ ▲ä♥❣❡♥♠❛ÿ❡
✈♦♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❊✐❝❤❜❡❤ör❞❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❍❡✉t❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞❛s ▼❡t❡r ❛❧s ✐♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t✳ ❲✐❡ ❞❛s ▼❡t❡r ❛❧s ❊✐❝❤♥♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✱ ✇✐r❞ ✐♥
❑❛♣✳ ✽✳✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞❛✈♦♥ ♥❛❝❤ ✇❡❧❝❤❡♠ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡♥♠❡ss✉♥❣

✼



❚❛❜❡❧❧❡ ✶✿ Prä✜①❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❩❡❤♥❡r♣♦t❡♥③❡♥
Prä✜① P♦t❡♥③

✲ ✶
❞❡③✐ ✶✵−1

❝❡♥t✐ ✶✵−2

♠✐❧❧✐ ✶✵−3

Prä✜① P♦t❡♥③

✲ ✶
❞❡❦❛ ✶✵1

❤❡❦t♦ ✶✵2

❦✐❧♦ ✶✵3

Prä✜① P♦t❡♥③

♠✐❦r♦ ✶✵−6

♥❛♥♦ ✶✵−9

♣✐❝♦ ✶✵−12

❢❡♠t♦ ✶✵−15

Prä✜① P♦t❡♥③

♠❡❣❛ ✶✵6

❣✐❣❛ ✶✵9

t❡r❛ ✶✵12

♣❡t❛ ✶✵15

t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛❧❧❡ ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥t❡ ❢ür ❣❡r❛❞❡ ❙tr❡❝❦❡♥
❛❧s ▲✐♥❡❛❧❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳ ▲✐♥❡❛❧❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❣❡r❛❞❡ ▼❛ÿstä❜❡ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t ❡✐✲
♥❡r ▲ä♥❣❡♥s❦❛❧❛ ✈❡rs❡❤❡♥ s✐♥❞✳ ▼✐t ❞❡♠ ❩✐r❦❡❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ▲ä♥❣❡♥ ❛❜tr❛❣❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▲✐♥❡❛❧ ❜❡st✐♠♠❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❩✐r❦❡❧ ❛❜♥✐♠♠t ✉♥❞ ❢❡stst❡❧❧t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❡♥ ❩✐r✲
❦❡❧ ③❡❤♥ ▼❛❧ ❛❜tr❛❣❡♥ ♠✉ss✱ ❜✐s ♠❛♥ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ▼❡t❡r ❡rr❡✐❝❤t✱ ❞❛♥♥
❡♥ts♣r✐❝❤t ❥❡❞❡r ❞✐❡s❡r ③❡❤♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡ ❡✐♥❡♠ ❉❡③✐♠❡t❡r✳ ✒❉❡③✐✲✏ ✐st ❡✐♥❡s ❞❡r ❣❡❜rä✉❝❤❧✐✲
❝❤❡♥ Prä✜①❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐t ✈♦r❛♥st❡❧❧t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❩❡❤♥❡r♣♦t❡♥③❡♥ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐t
❛♥❣❡❜❡♥ ✇✐❧❧ ✭s✳ ❚❛❜✳ ✶✮✳ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s ▼❛ÿ❡s ❞❡r ▲ä♥❣❡ ❡r❢♦❧❣t❡ ü❜❡r ♠❡❤r❡✲
r❡ ❩✇✐s❝❤❡♥s❝❤r✐tt❡✱ ❞✐❡ ❤✐st♦r✐s❝❤ ❢ür ❛♥❞❡r❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥ ✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❲❡✐s❡
❡r❢♦❧❣t❡✿

✶✳ ❉❡r ❡rst❡ ❙❝❤r✐tt ✐st ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♥ ♦❞❡r s✉❜❥❡❦t✐✈❡♥ ▼❛ÿ
③✉ ❡✐♥❡♠ ♦❜❥❡❦t✐✈✐❡rt❡♥ ▼❛ÿ✱ ❡t✇❛ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♦❜❥❡❦t✐✈✐❡rt❡ ▼❡ss✈♦rs❝❤r✐❢t✳

✷✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ss❝❤r✐tt ❜❡st❡❤t ✐♥ ❞❡r ❊rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ Ü❜❡r❡✐♥❦ü♥❢t❡♥✱ ❛❧s♦
✈♦♥ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✇✉r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❛✉❢ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ✈♦♥ ❘❡❣✐♦♥❡♥ ✉♠❣❡s❡t③t
✉♥❞ ♠ü♥❞❡t❡♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥❦♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥❡♥✱ ❞❡♠ ❙②stè♠❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞✬✉♥✐tés ✭❦✉r③✿ ❙■✲❙②st❡♠✮✳

❉❡r ③✇❡✐t❡ ❙❝❤r✐tt ✇✉r❞❡ ✐♥ ▲✐❜❡r✐❛✱ ▼②❛♥♠❛r ✉♥❞ ❯❙❆ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦❧❧③♦❣❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❡s
♠❛♥❝❤♠❛❧ ♥öt✐❣✱ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ③✉ ❦♦♥✈❡rt✐❡r❡♥✳ ❲✐❡ ❣❡♥❛✉ ♠✉ss ♠❛♥ ❞❛❜❡✐ s❡✐♥❄ ❉❛s ❤ä♥❣t
s❡❤r ✈♦♥ ❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣ ❛❜✳ ✶✾✾✾ ✈❡r❣❧ü❤t❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ◆❆❙❆✲❙♦♥❞❡ ✒▼❛rs
❈❧✐♠❛t❡ ❖r❜✐t❡r✏✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ss♦❢t✇❛r❡ ✈♦♥ ▲♦❝❦❤❡❡❞ ▼❛rt✐♥ ✭❞❛s ✐st ❞✐❡ ❋✐r♠❛✱
❞✐❡ ❙ü❞❦♦r❡❛ ♠✐t ✐❤r❡♥ ❆❜✇❡❤rr❛❦❡t❡♥ ✈♦r ♥♦r❞❦♦r❡❛♥✐s❝❤❡♥ ❆♥❣r✐✛sr❛❦❡t❡♥ s❝❤üt③❡♥
s♦❧❧✮ ✐♥ ❞❡r ❯❙✲❑r❛❢t❡✐♥❤❡✐t ✭❧❜❢✮ ❛✉s❣❡❧❡❣t ✇❛r✳ ❉✐❡ ◆❆❙❆ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❙■✲❊✐♥❤❡✐t❡♥ ✉♥❞
❞✐❡ r✐❝❤t✐❣❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥❦♦♥✈❡rs✐♦♥ ✇är❡ ❣❡✇❡s❡♥✿ 1 lbf = 4.4482216152605N✳ ❑♦st❡♥ ❞❡r
❢❡❤❧❡r❤❛❢t❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥❦♦♥✈❡rs✐♦♥✿ r✉♥❞ ✷✵✵ ▼✐❧❧✐♦♥❡♥ ❯❙✲❉♦❧❧❛r✳

❲✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧
❚r❛❞✐t✐♦♥❡❧❧ ♠✐sst ♠❛♥ ❲✐♥❦❡❧✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ❯♠❢❛♥❣ ❡✐♥❡s ❑r❡✐s❡s ❡✐♥❡♥

❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ✸✻✵➦ ③✉♦r❞♥❡t✳ ❉✐❡ ❩❛❤❧ 360 ✇✉r❞❡ ❞❡s❤❛❧❜ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ s✐❡ ❞✉r❝❤
✶✱✷✱✸✱✹✱ ✉s✇✳ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣ t❡✐❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ❛❧s♦ ❜❡q✉❡♠ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡ ❲✐♥❦❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ ✈♦♥
❇r✉❝❤t❡✐❧❡♥ ❞❡s ✈♦❧❧❡♥ ❑r❡✐s✇✐♥❦❡❧s ❛♥❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥ ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ✾✵➦ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡♥ ❑r❡✐s❜♦❣❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❱✐❡rt❡❧ ❞❡s ✈♦❧❧❡♥ ❑r❡✐s❡s r❡♣räs❡♥t✐❡rt✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❡✉✲
❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐st ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❑r❡✐s❜♦❣❡♥s ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s ❞❡s ❑r❡✐s❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✳
❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❑r❡✐s❜♦❣❡♥❧ä♥❣❡ s ③✉ ❘❛❞✐✉s r ❛❧s ❲✐♥❦❡❧♠❛ÿ
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❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❛♥❣❛❜❡

α = s/r

✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ✳ ■st ❞❡r ❘❛✉♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤✱ s♦ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ❑r❡✐s✉♠❢❛♥❣ ❡✐♥
❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ 2π ❜③✇✳ 2π rad ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ✳

❲✐♥❦❡❧ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥ ▼❛ÿ✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡s ▼❛ÿ ❡✐♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡ ●röÿ❡ ✐st✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡
r❡✐♥❡ ❩❛❤❧✱ ♠✉ss ❑❧❛r❤❡✐t ❞❛rü❜❡r ❤❡rrs❝❤❡♥✱ ♦❜ ❡✐♥ ❲✐♥❦❡❧ ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ ♦❞❡r ✐♠ ●r❛❞✲
♠❛ÿ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳ ❉❛❤❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❞✐❡ ▼❛r❦❡ ✭❡♥❣❧✳ ✒t❛❣✏✮ r❛❞ ✉♥❞
✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❞❛s ●r❛❞s②♠❜♦❧ ➦ ❜③✇✳ ❞✐❡ ▼❛r❦❡ ❞❡❣ ❢ür ❞✐❡ ❆♥❣❛❜❡ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧♠❛ÿ❡s✳
❲ä❤r❡♥❞ ❞❛s ▼❡t❡r ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐t ✐st✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ✒t❛❣s✏ ♥✉r ❍✐❧❢s♠❛ÿ❡✐♥❤❡✐t❡♥✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ❥❡✲
❞♦❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♠ ❙■✲❙②st❡♠ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❡❧❧ ✇✐r❞ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ 1➦ = 1deg ✐♥ ✻✵
❲✐♥❦❡❧♠✐♥✉t❡♥ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✭1➦ = 60′✮✳ ❊✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧♠✐♥✉t❡ ✇✐r❞ ♠✐t 1′ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ✇✐r❞
✐♥ ✻✵ ❲✐♥❦❡❧s❡❦✉♥❞❡♥ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✭1′ = 60′′✮✳ ❉✐❡s❡ ❯♥t❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐st ♠❛♥❝❤♠❛❧ r❡❝❤♥❡r✐s❝❤
✉♥❜❡q✉❡♠✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❲✐♥❦❡❧ ❛✉❝❤ ❞❡③✐♠❛❧ ❛♥❣❡❜❡♥✱ ③✳❇✳ 30′ = 0.5➦✳

❉❡r ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧ Ω ✐st ❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❲✐♥❦❡❧ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ A ❛✉❢ ❞❡r
❙♣❤är❡ ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t❡ ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧ ✐st

Ω = A/r2 .

❊r ✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s ✉♥❞ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♠ ✒t❛❣✏ ❙t❡r❛❞ ✭sr✮ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❊✐♥
❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ 4π sr ✉♠❢❛sst ❞✐❡ ✈♦❧❧❡ ❑✉❣❡❧♦❜❡r✢ä❝❤❡✳

❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ❞❡r ✈✐s✉❡❧❧❡ P❤♦t♦♠❡tr✐❡
❩✉ ❞❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ❞❡s ▲✐❝❤ts✱ ❞✐❡ ❞❛s ❆✉❣❡ ✇❛❤r♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ❣❡❤ör❡♥ s❡✐♥❡ ❙tär❦❡

✉♥❞ s❡✐♥❡ ❋❛r❜❡✳ ❇✐s ▼✐tt❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ✇❛r❡♥ ❞✐❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♥ ❊✐♥❞rü❝❦❡ ❞✐❡ ❡✐♥③✐❣❡
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞✐❡s❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ❞❡♥♥ ❢ür r❛❞✐♦♠❡tr✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥
❢❡❤❧t❡♥ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❇❡❣r✐✛❡ ✇✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ▲❡✐st✉♥❣✳ ❉✐❡s❡r ❆❜s❝❤♥✐tt
s♦❧❧ ❞❛s ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡ ●r✉♥❞♣r✐♥③✐♣ ❡✐♥❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s♠❡t❤♦❞❡ ❜③✇✳ ❆❜✲
❣❧❡✐❝❤♠❡t❤♦❞❡ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❡r❧ä✉t❡r♥✱ ♠✐t ❞❡r ♠❛♥ ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❞✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t
❡✐♥❡r ❙t❛♥❞❛r❞❦❡r③❡ q✉❛♥t✐✜③✐❡r❡♥ ❦❛♥♥ ❦❛♥♥✳

❉❡r ♣❤②s✐♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❊✐♥❞r✉❝❦ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ❛✉❢ ▼❡♥s❝❤❡♥ ✐st ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✉♥❞ ❞❛✲
❤❡r ♥✐❝❤t ♦❜❥❡❦t✐✈✐❡r❜❛r✳ ❖❜❥❡❦t✐✈✐❡r❜❛r ✐st ❤✐♥❣❡❣❡♥✱ ♦❜ ③✇❡✐ ▲✐❝❤t❡✐♥❞rü❝❦❡ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞
♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❉✐❡ ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡ ❙❡❤❡♠♣✜♥❞✉♥❣ ✐st s♦✇♦❤❧ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❉✐s❦r✐♠✐♥✐❡r✉♥❣
✈♦♥ ❋❛r❜❡✐♥❞rü❝❦❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❍❡❧❧✐❣❦❡✐ts❡✐♥❞rü❝❦❡♥ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤ ❧❡✐st✉♥❣s❢ä❤✐❣✳ ❉❛s ✐st
❞❡r ❆♥s❛t③♣✉♥❦t ❞❡r ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♥ P❤♦t♦♠❡tr✐❡✳ ❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ✈♦r❣❡✲
st❡❧❧t❡♥ ▼❡ss❣röÿ❡♥ s✐♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ■♥❞❡① ✒✈✏ ❢ür ✒✈✐s✉❡❧❧✏ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s s♦❧❧ ❞❛r✲
❛✉❢ ❤✐♥✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✉r❝❤ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s♣r✐♥③✐♣ ❣❡♠❡ss❡♥
✇✉r❞❡♥✳

❲❡♥♥ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡ ❑❡r③❡♥ ❡♥t③ü♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♥♥ ❜❡❧❡✉❝❤t❡♥ s✐❡ ✉♥t❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❯♠✲
stä♥❞❡♥ ✭❣❧❡✐❝❤❡ ❆❜stä♥❞❡ ✉s✇✳✮ ✐❤r❡ ❥❡✇❡✐❧s ③✉❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ s♦✱ ❞❛ss s♦✇♦❤❧ ❞❡r
❋❛r❜❡✐♥❞r✉❝❦ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❛❧s ❣❧❡✐❝❤ ❡♠♣❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❱♦r❛✉s❣❡s❡t③t ❞❛ss
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s✉♠stä♥❞❡ ✉♥❞ ❋❛r❜❡✐♥❞r✉❝❦ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❡✐♥❡r ✉♥❜❡✲
❦❛♥♥t❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❞❛♥❛❝❤ ❜❡♠❡ss❡♥✱ ♦❜ ♠❛♥ ③✇❡✐✱ ❞r❡✐ ♦❞❡r ♠❡❤r ❑❡r③❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱

✾



✉♠ ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ❞❡r ▲✐❝❤tstär❦❡ ③✉ ❡♠♣✜♥❞❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉ s♣❡③✐✜③✐❡rt❡
❙t❛♥❞❛r❞❦❡r③❡ ✉♥❞ ❣❡♥❛✉ s♣❡③✐✜③✐❡rt❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s✉♠stä♥❞❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❤❡r❛♥✲
③✐❡❤❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡
❞❡r ♣❤♦t♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❙■✲❊✐♥❤❡✐t ❈❛♥❞❡❧❛ ❢ür ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ Iv✿

[Iv] = 1Candela = 1 cd .

[Iv] = [cd]

❩✉r ◆♦t❛t✐♦♥✿ ❉✐❡ ●röÿ❡✱ ❞❡r❡♥ ❊✐♥❤❡✐t ♦❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥
s♦❧❧✱ st❡❤t ❤✐❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ❡❝❦✐❣❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥✳ ❲❡♥♥ ♥✐❝❤t ❛♥❞❡rs ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ❢♦❧❣t ❞❛❤✐♥t❡r
❞✐❡ ❙■✲❊✐♥❤❡✐t ✭❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❡rst❡ ❩❡✐❧❡✮ ♦❞❡r ✐♥ ❡❝❦✐❣❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✉r ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐✲
s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❇❡✐s♣✐❡❧✿ ③✇❡✐t❡ ❩❡✐❧❡✮✳ ❊✐♥❡ t②♣✐s❝❤❡ ❍❛✉s❤❛❧ts❦❡r③❡ ❧❡✉❝❤t❡t ♠✐t ❡✐♥❡r
▲✐❝❤tstär❦❡ ✈♦♥ Iv ≈ 1 cd✳

❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡s ✈♦♥ ❡✐♥❡r ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❞❡r ▲✐❝❤tstär❦❡ Iv ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❘❛✉♠✲
✇✐♥❦❡❧ Ω ❣❡❤❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤t❢❧✉ss❡s

Φv = IvΩ

❤❡✐ÿt ▲✉♠❡♥✿

[Φv] = 1Lumen = 1 lm = 1 cd sr = 1Candela Sterad .

❉❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ A ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉❢tr❡✛❡♥❞❡ ▲✐❝❤t✢✉ss Φv r✉❢t ❞♦rt ❡✐♥❡ ❇❡❧❡✉❝❤✲
t✉♥❣sstär❦❡

Ev = Φv/A ,

❤❡r✈♦r✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ♣r♦ ❋❧ä❝❤❡♥❡✐♥❤❡✐t ❛✉❢tr❡✛❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤t✲
✢✉ss✳ ❊✐♥❡ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡ ▼♦❞❡❧❧✲▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❤❛t ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♠ ❦❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s♣rä❢❡✲
r❡♥③ ✉♥❞ str❛❤❧t ✐♥ ❛❧❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤ ✈✐❡❧ ▲✐❝❤t ❛❜✳ ❉✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡✱ ♠✐t ❞❡r
❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ❜❡str❛❤❧t ✇✐r❞✱ ♥✐♠♠t ❛✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ♠✐t
❞❡♠ ❆❜st❛♥❞ ❜③✇✳ ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r ❛❜✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❚❛t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✈✐❡r
❑❡r③❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✉♠ ♠✐t ✐❤♥❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❍❡❧❧✐❣❦❡✐ts❡✐♥❞r✉❝❦ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥
2m ③✉ ❡r③✐❡❧❡♥✱ ✇✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❑❡r③❡ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ 1m✳

■♥ ❆❜❜✳ ✷ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤❛tt❡♥♠❡t❤♦❞❡ ③✉r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤tstär❦❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❊✐♥ ❙t❛❜
✇✐r❢t ③✇❡✐ ❍❛❧❜s❝❤❛tt❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ss❝❤✐r♠✳ ❉❡r ▲✐❝❤t❡✐♥❞r✉❝❦ ❞♦rt st❛♠♠t ✈♦♥
❥❡✇❡✐❧s ♥✉r ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❆ ♦❞❡r ❇✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❍❛❧❜s❝❤❛tt❡♥s
❞❡r ✈♦♥ ❞❡r Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❜❡✐❞❡r ◗✉❡❧❧❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥❡ ▲✐❝❤t❡✐♥❞r✉❝❦ ❆✰❇ ✈♦r❧✐❡❣t✳
❉✐❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❤❛❜❡♥ ♥✉r ❞❛♥♥ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲✐❝❤tstär❦❡✱ ✇❡♥♥ s♦✇♦❤❧ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡
❛❧s ❛✉❝❤ ❋❛r❜❡✐♥❞r✉❝❦ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❍❛❧❜s❝❤❛tt❡♥❣❡❜✐❡t❡ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❋ür ❢❛r❜❣❧❡✐❝❤❡
▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❞❛❞✉r❝❤ ♠❡ss❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❛s ❆❜st❛♥❞s❣❡s❡t③
Ev ∝ r−2 ③✉♠ ❆❜❣❧❡✐❝❤ ❛✉s♥✉t③❡♥✳

❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ▲✐❝❤tstr❛❤❧s ❦❛♥♥ ❞❛s ✈♦♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡ ▲✐❝❤t ♠♦✲
❞❡❧❧♠äÿ✐❣ ❛❧s ❡✐♥ ▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧ ❣❡❞❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✳❤✳ ❛❧s ❡✐♥ ❇ü♥❞❡❧ ✈♦♥ ❙tr❛❤❧❡♥✳ ❉✐❡ ❙tr❛❤✲
❧❡♥ ❞✐✈❡r❣✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳ s✐❡ ❧❛✉❢❡♥ ✐♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❉❡r ▲✐❝❤t✢✉ss
❦❛♥♥ ❣r❛♣❤✐s❝❤ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ✐♥ ❞✐❡ ❊✐♥❤ü❧❧❡♥❞❡ ❡✐♥❡s ▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧s
❡✐♥❡ ❞❡♠ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❞❡s ▲✐❝❤t✢✉ss❡s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❡✐♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❙✐❡

✶✵



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✿ ❱✐s✉❡❧❧❡ P❤♦t♦♠❡tr✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❙❝❤❛tt❡♥♠❡t❤♦❞❡✳ ❊✐♥ ❙t❛❜ ❡♥t✇✐r❢t ③✇❡✐
❍❛❧❜s❝❤❛tt❡♥✳ ❖❜ ❍❡❧❧✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❋❛r❜❡ ❞❡r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❆ ❜③✇✳ ❇ ❣❧❡✐❝❤
s✐♥❞✱ ❧ässt s✐❝❤ ✈✐s✉❡❧❧ s❡❤r ❣✉t ❡♥ts❝❤✐❡❞❡♥✳

r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❋❧✉ss❧✐♥✐❡♥ ❞❡s ▲✐❝❤t❡s✳ ❉✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❆♥③❛❤❧
❞❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ❛✉❢tr❡✛❡♥❞❡♥ ❋❧✉ss❧✐♥✐❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡
❛✉❢tr❡✛❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❧✐❡❢❡rt s♦♠✐t ❡✐♥ ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡s ❇✐❧❞ ❞❡r ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ✭s✳ ③✳❇✳
❋✐❣✳ ✷✸✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ❙❦✐③③❡ ❡r❦❡♥♥t✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
❞❡♥ ▲✐❝❤t✢✉ss ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡r❡ ❋❧ä❝❤❡ ❦♦♥③❡♥tr✐❡rt✱ ❞❛♥♥ ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s✱ ❞❛ss ❞♦rt ❞✐❡ ❇❡✲
❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ st❡✐❣t✳ ❙t❡❧❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❇❧❡♥❞❡ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥❣❛♥❣✱ s♦ ❡♥❞❡♥ ❞♦rt ❞✐❡
▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥✳ ❍✐♥t❡r ❞❡r ❇❧❡♥❞❡ ✐st ❞❡r ▲✐❝❤t✢✉ss ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär✲
❦❡ ♥✉❧❧✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✇❡✐ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥❜ü♥❞❡❧ ③✉s❛♠♠❡♥❢ü❤rt ❜③✇✳ s✐❝❤ ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠
❦❧❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ s❝❤♥❡✐❞❡♥ ❧ässt✱ s♦ ❜❡st❡❤t ❞❡r ❋❧✉ss ❛✉s ❞❡♥ ❋❧✉ss❧✐♥✐❡♥ ❜❡✐❞❡r ❙tr❛❤❧❡♥✲
❜ü♥❞❡❧✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡♥ ❛❞❞✐❡r❡♥ s✐❝❤✳ ❉❛ ❞✐❡ ❩❛❤❧ ❞❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡r P✉♥❦tq✉❡❧❧❡
❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✱ ❛❜❡r ❞✐❡ ❜❡❧❡✉❝❤t❡t❡ ❋❧ä❝❤❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡♠
◗✉❛❞r❛t ❞❡s ❆❜st❛♥❞s r ③✉♥✐♠♠t✱ ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤ ❞❛s ❆❜st❛♥❞s❣❡s❡t③
Ev ∝ r−2✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❧❧❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❛✉s❣❡❤❡♥✲
❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ✈❡r❡✐♥❡♥✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❞❡s
❇✐❧❞❡s ❡✐♥❡r P✉♥❦tq✉❡❧❧❡ ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❞❡r ◗✉❡❧❧❡ ♥✐❝❤t ü❜❡rst❡✐❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥
❡s ❣❡❧✐♥❣t✱ ❛❧❧❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ◗✉❡❧❧❡ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❞✉r❝❤ ♦♣t✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✐♥
❡✐♥❡♠ ❋♦❦✉s♣✉♥❦t ③✉s❛♠♠❡♥③✉❢ü❤r❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❞❡r ◗✉❡❧❧❡✳

✶✳✹✳ ◆ä❤❡r✉♥❣

❆✉s ❞❡r ❙✐❝❤t ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❧✐❡❢❡r♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❡①❛❦t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❡①❛❦t❡ ❩❛❤❧❡♥✳ ❆❜❡r
♠ö❝❤t❡ ♠❛♥ ✐♠♠❡r ❞❛s ❡①❛❦t❡ ❊r❣❡❜♥✐s ❛✉sr❡❝❤♥❡♥❄ ■♥ ❞❡r P❤②s✐❦ r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ♦❢t ✒✉♥❣❡✲
♥❛✉✏✳ ❉❛s ✐st ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❣❡✇✐ss❡r ❘❡❣❡❧♥ ③✉❧äss✐❣✱ ✇❡✐❧ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤
❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t s✐♥❞ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✳✺✳✹✮✳ ❊s ❣✐❜t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
●rü♥❞❡✱ ✇❛r✉♠ ♠❛♥ ③✉ ◆ä❤❡r✉♥❣❡♥ ❣r❡✐❢t✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ♠❛✲
t❤❡♠❛t✐s❝❤ ♥✐❝❤t ❣❡♥❛✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥ ♦❞❡r s✐❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐t ❢ür ❡✐♥❡ ❛✉❢✇❡♥❞✐❣❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣
❡rs♣❛r❡♥ ♠ö❝❤t❡✳

✶✶



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✿ ❋ür s❡❤r ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ α ✇❡r❞❡♥ ❇♦❣❡♥❧ä♥❣❡ s✱ ❙❡❦❛♥t❡ a ✉♥❞ ●❡❣❡♥❦❛t❤❡t❡
a′ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ✳

❉✐❡ ❩❛❤❧ π
❲❡♥♥ ♠❛♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧ ❩❡✐t ❤❛t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣✱ ✐♥ ❞❡r

❞✐❡ ❩❛❤❧ π ❛✉❢tr✐tt✱ ✐♠ Pr✐♥③✐♣ ❡①❛❦t ❛♥❣❡❜❡♥✱ ❛❧s♦ ♠✐t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡♥ ❉❡③✐♠❛❧st❡❧❧❡♥✳
❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ✇✐❡ ❡s ❢ür ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ st❡ts ♠✐t ❡✐♥❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t
❜❡❤❛❢t❡t❡♥ ▼❡ss✉♥❣ ♥öt✐❣ ✐st ✭s✳ ❑❛♣ ✶✳✺✳✹✮✱ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❩❛❤❧ π ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡ ◆ä❤❡r✉♥❣
❡✐♥s❡t③❡♥✳ ▲✐❡❣t ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❙❝❤ät③❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ✶✪✱ ❞❛♥♥ ❣❡♥ü❣t ❡s ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❛♥st❛tt ❞❡r ❩❛❤❧ π ✭♠✐t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡♥ ❙t❡❧❧❡♥✮ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞r❡✐ ❙t❡❧❧❡♥ ✈❡r❦ür③t❡ ◆ä❤❡r✉♥❣
π ≈ 3.14 ③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✳

◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧
❆❜❜✳ ✸ ③❡✐❣t ❞❛s ❙❡❣♠❡♥t ❡✐♥❡s ❑r❡✐s❡s ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r✱ ❞❡r ❇♦❣❡♥❧ä♥❣❡ s ✉♥❞ ❞❡♠

❲✐♥❦❡❧ α = s/r✳ ❉❛s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❡❦❛♥t❡ a ❣❡❜✐❧❞❡t❡ ❣❧❡✐❝❤s❝❤❡♥❦❧✐❣❡ ❉r❡✐❡❝❦ ✉♥❞ ❞❛s ❞❛s
r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣❡ ❉r❡✐❡❝❦ ♠✐t ❞❡r ●❡❣❡♥❦❛t❤❡t❡ a′✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ r ❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ ❍②♣♦t❡♥✉s❡ ✉♥❞
❞❡r ❆♥❦❛t❤❡t❡ c ❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ s♣✐t③❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α 6= 0✳ ❊s ❣✐❧t s > a > a′ s♦✇✐❡ r > c✳
❲❡♥♥ α ❥❡❞♦❝❤ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r ✇✐r❞✱ ❞❛♥♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❙❡✐t❡♥ ✐♠♠❡r ♠❡❤r ❛♥✱ s♦ ❞❛ss
♠❛♥ ❢ür ❣❡♥ü❣❡♥❞ ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ s ≈ a ≈ a′ ✉♥❞ r ≈ c s❡t③❡♥ ❦❛♥♥✳ ❖❜
♠❛♥ ❞❛♥♥ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ♥✉♥ ❦♦rr❡❦t ❞✉r❝❤ α = s/r ♦❞❡r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ α ≈ a/r ♦❞❡r
α ≈ a′/c ❛✉s❞rü❝❦t✱ ✐st ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❣❧❡✐❝❤✳ ■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧
α → 0 ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❞✐❡ ❑rü♠♠✉♥❣ ✈♦♥ s ✉♥❞ a′, a ✉♥❞ s ❦♦♠♠❡♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛✉❢
❞❡r ❣❡r❛❞❡♥ ▲✐♥✐❡ e ③✉ ❧✐❡❣❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐t❡ c ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣✮ st❡❤t✳

◆ä❤❡r✉♥❣s❢♦r♠❡❧♥ ❢ür ❡✐♥✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥
■♥ ❚❛❜✳ ✷ s✐♥❞ ❞✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣s❢♦r♠❡❧♥ ❡✐♥✐❣❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❆✉s❞rü❝❦❡ ✐♥ P♦t❡♥③❡♥

✈♦♥ x ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❙✐❡ ❣❡❧t❡♥ ❢ür x ≪ 1✳ ❉❛s ❙②♠❜♦❧ ✒≪✏ ❜❡❞❡✉t❡t ✒s❡❤r ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥✏✱ ❞✳❤✳

✶✷



❚❛❜❡❧❧❡ ✷✿ ❲✐❝❤t✐❣❡ ◆ä❤❡r✉♥❣s❢♦r♠❡❧♥

1
1+x ≈ 1− x ln(1 + x) ≈ x sinx ≈ tanx ≈ x sinhx ≈ x

√
1 + x ≈ 1 + 1

2x ex = exp(x) ≈ 1 + x cosx ≈ 1− 1
2x

2 ≈ 1 coshx ≈ 1

x ≪ 1 ❜❡❞❡✉t❡t ❤✐❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●röÿ❡ ① s❡❤r ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ ✶ ❛✉s❢❛❧❧❡♥ s♦❧❧✳ ❉❛s ❆r❣✉♠❡♥t
❞❡r ❲✐♥❦❡❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✐st s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ ❡✐♥③✉s❡t③❡♥✳ ◆ä❤❡rt ♠❛♥ ✐♥
❡✐♥❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦ ♠❡❤r❡r❡ ❞❛r✐♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ s♦ ✐st ❡s ✇✐❝❤t✐❣✱ ❞❛ss ♠❛♥ st❡ts
❜✐s ③✉ ●❧✐❡❞❡r♥ ❣❧❡✐❝❤❡r P♦t❡♥③ ✐♥ x ♥ä❤❡rt ✉♥❞ ❦❡✐♥❡s ❞❛✈♦♥ ✈❡r❣✐sst✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡
◆ä❤❡r✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣st❡♥ P♦t❡♥③ ❛❜❜r✐❝❤t✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥
◆ä❤❡r✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳

✶✳✺✳ ▼❡ss✉♥❣

✶✳✺✳✶✳ Prä♣❛r❛t✐♦♥

❊✐♥❡r ▼❡ss✉♥❣ ❣❡❤t ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ Prä♣❛r❛t✐♦♥ ✈♦r❛✉s✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❱♦r❜❡r❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r
❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ▼❡ss✲❙✐t✉❛t✐♦♥✳ ❉❛s s♦❧❧ ❤✐❡r ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❯♠ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ●❡r❛❞❧✐♥✐❣❦❡✐t ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❛❧s ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ❞✐❡ ●❡♦❞äs✐❡
✉♥❞ ❱❡r♠❡ss✉♥❣st❡❝❤♥✐❦ ♥✉t③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ❡rst ❡✐♥❡ ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❣❡❡✐❣♥❡t❡
❆✉s❣❛♥❣ss✐t✉❛t✐♦♥ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❩✐❡❧ ❞❡r Prä♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡st❡❤t ✐♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥
❋❛❧❧ ❞❛r✐♥✱ ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ♣❛r❛❧❧❡❧❡s ✉♥❞ ✐♥ s❡✐♥❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤st ❡♥❣ ❜❡❣r❡♥③t❡s
▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳

❊t✇❛ ✶✵✵ ✉✳ ❩✳ ❜❡s❝❤r✐❡❜ ❍❡r♦♥ ✈♦♥ ❆❧❡①❛♥❞r✐❛ ❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✹❛ ❣❡③❡✐❣t❡ ❱❡r♠❡ss✉♥❣s❣❡rät
♠✐t ❲✐♥❦❡❧t❡✐❧✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❙❝❤❡✐❜❡✳ ❩✉r Prä♣❛r❛t✐♦♥ ❣❡❤ört ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤st
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ▼❡sss❝❤❡✐❜❡ ❢ür ❞❡♥ ❍♦r✐③♦♥t❛❧✇✐♥❦❡❧ ✭❍♦r✐③♦♥t❛❧❦r❡✐s✮✳ ❋❡r✲
♥❡r ❣❡❤ört ❞❛③✉ ❞✐❡ Prä♣❛r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧s✱ ❞❛s ❞❡r ■❞❡❛❧✈♦rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ▲✐❝❤t✲
str❛❤❧s ♠ö❣❧✐❝❤st ♥❛❤❡ ❦♦♠♠t✳ ❉✐❡s❡ Prä♣❛r❛t✐♦♥ ❣❡s❝❤✐❡❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❱✐s✐❡r❡✐♥r✐❝❤t✉♥❣✳
❙✐❡ ❜❡st❡❤t ❛✉s ③✇❡✐ ❇❧❡♥❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❛❞❡♥❦r❡✉③✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❇❧❡♥❞❡ ❜❡❣r❡♥③t ❞✐❡ ◗✉❡r✲
s❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ❞❡s ❙tr❛❤❧❡♥❜ü♥❞❡❧ ✐♥ ❞❡r ❇❧❡♥❞❡♥❡❜❡♥❡✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ❇❧❡♥❞❡ ❜❡❣r❡♥③t ❞❡♥
❲✐♥❦❡❧✱ ✉♠ ❞❡♥ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❞❡s ❇ü♥❞❡❧s ✈♦♥ ❞❡r ❩❡♥tr❛❧r✐❝❤t✉♥❣ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱
✐♥❞❡♠ st❛r❦ ❞✐✈❡r❣❡♥t❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❛✉s❣❡s❝❤❛❧t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ P❛r❛❧❧❡✲
❧❛✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❇ü♥❞❡❧s ✈❡r❜❡ss❡rt✳ ❉❛s P❛r❛❧❧❡❧❛✉sr✐❝❤t❡♥ ❡✐♥❡s ❇ü♥❞❡❧s ♥❡♥♥t ♠❛♥
❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥✳ ❉❛s ▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧ ✐st ✉♠s♦ ❜❡ss❡r ❦♦❧❧✐♠✐❡rt✱ ❥❡ ❡♥❣❡r ❞✐❡ ❇❧❡♥❞❡♥ s✐♥❞
✉♥❞ ❞❡st♦ ✇❡✐t❡r s✐❡ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❡♥t❢❡r♥t st❡❤❡♥✳ ❆❧s ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ●üt❡ ❡✐♥❡r ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ Ö✛♥✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐✈❡r❣❡♥③ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐✈❡r✲
❣❡♥③ α ✐st ❞✐❡ ❍ä❧❢t❡ ❞❡s Ö✛♥✉♥❣s✇✐♥❦❡❧s β✳ ❉❛ ♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ♦❤♥❡❤✐♥ ❦❧❡✐♥❡
Ö✛♥✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ❛♥str❡❜t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ s❡❤r ❣✉t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r ❲✐♥✲
❦❡❧ ❛❜s❝❤ät③❡♥✳ ❋ür ❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✹❜ ❣❡③❡✐❣t❡ ❑♦❧❧✐♠❛t♦rr♦❤r ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐✈❡r❣❡♥③ ✐♥
❞✐❡s❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ α ≈ w/d ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐❞❡ ❇❧❡♥❞❡♥

✶✸



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✿ ✭❛✮ ❆♥t✐❦❡s ❱❡r♠❡ss✉♥❣s❣❡rät✳
✭❜✮ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❑♦❧❧✐♠❛t♦rr♦❤r ♠✐t ③✇❡✐ ❇❧❡♥❞❡♥ ❞❡r ❇r❡✐t❡ w ✐♠
❆❜st❛♥❞ d✳ ❉✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐✈❡r❣❡♥③ α ✐st ❞❡r ❣röÿt❡ ◆❡✐❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧✱ ❞❡♥ ❡✐♥
❙tr❛❤❧ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧s ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ str✐❝❤♣✉♥❦t✐❡rt ❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡
❆❝❤s❡ ❞❡s ❑♦❧❧✐♠❛t♦rs ❤❛❜❡♥ ❦❛♥♥✳

❡✐♥❡s ❱✐s✐❡rs ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ w = 1mm ❜r❡✐t s✐♥❞ ✉♥❞ ✐❤r ❆❜st❛♥❞ d = 1m ❜❡trä❣t✱ ❞❛♥♥
❜❡trä❣t ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐✈❡r❣❡♥③ ✉♥❣❡❢ä❤r α ≈ w/d = 0.001 rad✳

❊✐♥❡ ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ♠✐t ③✇❡✐ ❇❧❡♥❞❡♥ ❤❛t ❞❡♥ ◆❛❝❤t❡✐❧✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ❞❡r
❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡s ▲✐❝❤t✢✉ss❡s ❜❡③❛❤❧t✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s st❡❧❧t ❞✐❡ Prä♣❛✲
r❛t✐♦♥ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡♥ ❑♦♠♣r♦♠✐ss ③✇✐s❝❤❡♥ ▲✐❝❤t✢✉ss ✉♥❞ ❞❡r ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ✐❞❡❛❧❡♥
▲✐❝❤tstr❛❤❧ ❞❛r✳

✶✳✺✳✷✳ ❱❡r♠❡ss✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧t ✐♥ ❞❡r ❆♥t✐❦❡

❉✐❡ ❜❡st❡ ❦♦❧❧✐♠✐❡rt❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❣r♦ÿ❡r ▲✐❝❤tstär❦❡✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r♥
❞❡r ❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡♥ ❆♥t✐❦❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❛♥❞✱ ✇❛r ❞✐❡ ❙♦♥♥❡✳ ❉❛s ❙♦♥♥❡♥❧✐❝❤t ❢ä❧❧t ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❉✐✈❡r❣❡♥③✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r 1× 10−2 rad ❛✉❢ ❞✐❡ ❊r❞❡ ❡✐♥✱ ✇❛s ✉♥❣❡❢ä❤r ❡✐♥❡♠
❤❛❧❜❡♥ ●r❛❞ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❛s ✐st ❢❛st s❝❤♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉ ♥❡♥♥❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✐st ❞❡r ❙❝❤❛tt❡♥✲
✇✉r❢ ✐♠ ❙♦♥♥❡♥❧✐❝❤t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❦❧❡✐♥❡r❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ r❡❝❤t s❝❤❛r❢✳

❉✐❡s❡ ❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ❞❡r ✒❙♦♥♥❡♥str❛❤❧❡♥✏ ✇✉r❞❡ ❝❛✳ ✐♠ ✸✳ ❏❤✳ ✈✳ ✉✳ ❩✳ ✈♦♥
❊r❛t♦st❤❡♥❡s ③✉r ❡rst❡♥ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❊r❞✉♠❢❛♥❣s ✉♥❞ ❞❡s ❆❜st❛♥❞❡s ✈♦♥ ❊r❞❡ ✉♥❞
▼♦♥❞ ❜③✇✳ ❊r❞❡ ✉♥❞ ❙♦♥♥❡ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✿ ■❤♠ ✇❛r ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❡✐♥ t✐❡❢❡r ❇r✉♥♥❡♥ ✐♥
❆ss✉❛♥ ❞❛s ❙♦♥♥❡♥❧✐❝❤t ③✉r ▼✐tt❛❣s③❡✐t ❞❡r ❙♦♠♠❡rs♦♥♥❡♥✇❡♥❞❡ r❡✢❡❦t✐❡rt❡✳ ❉❛ ❆ss✉❛♥
♥❛❤❡③✉ ❛✉❢ ❞❡♠ ❲❡♥❞❡❦r❡✐s ❧✐❡❣t✱ ❢ä❧❧t ❞❛s ❙♦♥♥❡♥❧✐❝❤t ❞❛♥♥ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❊r❞♦❜❡r✢ä✲
❝❤❡ ❛✉❢✳ ❊r ❦❛♥♥t❡ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❞❡s ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s ③✉r ▼✐tt❛❣s③❡✐t ✐♥ ❆❧❡①❛♥❞r✐❛ ✉♥❞
❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❖rt❡♥✱ ✇♦r❛✉s ❡r ❞❡♥ ❊r❞✉♠❢❛♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❦♦♥♥t❡✳
❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✐st ✐♥ ❆❜❜✳ ✺❛ s❦✐③③✐❡rt✳ ❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✇❛r s❡✐♥❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡r
❙♦♥♥❡♥str❛❤❧❡♥ str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ♥✐❝❤t r✐❝❤t✐❣ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s❜❡st✐♠♠✉♥❣ s❡❤r
✉♥❣❡♥❛✉✳ ❆❜❡r ❞❡♥♥♦❝❤ ✇❛r ❞✐❡s❡ ▼❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡ ❙t❡r♥st✉♥❞❡ ❞❡r ▼❡♥s❝❤❤❡✐ts❣❡s❝❤✐❝❤t❡✳
■♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ❦♦♠♠t ❡s ♦❢t ♥✐❝❤t ❞❛r❛✉❢ ❛♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡①❛❦t ♠✐sst✱ ♦❞❡r ❞❛ss ✕✇✐❡ ✐♠

✶✹



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✿ ✭❛✮ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❊r❞✉♠❢❛♥❣s ❞✉r❝❤ ❊r❛t♦st❤❡♥❡s✳ ✭❜✮ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❆❜✲
st❛♥❞s ❊r❞❡✲❙♦♥♥❡ ❞✉r❝❤ ❆r✐st❛r❝❤✳

✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❛❧❧✕ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡♥str❛❤❧❡♥ ❡①❛❦t ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇är❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❞✐❡
▼❡ss✉♥❣❡♥ ❣❡♥❛✉ ❣❡♥✉❣ s✐♥❞✱ ✉♠ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡s ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ③✉ ❡✐♥❡r ♥❡✉❡♥
❊r❦❡♥♥t♥✐s ③✉ ❣❡❧❛♥❣❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❦♦♥♥t❡ ❊r❛t♦st❤❡♥❡s ❞❡♥ ❊r❞✉♠❢❛♥❣ ❣röÿ❡♥♦r❞✲
♥✉♥❣s♠äÿ✐❣ ❦♦rr❡❦t ❜❡st✐♠♠❡♥✳

❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ♥✉♥♠❡❤r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❊r❞r❛❞✐✉s ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❊r❞❡ ③✉♠
▼♦♥❞ ❛✉s ❞❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ▼♦♥❞✲ ✉♥❞ ❙♦♥♥❡♥✜♥st❡r♥✐s ❡rs❝❤❧♦ss❡♥✳ ❱♦r ♠❡❤r ❛❧s
✷✵✵✵ ❏❛❤r❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t❡ ❞✐❡s ❆r✐st❛r❝❤✱ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❊r❞❡ ③✉r ❙♦♥♥❡
③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥ ✭❆❜❜✳ ✺❜✮✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦r ❙♦♥♥❡♥✉♥t❡r❣❛♥❣ ❡✐♥❡♥ ❍❛❧❜♠♦♥❞ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱
s♦ ❢ä❧❧t ❞❛s ▲✐❝❤t ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❣❡♥❛✉ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❙✐❝❤t❧✐♥✐❡ ❊r❞❡✲▼♦♥❞ ❡✐♥✳ ❆✉s ❞❡♠
r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣❡♥ ❉r❡✐❡❝❦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ③✉r ❙♦♥♥❡✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ β
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙✐❝❤t❧✐♥✐❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ▼♦♥❞ ✉♥❞ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❜❡st✐♠♠t✳

✶✳✺✳✸✳ ❱❡r♠❡ss✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧t ✐♥ ❞❡r ❢rü❤❡♥ ◆❡✉③❡✐t

❆✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❢rü❤❡♥ ◆❡✉③❡✐t ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❆✉s♠❡ss✉♥❣ ✈♦♥ ❉r❡✐✲
❡❝❦❡♥✱ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ▲❛♥❞✈❡r♠❡ss✉♥❣✳ ❆❜❜✳ ✻❛ ✐❧❧✉str✐❡rt ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡
❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s♠❡ss✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s✱ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡
❙tr❡❝❦❡ ❛✉❢ ❞❡r ▼❡ss❧❛tt❡ ❣❡s❡❤❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❡r ❲✐♥❦❡❧ ✇✐r❞ ✉♠ s♦ ❦❧❡✐♥❡r✱ ❥❡ ✇❡✐t❡r ❞✐❡
▼❡ss❧❛tt❡ ❡♥t❢❡r♥t ✐st✳

❆❧s ❲✐♥❦❡❧♠❡ss❣❡rät ✇✐r❞ ♠❡✐st ❡✐♥ ❚❤❡♦❞♦❧✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇✐❡ ❡r ③✳❇✳ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶❜ ❣❡③❡✐❣t
✐st✳ ❊r ❤❛t ③✇❡✐ ❉r❡❤❦r❡✐s❡✱ ❡✐♥❡♥ ❍♦r✐③♦♥t❛❧❦r❡✐s ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❱❡rt✐❦❛❧❦r❡✐s✱ ❞❡r❡♥ ❉r❡❤✲
❛❝❤s❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t s❝❤♥❡✐❞❡♥✳ ❩✇❡✐
❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❤❡✐ÿ❡♥ ♥♦r♠❛❧ ❜③✇✳ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜③✇✳ r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✱ ✇❡♥♥ s✐❡
❡✐♥❡♥ r❡❝❤t❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ s❡♥❦r❡❝❤t ❜③✇✳ ✈❡rt✐❦❛❧ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤✲
t✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❧♦❦❛❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧s ✐st✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ③✳❇✳
❞✉r❝❤ ❞❛s ❙❡♥❦❜❧❡✐ ❜③✇✳ ❙❡♥❦❧♦t ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❊✐♥❡ ✇❛❛❣❡r❡❝❤t❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ st❡❤t ♦rt❤♦✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✿ ✭❛✮ ❉✐❣❡❞❛❣s ❜❡✐ ❞❡r ▲❛♥❞✈❡r♠❡ss✉♥❣✳ ❉❡r ❈♦♠✐❝ ✐st ❑✉❧t ❜❡✐ ❞❡♥ ●❡♦♣❤②✲
s✐❦❡r♥✳ ✭❜✮ ❙t❡r♥❡ ✐♠ ❯♠❦r❡✐s ✈♦♥ ❡✐♥✐❣❡♥ P❛rs❡❝ ✉♠ ✉♥s❡r ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠✳

❣♦♥❛❧ ③✉r s❡♥❦r❡❝❤t❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ✇✐r❞ ③✳❇✳ ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❛ss❡r✇❛❛❣❡ ❜❡st✐♠♠t✳ ❩✉r
Prä♣❛r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❚❤❡♦❞♦❧✐t❡♥ ❣❡❤ört✱ ❞❛ss ❡r ③✉❡rst ♠✐t ❞❡♠ ▲♦t s♦ ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t ✇✐r❞✱
❞❛ss ❞✐❡ ❉r❡❤❛❝❤s❡ ❞❡s ❍♦r✐③♦♥t❛❧❦r❡✐s❡s s❡♥❦r❡❝❤t st❡❤t✳ ❉✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ③✉ ❞❡r ③✉♠
❊r❞♠✐tt❡❧♣✉♥❦t ③❡✐❣❡♥❞❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❉r❡❤❛❝❤s❡ ✇❡✐st ③✉♠ ❩❡♥✐t ✉♥❞ ✐st ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣
❢ür ❞❡♥ P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ ϑ✱ ❞❡r ❛♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧t❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❱❡rt✐❦❛❧❦r❡✐s❡s ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇✐r❞✳ ❲✐♥✲
❦❡❧ φ ✐♥ ❞❡r ✇❛❛❣❡r❡❝❤t❡♥ ❊❜❡♥❡ ❜③✇✳ ❞❡r ❍♦r✐③♦♥t❛❧❡❜❡♥❡ ✇❡r❞❡♥ ❛♠ ❍♦r✐③♦♥t❛❧❦r❡✐s
❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✉♥❞ ❛❧s ❆③✐♠✉t✇✐♥❦❡❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳✶

❉✐❡ ❡rst❡ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❦♦s♠✐s❝❤❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s❜❡st✐♠♠✉♥❣ ✇✉r❞❡ ✐♠ ✶✼✳ ❏❤✳ ❞✉r❝❤ ❈❛ss✐♥✐
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❊r ❜❡st✐♠♠t❡ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❞❡r ▼❛rs ✈♦♥ P❛r✐s ✉♥❞ ❈❛②❡♥♥❡
✭●✉❛②❛♥❛✮ ❛✉s ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✐r❞✱ ❛❧s♦ ♠✐t ❡✐♥❡r s❡❤r ❣r♦ÿ❡♥ ❇❛s✐s❧✐♥✐❡✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ t❡r✲
r❡str✐s❝❤❡ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❛✉ ❣❡♥✉❣ ❜❡❦❛♥♥t ✇❛r✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❑❡♣✲
❧❡rs❝❤❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡s❡t③❡ ❞✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊r❞❡ ✉♥❞ ❙♦♥♥❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳
❉✐❡s❡r ♠✐tt❧❡r❡ ❘❛❞✐✉s ❞❡r ❊r❞❜❛❤♥ st❡❧❧t ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❆str♦♥♦♠✐❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t
❆str♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❛r✿

1Astronomische Einheit = 1AE ≃ 1.5× 1011m.

❉✐❡ ✶✾✼✼ ❣❡st❛rt❡t❡ ❙♦♥❞❡ ❱♦②❛❣❡r ✶✱ ❞❛s ❞❡r③❡✐t ❛♠ ✇❡✐t❡st❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❊r❞❡ ❛✉s ✐♥s
❲❡❧t❛❧❧ ✈♦r❣❡❞r✉♥❣❡♥❡ ❖❜❥❡❦t✱ ③✉ ❞❡♠ ♥♦❝❤ ❋✉♥❦❦♦♥t❛❦t ❜❡st❡❤t✱ ❤❛t ✐♥③✇✐s❝❤❡♥ ♠❡❤r
❛❧s 140AE ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t✳

❉❡r ❘❛❞✐✉s ❞❡r ❊r❞❜❛❤♥ ✐st ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❇❛s✐s❧✐♥✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s❜❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r
♥ä❝❤st❡♥ ❙t❡r♥❡✳ ❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❦♦s♠✐s❝❤❡♥ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣s♠❡ss✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

✶❖❤♥❡ ✒t❤✏✱ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ✒❆③✐♠✉t❤✏✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ❲♦rt ❦♦♠♠t ❛✉s ❞❡♠ ❆r❛❜✐s❝❤❡♥ ✒❛s✲s❛♠t✏✱ �I fÒ ���Ë
�
@✱ ✉♥❞

♥✐❝❤t ❛✉s ❞❡♠ ●r✐❡❝❤✐s❝❤❡♥✳
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✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❛✉✢ös✉♥❣ ❞❡r ❚❡❧❡s❦♦♣❡ ❜❡❣r❡♥③t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❆✉✢ös✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡r
❲✐♥❦❡❧s❡❦✉♥❞❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥ ✈♦♥ r✉♥❞ 200 000AE ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉✐❡s❡
❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❤❡✐ÿt P❛rs❡❝ ✭P❛r❛❧❧❛①❡♥s❡❦✉♥❞❡✮✿

1Parsec = 1pc ≃ 3× 1✵16m.

❉❡r ③✉ ✉♥s ♥ä❝❤st❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙t❡r♥ ✭Pr♦①✐♠❛ ❈❡♥t❛✉r✐✮ ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡t✇❛s ♠❡❤r ❛❧s
1 pc ✈♦♥ ✉♥s ❡♥t❢❡r♥t✳ ❆❜❜✳ ✻❜ ③❡✐❣t ❞✐❡ ✉♥s ❛♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠❡✳
■❤r❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥ ❦♦♥♥t❡♥ ❛❧❧❡s❛♠t ♠✐tt❡❧s ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❙♣ät❡st❡♥s
❛✉❢ ❞❡r ❙❦❛❧❛ ❞✐❡s❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s✱ ✇❛s ♠❛♥ ❛❧s ▼❡ss✉♥❣
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ♥✐❝❤ts ❛❧s ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✿ ❆❧❧❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥✦

✶✳✺✳✹✳ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t

P❤②s✐❦❡r♥ st❡❤❡♥ ❞r❡✐ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✱ ✉♠ ③✉ ❡✐♥❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐✲
❜✉♥❣ ❞❡r ◆❛t✉r ③✉ ❦♦♠♠❡♥✿

✶✳ ❘❛t❡♥

✷✳ ❙❝❤ät③❡♥

✸✳ ❋❛❝❤♠ä♥♥✐s❝❤❡s ✉♥❞ ✈♦rs❝❤r✐❢ts♠äÿ✐❣❡s ❙❝❤ät③❡♥

❆♥❞❡rs ❛❧s ❞❛s r❡✐♥❡ ❘❛t❡♥ ❣❡❤❡♥ ❙❝❤ät③♠❡t❤♦❞❡♥ ✈♦♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉s✳
❉❛s ❢❛❝❤♠ä♥♥✐s❝❤❡ ✉♥❞ ✈♦rs❝❤r✐❢ts♠äÿ✐❣❡ ❙❝❤ät③❡♥ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ▼❡ss❡♥✳ ❊s ❧✐❡❣t ✐♥ ❞❡r
◆❛t✉r ❞❡s ❙❝❤ät③❡♥s ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡s ▼❡ss❡♥s✱ ❞❛ss ❞❡♠ ❊r❣❡❜♥✐s ✐♠♠❡r ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡
❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛♥❤❛❢t❡t✳ ❉❛❤❡r ❜❡st❡❤t ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ st❡ts ❛✉s ❡✐♥❡r ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ✐♥t❡r✲
❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ●röÿ❡ ✭▼❡ss✇❡rt✮ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡r ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✭▼❡ss✉♥s✐✲
❝❤❡r❤❡✐t✮✳ ❏❡ ✇❡✐t❡r ♠❛♥ ❡s ❛❜❡r ✐♥ ❞❡r ❑✉♥st ❞❡s ❣❡♥❛✉❡♥ ❙❝❤ät③❡♥s✱ ❛❧s♦ ❞❡s ▼❡ss❡♥s✱
❣❡❜r❛❝❤t ❤❛t✱ ❞❡st♦ ♠❡❤r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡r ❉❛t❡♥ ✈❡rr✐♥❣❡r♥✳

❙②st❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼❡ss❢❡❤❧❡r✳ ❋ür ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ P❤②s✐❦❡r ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ▼❡ss✇❡rt✲
❙❝❤ät③✐♥str✉♠❡♥t❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ♠❡✐st ❦✉r③ ❛❧s ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊s ❦❛♥♥ ✐♥
❞❡r Pr❛①✐s ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡s ❛✉s✇ä❤❧t✱ ✇❡❧❝❤❡s ♥✐❝❤t ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣✱ ♥✐❝❤t ❣✉t
❣❡♥✉❣ ❣❡❜❛✉t ♦❞❡r s❝❤❧❡❝❤t ❣❡❡✐❝❤t ✐st✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♠❡❤r❡r❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣
❤❛t ✭❞✐❡s❡ ❲❛❤❧ ❤❛t ♠❛♥ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r✮ ✉♥❞ s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❢❡❤❧❡r❤❛❢t❡ ❞❛r❛✉s ❛✉s❣❡s✉❝❤t
❤❛t✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❋❡❤❧❡r ❜❡❣❛♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ❢❛❝❤♠ä♥♥✐s❝❤
❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ❛✉s s♦❧❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r♥ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥❡♥♥t ♠❛♥ s②st❡♠❛✲
t✐s❝❤❡ ▼❡ss❢❡❤❧❡r✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞r❛✉❢ ❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st✱ ❞❛ss s✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱
✉♥❞ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❤❡r❛✉s✜♥❞❡t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ✈❡r♠❡✐❞❡♥
♦❞❡r ③✉♠✐♥❞❡st r❡❞✉③✐❡r❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡♥ ❇❛✉ ❞❡s ■♥str✉♠❡♥ts ♦❞❡r ❞✐❡
▼❡ss♠❡t❤♦❞❡ ❜③✇✳ ✲♠❡t❤♦❞✐❦ ✈❡r❜❡ss❡rt✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ❞❛s ❚❡❧❡s❦♦♣ ❡✐♥❡s ❚❤❡♦❞♦✲
❧✐t❡♥ ❡✐♥❡ s②st❡♠❜❡❞✐♥❣t❡ ▼✐ss✇❡✐s✉♥❣ ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ♦❞❡r ♥❛❝❤ ❧✐♥❦s ✈♦♥ ❞❡r ③✉ ✈✐s✐❡r❡♥❞❡♥
❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❉✐❡s❡ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼❡ss❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ■♥str✉♠❡♥ts ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛✲
❞✉r❝❤ ❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❛s ❋❡r♥r♦❤r ✉♠ ✶✽✵➦ ✉♠ s❡✐♥❡ ❍♦r✐③♦♥t❛❧❛❝❤s❡ ❞r❡❤t
✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✉♠ ✶✽✵➦ ✉♠ ❞✐❡ ❱❡rt✐❦❛❧❛❝❤s❡✳ ❊✐♥❡ ❧✐♥❦❡ ▼✐ss✇❡✐s✉♥❣ ❣❡❤t ❞❛♥♥ ✐♥
❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ r❡❝❤t❡ ▼✐ss✇❡✐s✉♥❣ ü❜❡r✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛❤❡r ❛✉s ❜❡✐❞❡♥ ▼❡ss✇❡rt❡♥ ❞❡♥
▼✐tt❡❧✇❡rt ❜✐❧❞❡t✱ ♠✐tt❡❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ▼✐ss✇❡✐s✉♥❣ ❤❡r❛✉s✳

✶✼



❩✉❢❛❧❧s❜❡❞✐♥❣t❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧❧❡ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼❡ss❢❡❤✲
❧❡r ❜❡s❡✐t✐❣t ❤❛t ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●üt❡ ❞❡r Prä♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤❢ü❤rt✱
✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ③✇❡✐ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐✳❆✳ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ●❡♦♠❡t❡r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ▼❡s✲
s✉♥❣❡♥ ✐♠ ●❡❧ä♥❞❡ ❞✉r❝❤❢ü❤rt✱ ❞❛♥♥ ❤ä♥❣t ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ✇✐❡✈✐❡❧ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❞❡r
●❡♦♠❡t❡r ❤❛t ✉♥❞ ✇✐❡ ✈✐❡❧ ▼ü❤❡✱ ❙♦r❣❢❛❧t ✉♥❞ ❩❡✐t ❡r ❢ür ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ ❛✉❢✇❡♥❞❡t✳ ❉❛s
❘❡s✉❧t❛t ❦ö♥♥t❡ ❞❛✈♦♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ♦❜ ❡r ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❦✉r③ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❙tr❡✐t ♠✐t s❡✐♥❡♠
❱♦r❣❡s❡t③t❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ❤❛t ♦❞❡r ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤③❡❝❤t❡♥ ◆❛❝❤t✱ ♦❜ ❡r ❡✐♥❡♥ ❑❛✛❡❡
❣❡tr✉♥❦❡♥ ❤❛t ♦❞❡r ♦❜ ❡r ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❆r❜❡✐tst❛❣❡s ✐♠ ●❡❧ä♥❞❡ ♠ü❞❡ ❣❡✇♦r❞❡♥ ✐st✳
❙♦❧❝❤❡ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t s②st❡♠❛t✐s✐❡r❜❛r ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼❡ss✇❡rt❡ ✉♥❞
▼❡ss❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡s ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❉❡♥♥ ❧ä❣❡♥ s②st❡♠❛t✐s✐❡r❜❛r❡ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ ✈♦r✱ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❚r❡♥❞ ❞❛❜❡✐ ❢❡stst❡❧❧❡♥ ♦❞❡r ❡s ✐r❣❡♥❞✇✐❡ s❝❤❛✛❡♥ ✇ür❞❡✱ ❞❡♥
❊✐♥✢✉ss s②st❡♠❛t✐s❝❤ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞❛♥♥ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ✐❤♥ ❛✉❝❤ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❦♦rr✐❣✐❡r❡♥✱
❞✳❤✳ ❡s ✇ür❞❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r ❡✐♥❡s s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡rs ❤✐♥❛✉s❧❛✉❢❡♥✳

▼❛♥ ♠✉ss s✐❝❤ ❧❡✐❞❡r ♠✐t ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡ ❛❜✜♥❞❡♥✱ ❞❛ss ▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡ ✐✳❆✳ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❱✐❡❧③❛❤❧
❦♦♠♣❧❡①❡r ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ✉♥t❡r ❑♦♥tr♦❧❧❡
❤❛t✳ ■♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✉r ❞✐❡ ❆❝❤s❡❧♥ ③✉❝❦❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢❣❡❜❡♥✱ ✇❡✐t❡r ♥❛❝❤
s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❯rs❛❝❤❡♥ ③✉ s✉❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ♠❡✐st ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ❜❡❣r❡♥③t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤
s❝❤✇❛♥❦❡♥❞❡♥ ▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡✱ ❞✐❡ tr♦t③ ❛❧❧❡r ❇❡♠ü❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r
❦♦♥tr♦❧❧✐❡rt❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ③✉ ❧❛ss❡♥✱ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ③✉❢ä❧❧✐❣✳ ❉❛♠✐t s♦❧❧
❛✉s❣❡❞rü❝❦t s❡✐♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❆♥str❡♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r♥❡❤♠❡♥ ✇✐❧❧✱ s✐❡ ✇❡✐t❡r
③✉ s②st❡♠❛t✐s✐❡r❡♥✳

❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r
✇❡✐t❡r s②st❡♠❛t✐s✐❡r❡♥ ❦❛♥♥ ♦❞❡r ✇✐❧❧✱ ❤❡✐ÿ❡♥ ③✉❢ä❧❧✐❣✳

❲❛s ✐st ❩✉❢❛❧❧❄ ❉❛ss ♠❛♥ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❛❧s ③✉❢ä❧❧✐❣ ❞❡❦❧❛r✐❡rt✱ ❧✐❡❣t ♦❢t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss
♠❛♥ ✈♦r ❞❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❱✐❡❧③❛❤❧ ❦♦♠♣❧❡①❡r ❊✐♥✢üss❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ❦❛♣✐t✉❧✐❡rt✳
▼❛♥❝❤♠❛❧ ✇är❡ ❡s ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❣❡✇✐ss❡ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ ❞✉r❝❤ ✈❡r♠❡❤rt❡ ❆♥str❡♥✲
❣✉♥❣ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦rs ❜❡ss❡r ③✉ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❡♥✱ ❛❜❡r ♠❛♥ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❜❡✇✉sst ❞❛✲
❢ür✱ ❞❛r❛✉❢ ③✉ ✈❡r③✐❝❤t❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞❡r ❞❛③✉ ♥öt✐❣❡ ❆✉❢✇❛♥❞ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ③✉ ❦❧är❡♥❞❡♥
❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣ ♥✐❝❤t r❡❝❤t❢❡rt✐❣❡♥ ❧✐❡ÿ❡ ♦❞❡r ✉♥s✐♥♥✐❣ ✇är❡✳ ❆❜❡r s❡❧❜st ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡r❡✐t
✇är❡✱ ❛❧❧❡ ❆♥str❡♥❣✉♥❣❡♥ ❛✉❢ s✐❝❤ ③✉ ♥❡❤♠❡♥✱ s♦ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛s ❩✐❡❧ ❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥
❑♦♥tr♦❧❧❡ ❡✐♥❡r ▼❡ss✉♥❣ ✉✳❯✳ ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t
③✇❡✐❡r ▼❡ss❣röÿ❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ✉♥t❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ stöÿt✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲
s❝❤❡ ❯♥s❝❤är❢❡r❡❧❛t✐♦♥ ❣❡s❡t③t ✐st ✭s✳ ✒❘♦♠❛♥♦s P❤②s✐❦❦✉rs ✷✏✮✳
❲❡♥♥ P❤②s✐❦❡r ❛✉s ❘❡s✐❣♥❛t✐♦♥✱ Pr❛❣♠❛t✐s♠✉s ♦❞❡r ❊✐♥s✐❝❤t ❛✉❢❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ❞✐❡ ❯r✲
s❛❝❤❡ ❞❛❢ür ❤❡r❛✉s③✉✜♥❞❡♥✱ ✇❛r✉♠ s✐❝❤ ③✇❡✐ ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ♦❜✇♦❤❧ ❞✐❡
▼❡ss✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ▼❛ÿ❣❛❜❡ ❞❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ♣rä♣❛r✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ ❞❛♥♥
s❝❤r❡✐❜❡♥ s✐❡ ❡s ❞❡♠ ❩✉❢❛❧❧ ③✉✳ ❲✐r❞ ③✉ ❞❡♥ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✲
✇❡rts ❜❡✐ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ ❣❡tr♦✛❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ♣❡r ❩✉❢❛❧❧ ❡✐♥❣❡✲
tr❡t❡♥ s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ♠ö❝❤t❡ ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❦✉♥❞t✉♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡s ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❢ür s✐♥♥✈♦❧❧ ❤ä❧t✱
✇❡✐t❡r ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❦❛✉s❛❧❡♥ ❊r❦❧är✉♥❣ ❢ür ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❛✉s❢❛❧❧❡♥❞❡ ▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡ ③✉

✶✽



s✉❝❤❡♥✳

❙t❛♥❞❛r❞s ❢ür ▼❡ss✇❡rt ✉♥❞ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✳ ▲✐❡❣t ❉❛t❡♥♠❛t❡r✐❛❧ ❛✉s s❡❤r ✈✐❡✲
❧❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ♦❞❡r s②st❡♠❛t✐s❝❤ ✈❛r✐✐❡rt❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✈♦r✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥
❞✐❡ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss✇❡rt❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✉♥❞
q✉❛♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥❛❧②s❡ ✈❡r❜❡ss❡rt ❞✐❡ ◗✉❛❧✐tät ❞❡r ▼❡ss✇❡rt❛♥❣❛❜❡ ✉♥❞ ❣✐❜t
❆✉❢s❝❤❧✉ss ❞❛rü❜❡r✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ▼❛ÿ❡ ❡s ❣❡❧✉♥❣❡♥ ✐st✱ ❞✐❡ ✉♥❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❜❛r❡♥ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦✲
t♦r❡♥ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥ ❜③✇✳ ✇✐❡ ❛✉ss❛❣❡❦rä❢t✐❣ ❞❛s ▼❡ssr❡s✉❧t❛t ✐st✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ❣❡❧✐♥❣t ❡s
❛✉❝❤✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼❡ss❢❡❤❧❡r♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙♣✉r ③✉ ❦♦♠♠❡♥
✉♥❞ s✐❡ ③✉ ❡❧✐♠✐♥✐❡r❡♥✳

◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ s♦❧❧ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ Pr♦❜❧❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❞❡♥ ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t ▼❡ss✉♥✲
s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ✐❧❧✉str✐❡r❡♥✿ ❊✐♥ ●❡♦♠❡t❡r ❤❛❜❡ ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ✐♠ ❋❡❧❞ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ ✈♦♥ ❣❡♥❛✉
3 km ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧ ❛❜③✉♠❡ss❡♥ ✉♥❞ ❞♦rt ❡✐♥❡♥ ●r❡♥③st❡✐♥ ❡✐♥③✉s❝❤❧❛❣❡♥✳ ●❡♥❛✉❄
◆✉♥✱ s♦ ❣❡♥❛✉ ❡r ❡❜❡♥ ❦❛♥♥✦ ❉❛③✉ ✇❡♥❞❡t ❡r ❞❡♥ st❛♥❞❛r❞♠äÿ✐❣ ❛✉❢ 2.000m ❡✐♥❣❡st❡❧❧t❡♥
❩✐r❦❡❧ ✶✺✵✵✲♠❛❧ ❛♥✳ ❉❛s ✐st ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ♥♦♠✐♥❛❧❡♥ ❉✐st❛♥③ ✈♦♥ 3 km✳
❲❡♥♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ♥✉♥ ♠❡❤r❢❛❝❤✱ ❡t✇❛ ✈♦♥ n ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ●❡♦✲
♠❡t❡r♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ s♦ ✇✐r❞ ❡s ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ s❡❤r ü❜❡rr❛s❝❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❛❜❣❡st❡❝❦t❡♥
❊♥❞♣✉♥❦t❡ ♥✐❝❤t ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❉❛s ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞❛♥♥ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥ s❡✐♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ●❡♦✲
♠❡t❡r ❛❧❧❡ ✐❤r ❍❛♥❞✇❡r❦ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ✐❤r❡ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧ ♣rä③✐s❡ ❣❡❡✐❝❤t ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✱ ❡t❝✳✱ ✉♥❞
s✐❡ ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡ ❦❡✐♥❡ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼❡ss❢❡❤❧❡r ❜❡❣❛♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞
♥✐❝❤t s②st❡♠❛t✐s✐❡r❜❛r ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❛❧s ③✉❢ä❧❧✐❣ ❛♥③✉s❡❤❡♥✳ ❏❡❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡ j✲t❡ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧✲
s❝❤r✐tt xi,j ❞❡r j = 1, . . . , 1500 ❙❝❤r✐tt❡ ❞❡s i✲t❡♥ ●❡♦♠❡t❡rs ✭i = 1, . . . , n) ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❞❡♠
❩✉❢❛❧❧ ✉♥❞ ❡♥ts♣r✐❝❤t ♥✉r ✉♥❣❡❢ä❤r ❞❡r ♥♦♠✐♥❛❧❡♥ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ✈♦♥ 2.000m✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s
✇✐r❞ ❞✐❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❞❛✈♦♥ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ♦❞❡r ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❤✐♥ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✱ ❞❡♥♥
❞❛ ♠✉ss ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ♠❛❧ ✐♠ ▼❛ts❝❤ ❡✐♥❡s strö♠❡♥❞❡♠ ❘❡❣❡♥s ♦❞❡r ✐♠ ✇✐♥✲
t❡r❧✐❝❤❡♠ ❙❝❤♥❡❡ ❞✉r❝❤ ➘❝❦❡r✱ ❲✐❡s❡♥ ♦❞❡r ❲ä❧❞❡r ❤✐♥❞✉r❝❤ ❛❜❣❡st❡❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❯♥t❡r
s♦❧❝❤❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ✇är❡ ❡s ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤❡r ❯♥s✐♥♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈❡rs✉❝❤❡♥ ✇♦❧❧t❡✱ ❞✐❡ ✉♥✲
❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ ❛❦r✐❜✐s❝❤ ③✉ ❡r❢❛ss❡♥ ♦❞❡r ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳
❉❛♠✐t ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ✈♦♠ i✲t❡♥ ●❡♦♠❡t❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡ ●❡s❛♠tstr❡❝❦❡

Xi =

1500
∑

j=1

xi,j

③✉❢❛❧❧s❜❡❞✐♥❣t✱ ❞✳❤✳ ❡s ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ✐✳❆✳ n ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙tr❡❝❦❡♥ Xi ♠✐t i = 1, . . . , n
✭❛❧s♦ X1, X2, . . . , Xn✮ ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r 3 km ❡r❣❡❜❡♥✳ ❙✐♥❞ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉❢ä❧❧✐❣✱ s♦
❣✐❜t ❡s ❛✉❝❤ ❦❡✐♥ ❑r✐t❡r✐✉♠ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡s❡r ❙tr❡❝❦❡♥ ♠❛♥ ❛❧s ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ✈♦♥ 3 km
❞❡❦❧❛r✐❡r❡♥ s♦❧❧t❡✳ ❲❡♥♥ ♥✉r ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ ✭n = 1) ❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡✱ ❞❛♥♥ ❜❧❡✐❜t ❡✐♥❡♠
♥✐❝❤ts ❛♥❞❡r❡s ü❜r✐❣ ❛❧s ❞✐❡s❡ ❡✐♥❡ ③✉ ❛❦③❡♣t✐❡r❡♥✱ ❛❜❡r ✇❡♥♥ ♠❡❤r❡r❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ s♦ ❣✐❜t
❡s ♠❡❤r❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ❡✐♥❡ ✈❡r❧äss❧✐❝❤❡r❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ✭❞✳✐✳ ▼❡ss✉♥❣✮ ❛✉s③✉✇ä❤❧❡♥✱ ❛❧s
✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❞❡r ❲❡rt❡ ❞❡r n ●❡♦♠❡t❡r ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤ ❤❡r❛✉s❣r❡✐❢❡♥ ✇ür❞❡✳ ❊✐♥❡
❞❛✈♦♥ ✐st ❞❡r ▼❡❞✐❛♥✳ ▼❛♥ ❜❡st✐♠♠t ✐❤♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ●röÿ❡
r❡✐❤t ✉♥❞ ❞❡♥❥❡♥✐❣❡♥ ♥✐♠♠t✱ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❘❡✐❤✉♥❣ ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡ ✐st✳ ❇❡✐ n = 11 ✐st
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡r ❢ü♥❢t❡ ❞❡r ❡❧❢ ●r❡♥③st❡✐♥❡ ❞❡r ▼❡❞✐❛♥✳

✶✾



❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✐st ❞❡r ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt

X̄ =
1

n

n
∑

i=1

Xi = X1 +
1

n

n
∑

i=1

∆Xi , ✭✶✳✶✮

✇♦❜❡✐ ∆Xi = Xi − X1 ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s i✲t❡♥ ●r❡♥③st❡✐♥s ✈♦♠ ❡rst❡♥ ✐st✱ ✇❛s ♠❛♥
③✳❇✳ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ▼❡t❡r♠❛ÿ ♠✐t ❡✐♥❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈♦♥ 1 cm ❜❡st✐♠♠❡♥ ❦❛♥♥✳

❊s ✐st s✐♥♥✈♦❧❧✱ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ü❜❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ③✉ ❡✐♥✐❣❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❛❧❧❡ P❤②s✐❦❡r
✈♦♥ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ●röÿ❡ r❡❞❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤ät③✇❡rt ❛♥❣❡❜❡♥✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s ✇är❡♥ ❞✐❡
❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❢ür ▼❡ss✇❡rt ✉♥❞ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ♦❜❥❡❦t✐✈ ✉♥❞ ❢❛✐r ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r
✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r✳

❊✐♥❡♥ ▼❡ss✇❡rt ❣✐❜t ♠❛♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❦♦rr❡❦t ✐♠♠❡r ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

✭▼❡ss✇❡rt±▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✮❊✐♥❤❡✐t ✭✶✳✷✮

❛♥✱ ❛❧s♦ ③✳❇✳

(3000.00± 0.15)m

❉✐❡ ❆♥❣❛❜❡ ❜❡st❡❤t ❛✉s ③✇❡✐ ❙❝❤ät③✇❡rt❡♥✱ ❞✐❡ ❣❡♠äÿ ❞❡r ❣❡❧t❡♥❞❡♥ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ③✉
❜✐❧❞❡♥ s✐♥❞✱ ✉♥❞ ❛♠ ❊♥❞❡ ❣✐❜t ♠❛♥ ✐♠♠❡r ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t ❛♥✳ ❉✐❡ ❇❡❣r✐✛❡
✒▼❡ss✇❡rt✏ ✉♥❞ ✒▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✏ ❜❡③✐❡❤❡♥ s✐❝❤ ❛❧s♦ ❛✉❢ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❜❡st✐♠♠t❡♥
♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ♦❞❡r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❘❡❣❡❧♥ ❜③✇✳ ❙t❛♥❞❛r❞s ❣❡s❝❤ät③t ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❞❡r③❡✐✲
t✐❣ ❣ü❧t✐❣❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐st ✐♠ ✒●✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✏ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳

❉❡r ❡rst❡ ❙❝❤ät③✇❡rt ✐st ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞♠❡ss✇❡rt ♦❞❡r ❦✉r③ ▼❡ss✇❡rt✳ ❲❡♥♥ ❉❛t❡♥
❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✱ ❞❛♥♥ ❢♦❧❣t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ♠❡✐st
❞❡r ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❞❡♥ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt X̄ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✳✶ ❛❧s ▼❡ss✇❡rt
❛♥③✉❣❡❜❡♥✳

❉❡r ③✇❡✐t❡ ❙❝❤ät③✇❡rt ✐st ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❞❡r③❡✐t ❣❡❧t❡♥❞❡♥ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡▼❡s✲
s✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❜③✇✳ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✳ ◆✉♥ ❤❛t ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ❧♦❣✐s❝❤❡r✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥✲
s❝❤❛❢t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❡ss✇❡rt❡ ❡✐♥♠❛❧ ♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ ❡✐♥♠❛❧ ♥❡❣❛t✐✈
s✐♥❞✱ s♦ ❞❛ss s✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❙✉♠♠❡ ❣❡r❛❞❡ ❤❡r❛✉s❤❡❜❡♥✳ ❉❛❤❡r ❢♦❧❣t ❛✉s ●❧✳ ✶✳✶✱ ❞❛ss

n
∑

i=1

(Xi − X̄) = 0 . ✭✶✳✸✮

❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❣❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ◗✉❛❞r❛t❡ ❞❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s✳ ❉❛
✇❡❣❡♥ ●❧✳ ✶✳✸ ♥✉r n− 1 ❞❡r n ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥
❛❧s ▼❛ÿ③❛❤❧ ❞❡r st❛♥❞❛r❞✐s✐❡rt❡♥ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞✐❡ ❙t❛♥✲
❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣

σ =

√

√

√

√

1

n− 1

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2 . ✭✶✳✹✮

✷✵



❲❡♥♥ ❞✐❡ ❩❛❤❧ n s❡❤r ❣r♦ÿ ✐st✱ ♠❛❝❤t ❡s ❦❡✐♥❡♥ ♥❡♥♥❡♥s✇❡rt❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ♦❜ ♠❛♥ ❞✉r❝❤
n ♦❞❡r n− 1 ❞✐✈✐❞✐❡rt✳ ❉❛❤❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ✇❡❣❡♥

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
n
∑

i=1

X2
i − 2X̄

n
∑

i=1

Xi + nX̄2 =
n
∑

i=1

X2
i − 2nX̄2 + nX̄2

♦❢t ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡

σ ≈

√

√

√

√

1

n

n
∑

i=1

X2
i − X̄2 ✭✶✳✺✮

❛❧s ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ❧ässt s✐❝❤ s❝❤♥❡❧❧❡r ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉❛s
❱❡r❤ä❧t♥✐s σ/X̄ ✇✐r❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✳

❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❜❡tr✐✛t ❞✐❡ ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡♥ ❩✐✛❡r♥ ❜❡✐
❞❡r ❆❜❧❡s✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥t ♦❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ❆♥❣❛❜❡ ❡✐♥❡s ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡s✳ ❙✐❡
✇❡r❞❡♥ ♦❜❡♥ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ❣❡st✉t③t ❤❛❜❡♥✱ ❛❧s ✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ③✇❡✐ ▼❡t❡r ❞❡s ❋❡❧❞③✐r❦❡❧s ✐♠♠❡r
2.000m ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛❜❡✳ ❲❛r✉♠ ♥✐❝❤t ❡✐♥❡ ◆✉❧❧ ♠❡❤r ♦❞❡r ❡✐♥❡ ✇❡♥✐❣❡r❄ ❉❡r ●r✉♥❞
❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❋❡❧❞③✐r❦❡❧ ♥✉r ❛✉❢ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r ❣❡♥❛✉ ❣❡❡✐❝❤t ❜③✇✳ ❣❡❢❡rt✐❣t ✐st✳ ❉✐❡
❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✈♦r❧❡t③t❡ ❩✐✛❡r✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛♥❣✐❜t✱ s✐❝❤❡r s❡✐♥ s♦❧❧t❡✳ ❉✐❡ ❧❡t③t❡ ❩✐❢✲
❢❡r ❦❛♥♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐ts❜❡r❡✐❝❤s s❝❤✇❛♥❦❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣st♦❧❡r❛♥③
③✳❇✳ ❞✐❡ ❋❡❧❞③✐r❦❡❧ ♥✉r ❜✐s ❛✉❢ ±3mm ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❤❡r③✉st❡❧❧❡♥ ❣❡st❛tt❡t✱ ❞❛♥♥ ✇ür❞❡
♠❛♥ ❛♥❣❡❜❡♥✿ (2.000 ± 0.003)m ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❚♦❧❡r❛♥③ ✈♦♥ 1.5h✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♠❡❤r ♥✐❝❤t
✇❡✐ÿ ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ✈❡r❧äss❧✐❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❤❛t✱ ✇❡✐❧ ❦❡✐♥❡
st❛t✐st✐s❝❤❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ▼❡ss✲
✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ♠✐t 1.5h ❛❜s❝❤ät③❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡s❛♠tstr❡❝❦❡ ❛❧s♦ ♠✐t 3.000km ♦❞❡r ❜❡ss❡r
♠✐t ❞❡r ❇❡❤❡❧❢ss❝❤ät③✉♥❣ (3.000± 0.0045)km ❛♥❣❡❜❡♥✳

❯♠ ❡✐♥ ●❡❢ü❤❧ ❞❛❢ür ③✉ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣
❛✉s✇✐r❦t✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❢ü♥❢ ●❡♦♠❡t❡r ❆✱ ❇✱ ❈✱ ❉ ✉♥❞ ❊✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ✈♦♥ 3 km
❛❜st❡❝❦❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐st❛♥③ XA✱ ❣❡♠❡ss❡♥ ✈♦♥ ●❡♦♠❡t❡r ❆✱ s❡✐ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡✳

✶✳ ❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❱♦♥ XA ✇❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❉✐st❛♥③❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ♥❛❝❤
♦❜❡♥ ❤✐♥ ❛❜✿✷ ∆XB = 0, ∆XC = 20 cm, ∆XD = ∆XE = 40 cm✳ ❉❛s ❙②♠❜♦❧ ∆
st❡❤t ❤✐❡r ❢ür ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥✳ ❉✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ XA ✐st
(2 · 0 + 20 + 2 · 40)/5 cm = 20 cm ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st ❞❡r ●r❡♥③st❡✐♥ ❢ür ❞✐❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡
❊♥t❢❡r♥✉♥❣ 3 km ❛✉❢ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ X̄ = XA+20 cm✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥
✈♦♥ ❞✐❡s❡♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt ✐st ♥✉❧❧✱ ❛❜❡r ❢ür ❞✐❡ ◗✉❛❞r❛t❡ ❡rr❡❝❤♥❡t ♠❛♥

∑

(Xi−X̄)2 =
1600 cm2 ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ σ = 20 cm✳

✷✳ ❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❱♦♥ XA ✇❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❉✐st❛♥③❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ❤✐♥ ❛❜✿
∆XB = 10 cm, ∆XC = 20 cm, ∆XD = 30 cm, ∆XE = 40 cm✳ ❉❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt X̄✱
❞❡♠ ✇✐r ❞✐❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ 3 km ③✉♦r❞♥❡♥✱ ❧✐❡❣t ❞❛♥♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢ ❞❡r ▼❛r✲
❦✐❡r✉♥❣ X̄ = XA + 20 cm✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt

✷❙❡❧❜st ✇❡♥♥ ❙✐❡ ❞✐❡s❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❩❡❤♥t❡❧ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r ❣❡♥❛✉ ♠❡ss❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✱ ✇ür❞❡ ❡s ❢ür
❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❦❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥ ♠❛❝❤❡♥✱ ❞❛s s♦ ❣❡♥❛✉ ❛♥③✉❣❡❜❡♥✳ ❊✐♥❡ ❆♥❣❛❜❡ ❛✉❢ ❩❡♥t✐♠❡t❡r✱ ❞❛s ③❡✐❣t
❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆♥❛❧②s❡✱ r❡✐❝❤t ✈ö❧❧✐❣ ❛✉s✳

✷✶



✐st ❣❧❡✐❝❤❢❛❧❧s ♥✉❧❧✳ ▼❛♥ ❡rr❡❝❤♥❡t ❛❜❡r
∑

(Xi − X̄)2 = 1000 cm2 ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡
❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ σ ≈ 16 cm✳

■♠ ❡rst❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ♠✐t 3.0000km ± 20 cm ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ♠✐t
3.0000km± 16cm ❛♥❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥❣❛❜❡ ±20 cm ❜③✇✳ ±16 cm st❡❧❧t ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❛r✱
♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❩✉✈❡r❧äss✐❣❦❡✐t ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❤✐❡r q✉❛♥t✐✜③✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ❇❡✐ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐s♣✐❡✲
❧❡♥ ✐st ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❩✐✛❡r ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞✐❡ st❛t✐st✐s❝❤ ✉♥s✐❝❤❡r❡✱ ✉♥❞ ♠❛♥ ❣✐❜t ❞✐❡
❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❜✐s ❛✉❢ ❡❜❡♥ ❞✐❡s❡ ❩✐✛❡r ❣❡r✉♥❞❡t ❛♥✳ ▼❡❤r ❩✐✛❡r♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t ♥öt✐❣✱ ❛❜❡r
✇❡♥✐❣❡r ❞ür❢❡♥ ❡s ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t s❡✐♥✳ ❏❡❞❡♥❢❛❧❧s s✐♥❞ ❞❛s ❞✐❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥✱ ❛♥ ❞✐❡ ♠❛♥ s✐❝❤
❛❧s P❤②s✐❦❡r ❤❛❧t❡♥ s♦❧❧t❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐s ❢❛❝❤♠ä♥♥✐s❝❤ ❛♥❣❡❜❡♥ ✇✐❧❧✳ ▼❛♥
s♦❧❧t❡ ❛❜❡r ✇❡❞❡r ❞❛s ▼❡ssr❡s✉❧t❛t ❢ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ♥❡❤♠❡♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ st❛✲
t✐st✐s❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❋❡rt✐❣✉♥❣st♦❧❡r❛♥③
❞❡s ❋❡❧❞③✐r❦❡❧s ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✇❡✐t ❣röÿ❡r ❛✉s❢❛❧✲
❧❡♥ ✕ ✉♥❞ ❞❛s ❣✐❧t ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t
s♦❧❧t❡ ♠❛♥ ❛❧s♦ ✐✳❆✳ ❡r❧ä✉t❡r♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ③✉ ✐❤r❡r ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st✳ ▼❛♥ ❞❛r❢ s✐❝❤
♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ st✉♠♣❢❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❋♦r♠❡❧ ③✉rü❝❦③✐❡❤❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡
❡✐♥❡s ▼❡ssr❡s✉❧t❛ts ✐st ❞❛s ❦r✐t✐s❝❤❡s ❯rt❡✐❧s✈❡r♠ö❣❡♥ ❣❡❢r❛❣t✳

❉❛ ❤✐❡r r❡❝❤t ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❛✉❢ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡ ▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇✉r❞❡✱ ♠❛❣ ❞❡r
❊✐♥❞r✉❝❦ ❡♥tst❡❤❡♥✱ ♠❛♥ ♠üsst❡ st❡ts ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ▼❡ssr❡✐❤❡ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥ ▼❡ssr❡✲
s✉❧t❛t ❣ü❧t✐❣ ❛♥❣❡❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛s ✐st ♥✐❝❤t ♥✉r ③❡✐tr❛✉❜❡♥❞✱ s♦♥❞❡r♥ ♦❢t ❛✉❝❤ ✉♥♥öt✐❣✳
❊✐♥❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❛❧❧✇❡✐s❡ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡rs ❣❡✇✐♥♥❡♥✿ ❊✐♥ ❙❝❤✉❧❧✐♥❡❛❧ ❤❛t
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ▼✐❧❧✐♠❡t❡rt❡✐❧✉♥❣✱ ✉♥❞ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❜❡st❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢ ❡✐♥✐❣❡ ❩❡❤♥t❡❧ ▼✐❧❧✐✲
♠❡t❡r ❛❜s❝❤ät③❡♥✳ ❊✐❝❤❢❡❤❧❡r ❞❡s ▲✐♥❡❛❧s ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡ ❊✐♥✢üss❡ ✇❡r❞❡♥ ♥✐❝❤t ✈✐❡❧ ❣röÿ❡r
❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❡s ❛✉❝❤ ♦❤♥❡ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❡✐♥❡r ▼❡ss❡r❡✐❤❡ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❙❝❤ät③✉♥❣✱
✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ③✳❇✳ ♠✐t ±0.5mm s♣❡③✐✜③✐❡rt✳

❩✉ ❧❛♥❣❡♥ ▼❡ssr❡✐❤❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❣r❡✐❢❡♥✱
✇❡♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●rü♥❞❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s♦♥st ❦❡✐♥❡ ❍❛♥❞❤❛❜❡ ❤❛t✱
❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❛❜③✉s❝❤ät③❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❢❡✐♥❡r❡♥ ❊✐♥✢üss❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡
❙♣✉r ❦♦♠♠❡♥ ✇✐❧❧ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ❜❡s♦♥❞❡rs ❤♦❤❡ ❱❡r❧äss❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❆♥❣❛❜❡ ③✉r ❙❝❤ät③❣❡♥❛✉✲
✐❣❦❡✐t ❛♥str❡❜t✳ ▲❛♥❣✇✐❡r✐❣❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✉♥✉♠❣ä♥❣✲
❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●üt❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ▼❡ss❣❡rät❡ ❜③✇✳ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡✲
r❡♥ ✇✐❧❧✱ ✉♠ ❞❛s ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❡✐♥ ▼❡ss✈♦r❤❛❜❡♥ ❛✉s③✉✇ä❤❧❡♥✳ ❱♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱
❞❛ss ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❥❡❞❡♠ ❞❡r ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❢❡❤❧❡r❢r❡✐ ✉♥❞ ❢❛❝❤♠ä♥✲
♥✐s❝❤ ❞✉r❝❤❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❞❛s❥❡♥✐❣❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛❧s ❞❛s ❜❡st❡ ③✉ ❜❡✇❡rt❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡
❦❧❡✐♥st❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛✉❢✇❡✐st✳

✶✳✻✳ Prä③✐s✐❡r✉♥❣

❆❧❧❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣❡♥ ❣✐♥❣❡♥ ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ✈♦♥ ❞❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ●❡✲
r❛❞❧✐♥✐❣❦❡✐t ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❛✉s✳ ❉✐❡s❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❤❛t s✐❝❤ ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❞❡r ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥
❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❙✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ❤❡r✈♦rr❛❣❡♥❞ ❜❡✇ä❤rt✳ ❚r♦t③❞❡♠ ❦❛♥♥ ❡s ❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥
♠✐t ❡✐♥❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❦♦♥❢r♦♥t✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡r ❜❡✇ä❤rt❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❩✉❝❦❡r ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❚r♦❣ ❩✉❝❦❡r s❝❤ütt❡t ✉♥❞ ✐❤♥ ♠✐t ❲❛ss❡r ❛✉❢✲
❢ü❧❧t✱ s♦ ✈❡r❧ä✉❢t ❞❡r ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ❞❛r✐♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣✱ s♦♥❞❡r♥ ❣❡❦rü♠♠t ✭❆❜❜✳ ✼✮✳

✷✷



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✿ ✭❛✮ ●❡❦rü♠♠t❡r ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠✳ ❉❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
▲❛s❡r ✭❧✐♥❦s✮ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧ ❞✉r❝❤q✉❡rt ❡✐♥❡♥ ❚❛♥❦ ♠✐t ❡✐♥❡r ❩✉❝❦❡r✲
❧ös✉♥❣✱ ❞❡r❡♥ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ♦❜❡♥ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❤✐♥ ③✉♥✐♠♠t✳ ✭❜✮ ▲✐❝❤t✲
❜r❡❝❤✉♥❣✳ ❉✐❡ ♦❜❡r❡ ❍ä❧❢t❡ ❡✐♥❡s ❙tr❛❤❧s ♠✐t str✐❝❤❢ör♠✐❣❡♠ Pr♦✜❧ ✈❡r❧ä✉❢t
✐♥ ▲✉❢t✱ ❢ür ❞✐❡ ✉♥t❡r❡ ❍ä❧❢t❡ ✜♥❞❡t ❇r❡❝❤✉♥❣ ❜❡✐♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✐♥ ❲❛ss❡r
st❛tt✳ ❖❜❡♥ ❦❛♥♥ ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ✉♥t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❣❡❜r♦❝❤❡♥❡ ❲✐♥❦❡❧
✭β ≈ 22.5➦✮ ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❲✐❡ ❣❡❤❡♥ P❤②s✐❦❡r ♠✐t ❞❡♠ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉r ✉♠❄ ❉❛s ❜✐s ❤✐❡r❤✐♥ ❇❡✇ä❤rt❡ ✇✐❧❧ ♠❛♥
♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤ ü❜❡r ❇♦r❞ ✇❡r❢❡♥✱ ❞❡♥♥ ❡s ✇❛r ❥❛ ❡✐♥❡ ä✉ÿ❡rst ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡ ◆❛t✉r❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✳
❉✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❢ür ❞❡♥ ❣❡❦rü♠♠t❡♥ ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ✐st ❧❡✐❝❤t ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✿ ❉✐❡ ❩✉❝❦❡r❦♦♥③❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ü❜❡r❛❧❧ ❣❧❡✐❝❤ ✐st✳ ❙✐❡ ♥✐♠♠t ✈♦♥ ♦❜❡♥ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❤✐♥ ③✉✱ ❞✳❤✳ ❞❛s
▼❡❞✐✉♠ ✐st ✐♥❤♦♠♦❣❡♥✳ ❉✉r❝❤ ✇❡✐t❡r❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤
❞❛s ▲✐❝❤t ❞❡♠ ✐❞❡❛❧ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ✉♠ s♦ ♠❡❤r ❛♥♥ä❤❡rt✱ ❥❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡r ❞❛s ▼❡❞✐✉♠
✐st✱ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❡s ✈❡r❧ä✉❢t✳

❆✉s ❞✐❡s❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❤❡r❛✉s ✇❛❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✱ ❡✐♥❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ü❜❡r ❡✐♥
✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡s ▼❡❞✐✉♠✱ ❞❛s ✭❛❜s♦❧✉t✮ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ▼❡❞✐✉♠✿

▲✐❝❤t✇❡❣❡ s✐♥❞ ●❡r❛❞❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✳

❉✐❡s❡ ♥❛❝❤❣❡❜❡ss❡rt❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❡rs❡t③t ♥✉♥ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✒▲✐❝❤t✇❡❣❡ s✐♥❞
●❡r❛❞❡♥✏ ❛✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✶✳ ❉✐❡s❡ ❆rt ❞❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥är❡♥ Prä③✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ♣❤②s✐❦❛✲
❧✐s❝❤❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✐st✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ♥♦❝❤ ❛♥ ✈✐❡❧❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ③❡✐❣❡♥ ✇✐r❞✱ ❡✐♥ ●r✉♥❞♠✉st❡r
❜❡✐♠ ❋♦rts❝❤r❡✐t❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❊r❦❡♥♥t♥✐s✳ ■♥t❡r❡ss❛♥t ✐st ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❛✉❝❤ ❛✉s ❞❡♠
●r✉♥❞✱ ✇❡✐❧ s✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ ❜❡③✐❡❤t✱ ❞❛s ❡s ✐♥ ❞✐❡s❡r P❡r❢❡❦t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❣✐❜t✳ ❑❡✐♥❡s
❞❡r ▼❡❞✐❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ✐♠ ❆❧❧t❛❣ ③✉ t✉♥ ❤❛t ✭③✳❇✳ ●❧äs❡r ♦❞❡r ❞✐❡ ▲✉❢t ❞❡r ❆t♠♦✲
s♣❤är❡✮✱ ✐st ❜❡✐ str❡♥❣❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❛❜s♦❧✉t ❤♦♠♦❣❡♥✳ ❉✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✐st ❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡
ü❜❡r ❡✐♥ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡s ▼♦❞❡❧❧♠❡❞✐✉♠✱ ❞❛s ❢ür ✇❡✐t❡r❡ ❙❝❤❧üss❡ ③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t ✇✐r❞✳

❊✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✐♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐❡♥ ✐st ❞❡r ❋❛❧❧✱ ✇♦
③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ▼❡❞✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❡✐♥❡ ❡❜❡♥❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r
❤❛❜❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼❡❞✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇✱ ✐st ❞✐❡
▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣✳ ❉✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ st❡❧❧t ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡ ♠❛ss✐✈❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät
❞❛r✳ ❍✐❡r ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡s ▲✐❝❤ts ❞r❛♠❛t✐s❝❤ ✭❆❜❜✳ ✼❜✮✳ ■♥ ❞❡♠ ▼❡❞✐✉♠✱ ✈♦♥
❞❡♠ ❤❡r ❞❡r ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ❡✐♥❢ä❧❧t✱ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ r❡✢❡❦t✐❡rt❡ ❙tr❛❤❧❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ③✇❡✐t❡

✷✸



▼❡❞✐✉♠ tr❛♥s♣❛r❡♥t ✐st✱ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❛✉❝❤ tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡ ❙tr❛❤❧❡♥✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥
❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦ s✐♥❞ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ r❡✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆s♣❡❦t❡ ❞❡s P❤ä♥♦♠❡♥s
✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✳

✶✳✻✳✶✳ ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ❢ür ❲✐♥❦❡❧

❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ✉♥❞ ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✳ ❆❧❧❡ ❛♥ ❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❙tr❛❤✲
❧❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❛❧s ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ■♥ ✐❤r ❧✐❡❣t ❧✐❡❣t ❛✉❝❤
❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡✳ ❉❛❤❡r ❜✐❡t❡t ❡s s✐❝❤ ❛♥✱ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡
❛❧s ❇❡③✉❣s❧✐♥✐❡ ③✉ ✇ä❤❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❙tr❛❤❧❡♥ ❞✉r❝❤ ❲✐♥❦❡❧ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❋❧ä✲
❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ❛♥③✉❣❡❜❡♥✳ ❆❜❜✳ ✽ s❦✐③③✐❡rt ❡✐♥❡♥ ❙tr❛❤❧✱ ❞❡r ③✉♥ä❝❤st ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❆
✈❡r❧ä✉❢t ✉♥❞ ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❲✐♥❦❡❧ α ❛✉❢ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ● ❛✉❢tr✐✛t✳ ❉♦rt ❦❛♥♥ ❡r ✉♥t❡r
❞❡♠ ❲✐♥❦❡❧ αr ✐♥s ▼❡❞✐✉♠ ❆ ③✉rü❝❦ r❡✢❡❦t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♦❞❡r ❡r tr✐tt ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❲✐♥❦❡❧
β ✐♥s ▼❡❞✐✉♠ ❇ ü❜❡r✳

❉r❡❤s✐♥♥✳ ❆❧s ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢ür ❞❡♥ ❉r❡❤s✐♥♥ ❜③✇✳ ❢ür ❲✐♥❦❡❧ ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞✐❡
r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥❦♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✿ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❍❛♥❞ s♦ ❛✉❢ ❞✐❡
✐♥ ❆❜❜✳ ✽❜ ❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✱ ❞❛ss ❞❡r ❉❛✉♠❡♥ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ③❡✐❣t✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡
❋✐♥❣❡r ✐♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❉r❡❤s✐♥♥ ❣❡❦rü♠♠t✳ ❲✐♥❦❡❧ s✐♥❞ ♣♦s✐t✐✈✱ ✇❡♥♥ s✐❡
❜❡✐ ❉r❛✉❢s✐❝❤t ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✽❛ s✐♥❞ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ α ✉♥❞ β
♥❡❣❛t✐✈✱ ✐♥ ❆❜❜✳ ✽❜ ♣♦s✐t✐✈✳

❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧✳ ❉✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✽❜ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ✐st ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❱❡r❧ä♥❣❡r✉♥❣ ❞❡s ✉r✲
s♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢s✳ ❲✐r❞ ❞❡r ❙tr❛❤❧ ❜❡✐♠ Ü❜❡rtr✐tt ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❆ ✐♥
❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ ❇ ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ✉♥❞ s♦♠✐t ③✉r ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ❤✐♥ ❛❜❣❡❧❡♥❦t✱ s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ❆ ❛❧s ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡r❡ ▼❡❞✐✉♠ ✉♥❞ ❇ ❛❧s ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡✳
❉❡r ❞✉r❝❤ δ = β − α ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧ ✐st ❞❛♥♥ ♥❡❣❛t✐✈✳ ❋ür ❞❡♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥
❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢✱ ❛❧s♦ ✈♦♠ ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❇ ✐♥s ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡ ▼❡❞✐✉♠ ❆✱ ✐st
β ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ✉♥❞ α ❞❡r ❛✉s ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❲✐♥❦❡❧✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞❡r ❆❜✲
❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧ δ = α − β ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ✱ ❛❜❡r ♣♦s✐t✐✈✳ ❚r✐tt ❡✐♥ ❙tr❛❤❧ ❞✉r❝❤ ❡✐♥
❙②st❡♠ ✈♦♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥✱ s♦ ✐st ❞❡r ❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❣❧❡✐❝❤
❞❡♠ ❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡s ✈♦♥ ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❘✐❝❤✲
t✉♥❣ ❞❡s ❛✉❢ ❞✐❡ ❡rst❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s✳ ❉✐❡ ●❡s❛♠t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ✐st ❣❧❡✐❝❤
❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧ ❛♥ ❥❡❞❡r ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥✳

✶✳✻✳✷✳ ❘❡✢❡①✐♦♥s❣❡s❡t③

❘❡✢❡❦t✐❡rt❡ ❙tr❛❤❧❡♥ tr❡t❡♥ ♥✉r ❡✐♥❢❛❧❧ss❡✐t✐❣ ❛✉❢✳ ■♠ ❋❛❧❧✱ ❞❡r ✐♥ ✽ ❣❡③❡✐❣t ✐st✱ ❢ä❧❧t ❞❡r
❙tr❛❤❧ ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❆ ❡✐♥✱ ✉♥❞ ❞♦rt tr✐tt ❞❛♥♥ ❛✉❝❤ ❞❡r r❡✢❡❦t✐❡rt❡ ❙tr❛❤❧ ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠
❲✐♥❦❡❧ αr ❛✉❢✳ ❋ür ❞✐❡s❡♥ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❞❛s ❘❡❢❧❡①✐♦♥s❣❡s❡t③

αr = −α . ✭✶✳✻✮

❋ür ❡✐♥❡♥ ❛✉s ❇ ❦♦♠♠❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧ ✇✐r❞ ❞❡r ❙tr❛❤❧ ✐♥s ▼❡❞✐✉♠ ❇ ③✉rü❝❦r❡✢❡❦t✐❡rt✱ ✉♥❞
③✇❛r ♠✐t ❞❡♠ ❲✐♥❦❡❧ βr = −β ✭❆❜❜✳ ✽❜✮✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✿ ✭❛✮ ❊✐♥ ❛✉s ❞❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❇ ❜❡st❡❤❡♥❞❡r ❲ür❢❡❧ ✐st ✐♥ ❡✐♥❡ ❛✉s ❞❡♠ ▼❡✲
❞✐✉♠ ❆ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t✳ ❆♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ● ✭❞✉♥❦❡❧
❤❡r✈♦r❣❡❤♦❜❡♥✮ tr❡t❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛✉❢✳ ❆❧❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥ s♦✇✐❡
❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ◆ ✭str✐❝❤♣✉♥❦t✐❡rt❡ ▲✐♥✐❡✮ ❧✐❡❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡
❊✳ ❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧ α ✭❲✐♥❦❡❧ ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❆✮✱ αr ✭❘❡✢❡①✐♦♥s✇✐♥❦❡❧✮ ✉♥❞ β
✭❲✐♥❦❡❧ ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❇✮ ✇❡r❞❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ✭❜✮
❉r❛✉❢s✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✳ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡s tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡♥ ▲✐❝❤tstr❛❤❧s
❜❡✐♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❆ ③✉ ❡✐♥❡♠ ♦♣t✐s❝❤
❞✐❝❤t❡r❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❇ ✭♦❜❡♥✮ ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt ✭✉♥t❡♥✮✳ ❇❡③✉❣s❧✐♥✐❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡
❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ✭str✐❝❤♣✉♥❦t✐❡rt✮ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❱❡r❧ä♥❣❡r✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥
❙tr❛❤❧s ✭❣❡str✐❝❤❡❧t✮✳ ❉❡r ❉r❡❤s✐♥♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ✐❤r❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
❇❡③✉❣s❧✐♥✐❡ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P❢❡✐❧r✐❝❤t✉♥❣ ❦❡♥♥t❧✐❝❤ ❣❡♠❛❝❤t✳

✶✳✻✳✸✳ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ α ✉♥❞ β ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❇r❡❝❤✉♥❣ ❞❡s
▲✐❝❤ts ❜③✇✳ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡❜r♦❝❤❡♥❡♥ ❙tr❛❤❧✳ ❊s ✐st ❞❛❜❡✐ s♦✱ ❞❛ss ❞❡r ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ ✈♦♥
❆ ♥❛❝❤ ❇ ❛✉❢ ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡❣ ❡r❢♦❧❣t ✇✐❡ ❥❡♥❡r ✈♦♥ ❇ ♥❛❝❤ ❆✳ ▼❛♥ s❛❣t ❞❛③✉✱ ❞❛ss
▲✐❝❤t✇❡❣❡ ✒✉♠❦❡❤r❜❛r✏ s✐♥❞ ✭❆❜❜✳ ✽❜✮✳

❉✐❡ ä❧t❡st❡ ✉♥s ❜❡❦❛♥♥t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
❲✐♥❦❡❧ ✇✉r❞❡ ✐♠ ✷✳ ❏❤✳ ✉✳❩ ✈♦♥ ❈❧❛✉❞✐✉s Pt♦❧❡♠ä✉s ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❆❜❜✳ ✾❛ ❣✐❜t s❡✐♥❡
▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡ ✇✐❡❞❡r✳ Pt♦❧❡♠ä✉s ❣❡❧❛♥❣ ❡s ♥✐❝❤t✱ ❞❛s ❞❛❤✐♥t❡r st❡❤❡♥❞❡ ●❡s❡t③ ❛♥③✉❣❡✲
❜❡♥✳ ❊s ✐st ❥❡❞♦❝❤ ❡r❦❡♥♥❜❛r✱ ❞❛ss α ✉♥❞ β ✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r❡r ❲✐♥❦❡❧ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡r❞❡♥ ✭❆❜❜✳ ✾❜✮✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡
❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤

α ≈ nABβ . ✭✶✳✼✮

❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✭Pt♦❧❡♠ä✐s❝❤❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③✮✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞✐❡s❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③❡s
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❦♦♥♥t❡ ♠❛♥ s❝❤♦♥ s❡❤r ❢rü❤ ❡✐♥ ❡rst❡s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❢ür ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❜r❡❝❤❡♥❞❡ ♦♣t✐✲
s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❞❛r❛✉❢ ❛✉❢❜❛✉❡♥❞❡ ■♥str✉♠❡♥t❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✳ ❋ür ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥
❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r✱ ❞❡r ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞✱ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ✈♦♠
Pt♦❧❡♠ä✐s❝❤❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ✭●❧✳ ✶✳✼✮ ❛✉s❣❡❤❡♥✳

❉✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✶✳✼ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ nAB ❤❡✐ÿt ❇r❡❝❤③❛❤❧ ❜③✇✳ ❇r❡✲
❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①✳ ❙✐❡ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❛❜✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡
③✉s❛♠♠❡♥tr❡✛❡♥✳ ❲❡rt❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✈♦♥ Pt♦❧❡♠ä✉s ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❛✉s✱ s♦ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ●❧❛s✲▲✉❢t ✭❆❂●✭❧❛s✮✱ ❇❂▲✭✉❢t✮✮ nAB = nLG ≈
1.5✳ ❑♦♠♠t ❞❡r ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❛✉s ❞❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❇✱ s♦ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❞❡r
❣❧❡✐❝❤❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ●❧✳ ✶✳✼✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st β ≈ nBAα ♠✐t nBA = 1/nAB✳ ■st
nAB > 1✱ s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ❆ ❛❧s ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡r❡ ▼❡❞✐✉♠ ✉♥❞ ❇ ❛❧s
❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❞r❡✐❡r ▼❡❞✐❡♥ ❆✱
❇ ✉♥❞ ❈ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣

nAB =
nAC

nBC
✭✶✳✽✮

st❡❤❡♥✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ❞❡r ❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❘❡✲
❢❡r❡♥③♠❡❞✐✉♠ ❱ ❛✉❢st❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t ❞❛♥♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❛♥❞❡r❡♥
▼❡❞✐❡♥ ❛✉s ●❧✳ ✶✳✽✳ ❆❧s ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡s ❘❡❢❡r❡♥③♠❡❞✐✉♠ ❱ ❤❛t ♠❛♥ ❞❛s ❱❛❦✉✉♠ ❣❡✇ä❤❧t✱
❞✳❤✳ ❞✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ s✐♥❞ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❱❛❦✉✉♠ ✭❛❧s ❡①tr❛♣♦❧✐❡r✲
t❡r ●r❡♥③❢❛❧❧✮ t❛❜❡❧❧✐❡rt ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ❛❧s nA✱ nB✱ . . . ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇♦❜❡✐ ♠❛♥ ❞❡♥
■♥❞❡① ❱ ❢ür ❞❛s ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❘❡❢❡r❡♥③♠❡❞✐✉♠ ✉♥t❡r❞rü❝❦t✳ ❉✐❡s❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥
❛❧s ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✇❡r❞❡♥ st❡ts ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ▲✉❢t ✉♥❞ ●❧❛s ❜❡✲
tr❛❝❤t❡t ✉♥❞ ❞❡r ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① nLG ❢ür ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♠ ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡♥
▼❡❞✐✉♠ ▲✉❢t ✐♥ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡ ▼❡❞✐✉♠ ●❧❛s ❡✐♥❢❛❝❤ ♠✐t n ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❋ür ❡✐♥❡♥
③✉♥ä❝❤st ✐♥ ▲✉❢t ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧✱ ❞❡r ✐♥ ●❧❛s ❡✐♥tr✐tt✱ ✐st ❞❡r ❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧

δ = β − α ≈ (1− n)β . ✭✶✳✾✮

♥❡❣❛t✐✈✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ③✉♥ä❝❤st ✐♠ ●❧❛s ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧✱ ❞❡r ❞❛♥♥ ✐♥ ▲✉❢t ü❜❡rtr✐tt✱ ✐st
δ = α− β ≈ (n− 1)β ✉♥❞ s♦♠✐t ♣♦s✐t✐✈✳

✶✳✻✳✹✳ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛♠ Pr✐s♠❛

❉❛s Pr✐s♠❛ ✐st ❡✐♥ ❜r❡❝❤❡♥❞❡s ♦♣t✐s❝❤❡s ❊❧❡♠❡♥t ♠✐t ♣❧❛♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥✱ ❞❛s ❡s ❡r✲
♠ö❣❧✐❝❤t✱ ❞❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ✈♦♥ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✐♥ ✈♦r❤❡rs❛❣❜❛r❡r ❲❡✐s❡ ③✉ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✳ ❆❜❜✳
✶✵❛ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❡❜❡♥❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ❜❡❣r❡♥③t❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❇✱ ❞❛s
♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r ❛❧s s❡✐♥❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❆ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ❤❛t ❡✐♥❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧ n > 1
r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❯♠❣❡❜✉♥❣✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❲✐♥❦❡❧ ε 6= 0
s❝❤♥❡✐❞❡♥✱ s♦ st❡❧❧t ❞✐❡s ❡✐♥ Pr✐s♠❛ ❞❛r✳ ■st ε = 0✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✱ ✉♥❞ ♠❛♥ s♣r✐❝❤t ✈♦♥ ❡✐♥❡r ♣❧❛♥♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ P❧❛tt❡✱ ✳

❙✐♥❞ β1 ❜③✇✳ β2 ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❞❡s ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥
❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡♥✱ s♦ s✐♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❣❡s❡❤❡♥−β1 ❜③✇✳−β2 ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♠ ✇❡❧❝❤❡
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✿ ❱♦r ❢❛st ✷✵✵✵ ❏❛❤r❡♥ ❞✉r❝❤ Pt♦❧❡♠ä✉s ❡r♠✐tt❡❧t❡ ▼❡ss✇❡rt❡ ❢ür ❞✐❡ ▲✐❝❤t✲
❜r❡❝❤✉♥❣ ❬✷❪✳ ■♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ r❡❝❤ts ✐st ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ α ✐♥ ▲✉❢t ❣❡❣❡♥ ❞❡♥
❲✐♥❦❡❧ β ✐♥ ●❧❛s ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥✳ ❉✐❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑r❡✉③❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r
▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈♦♥ ±0.5➦.

❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❙tr❛❤❧ ❣❡♥❡✐❣t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ s✐♥❞ ❞❛❤❡r ✉♠
ε = β1 − β2 r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡♥❡✐❣t✳ ❇❡✐♠ Ü❜❡rtr✐tt ✈♦♠ ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡♥ ✐♥s ♦♣t✐s❝❤
❞✐❝❤t❡ ▼❡❞✐✉♠ ✇✐r❞ ❞❡r ❙tr❛❤❧ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✳✾ ✉♠ δ1 ≈ (1 − n)β1 ❛❜❣❡❧❡♥❦t ✉♥❞ ❜❡✐♠
Ü❜❡rtr✐tt ✈♦♠ ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡♥ ✐♥s ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡ ▼❡❞✐✉♠ ✉♠ δ2 ≈ (n− 1)β2✳ ■♥s❣❡s❛♠t
❡r❢ä❤rt ❞❡r ❙tr❛❤❧ ❡✐♥❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ✉♠ δ = δ1 + δ2 ≈ (1 − n)(β1 − β2)✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❢ür
❞✐❡ ●❡s❛♠t❛❜❧❡♥❦✉♥❣

δ ≈ (1− n)ε . ✭✶✳✶✵✮

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r Pt♦❧❡♠ä✐s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ❦♦♠♠t ♠❛♥ s♦♠✐t
③✉ ❞❡♠ ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡♥ ❙❝❤❧✉ss✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ❡✐♥❡s Pr✐s♠❛s ♥✐❝❤t ✈♦♥ β1 ❛❜✲
❤ä♥❣t ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ α✳ ❉❛③✉ ♠✉ss ✉✳❛✳ ❞❡r Pr✐s♠❡♥✇✐♥❦❡❧ ε
❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❦❧❡✐♥ s❡✐♥✳

❇❡✐ ❡✐♥❡r ♣❧❛♥♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ P❧❛tt❡ ✭ε = 0✮ ❦♦♠♠t ❡s ✐♥s❣❡s❛♠t ③✉ ❦❡✐♥❡r ❆❜❧❡♥❦✉♥❣✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤
❞✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣❡♥ δ1 ✉♥❞ δ2 ❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥ ✭❆❜❜✳ ✶✵❜✮✳ ❆❜❡r ❡s tr✐tt ❡✐♥ P❛r❛❧❧❡❧✈❡rs❛t③ ❞❡s
❙tr❛❤❧s ✉♠ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡∆s ❛✉❢✱ ❞❡r ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ α ✉♥❞ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r
P❧❛tt❡♥❞✐❝❦❡ ❛♥✇ä❝❤st✳

❉✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❇r❡❝❤③❛❤❧ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ Pr✐s♠❛ ❧ässt s✐❝❤ ❞❡♠♦♥str✐❡r❡♥✱
✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♣r✐s♠❡♥❢ör♠✐❣❡ ●❧❛s❦ü✈❡tt❡ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ✇❛ss❡r❣❡❢ü❧❧t❡♥ ●❧❛str♦❣ ❡✐♥s❡t③t
✭❆❜❜✳ ✶✶✮✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❑ü✈❡tt❡ ♠✐t ▲✉❢t ✭n < 1✮ ❣❡❢ü❧❧t ✐st✱ ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ❡✐♥❡s
▲❛s❡rstr❛❤❧s ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ ✇✐❡ ε✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ♠✐t ●❧②③❡r✐♥ ❣❡❢ü❧❧t ✐st ✭n > 1✮✱ ✐♥
❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡r ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣✳ ❲✐r❞ s✐❡ ♠✐t ❲❛ss❡r ❣❡❢ü❧❧t✱ tr✐tt ❦❡✐♥❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ❛✉❢✳
❆✉s ❞❡r ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧ n ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

✶✳✻✳✺✳ ❉❛s ❙♥❡❧❧✐✉s✬s❝❤❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③

❉❛s ❈❤r✐st❡♥t✉♠✱ ❞❛s ✐♠ ❏❛❤r❡ ✸✽✵ ♥✳ ✉✳ ❩✳ ③✉r ❙t❛❛tsr❡❧✐❣✐♦♥ ✐♠ rö♠✐s❝❤❡♥ ❘❡✐❝❤ ✇✉r✲
❞❡✱ ❤❛t ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ③✉♠ ❱❡r❧✉st ❞❡s ❲✐ss❡♥s ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❜❡✐❣❡tr❛❣❡♥✳
❉❛s ❜②③❛♥t✐♥✐s❝❤❡ ❘❡✐❝❤ ✒s❛ÿ✏ ❛✉❢ ❞❡♥ ❛♥t✐❦❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥✱ ❛❜❡r ❞❛s ❈❤r✐st❡♥t✉♠ ♠❛❝❤t❡ ❞❡r
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✭❛✮ ✭❜✮

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✿ ✭❛✮ ❙tr❛❤❧❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ Pr✐s♠❛✳ ✭❜✮ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡r ♣❧❛♥♣❛r❛❧✲
❧❡❧❡♥ P❧❛tt❡✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✐st ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ❇ ❞❛s
♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡ ▼❡❞✐✉♠ ✐st✱ ❞✳❤✳ n > 1✳

❛♥t✐❦❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts❦✉❧t✉r ✐♥ ✇❡♥✐❣❡♥ ❏❛❤r③❡❤♥t❡♥ ❞❡♥ ●❛r❛✉s✳ ❉✐❡ ❧❡t③t❡♥ ❱❡rtr❡t❡r
❞❡r ❤❡❧❧❡♥✐st✐s❝❤❡♥ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ✉♥❞ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✇✉r❞❡♥ ✈♦♥ ❝❤r✐st❧✐❝❤❡♥ ●❡✐st❧✐❝❤❡♥
♦❞❡r ❍❡rrs❝❤❡r♥ ✈❡r❢♦❧❣t✱ ❣❡❢♦❧t❡rt✱ ❤✐♥❣❡r✐❝❤t❡t ♦❞❡r ❡r♠♦r❞❡t✳ ❉✐❡ ❊r♠♦r❞✉♥❣ ❞❡r P❤②✲
s✐❦❡r✐♥ ✉♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✐♥ ❍②♣❛t✐❛ ✐♠ ❏❛❤r ✹✶✺ st❡❤t st❡❧❧✈❡rtr❡t❡♥❞ ❞❛❢ür✱ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡♥❦❜❛r ❣❡✇♦r❞❡♥❡♥ ❡rst❡♥ ❆♥sät③❡ ❡✐♥❡r ❋r❛✉❡♥❡♠❛♥✲
③✐♣❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤ r❡❧✐❣✐ös❡ ❊✐❢❡r❡r s②st❡♠❛t✐s❝❤ ③✉♥✐❝❤t❡ ❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡♥✳ ❙❛♥❦t ❏✉st✐♥✐❛♥
✕ ❡r ✇✐r❞ ✈♦♥ ❞❡r ♦rt❤♦❞♦①❡♥ ❑✐r❝❤❡ ❛❧s ❝❤r✐st❧✐❝❤❡r ❍❡✐❧✐❣❡r ✈❡r❡❤rt ✕ ❧✐❡ÿ ♥✐❝❤t ♥✉r
✒❤❡✐❞♥✐s❝❤❡✏ ❙❝❤r✐❢t❡♥ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ P❤②s✐❦❡r ✉♥❞ P❤✐❧♦s♦♣❤❡♥ ✈❡r❜r❡♥♥❡♥✱
s♦♥❞❡r♥ ❧✐❡ÿ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❧❡t③t❡ ♥♦❝❤ ❧❡❤r❡♥❞❡ P❧❛t♦♥✐s❝❤❡ ❆❦❛❞❡♠✐❡ s❡✐♥❡s ❑❛✐s❡rr❡✐❝❤❡s
s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts❦✉❧t✉r ❞❡s ❆❜❡♥❞❧❛♥❞❡s ❜r❛❝❤ ❞❛♠✐t ❡✐♥ ♠❡❤r ❛❧s t❛✉✲
s❡♥❞❥ä❤r✐❣❡s ❞✉♥❦❧❡s ❩❡✐t❛❧t❡r ❛♥✳

❱✐❡r ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt❡ ♥❛❝❤ ❞✐❡s❡r ❦✉❧t✉r❡❧❧❡♥ ❑❛t❛str♦♣❤❡ ✐♠ ❆❜❡♥❞❧❛♥❞ ❣✐♥❣ ✐♠ ▼♦r❣❡♥✲
❧❛♥❞ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆✉❢❦♦♠♠❡♥ ❡✐♥❡r ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❞❛♠❛❧✐❣❡♥ ❈❤r✐st❡♥t✉♠ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤
t♦❧❡r❛♥t❡r❡♥ ❘❡❧✐❣✐♦♥ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ❛✉❢✿ ❩✇✐s❝❤❡♥ ✽✵✵ ✉♥❞ ✶✷✵✵ ❦❛♠❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t
✉♥❞ ❑✉❧t✉r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦✉♥❣ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ❤❡❧❧❡♥✐st✐s❝❤❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ✐♠ ✒●♦❧❞❡✲
♥❡♥ ❩❡✐t❛❧t❡r ❞❡s ■s❧❛♠✏ ✇✐❡❞❡r ③✉r ❇❧üt❡ ✭❆❜❜✳ ✶✷❛✮✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ●❡❜r❛✉❝❤ ❞❡r ❛r❛❜✐s❝❤❡♥

❩✐✛❡r♥✱ ❞❡r ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❩❛❤❧ ✵ ✉♥❞ ❞❡s ❉❡③✐♠❛❧s②st❡♠s ❞✉r❝❤ ❆❧✲❈❤✇❛r✐③♠✐ ✭ fH. @
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@✮ s♦✇✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ✐❤♠ ❜❡♥❛♥♥t❡♥ ✒❆❧✲❣♦r✐t❤♠❡♥✏ ❜③✇✳ ✒❆❧✲

❣♦r✐t❤♠❡♥✏ ✇❡r❞❡♥ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ✭❉❛s ❲♦rt ❆❧❣❡❜r❛
❣❡❤t ❛✉❢ ❞❡♥ ❚✐t❡❧ s❡✐♥❡s ✽✷✺ ❡rs❝❤✐❡♥❡♥❡♥ ❛r❛❜✐s❝❤❡♥ ❇✉❝❤❡s ✒❛❧✲❣❛❜r✏ ③✉rü❝❦✳

❉✐❡ ❛♥t✐❦❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣t✐❦ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❇r❡❝❤✉♥❣ ♥✉r ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❣✉t ❜❡s❝❤r❡✐✲
❜❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐s❦r❡♣❛♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♥ Pt♦❧❡♠ä✐s❝❤❡♥
❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ❛✉s ❆❜❜✳ ✾ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❡r❦❡♥♥❜❛r✳ ❋ür ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♠✐t ❣rö✲
ÿ❡r❡♥ ❲✐♥❦❡❧♥ ♠üss❡♥ ❞✐❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❜❡❦❛♥♥t s❡✐♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ cosα✱
sinα✱ ♦❞❡r tanα✳✸ ■♠ ✶✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❢ü❤rt❡ ❞❡r ♣❡rs✐s❝❤❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r ❆❜✉ ❧✲❲❛❢❛
❞✐❡ ❚❛♥❣❡♥s❢✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥✱ ❜❡✇✐❡s ❞❡♥ ❙✐♥✉ss❛t③ ✉♥❞ ❡rst❡❧❧t❡ ❚❛❜❡❧❧❡♥ ❞❡r tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐✲
✸❩✉r ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥✿ ❊✐❣❡♥t❧✐❝❤ cos(α), ❞✳❤✳ ❞❛s ❋✉♥❦t✐♦♥s❛r❣✉♠❡♥t α s♦❧❧t❡ ✐♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❤✐♥t❡r ❞❡♠
❋✉♥❦t✐♦♥s❜❡③❡✐❝❤♥❡r st❡❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡s ♥✐❝❤t ③✉ ▼✐ss✈❡rstä♥❞♥✐ss❡♥ ❦♦♠♠❡♥ ❦❛♥♥✱ s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❜❡✐
tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ st❛tt❞❡ss❡♥ ♦❢t ♥✉r cosα✳ ❇❡✐ ❞❡r ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥ eα = exp(α)
❧ässt ♠❛♥ ❞✐❡ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♥✐❝❤t ✇❡❣❢❛❧❧❡♥✳

✷✽



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✶✿ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡r Pr✐s♠❡♥❛❜❧❡♥❦✉♥❣✳ ❊✐♥ ▲❛s❡rstr❛❤❧ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
❤❛❧❜❦r❡✐s❢ör♠✐❣❡ ❲❛ss❡r✇❛♥♥❡ ❤✐♥❞✉r❝❤ ❣❡r✐❝❤t❡t✳ ■♥ ❞❡♥ ❙tr❛❤❧✇❡❣ ✇✐r❞
❡✐♥❡ ♣r✐s♠❡♥❢ör♠✐❣❡ ❑ü✈❡tt❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❋ü❧❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❑ü✈❡tt❡ ♠✐t ❲❛s✲
s❡r✱ ✜♥❞❡t ❦❡✐♥❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ st❛tt✱ ✇♦❤❧ ❛❜❡r✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ♠✐t ▲✉❢t ♦❞❡r
●❧②③❡r✐♥ ❢ü❧❧t✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ s✐♥❞ ❞❡r ❉r❡❤s✐♥♥ ❞❡s ❜r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧s
✉♥❞ ❞❡r ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣❡r✐❝❤t❡t✱ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t✳

s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ■♠ ❏❛❤r ✾✽✹ ❢❛♥❞ ■❜♥ ❙❛❤❧ ✭Ë @ ��� fH. @ , ÉîD
��� 	á�. K
 @�✮ ❞✐❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❋♦r♠ ❞❡s

❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③❡s ❢ür ③✇❡✐ ▼❡❞✐❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❇r❡❝❤③❛❤❧❡♥ nA ✉♥❞ nB✿

nA sinα = nB sinβ . ✭✶✳✶✶✮

❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❣✐❧t ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ✭P❤②s✐❦❡r r❡❝❤♥❡♥❲✐♥❦❡❧ ❢❛st ✐♠♠❡r
✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ✮

sinα ≈ α , ✭✶✳✶✷✮

❞✳❤✳ ❞❛s Pt♦❧❡♠ä✐s❝❤❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③✱ ●❧✳ ✶✳✼✱ ✐st ❛❧s ●r❡♥③❢❛❧❧ ❦❧❡✐♥❡r ❲✐♥❦❡❧ ✐♠ ❛❧❧✲
❣❡♠❡✐♥❡r❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ❡✐♥ ▼✉st❡r❜❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞❡♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥är❡♥
❈❤❛r❛❦t❡r ❞❡r ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r P❤②s✐❦✿ ➘❧t❡r❡✱ ✉♥❣❡♥❛✉❡ ●❡s❡t③❡ ♦❞❡r ❚❤❡♦✲
r✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❲❡✐s❡ ❛❜❣❡❧öst✱ ❞❛ss s✐❡ ❛❧s ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐♥ ❞❡♥ ♥❡✉❡♥✱ ❣❡♥❛✉❡r❡♥ ●❡s❡t③❡♥
♦❞❡r ❚❤❡♦r✐❡♥ ❜❡st❡❤❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡s ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ◆❛t✉r♣❤ä♥♦♠❡♥❡✱ ❞✐❡ ③✉r
ä❧t❡r❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❣❡❢ü❤rt ❤❛❜❡♥✱ ❥❛ ♥✐❝❤t ❣❡ä♥❞❡rt ❤❛❜❡♥✳

❆✉❢❦♦♠♠❡♥❞❡r r❡❧✐❣✐ös❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✐s♠✉s ❜❡❡♥❞❡t❡ ③✇❛r ❞✐❡ ❇❧üt❡③❡✐t ❞❡r ❛r❛❜✐s❝❤✲
♣❡rs✐s❝❤❡♥ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱ ❞♦❝❤ ❞❛s ❲✐ss❡♥ ✇✉r❞❡ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ❖❦③✐❞❡♥t
✇❡✐t❡r❣❡r❡✐❝❤t✳ ❊✐♥❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❘♦❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❞❡r ❛r❛❜✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts❦✉❧✲
t✉r ✐♥ ❞❡♥ ❡✉r♦♣ä✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ s♣✐❡❧t❡ ❞❛s ❑❛❧✐❢❛t ✈♦♥ ❈♦r❞♦❜❛✳ ■♥ ❞❡r ❋♦❧❣❡ ❡♥tst❛♥❞
❞✉r❝❤ ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡ ✉♥❞ ❍✉♠❛♥✐s♠✉s ❡✐♥❡ ◆❡✉♦r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ❆♥t✐❦❡✳ ❘❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✉♥❞ ❆✉❢❦❧är✉♥❣ ❢ü❤rt❡♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞❛s ❆❜❡♥❞❧❛♥❞ ❛✉s ❡✐♥❡r ❧❛♥❣❡♥ P❡r✐♦❞❡ ❞❡r ❉✉♥✲
❦❡❧❤❡✐t ❤❡r❛✉s✳ ❉❛s ❤❡✉t❡ ❛❧s ❙♥❡❧❧✐✉s✬s❝❤❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ❜❡❦❛♥♥t❡ ●❡s❡t③✱ ●❧✳
✶✳✶✶✱ ✇✉r❞❡ ❡rst s❡❝❤s ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt❡ s♣ät❡r ✈♦♥ ❲✐❧❧❡❜r♦r❞ ❙♥❡❧❧ ❢ür ❞❡♥ ❛❜❡♥❞❧ä♥❞✐s❝❤❡♥
❑✉❧t✉rr❛✉♠ ✇✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦t✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ❲✐ss❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡r✲
r❡✐❝❤t❡ ❞❛s ❝❤r✐st❧✐❝❤❡ ❆❜❡♥❞❧❛♥❞ ❡rst r❡❧❛t✐✈ s♣ät✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❙✐♥✉st❛❜❡❧❧❡ ❞❡s ❆❜❡♥❞❧❛♥❞❡s
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✷✿ ✭❛✮ ❇❧üt❡③❡✐t ❞❡r ❛r❛❜✐s❝❤✲♣❡rs✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✿ ❆❧✲❈❤✇❛r✐③♠✐ ✭❆❧✲
❣❡❜r❛✮✱ ❆❜✉✲■✲❲❛❢❛ ✭❚❛♥❣❡♥s❢✉♥❦t✐♦♥✮✱ ❆❧✲❇✐r✉♥✐✱ ❆❜✉ ❙❛❞ ✭❇❡st✐♠♠✉♥❣
❞❡s ❊r❞r❛❞✐✉s✮✱ ❆❧✲❍❛✐t❤❛♠ ✭❊r✜♥❞✉♥❣ ❞❡r ▲✉♣❡✮✱ ❆❧✲❚✉s✐ ✭❚r✐❣♦♥♦♠❡tr✐✲
s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✐♥ P❤②s✐❦ ✉♥❞ ❈❤❡♠✐❡✮✳ ✭❜✮ P❡✉✲
❡r❜❛❝❤s ❙♦♥♥❡♥✉❤r ❛♥ ❞❡r ❙ü❞s❡✐t❡ ❞❡s ❲✐❡♥❡r ❙t❡♣❤❛♥s❞♦♠s✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✸✿ ✭❛✮ ▲✐❝❤t❧❡✐t✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❑❡r♥ ♠✐t ❤ö❤❡r❡♥ ❇r❡❝❤③❛❤❧
❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ▼❛♥t❡❧s✳ ❉❡r ❊✐♥tr✐tts✇✐♥❦❡❧ α ❛♥ ❞❡r ❙t✐r♥✢ä❝❤❡ ♠✉ss s♦ ❦❧❡✐♥
s❡✐♥✱ ❞❛ss 90➦ − β ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ αT ❞❡r ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ♥✐❝❤t ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t✳
✭❜✮ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❧❡✐t✉♥❣ ❞✉r❝❤ ●❧❛s❢❛s❡r♥✳

✇✉r❞❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡rst ▼✐tt❡ ❞❡s ✶✺✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❞✉r❝❤ ●❡♦r❣ ✈♦♥ P❡✉❡r❜❛❝❤ ❡rst❡❧❧t
✭❆❜❜✳ ✶✷❜✮✳

❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥✳ ❲❡♥♥ ✐♠ ❙♥❡❧❧✐✉s✬s❝❤❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③✱ ●❧✳ ✶✳✶✶✱ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ❆ ❞❛s
♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡ ▼❡❞✐✉♠ ✐st✱ ❣✐❜t ❡s ❢ür ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ α > αT ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ♠❡❤r✳ ❉❡r
❙tr❛❤❧ ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❣❡❜r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✭t♦t❛❧✮ r❡✢❡❦t✐❡rt✳ ❉❡r
❲✐♥❦❡❧ αT ✐st ❞✉r❝❤

sinαT = nB/nA ✭✶✳✶✸✮

❜❡st✐♠♠t ✉♥❞ ❤❡✐ÿt ●r❡♥③✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥✳ ❉✐❡s❡ ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐✲
s❡ ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❡s ◆❛t✉r♣❤ä♥♦♠❡♥s ❞❡r ❋❛t❛ ▼♦r❣❛♥❛✳ ❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s
❘❡✢❡①✐♦♥s✇✐♥❦❡❧s αT ❞❡r ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉r r❛s❝❤❡♥
✉♥❞ ♣rä③✐s❡♥ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r❡❝❤③❛❤❧✳ ❉✐❡ ❇r❡❝❤③❛❤❧ ❧ässt s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✐t ❞❡♠
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✹✿ ✭❛✮ ●❡♠ä❧❞❡ ✈♦♥ P✉✐❣❛✉❞❡❛✉✿ ❈❤✐♥❡s✐s❝❤❡s ❙❝❤❛tt❡♥t❤❡❛t❡r✳ ✭❜✮ ▼♦❞❡❧❧
❞❡s ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s✳ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡
▲ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t ● ❡♥t✇♦r❢❡♥❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥❜✐❧❞❡s ❇✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡
▲✐♥✐❡ ✐st ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❞❡s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠s✳

❆❜❜❡✲❘❡❢r❛❦t♦♠❡t❡r✹ ❛✉❢ ✹✕✺ ❙t❡❧❧❡♥ ❣❡♥❛✉ ♠❡ss❡♥✳ ❙♦❧❝❤❡ ●❡rät❡ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
✐♥ ❞❡r ❈❤❡♠✐❡✱ P❤❛r♠❛③✐❡ ♦❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ▲❡❜❡♥s♠✐tt❡❧❦♦♥tr♦❧❧❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳

❖♣t✐s❝❤❡ ❉❛t❡♥ü❜❡rtr❛❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ✇✐r❞ ③✉r ✈❡r❧✉st❛r♠❡♥ ▲✐❝❤t❧❡✐t✉♥❣
✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ▲✐❝❤t❧❡✐t❢❛s❡r♥ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❤♦❝❤❜r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❑❡r♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ▼❛♥t❡❧
♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r❡r ❇r❡❝❤③❛❤❧ ✭❆❜❜✳ ✶✸✮✳ ❙✐❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥sü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ♠✐t
❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❉❛t❡♥r❛t❡ ❛❧s ❡s ♠✐t ❦❛❜❡❧❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙✐❣♥❛❧❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳

✷✳ ❇✐❧❞❡r

✷✳✶✳ ❉❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇✐❧❞

✒❲✐r ♠❛❝❤❡♥ ✉♥s ✐♥♥❡r❡ ❙❝❤❡✐♥❜✐❧❞❡r ♦❞❡r ❙②♠❜♦❧❡ ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ●❡❣❡♥stä♥❞❡✱ ✉♥❞ ③✇❛r
♠❛❝❤❡♥ ✇✐r s✐❡ ✈♦♥ s♦❧❝❤❡r ❆rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞❡♥❦♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ❋♦❧❣❡♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡r st❡ts ✇✐❡✲
❞❡r ❞✐❡ ❇✐❧❞❡r s❡✐❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ♥❛t✉r♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ❋♦❧❣❡♥ ❞❡r ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ ●❡❣❡♥stä♥❞❡✳✏
✭❍❡✐♥r✐❝❤ ❍❡rt③✿ ❉✐❡ Pr✐♥③✐♣✐❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✱ ✶✽✾✹✮

❉✐❡ ❑❧är✉♥❣ ❞❡s ❇❡❣r✐✛s ❇✐❧❞ s♦❧❧ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❛✉❢ ③✇❡✐ ❊❜❡♥❡♥ ❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉♠
❡✐♥❡♥ s♦❧❧ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ❡✐♥ ❇✐❧❞ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐♠ ❧❛♥❞❧ä✉✜❣❡♥ ❙✐♥♥
❛✉s♠❛❝❤t✱ ✉♥❞ ③✉♠ ③✇❡✐t❡♥✱ ✇❛s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇✐❧❞ ❜③✇✳ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
▼♦❞❡❧❧ ❣❡♠❡✐♥t ✐st✳

❖❜✇♦❤❧ ❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✹❛ ❣❡③❡✐❣t❡ ❇✐❧❞ ♥✉r ✐♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ✇❡♥✐❣❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦❛ ❞❡r ❋❛r❜❡♥
✉♥❞ ❋♦r♠❡♥ ♠✐t r❡❛❧❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠t✱ r❡❦♦♥str✉✐❡rt ✉♥s❡r ❱❡rst❛♥❞ ❡s s♦✱
❞❛ss ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❢ür ✉♥s ❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥ ❡r❣✐❜t✳ ❉❡r ❇❡③✉❣✱ ❞❡♥ ✇✐r ③✇✐s❝❤❡♥ ❇✐❧❞ ✉♥❞
❣❡❞❛❝❤t❡♠ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❤❡rst❡❧❧❡♥✱ ✐st ✉♥s❡r❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❯♥s❡r❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❦❛♥♥ ③✳❇✳

✹❊r♥st ❆❜❜❡✱ P❤②s✐❦❡r ✉♥❞ ❙♦③✐❛❧r❡❢♦r♠❡r✱ ❣rü♥❞❡t❡ ❞✐❡ ❈❛r❧✲❩❡✐ss✲❙t✐❢t✉♥❣ ✉♥❞ ❣❡❤ört❡ ③✉ ❞❡♥ ❡rst❡♥
❯♥t❡r♥❡❤♠❡r♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❆❝❤tst✉♥❞❡♥t❛❣ ❢ür ✐❤r❡ ❆r❜❡✐t❡r ❡✐♥❢ü❤rt❡♥✳

✸✶



♥❛❤❡❧❡❣❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❇✐❧❞ ③✇❡✐ ❑✐♥❞❡r ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❙❝❤❛tt❡♥❜✐❧❞ ❡✐♥❡s ❍❛s❡♥ ❛✉❢
❡✐♥❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥s✢ä❝❤❡ ✇❡r❢❡♥✳ ❉❛ss ❞✐❡s ❛❜❡r ♥✉r ❡✐♥❡ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❡♥
✐st✱ ✇✐r❞ ❦❧❛r❡r✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❆s♣❡❦t ❞❡s ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s ❤❡r❛✉s❣r❡✐❢t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤ts
✇❡✐t❡r ❛❧s ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥ sä❤❡✱ ❞❡r ❛✉❢ ❞❡r Pr♦❥❡❦t✐♦♥s✢ä❝❤❡ ❡♥tst❡❤t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ✐❤♥
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❍❛s❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ❞❡♥❦❡♥ ♦❞❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ③✇❡✐❡r
❍ä♥❞❡✳ ❇❡✐❞❡s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥ ❤✐♥❡✐♥✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳ ❇❡✐ ❱❡①✐❡r❜✐❧❞❡r♥ st✐❝❤t
❞✐❡ ❆♠❜✐✈❛❧❡♥③ ♠ö❣❧✐❝❤❡r ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❡♥ ❜❡s♦♥❞❡rs ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤❡r✈♦r✳

❇✐❧❞❡r ♠üss❡♥ ❣❡♥ü❣❡♥❞ ▼❡r❦♠❛❧❡ ❤❛❜❡♥✱ ✉♠ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡s ❖❜❥❡❦t
❞❛r✐♥ ✇✐❡❞❡r❡r❦❛♥♥t ✇✐r❞ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❇✐❧❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❜❡r❡✐ts ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✐❞❡♥✲
t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ♦❞❡r ❞❛ss ❡s ✐♠ ❱❡rst❛♥❞ ❣❡✇✐ss❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❆ss♦③✐❛t✐♦♥❡♥
❛✉s❧öst✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ s✐♥♥✈♦❧❧❡ ❉❡✉t✉♥❣ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✶✹❛ ♠❛❝❤t s✐❝❤ ❞❛s ❲✐❡❞❡r❡r✲
❦❡♥♥❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛♥ ❞❡r ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❢❡st✳ ■♠ ❊①tr❡♠❢❛❧❧ ❣❡♥ü❣t
❡s✱ ✇❡♥♥ ❇✐❧❞❡r ♥✉r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③✐❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ▼❡r❦♠❛❧ ♠✐t
❞❡♠ ❖❜❥❡❦t ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❲❡✐t❡r❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣❡♥ ♠üss❡♥ s✐❡ ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t
❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ❜❡✐♠ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✈♦♥ ❇✐❧❞❡r♥ ♠♦❞❡r♥❡r ▼❛❧❡r
♠❛❝❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡t✇❛s ❛❧s ❇✐❧❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❡s ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❦❡✐♥❡ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡
❑♦♣✐❡ ❜③✇✳ ❡✐♥ ❑❧♦♥ ❞❡s ❖❜❥❡❦ts✳ ❇✐❧❞❡r ❧❛ss❡♥ ✐✳❆✳ ♥✐❝❤t ③✉✱ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ●❡❣❡♥✲
st❛♥❞ ③✉rü❝❦ ③✉ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛❤❡r ✐✳❆✳ ❛✉❝❤ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡ ❉❡✉t✉♥❣ ❤❛❜❡♥✳ ❙✐❡
❡r❢ü❧❧❡♥ ✐❤r❡♥ ❩✇❡❝❦✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❙✐♥♥ st✐❢t❡♥✳

❋ür P❤②s✐❦❡r ✐st ❞❛s ❉❡♥❦❡♥ ✐♥ ❇✐❧❞❡r♥ s❝❤♦♥ ❛✉❢ ●r✉♥❞ ❞❡r ❊✐♥s✐❝❤t ❡✐♥❡ ❙❡❧❜st✈❡r✲
stä♥❞❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss ✐❤♥❡♥ ❞✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❘❡❛❧✐tät ❡✐♥❡s ✒❉✐♥❣ ❛♥ s✐❝❤✏ ✱ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts
❞❡r ◆❛t✉r✱ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❇❡❣r❡♥③t❤❡✐t ✉♥s❡r❡r ❙✐♥♥❡s✇❛❤r♥❡❤♠✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✈❡r❜♦r❣❡♥
❜❧❡✐❜t✳ ❉❛r❛♥ ä♥❞❡rt ❛✉❝❤ ❞❡r ❊✐♥s❛t③ ✈♦♥ ■♥str✉♠❡♥t❡♥ ③✉r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ✉♥s❡r❡r ❙✐♥♥❡s✲
✇❛❤r♥❡❤♠✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤ts✳ P❤②s✐❦❡r ❦ö♥♥❡♥ ♥✉r ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ tr❡✛❡♥✱
❞✳❤✳ ♥✉r ü❜❡r ❞❛s s♣r❡❝❤❡♥✱ ✇✐❡ ✐❤♥❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞✐❡ ❉✐♥❣❡ ✐♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ tr❡t❡♥ ✭s✳ ❛✉❝❤
❑❛♣✳ ✶✷✳✼✮✳ ❱♦♥ ❞✐❡s❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉✐♥❣❡ ♠❛❝❤❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ❇✐❧❞❡r✱ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥
❞❡r❡♥ ❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤❡♥ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❛r❛✉s ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✳
❉✐❡s❡ ❱❡rst❛♥❞❡stät✐❣❦❡✐t s♣✐❡❧t s✐❝❤ ♠❡✐st ✐♥ ❡✐♥❡r ♠❡✐st ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧✇❡❧t ❛❜✳
❉❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇✐❧❞ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ♠❛❣ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ♥✉r ❡✐♥❡ s❡❤r s❦✐③③❡♥❤❛❢t❡ ❑❛r✐❦❛t✉r
❞❡r ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t s❡✐♥✳ ❉✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧✇❡❧t ❦ö♥♥❡♥ ✈ö❧❧✐❣ ❛❜str❛❦t s❡✐♥✱ ✉♥❞ ❡s
❦❛♥♥ s♦❣❛r s♦ s❡✐♥✱ ❞❛ss ♥✉r ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛❡♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❤❛❜❡♥✳
❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✇❡❧t ♠✉ss ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❉❡t❛✐❧s ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ❛❜❜✐❧❞❡♥✳ ❆❜❡r ❞❛s
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ♠✉ss s♦ ❦❧❛r ❞❡✜♥✐❡rt s❡✐♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❛rü❜❡r ❧♦❣✐s❝❤❡ ❯rt❡✐❧❡ ❢ä❧❧❡♥
❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ❞❡r Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ♣rü❢❡♥ ❦❛♥♥✳ ❖❜ ❡✐♥ ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❇✐❧❞ ③✉tr❡✛❡♥❞ ✐st ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡
Prü❢✉♥❣ ❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t
✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✳

❉✐❡ t②♣✐s❝❤❡♥ ❆r❜❡✐tss❝❤r✐tt❡ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❊♥t✇✉r❢
❡✐♥❡s ✭♦❢t ♥✉r ✈♦♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ✇❡♥✐❣❡♥ ❋❛❦t❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥✮ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s✱ s❡✐♥❡r
❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ✉♥❞ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r♣rü❢✉♥❣ ❞❡r ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥✳ ❉✐❡s s♦❧❧ ♥✉♥ ❛♠
❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❇✐❧❞❡♥tst❡❤✉♥❣ ❜❡✐♠ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤t
✇❡r❞❡♥✳

✸✷



✷✳✷✳ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ✉♥❞ ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛

❉❛s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢s ✭❆❜❜✳ ✶✹❛✮ ✐st ❞✐❡ str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡ Pr♦✲
❥❡❦t✐♦♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡✳ ■♠ ❙tr❛❤❧❡♥♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❣❡♦✲
♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦ ❞ür❢❡♥ s✐❝❤ ❙tr❛❤❧❡♥ ❢♦❧❣❡♥❧♦s ✐♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ❦r❡✉③❡♥✳ ❉❛❤❡r s♣r✐❝❤t
❛✉❝❤ ♥✐❝❤ts ❞❛❣❡❣❡♥✱ ✈♦♠ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❛✉s③✉❣❡❤❡♥✳ ▼❛♥ ♠❛❣
❡✐♥✇❡♥❞❡♥✱ ❞❛ss ❡s ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ♥✐❝❤t ❣✐❜t✱ ❛❜❡r s♦ ❧❛♥✲
❣❡ ❡t✇❛s ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P♦st✉❧❛t❡ ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s ✈❡r❜♦t❡♥ ✐st✱ ❞❛r❢ ♠❛♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥
❞❡s ❡r❧❛✉❜t❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ✒●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t❡✏ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛s ❤❡✐ÿt ❤✐❡r✱ ❞❛ss ❡s
♥✐❝❤t ✈♦♥ ✈♦r♥❤❡r❡✐♥ ✉♥③✉❧äss✐❣ ✐st✱ ❞✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❡✐♥❡r ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡
③✉ ❞✉r❝❤❞❡♥❦❡♥✳ ❉❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥ ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t s✐♥❞✱ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❣❡r❡❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ s✐❡ ❛❧s ❞✐❝❤t❡ ❆♥s❛♠♠❧✉♥❣ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡♥
❛✉✛❛sst✳ ❊s ♠❛❝❤t ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡♥ ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t❡♥✱ ✈♦♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡♥
❢ür ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡ ◗✉❡❧❧❡♥ ❛✉❢ s♦❧❝❤❡ ❡♥❞❧✐❝❤❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ü❜❡r③✉❣❡❤❡♥✳

■♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ❣❡❤❡♥ ❛❧❧❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ✐♠ P✉♥❦t ▲
❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ◗✉❡❧❧❡ ❛✉s ✉♥❞ ✈❡r❜✐♥❞❡♥ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡♥ ●❡❣❡♥st❛♥❞s♣✉♥❦t ● ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡
♠✐t ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡♠ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ✭✶✹❜✮✳ ❊✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ❜❡✐
❞❡r ❥❡❞❡r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇ ❣❡❤❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧ ✈♦♥ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡♠ ●❡❣❡♥st❛♥❞s♣✉♥❦t
● ❤❡r❦♦♠♠t✱ ❤❡✐ÿt st✐❣♠❛t✐s❝❤ ✭❞✳❤✳ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣✮✳ ❉✐❡ st✐❣♠❛t✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐st
❞❡r ▼♦❞❡❧❧❢❛❧❧ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t s❝❤❛r❢❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✳ ❉✐❡ ❡✐♥❛♥❞❡r ❡✐♥❡✐♥❞❡✉t✐❣ ③✉❣❡♦r❞♥❡t❡♥
P✉♥❦t❡ ● ✉♥❞ ❇ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ P✉♥❦t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s ❲♦rt ✒❦♦♥❥✉❣✐❡rt✏ ✇✐r❞
✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉s③✉❞rü❝❦❡♥ ✇✐❧❧✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐
❖❜❥❡❦t❡♥✱ ●röÿ❡♥ ♦✳ä✳ ❜❡st❡❤t✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ❙✐♥♥❡ ✈♦♥ ✐❤r❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❤❡r ❛✉❝❤
✉♠❣❡❦❡❤rt ❣✐❧t✳✺ ▼✐t ❞❡r ❯♠❦❡❤r❜❛r❦❡✐t ✐st ❤✐❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡s ❣❡♠❡✐♥t✿ ❲❡♥♥ ❡✐♥ P✉♥❦t ❆ ✐♥
❡✐♥❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❋❛❧❧ ❣❡r❛❞❡ ❛❧s ●❡❣❡♥st❛♥❞s♣✉♥❦t ❢✉♥❣✐❡rt ✉♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇
❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇✐r❞✱ s♦ ❦❛♥♥ ❞❡r P✉♥❦t ❇ ❣❡♥❛✉s♦ ❛❧s ●❡❣❡♥st❛♥❞s♣✉♥❦t ❢✉♥❣✐❡r❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞
❞❛♥♥ ✐♥ ❞❡♥ ③✉ ✐❤♠ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ P✉♥❦t ❆ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✱ ❞❡r ♥✉♥ ❛❧s ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❢✉♥❣✐❡rt✳

❋ür ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ✐st ❡s ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣✱ ❞❡♥ ❯rs♣r✉♥❣ ❡✐♥❡s ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦✲
♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ✐♥ ❞❡♥ P✉♥❦t ▲ ③✉ ❧❡❣❡♥✱ ✉♥❞ ❞✐❡ z✲❆❝❤s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡
③✉ ✇ä❤❧❡♥✳ ❉✐❡ ③✲❆❝❤s❡ ❞✉r❝❤stöÿt ❞✐❡ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❜❡✐ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ zG ✉♥❞ ❞✐❡ ❇✐❧❞❡✲
❜❡♥❡ ❜❡✐ zB✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x, y, zG) ❛✉❢
❡✐♥❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x′, y′, zB) ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉✐❡ ❞❡♥ x✲y✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
❞❡s ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦ts ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❇✐❧❞❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ s✐♥❞ ❤✐❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙tr✐❝❤ ❣❡❦❡♥♥✲
③❡✐❝❤♥❡t✳

❙✐♥❞ ❖❜❥❡❦t✲ ✉♥❞ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❥❡❞❡ ✐♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❧✐❡✲
❣❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❞❛③✉ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ●❡r❛❞❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉❛ ❞✐❡ ✈♦♥ ▲ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤✲
❧❡♥ s♦♠✐t ✈♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ ●❡r❛❞❡♥ ❣❡s❝❤♥✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ❙tr❛❤❧❡♥s❛t③ ❛♥❣❡✇❛♥❞t
✇❡r❞❡♥✳ ❏❡❞❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r z✲❆❝❤s❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙tr❡❝❦❡ ✇✐r❞ ✉♠ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❙❦❛❧❡♥❢❛❦t♦r

V =
zB
zG

✭✷✳✶✮

✺❇❡✐s♣✐❡❧❡✿ ✒❦♦♠♣❧❡①❡ ❩❛❤❧✏ ✉♥❞ ✒❦♦♥❥✉❣✐❡rt ❦♦♠♣❧❡①❡ ❩❛❤❧✏✱ ✒❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥❞ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✏✳

✸✸



❣❡str❡❝❦t✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠ ✐st ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r z✲❆❝❤s❡ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤✳
❉✐❡ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❡✐♥❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✱ ✇✐r❞ ❛❧s ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ x✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙❦❛❧❡♥❢❛❦t♦r V ❣❡✲
str❡❝❦t✱ ✇✐❡ ❞✐❡ y✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ❉✐❡ ❜✐❥❡❦t✐✈❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ●❡❣❡♥st❛♥❞s✲ ✉♥❞ ❇✐❧❞✲
♣✉♥❦t ❦❛♥♥ ❛❧s ❧✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❢❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✿

x′ = V x
y′ = V y

✭✷✳✷✮

❊✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❙tr❡❝❦❡ ℓ =
√

∆x➨ +∆y➨✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ♥♦r♠❛❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡
❧✐❡❣t✱ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡

ℓ′ =
√

∆x′➨ +∆y′➨ = V ℓ

❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✱ ❞✳❤✳ ♠✐t ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❋❛❦t♦r V s❦❛❧✐❡rt✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❥❡❞❡ ❋✐❣✉r ✐♥ ❞❡r ❖❜✲
❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❋✐❣✉r ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ◆✉r ✉♥t❡r
❞✐❡s❡r ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❧✐❡❣t ❡✐♥❡ ❡✐♥❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦r✱ ❜❡✐ ❞❡r ❛❧❧❡ ❲✐♥❦❡❧
❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❇✐❧❞✲ ✉♥❞ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡♥❡✐❣t s✐♥❞✱ ✐st ❞✐❡
❙tr❡❝❦✉♥❣ ❜❡✐♠ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❢ür ❛❧❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡✲
❜❡♥❡ ❣❧❡✐❝❤✳ ❊✐♥ ✐♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡r ❑r❡✐s ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡
❊❧❧✐♣s❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳

❆✉❝❤ ❢ür ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ✭❆❜❜✳ ✶✺✮ ✐st ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤✈♦❧❧③✐❡❤❜❛r✱ ❞❛ss
str❡♥❣❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐ts❛❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ♥✉r ♠✐t ❡✐♥❡♠ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②s✲
t❡♠ ♠ö❣❧✐❝❤ s✐♥❞✿ ■♠ ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✻ ❣❡③❡✐❣t ✐st✱ ✈❡r❧ä✉❢t ❡✐♥❡ ③✉r ❖❜❥❡❦t❡❜❡✲
♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ●❡r❛❞❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲♦❝❤♣✉♥❦t ▲✳ ❉✐❡ ❇✐❧❞❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❡r❣✐❜t ♥✉r ❞❛♥♥
❡✐♥ ❞❡♠ ❖❜❥❡❦t ä❤♥❧✐❝❤❡s ❇✐❧❞✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉ ❞✐❡s❡r ●❡r❛❞❡
✐st✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞❛s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤ ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ●❡r❛❞❡ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡
❆❝❤s❡✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❆❜❜✳ ✶✹❜ ♠✐t ❆❜❜✳ ✶✻✱ s♦ ✐st ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ♥✉r✱ ❞❛ss zG ❢ür ❞✐❡
▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ♥❡❣❛t✐✈ ✐st✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r V = zB/zG ❜❡✐♠ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢
st❡ts ♣♦s✐t✐✈ ✐st ✭✉♥❞ ❞❛s ❇✐❧❞ s♦♠✐t ❛✉❢r❡❝❤t st❡❤t✮✱ ✐st ❡s ❜❡✐ ❞❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ✒❛✉❢ ❞❡♠
❑♦♣❢✏✱ ❞✳❤✳ ❡s ❡rs❝❤❡✐♥t ❛❧s ❡✐♥ ✉♠ ✶✽✵➦ ✉♠ ❞✐❡ z✲❆❝❤s❡ ❣❡❞r❡❤t❡s ❇✐❧❞✳ ❇❡✐♠ ❙❝❤❛tt❡♥✲
✇✉r❢ ✐st st❡ts V > 1✳ ❉❛❤❡r ❡♥tst❡❤t ✐♠♠❡r ❡✐♥ ✈❡r❣röÿ❡rt❡s ❇✐❧❞✳ ❇❡✐ ❞❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛
❦❛♥♥ ❞❛s ❇✐❧❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ s♦✇♦❤❧ ❣röÿ❡r ❛❧s ❞❛s ❖❜❥❡❦t ❛✉s❢❛❧❧❡♥ ✭❢ür zB > |zG|✮✱ ❛❧s ❛✉❝❤
❦❧❡✐♥❡r ✭❢ür zB < |zG|✮✳
❉❛s ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡ ❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧ ❦❛♥♥ ❢ür ❡♥❞❧✐❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡
❜③✇✳ ❞❡s ▲♦❝❤s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡r✇❡✐t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧❧❡ ❛✉s s♦❧❝❤❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤✲♦♣t✐s❝❤❡♥
▼♦❞❡❧❧❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡♥ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✇❡❝❦♠äÿ✐❣❦❡✐t ❞❡s ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇✐❧❞❡s ❣❡♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❤❛❜❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❛❧s ③✉tr❡✛❡♥❞ ❡r✇✐❡s❡♥✳ ❊s s♦❧❧ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ✈❡rs❝❤✇✐❡❣❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❣❡♥❛✉❡r❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ❚❛❣❡ tr❡t❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥
❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦ ♥✐❝❤t ✈❡rst❛♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙✐❡ ❤❛❜❡♥ ♠✐t
❞❡♠ P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❇❡✉❣✉♥❣ ③✉ t✉♥✳ ❋ür ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ ❛♥s♣r✉❝❤s✈♦❧❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❇❡♦❜✲
❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐st ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡ ❛❦③❡♣t❛❜❧❡ ❡rst❡
◆ä❤❡r✉♥❣✳

✸✹



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✺✿ ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛✳ ✭❛✮ ❈❛♠❡r❛ ❖❜s❝✉r❛✳ ✭❜✮ ◆❛tür❧✐❝❤❡ ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛✿ ❉✐❡ ❦r❡✐s✲
r✉♥❞❡♥ ❋❧❡❝❦❡♥ ✭s♦❣✳ ❙♦♥♥❡♥t❛❧❡r✮ s✐♥❞ ❇✐❧❞❡r ❞❡r ❙♦♥♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥ ✭✉♥✲
r❡❣❡❧♠äÿ✐❣ ❣❡❢♦r♠t❡♥✮ ▲ü❝❦❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❇❧ätt❡r♥ ❞❡s ❇❛✉♠s ❡♥t✇♦r✲
❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❆❜❜✳ ✶✺❜ ③❡✐❣t s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❙♦♥♥❡♥t❛❧❡r ❬✺❪✳ ❉✐❡ ❦❧❡✐♥❡♥ ❦r❡✐sr✉♥❞❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♠
❙♦♠♠❡r ✉♥t❡r ✇♦❧❦❡♥❧♦s❡♠ ❍✐♠♠❡❧ ❤ä✉✜❣ ❜❡✐ ❲❛❧❞s♣❛③✐❡r❣ä♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ s❡❤❡♥✳
❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❦❧❡✐♥❡ ▲ü❝❦❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❇❧ätt❡r♥ ✈❡r✉rs❛❝❤t✱ ❞✐❡ ❛❧s ✒▲ö❝❤❡r✏ ❡✐♥❡r
▲♦❝❤❦❛♠❡r❛ ❢✉♥❣✐❡r❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❋♦r♠ ❞❡r ✒▲ö❝❤❡r✏ ✉♥❡r❤❡❜❧✐❝❤✳ ❙✐❡
❦ö♥♥❡♥ ❦r❡✐s❢ör♠✐❣✱ ✈✐❡r❡❝❦✐❣ ♦❞❡r s♦♥st ✇✐❡ s❡✐♥✳ ❙t❡ts ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥
❞❡r ❙♦♥♥❡ ❦r❡✐s❢ör♠✐❣❡ ❙❝❤❡✐❜❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❍ö❤❡ ❞❡r ▲ö❝❤❡r ✈♦♥ ❝❛✳ 5m ü❜❡r ❞❡♠ ❇♦❞❡♥
❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ✉♥❣❡❢ä❤r 5 cm ❣r♦ÿ❡ ❙❝❤❡✐❜❡♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r✳ ❉❛r❛✉s ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✱
❞❛ss ❞❡r ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❊r❞❡ ✈♦♥ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ♥✉r ❝❛✳ ✶✵✵ ❙♦♥♥❡♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❜❡trä❣t✳ ❉❛
❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ❡✐♥❡♥ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ 1AE ❤❛t✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡r ❙♦♥♥❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡
❞❡s ❙tr❛❤❧❡♥s❛t③❡s ③✉ 1× 10−2AE ❛❜s❝❤ät③❡♥✳

✷✳✸✳ P❧❛♥s♣✐❡❣❡❧

❙♣✐❡❣❡❧ s✐♥❞ ♦♣t✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡✱ ❞❡r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❣❧❛tt❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥
❜❡r✉❤t✳ ❋ür P❧❛♥s♣✐❡❣❡❧ ✐st ❞✐❡ r❡✢❡❦t✐❡r❡♥❞❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡ ❊❜❡♥❡✳ ❋ür ❛❧❧❡ ✈♦♥ ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ●❡❣❡♥st❛♥❞s♣✉♥❦t ● ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ ♠✐t ❞❡♠
❘❡✢❡①✐♦♥s❣❡s❡t③ ✭●❧✳ ✶✳✻✮ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥✳ ◆❛❝❤ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ ✈❡r❧❛✉❢❡♥ s✐❡ s♦ ❛❧s ♦❜ s✐❡ ✈♦♥
❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ❇ ❤❡r❦ä♠❡♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❘ü❝❦✈❡r❧ä♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥
❡r❣✐❜t ✭❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✼✮✳ ❇ ✐st ❞❡r s❝❤❡✐♥❜❛r❡ ❜③✇✳ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t
❞✐❡s❡r ❙tr❛❤❧❡♥✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✐❤♥ ❞❡s❤❛❧❜ ❛❧s ✒✈✐rt✉❡❧❧✏✱ ✇❡✐❧ ❞❡r P✉♥❦t ❇ ❤✐♥t❡r ❞❡r
s♣✐❡❣❡❧♥❞❡♥ ❊❜❡♥❡ ❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ♥✐❝❤t t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✈♦♥ ❇ ❛✉s❣❡❤❡♥✳ ❯♠ ❇ ❣❡♦✲
♠❡tr✐s❝❤ ③✉ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥✱ ❣❡♥ü❣t ❞❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ③✇❡✐❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ❙tr❛❤❧❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡s
♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❜❡s♦♥❞❡rs ❡✐♥❢❛❝❤❡ ✒❑♦♥str✉❦t✐♦♥sstr❛❤❧❡♥✏✳ ❇❡✐ ❞❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥
❦♦♠♠t ❡s ♥✐❝❤t ❞❛r❛✉❢ ❛♥✱ ♦❜ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥s❧✐♥✐❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤
▲✐❝❤t ✈❡r❧ä✉❢t ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❊s ✐st ❡✐♥❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆♥❛✲
❧②s❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✳ ❍✐❡r ❣✐❜t ❡s ♥✉r ❡✐♥❡♥ ✒❡✐♥❢❛❝❤❡♥✏ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥sstr❛❤❧✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♥
❙tr❛❤❧ s1 ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✼❛✱ ❞❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉❢ ❞❡♥ P❧❛♥s♣✐❡❣❡❧ ❛✉❢tr✐✛t ✭♦❞❡r ❛✉❢tr❡✛❡♥ ✇ür✲
❞❡✮✳ ❊r ✇✐r❞ ✐♥ s✐❝❤ ③✉rü❝❦r❡✢❡❦t✐❡rt✱ ❛❧s♦ ♠✐t αr = 0✳ ■♥ ❞❡r ❘ü❝❦✈❡r❧ä♥❣❡r✉♥❣ ✈❡r❧ä✉❢t
❡r ❡♥t❧❛♥❣ s′1r✳ ◆✉♥ ♥✐♠♠t ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥sstr❛❤❧ s2✱
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✻✿ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ▲♦❝❤❦❛♠❡r❛✳ ❉❡r ●❡❣❡♥st❛♥❞s♣✉♥❦t ●(x, y)
✇✐r❞ ✈♦♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❇(x✬, y✬) ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡
❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t ❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ✈❡r❧ä✉❢t ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r
z✲❆❝❤s❡✱ ❣❡❤t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲♦❝❤♣✉♥❦t ▲ ✉♥❞ st❡❤t ❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥
❊❜❡♥❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳

✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐st ❞❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ❇ ❜❡st✐♠♠t✳

■♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉♠ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ✐st ♠❛♥ ❢r❡✐✱ ❥❡❞❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ③✉r ❙♣✐❡❣❡❧❡❜❡♥❡ ♦rt❤♦✲
❣♦♥❛❧❡ ❆❝❤s❡ ❛❧s ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❤❡r❛♥③✉③✐❡❤❡♥✳ ❉❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡
♠✐t ❞❡r ❙♣✐❡❣❡❧❡❜❡♥❡ ✐st ❞❡r ❩❡♥tr❛❧♣✉♥❦t ❩✳ ❉✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss
❞❡r ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r ❢ür ❞✐❡ x✲y✲❊❜❡♥❡ V = 1 ✐st✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ ❯♠✲
r✐ss❡ ❡✐♥❡s ❡❜❡♥❡♥ ❖❜❥❡❦ts ✐❞❡♥t✐s❝❤ ✭✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❢r❡❝❤t✮ ✈♦♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❛✉❢ ❞✐❡
❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❛❜✳ ❆❜❡r ❡s ❣✐❜t ③✇❡✐ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥✇✉r❢ ✉♥❞
❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣✿

✶✳ ❇❡✐ ❞❡r ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ✐st ♥✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥ ❡✐♥③✐❣❡r ❞✉r❝❤ ● ❣❡❤❡♥❞❡r ❙tr❛❤❧ ❜❡t❡✐❧✐❣t✱
s♦♥❞❡r♥ ❛❧❧❡✿ ❏❡❞❡r ❞✉r❝❤ ● ❣❡❤❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧❣❡r❛❞❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❇ ❣❡❤❡♥❞❡
❙tr❛❤❧❣❡r❛❞❡✳

✷✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐st ❢ür ❥❡❞❡ ③✉r ❙♣✐❡❣❡❧❡❜❡♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❊❜❡♥❡ ä❤♥❧✐❝❤✱ ❛❜❡r ❞❛rü❜❡r
❤✐♥❛✉s ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ✐♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✭♥✐❝❤t ä❤♥❧✐❝❤✱ s♦♥❞❡r♥✮ s♣✐❡❣❡❧ä❤♥❧✐❝❤✱
✇❡✐❧ ❞❡r ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r ✐♥ ❞❡r z✲❘✐❝❤t✉♥❣ Vz = −1 ✐st✳

❉❛s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❆❜❜✐❧❞ ❞❡s ❙♣✐❡❣❡❧s ✐st ❞❛♠✐t ❦❡✐♥ ❇✐❧❞ ✭❞❛s ✇är❡ ❡s✱ ✇❡♥♥ Vz = 1
✇är❡✮✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞✳ ❊✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛❧s ❆✉❢❡✐♥❛♥❞❡r❢♦❧❣❡
③✇❡✐❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞❡♥❦❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡✐♥❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❉r❡❤✉♥❣ ✈♦♥
✶✽✵➦ ✉♠ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡✳

❊✐♥❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❜③✇✳ P✉♥❦ts♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❤❛t ❡✐♥❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ P✉♥❦t✱ ❞❡r ✐♥ s✐❝❤ s❡❧❜st ❛❜✲
❣❡❜✐❧❞❡t ✇✐r❞✳ ❉❛s ✐st ❞❡r ❩❡♥tr❛❧♣✉♥❦t ❩✳ ❉✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♦r❞♥❡t ❥❡❞❡♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ●
❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ❈ ❞❡r❛rt ③✉✱ ❞❛ss ❩ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ GC ❤❛❧❜✐❡rt ✭s✳ ❆❜❜✳ ✶✼❜✮ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ■♥✲
✈❡rs✐♦♥ ❤❛t ❞✐❡ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❡✐♥❡ ❱❡rt❛✉s❝❤✉♥❣ ❞❡r ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ③✉r ❋♦❧❣❡ ✭❆❜❜✳ ✶✼❜✮✳ ■♠
●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇✐❧❞✱ ✐st ✐♠ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❞❡r ❉r❡❤s✐♥♥ ✈❡rt❛✉s❝❤t✳ ❉✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙♣✐❡❣❡✲
❧✉♥❣ ❣❡❤t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥ r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✐♥ ❡✐♥ ❧✐♥❦s❤ä♥❞✐❣❡s ü❜❡r
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✼✿ ✭❛✮ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r s♣✐❡❣❡❧♥❞❡♥ ❊❜❡♥❡ ✭❞✐❝❦❡ ▲✐♥✐❡✮✳ ▼❛♥ ❦♦♥str✉✲
✐❡rt ③✉❡rst ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ✭str✐❝❤♣✉♥❦t✐❡rt✮ s♦✇✐❡ ❞❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ③✇❡✐✲
❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♠ ●❡❣❡♥st❛♥❞s♣✉♥❦t ❛✉s❣❡❤❡♥✳ ❉❡r ❞✉r❝❤
❘ü❝❦✈❡r❧ä♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥sstr❛❤❧❡♥ ✭❣❡str✐❝❤❡❧t✮ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡
❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ✐st ❞❡r ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❇✐❧❞♣✉♥❦t✳ ✭❜✮ ❉✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❛❧❧❡r ❇✐❧❞✲
♣✉♥❦t❡ ❤❛t ❡✐♥❡ ③✉♠ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ st❡❧❧t
❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❞❛r✳

✉♥❞ ❡✐♥❡ r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡ ❙❝❤r✐❢t ✐♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❦s❤ä♥❞✐❣❡ ✭❆❜❜✳ ✷✼✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞
✇✐❡❞❡r s♣✐❡❣❡❧t✱ ❛❧s♦ ③✇❡✐ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤❢ü❤rt✱ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦✲
♥❛❧❡s ❇✐❧❞ ✐♠ ▼❛ÿst❛❜ ✶✿✶✱ ✇❡✐❧ ③✇❡✐ ■♥✈❡rs✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ③✇❡✐ ❉r❡❤✉♥❣❡♥ ✉♠ ✶✽✵➦ ✇✐❡❞❡r
❛✉❢ ❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥✳

✷✳✹✳ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ str❛❤❧❡♥♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣

❍✐❡r s♦❧❧ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ❞❡r ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❙tr❛❤❧❡♥ ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥❡ ❣❛♥③ ❛❜str❛❦t❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡✳ ❲❡❧❝❤❡
❘❡❛❧✐tät❡♥ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❙tr❛❤❧s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ♦❜ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ▲✐❝❤t✲✱ ◆❡✉tr♦♥❡♥✲
♦❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥str❛❤❧❡♥ ❤❛♥❞❡❧t✱ ✐st ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡r❧❡✐✳ ❉✐❡ ❡✐♥③✐❣ r❡❧❡✈❛♥t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞✐❡
❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❙tr❛❤❧❡♥ ❞✉r❝❤ ●❡r❛❞❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r✲
❞❡♥✱ ✇✐❡ ❡s ❞❡r ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t✲ ✉♥❞ ❇✐❧❞r❛✉♠ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❛✉s
❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐❡♥ ❜❡st❡❤t✳

❱♦♥ ❡✐♥❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❢♦r❞❡rt ♠❛♥✱ ❞❛ss s✐❡ st✐❣♠❛t✐s❝❤ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❥❡❞❡r P✉♥❦t ❞❡s
❖❜❥❡❦ts ♠✉ss ❛✉❢ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ❞❡s ❇✐❧❞❡s ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r s♦✱ ❞❛ss
❛❧❧❡ ●❡r❛❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ✈❡r❧❛✉❢❡♥✱ ❛✉❢ ●❡r❛❞❡♥ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✱
❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ✈❡r❧❛✉❢❡♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❡✐♥❛♥❞❡r ③✉❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ❖❜❥❡❦t✲ ✉♥❞
❇✐❧❞♣✉♥❦t❡ st❡❧❧❡♥ ❡✐♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡s P✉♥❦t❡♣❛❛r ❞❛r✳ ■❤r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ s♦❧❧❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❞❡s ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ s❡✐♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉
❤❛❧t❡♥✱ s❡✐❡♥ ❞✐❡ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t❡ ♠✐t (x, y, z) ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❇✐❧❞♣✉♥❦t❡ ♠✐t (x′, y′, z′)✱
❞✳❤✳ ❧❡t③t❡r❡ s✐♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ ❙tr✐❝❤ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s s♦❧❧ ❛✉❝❤ ❢ür ❛♥❞❡r❡
P✉♥❦t❡ ❣❡❧t❡♥✱ ❞✳❤✳ ❛❧❧❡ P✉♥❦t❡ ❞❡s ❖❜❥❡❦tr❛✉♠s s✐♥❞ ✉♥❣❡str✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ❛❧❧❡ P✉♥❦t❡✱ ❞✐❡
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s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❇✐❧❞r❛✉♠ ❜❡③✐❡❤❡♥✱ ❣❡str✐❝❤❡♥✳

❊s ✇✐r❞ ✈❡r❧❛♥❣t✱ ❞❛ss ❞❛s ❇✐❧❞ tr❡✉ ✐st✱ s✐❝❤ ❛❜❡r ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❙❦❛❧❡♥❢❛❦t♦r V ✈♦♠ ❖❜❥❡❦t
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ s♦❧❧ ❡✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
s❡✐♥✳ ❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥ ❉r❡✐❡❝❦ ❛❜✱ s♦ s♦❧❧ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡s ❉r❡✐❡❝❦
s❡✐♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❞r❡✐ ❲✐♥❦❡❧ ❞❡s ❉r❡✐❡❝❦s s♦❧❧❡♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❉❛s ✐st äq✉✐✈❛❧❡♥t ③✉r
❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❛ss ❞❡r ❙❦❛❧❡♥❢❛❦t♦r ❢ür ❥❡❞❡ ❘❛✉♠r✐❝❤t✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ s♦♠✐t
✐s♦tr♦♣ ✐st✳ ❉❛s ❛❜❜✐❧❞❡♥❞❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ♠✉ss ❞❛♥♥ ♠✐♥❞❡st❡♥s r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤
s❡✐♥ ✉♥❞ ❡s ❣❡♥ü❣t✱ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ ❊❜❡♥❡ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✉♥❞
❡✐♥❡r ❞❛③✉ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t ✇✐r❞✳ ❉❛s s♦❧❧ ❤✐❡r ❞✐❡ x− z−❊❜❡♥❡ s❡✐♥✱
✇♦❜❡✐ ❞✐❡ z✲❆❝❤s❡ ❞❡s ❤✐❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡
❧✐❡❣❡✳

❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

Ax+Bz + C = 0 , ✭✷✳✸✮

♠✐t ❞❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ A,B,C ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❖❜❥❡❦t❣❡r❛❞❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❇✐❧❞❣❡r❛❞❡

A′x′ +B′y′ + C ′ = 0 , ✭✷✳✹✮

♠✐t ✐✳❆✳ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ A′, B′, C ′ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✱ ❤❛t ❞✐❡ ❋♦r♠

x′ =
a11x+ a13z + b1

L0(x, z)

z′ =
a31x+ a33z + b3

L0(x, z)

♠✐t ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥

L0(x, z) = a01x+ a03z + b0 ✭✷✳✺✮

✉♥❞ ❑♦♥st❛♥t❡♥ aij ✉♥❞ bi✱ ✇♦❜❡✐ i, j = 0, 1, 3✳ ❙♣❡③✐❛❧❢ä❧❧❡ ❞✐❡s❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❚r❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛❧s ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡♥
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t L0 = 1 ✉♥❞ ❞❛r✉♥t❡r ❞✐❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥
③✉sät③❧✐❝❤ b1 = b2 = b3 = 0 ✐st✳ ❉r❡❤✉♥❣ ✉♥❞ ■♥✈❡rs✐♦♥ s✐♥❞ ❙♣❡③✐❛❧❢ä❧❧❡ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✳

●❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ♠❛♥ ●❡r❛❞❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ s❝❤♥❡✐❞❡♥ ✈♦♥ s♦❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ③✉❡✐♥❛♥✲
❞❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ s✐♥❞✳ ■♥ ❞❡r ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✇❡r❞❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ●❡r❛❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❛❧s s✐❝❤
s❝❤♥❡✐❞❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡♥ ❛✉❢❣❡❢❛sst✱ ❞❡r❡♥ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ✐♠ ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❧✐❡❣t✳ ❋ür ❛❧❧❡ P✉♥❦✲
t❡ ♠✐t

L0(x, z) → 0

rü❝❦t ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❧❞♣✉♥❦t ✐♥s ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ✐♥ ❞✐❡s❡r ❊❜❡♥❡
✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ●❡r❛❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇✐❧❞♣✉♥❦t s❝❤♥❡✐❞❡♥✱ ❞❡r ✐♥s ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡ rü❝❦t
✉♥❞ ❞❡s ✇❡✐t❡r❡♥ ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ✐♠ ●r❡♥③ü❜❡r❣❛♥❣ ❛✉❢ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ●❡r❛❞❡♥ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❆✉s
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✽✿ ✭❛✮ ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡✲❋r❡s❝♦ ✒❉✐❡ ❙❝❤✉❧❡ ✈♦♥ ❆t❤❡♥✏ ✈♦♥ ❘❛✛❛❡❧✳ ■♠ ❩❡♥tr✉♠
❞❡r ③❡♥tr❛❧♣❡rs♣❡❦t✐✈✐s❝❤❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ st❡❤❡♥ ❞✐❡ ❛♥t✐❦❡♥ P❤✐❧♦s♦♣❤❡♥
P❧❛t♦♥ ✉♥❞ ❆r✐st♦t❡❧❡s✳ ❆✉❢ ❞❡♠ ❇✐❧❞ s✐♥❞ ✉✳❛✳ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✿ ❆r❝❤✐♠❡❞❡s
✭P❤②s✐❦❡r✮✱ ❊✉❦❧✐❞ ✭▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✮✱ ❍②♣❛t✐❛ ✭▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✐♥ ✉♥❞ P❤②s✐✲
❦❡r✐♥✮ ✉♥❞ Pt♦❧❡♠ä✉s ✭P❤②s✐❦❡r✮✳ ✭❜✮ Pr♦❥❡❦t✐✈❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❆❧❧❡ ✈♦♥ ●
❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❧❛✉❢❡♥ ✇✐❡❞❡r ✐♥ ❇ ③✉s❛♠♠❡♥✳

●rü♥❞❡♥ ❞✐❡ s♣ät❡r ❦❧❛r ✇❡r❞❡♥✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊❜❡♥❡ L0(x, z) = 0 ❛❧s ❋♦❦✉s❡❜❡♥❡✳
❲✐❡ s✐❝❤ ♥♦❝❤ ❤❡r❛✉sst❡❧❧❡♥ ✇✐r❞✱ ❣❡❤ört ③✉ ❥❡❞❡♠ P✉♥❦t ❞❡r ❋♦❦✉s❡❜❡♥❡ ✐♠ ❇✐❧❞r❛✉♠
❡✐♥❡ ❙❝❤❛r ♣❛r❛❧❧❡❧❡r ●❡r❛❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ✈♦♥ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦ts ❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥
❙t❡✐❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ♣r♦❥❡❦t✐✈❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐st ✐♥ ❞❡r ▼❛❧❡r❡✐ ❢ür ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥
❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✶✽ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞❡r ❩❡♥tr❛❧♣r♦❥❡❦t✐♦♥ ●❡r❛❞❡♥ ✇❡✐t❡r❤✐♥
●❡r❛❞❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✱ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❖❜❥❡❦tstr✉❦t✉r❡♥ ✐♠ ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❛❜❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ③❡♥tr❛❧❡♥
P✉♥❦t ③✉s❛♠♠❡♥❧❛✉❢❡♥✳

❯♠ ③✉ ❜❡✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥ ✭✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❥❡❞❡r ✐❤r❡r ❙♣❡③✐❛❧✲
❢ä❧❧❡✮ ✐♥ ❞❡r ❚❛t ●❧✳ ✷✳✸ ✐♥ ●❧✳ ✷✳✹ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt✱ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠❛♥ ●❧✳ ✷✳✹ ♠✐t L0 ✉♥❞
❡r❤ä❧t

A′L1(x, z) +B′L3(x, z) + C ′L0(x, z) = 0 .

❉✉r❝❤ ❯♠❢♦r♠✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡s❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✷✳✸ ❣❡❢♦r❞❡rt❡ ❋♦r♠
❜r✐♥❣❡♥✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st ❞❛s ❇✐❧❞ ❡✐♥❡r ●❡r❛❞❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡✳

❘♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥✳ ❑♦❧❧✐♥❡❛r❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ♥♦❝❤
❦❡✐♥❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐ts❛❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥✳ ❉❛s s✐♥❞ s✐❡ ♥✉r ❞❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❥❡❞❡r ❘✐❝❤✲
t✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ ❛✉s❢ä❧❧t✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❛❧s ▼✐♥❞❡st❢♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ z✲❆❝❤s❡ r♦t❛t✐✲
♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤ ✐st✳ ❉✐❡ ❊rs❡t③✉♥❣ x → −x ♠✉ss ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ z′ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt
❧❛ss❡♥ ✉♥❞ ③✉ x′ → −x′ ❢ü❤r❡♥✳ ❉❛s ❣❡❤t ♥✉r✱ ✇❡♥♥ a31 = a01 = 0 ✉♥❞ a13 = b1 = 0✳ ❉❛s
r❡❞✉③✐❡rt ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❢

x′ =
a11x

a03z + b0

z′ =
a33z + b3
a03z + b0

✸✾



■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ✈✐❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥

f = a11/a03 f ′ = (b3/a03 + FF ′)/f

F = −b0/a03 F ′ = a33/a03

❡✐♥❢ü❤rt✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠

x′ = f
x

z − F
✭✷✳✻✮

z′ = F ′ +
ff ′

z − F
✭✷✳✼✮

❜③✇✳

x = f ′ x′

z′ − F ′
✭✷✳✽✮

z = F +
ff ′

z′ − F ′
✭✷✳✾✮

❛✉❢s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❆✉s ●❧✳ ✷✳✾ ❢♦❧❣t ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

(z − F )(z′ − F ′) = ff ′. ✭✷✳✶✵✮

▼✐t ✐❤r ❦❛♥♥ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ z′ ❡✐♥❡s ❇✐❧❞♣✉♥❦t❡s ❢ür ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ P♦s✐t✐♦♥ z ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦t✲
♣✉♥❦ts ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ P♦s✐t✐♦♥ ♥✐❝❤t ✈♦♥ y ❛❜❤ä♥❣t✱ ✇❡r❞❡♥
❛❧❧❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ③✉r ③✲❆❝❤s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❊❜❡♥❡ ✭❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡✮ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t❡ ❛✉❢
❡✐♥❡ ③✉r ③✲❆❝❤s❡ ♥♦r♠❛❧❡♥ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉❡r ▲❛t❡r❛❧❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r
V = ∆x′

∆x ✱ ✇♦❜❡✐ ∆x ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ③✇❡✐❡r P✉♥❦t❡ ❛✉❢ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ✐st✱ ❢♦❧❣t ❞✐r❡❦t ❛✉s ●❧✳
✷✳✻ ❜③✇✳ ●❧✳ ✷✳✽✿

V =
∆x′

∆x
=

x′

x
=

f

z − F
=

z′ − F ′

f ′
, ✭✷✳✶✶✮

❉❛ ❞✐❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✷✳✶✶ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r x✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛❜❤ä♥❣t ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤
♥✐❝❤t ❢ür ❥❡❞❡ ❛♥❞❡r❡ ❙tr❡❝❦❡✱ ❞✐❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ③✲❆❝❤s❡ ❧✐❡❣t✱ ✇✐r❞ ❥❡❞❡ ❙tr❡❝❦❡ ✐♥ ❞❡r
x✲y✲❊❜❡♥❡ ✉♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❋❛❦t♦r V s❦❛❧✐❡rt✳ ■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ③✉r z✲❆❝❤s❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉r❡✐❡❝❦❡ ❛✉❢ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❉r❡✐❡❝❦❡ ❛❜❣❡❜✐❧✲
❞❡t✳ ❋ür ❛❧❧❡ P✉♥❦t❡ ❛✉❢ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣t ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✈♦r✳ ●✐❧t ❞❛s ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❞r✐tt❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♥t❧❛♥❣ z❄ ❯♠ ❞✐❡s❡ ❋r❛❣❡ ③✉ ❜❡❛♥t✲
✇♦rt❡♥✱ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡♥ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r Vl =

∆z′

∆z ✳ ❆✉s ●❧✳
✷✳✶✶ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✿

Vl =
∆z′

∆z
=

f ′

f
V 2 , ✭✷✳✶✷✮

■st |f ′| = |f |✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❞r❡✐ ❘❛✉♠❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ♥✉r ❞❛♥♥ ♠ö❣✲
❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ V = ±1✱ ❞✳❤✳ ♥✉r ❢ür ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣✱ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥❞ ■❞❡♥t✐tät✳ ❉❛s st✐♠♠t ♠✐t

✹✵



❞❡♠ ❇❡❢✉♥❞ ❢ür ♣❧❛♥❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ü❜❡r❡✐♥ ✭❑❛♣✳ ✷✳✸✮✿ ❉✉r❝❤ ❘❡✢❡❦t✐♦♥ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥ ❞r❡✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ✐♠ ▼❛ÿst❛❜ 1 : 1✳ ■♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✐st ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤
❛♥ ✈❡r❣röÿ❡r♥❞❡♥ ✭▼✐❦r♦s❦♦♣✮ ♦❞❡r ✈❡r❦❧❡✐♥❡r♥❞❡♥ ✭❑❛♠❡r❛✮ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐ts❛❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥
✐♥t❡r❡ss✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ✇❡❣❡♥ ●❧✳ ✷✳✶✷ ♥✉r ❢ür ❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡
❛♥❞❡r❡ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞✳❤✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ♠✐t V 6= ±1 ♠üss❡♥ s✐❝❤ ③✇❛♥❣s❧ä✉✜❣ ❛✉❢ ③✇❡✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥✳ ▼✐t ❡✐♥❡♠ ▼✐❦r♦s❦♦♣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t s❡❧❜st ❞✐❡
❊r❢❛❤r✉♥❣ ♠❛❝❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇✐❧❞s❝❤är❢❡ ✐♥ z✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✭❚✐❡❢❡♥s❝❤är❢❡✮ ♠✐t ❞❡r ❱❡r❣röÿ❡✲
r✉♥❣ r❛s❝❤ ❛❜♥✐♠♠t✱ ✇❡✐❧ Vl ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ◗✉❛❞r❛t ❞❡s ❧❛t❡r❛❧❡♥ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦rs
V ✐st ✭●❧✳ ✷✳✶✷✮✳ ❇❡✐ s❡❤r ❤♦❤❡r ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❤❡r ♣r❛❦t✐s❝❤ ♥✉r ❛✉❢ ❡✐♥❡
❊❜❡♥❡ ✒s❝❤❛r❢st❡❧❧❡♥✏✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ P✉♥❦t❡ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡♠ x ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛♥♥ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡✳ ●❡♠äÿ ●❧✳ ✷✳✶✶ ✐st ❞❡r❡♥ ❇✐❧❞ ❞✐❡ ●❡r❛❞❡ x′ = m′(z′ − F ′) ♠✐t
❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ m′ = x/f ′✳ ❆❧❧❡ ③✉r ❆❝❤s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ●❡r❛❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❡♠♥❛❝❤ ❛✉❢ ●❡r❛❞❡♥
❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P✉♥❦t F ′ ❣❡❤❡♥✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❣❡❤❡♥ ❛❧❧❡ ●❡r❛❞❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t
❡✐♥❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ m = f/x′ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P✉♥❦t F ✈❡r❧❛✉❢❡♥✱ ✐♥ ●❡r❛❞❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ y′ ❤❛❜❡♥✳ ❉❡♥ P✉♥❦t ❋ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥
❛❧s ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣❡♥ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❜③✇✳ ❋♦❦❛❧♣✉♥❦t ✉♥❞ ❞❡♥ P✉♥❦t ❋✬ ❛❧s ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡♥
❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❜③✇✳ ❋♦❦✉s♣✉♥❦t✳ P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥ ✉♥❞ ❋♦❦❛❧str❛❤❧❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♥
❜❡✐❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❍❛✉♣t♣✉♥❦t❡ H = F + f ✉♥❞ H ′ = F ′ + f ′ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✲
❞❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥✱ ✇❛s ♠❛♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙❦✐③③❡ ❦❧❛r♠❛❝❤❡♥ ❦❛♥♥ ✭❆❜❜✳ ✶✽❜✮✳
■♥ ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ▼❛ÿst❛❜ ✶✿✶ ❛✉❢ ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡
❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✭●❧✳ ✷✳✶✶✮✳ ❊✐♥ ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣ ❞✉r❝❤ ❍ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡r ❙tr❛❤❧ ✈❡r❧ä✉❢t
❜✐❧❞s❡✐t✐❣ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❍✬✱ ❞✳❤✳ s♦❧❝❤❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
♥✐❝❤t ❛❜❣❡❧❡♥❦t✳ ❋❛❧❧s ❍ ✉♥❞ ❍✬ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ s✐❡ ❛❧s ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t✲
str❛❤❧❡♥✳ P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥✱ ❋♦❦❛❧str❛❤❧❡♥ ✉♥❞ ❛❜❧❡♥❦✉♥❣s❢r❡✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❣❡♥ü❣❡♥✱ ✉♠
❢ür ❡✐♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ③✉ ❥❡❞❡♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❞❡♥ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ③✉
❦♦♥str✉✐❡r❡♥✿

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ssät③❡ ❞❡r ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡

✶✳ ❋♦❦❛❧str❛❤❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉ P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥✳
✷✳ P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉ ❋♦❦❛❧str❛❤❧❡♥✳
✸✳ ❍❛✉♣tstr❛❤❧❡♥ ✭▼✐tt❡❧♣✉♥❦tstr❛❤❧❡♥✮ ❡r❢❛❤r❡♥ ❦❡✐♥❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣✳

❏❡ ♥❛❝❤ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❋♦❦❛❧❡❜❡♥❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❋ä❧❧❡ ✉♥t❡r✲
s❝❤❡✐❞❡♥✿

❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣ ✭V > 1✮ ❢ür |z − F | < f

■❞❡♥t✐tät ✭V = 1✮ ✐♠ P✉♥❦t H

■♥✈❡rs✐♦♥ ✭V = −1✮ ✐♠ P✉♥❦t H ′

❱❡r❦❧❡✐♥❡r✉♥❣ ✭V < 1✮ ❢ür |z − F | > f

❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ●❡❣❡♥st❛♥❞s✇❡✐t❡ a = H − z ✉♥❞ ❞✐❡
❇✐❧❞✇❡✐t❡ ❢ür ❞✐❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ b = z′ −H ′ ❡✐♥❢ü❤rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

✹✶



❛✉s ❞❡♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ✉♥❞ ●❧✳ ✷✳✶✶ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

1

af ′
− 1

bf
=

1

ff ′
✭✷✳✶✸✮

x′

x
=

f

f ′

b

a
✭✷✳✶✹✮

❉✐❡s❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s ❘❡❢❡r❡♥③ ❢ür ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ✐✳❆✳ ✉♥✲
✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❙♣✐❡❣❡❧✱ ▲✐♥s❡♥ ♦❞❡r ❦♦♠♣❧❡①❡r❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥
❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ♠✐t ❊❧❡❦tr♦♥❡♥♠✐❦r♦s❦♦♣❡♥✱
▲✐♥s❡♥ ❢ür ❙②♥❝❤r♦tr♦♥str❛❤❧✉♥❣✱ ◆❡✉tr♦♥❡♥♠✐❦r♦s❦♦♣❡♥ ♦❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❧✐♥s❡♥ ❛♥✇❡♥✲
❞❡♥✱ ❦✉r③✉♠✱ ❛✉❢ ❥❡❞❡ ❆rt ✈♦♥ ♦♣t✐s❝❤❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡r ❣❡r❛❞❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❛✉s❣❡❤❡♥ ✉♥❞ ❛❧s ❣❡r❛❞❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❡♥❞❡♥✳ ❊s ✐st ❡✐♥ ❲❡✲
s❡♥s③✉❣ ❞❡r P❤②s✐❦✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✐❡ ❣❛♥③❡ ❱✐❡❧❢❛❧t ❞❡r ❲❡❧t ❛✉❢ ♥✉r ✇❡♥✐❣❡ ●r✉♥❞♣r✐♥③✐♣✐❡♥
✉♥❞ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✳

✸✳ ❙♣❤är✐s❝❤❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡

♦♣t✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✭③✳❇✳ ▲✐♥s❡♥✮ s✐♥❞ ❞✐❡ ●r✉♥❞❜❛✉st❡✐♥❡ ③✉ ♦♣t✐s❝❤❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥✲
t❡♥ ✭③✳❇✳ ▼✐❦r♦s❦♦♣♦❜❥❡❦t✐✈❡✮✳ ❖♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❜③✇✳ ■♥str✉♠❡♥t❡ ✭③✳❇✳ ▼✐❦r♦s❦♦♣✮
s❡t③❡♥ s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉s ✐✳❆✳ ♠❡❤r❡r❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡
❢ür ❞❛s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤✲♦♣t✐s❝❤❡ ❱❡rstä♥❞♥✐s ♦♣t✐s❝❤❡r ❊❧❡♠❡♥t❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥
❢ür ❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ❇r❡❝❤✉♥❣✳ ■st ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥ts ♥✐❝❤t ♠❡❤r
♣❧❛♥✱ ♠üss❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❧♦❦❛❧ ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛③✉ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❞❡♥
❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧❡❜❡♥❡ ✭❆❜❜✳ ✶✾✮✳ ❋ür ❥❡❞❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t P ❡✐♥❡r ❣❡❦rü♠♠✲
t❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✐st ❞✐❡s ❞✐❡ ❊❜❡♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥❡s P✉♥❦ts P ❞✐❡
●r❡♥③✢ä❝❤❡ ♥✉r ✐♥ ❡❜❡♥❞✐❡s❡♠ P✉♥❦t ❜❡rü❤rt✳ ❉✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ st❡❤t ♦r✲
t❤♦❣♦♥❛❧ ❜③✇✳ ♥♦r♠❛❧ ③✉r ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ❣❡❤t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P✉♥❦t P✳ ❉✐❡ ●❡s❡t③❡ ❞❡r
❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ❇r❡❝❤✉♥❣ ✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡s❡♥ P✉♥❦t P s♦ ✇✐❡ ❜✐s❤❡r ❛♥✱ ❛❜❡r ❜❡③ü❣❧✐❝❤
s❡✐♥❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡♥✳

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ♠✐t s♣❤är✐s❝❤ ❣❡❦rü♠♠t❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❜❡✲
s♣r♦❝❤❡♥ ✭❑❛♣✳ ✸✮ ✉♥❞ ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❞❛r❛✉s ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡ ❙②st❡♠❡ ✭❑❛♣✳ ✹✮✳ ❲❡♥♥ ❡s
✉♠ ❛❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣t✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❣❡❤t✱ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ❡rst❡♥s ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✉♥t❡r ✇❡❧❝❤❡♥
❯♠stä♥❞❡♥ ③✉♠✐♥❞❡st ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ♣❡r❢❡❦t❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥✱ ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r H✱H ′, f, f ′ ❞✐❡s❡r ♥ä❤❡r✉♥❣s✲
✇❡✐s❡ ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✲ ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❡
♦❞❡r ❙②st❡♠❡ ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥✳

❇❡✐❞❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤✲♦♣t✐s❝❤❡ ◆ä❤❡r✉♥❣
❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✱ ✇❛s ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❤✐♥❛✉s❧ä✉❢t✳
❉❛s ✐st ❢ür ❡✐♥ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❛❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣t✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❡rst ❡✐♥✲
♠❛❧ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ✇✐r❦❧✐❝❤ ❣✉t❡s ❚❡❧❡s❦♦♣ ♦❞❡r ▼✐❦r♦s❦♦♣ ❛✉s ♦♣t✐s❝❤❡♥
❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❛✉❢❜❛✉❡♥ ✇✐❧❧✱ ♠✉ss ♠❛♥ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❇❡✲
r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❛♥st❡❧❧❡♥✱ ✇❛s ❤✐❡r ♥✉r ❛❧s ❆✉s❜❧✐❝❦ ❛♥❣❡❞❡✉t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✹✳✺✮✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✾✿ ✭❛✮ ▲♦❦❛❧❡ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡ ✉♥❞ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧❡❜❡♥❡ ✐♠ P✉♥❦t P ❡✐♥❡r ❣❡✲
❦rü♠♠t❡♥ ❋❧ä❝❤❡✳ ✭❜✮ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✳

✸✳✶✳ ❙♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧

❙♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ✇❡r❞❡♥ s♦✇♦❤❧ ❢ür ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣
❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❍✐❡r s♦❧❧ ③✉♥ä❝❤st ✐❤r❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛❧s ❛❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣t✐s❝❤❡s ❊❧❡♠❡♥t ❜❡tr❛❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ r❡✢❡❦t✐❡r❡♥❞❡ ❋❧ä❝❤❡ ❡✐♥❡s s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧s ❧✐❡❣t ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❙♣❤är❡ ♠✐t ❞❡♠ ▼✐t✲
t❡❧♣✉♥❦t ▼ ✉♥❞ ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r ✭❆❜❜✳ ✷✵✮✳ ❋ä❧❧t ❛✉❢ s✐❡ ❡✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡s ❙tr❛❤❧❡♥❜ü♥❞❡❧ ❡✐♥✱
s♦ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ▼ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ●❡r❛❞❡ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❘♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡✲
tr✐❡ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❙✐❡ s❝❤♥❡✐❞❡t ❞✐❡ r❡✢❡❦t✐❡r❡♥❞❡ ❋❧ä❝❤❡ ✐♠ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t ❙✳ ❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
✇ä❤❧t ♠❛♥ ❡✐♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♠✐t ❙ ❛❧s ◆✉❧❧♣✉♥❦t ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r z✲❆❝❤s❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r
♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡✱ ✇♦❜❡✐ ✐❤r❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s s❡✐✳ ❋ür
❡✐♥❡♥ ❑♦♥❦❛✈s♣✐❡❣❡❧ ✭✷✵❛✮ ✐st ❞✐❡ z✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈♦♥ ▼ ♥❡❣❛t✐✈✱ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❑♦♥✈❡①✲
s♣✐❡❣❡❧ ✭✷✵❜✮ ♣♦s✐t✐✈✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❤❛t ❡✐♥ P❧❛♥s♣✐❡❣❡❧ ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ❡r ♣❡r❢❡❦t❡
❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞❡r ❡r③❡✉❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❛❜❡r ❞❡♥ ◆❛❝❤t❡✐❧✱ ❞❛ss ❞❛s ♥✉r ✐♠ ▼❛ÿ✲
st❛❜ ✶✿✶ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳ ❙♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ❡✐♥ ✈❡r❣röÿ❡rt❡s ♦❞❡r ❡✐♥
✈❡r❦❧❡✐♥❡rt❡s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ✈❡r✇✐r❦❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❛❜❡r ❞❛❢ür ♠✉ss ❞❡r ❱♦r③✉❣ ❞❡s P❧❛♥✲
s♣✐❡❣❡❧s✱ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞❡r ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ❣❡♦♣❢❡rt ✇❡r❞❡♥✿ ❙♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧
❦ö♥♥❡♥ ♥✉r ❡❜❡♥❡ ❖❜❥❡❦t❡ ✐♥ ❡❜❡♥❡ ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞❡r ❛❜❜✐❧❞❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ◆❛❝❤t❡✐❧ ✐st✱
❞❛ss ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ♥✉r ✐♠ ♣❛r❛①✐❛❧❡♥ ▲✐♠❡s✱ ❞✳❤✳ ✐♠ ▲✐♠❡s ❢ür ❛❝❤s❡♥♥❛❤❡ ❙tr❛❤❧❡♥✱
♣❡r❢❡❦t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r H✱H ′, f, f ′ ❞❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐♠
♣❛r❛①✐❛❧❡♥ ▲✐♠❡s s♦❧❧❡♥ ♥✉♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

❊s ✐st s♦❢♦rt ❡✐♥s✐❝❤t✐❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙♣✐❡❣❡❧❡❜❡♥❡ ③✉❣❧❡✐❝❤ ●❡❣❡♥st❛♥❞s✲ ✉♥❞ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ❢ür
❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐♠ ▼❛ÿst❛❜ ✶✿✶ ✐st✳ ❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ✐st ❢ür ♥✉r ❧❡✐❝❤t
❣❡❦rü♠♠t❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ❜③✇✳ ❢ür ❛❝❤s❡♥♥❛❤❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❞❛❤❡r ✐❞❡♥t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t
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✉♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❍❛✉♣t♣✉♥❦t❡ ❢❛❧❧❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✿

H = H ′ = S .

❆❧s ♥ä❝❤st❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥✳ ❙✐❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ✐❤r❡ x✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡✳
❱♦♥ ❛❝❤s❡♥♥❛❤❡ ❜③✇✳ ♣❛r❛①✐❛❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥ s♣r✐❝❤t ♠❛♥✱ ✇❡♥♥ |x| s❡❤r ❦❧❡✐♥ ✐st✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ✐♠
P✉♥❦t P ❛✉❢tr❡✛❡♥❞❡♥ P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ◆ ♠✐t ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥
❆❝❤s❡ ❞✉r❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❘❡✢❡①✐♦♥s❣❡s❡t③❡s✳ ❋ür ❑♦♥❦❛✈s♣✐❡❣❡❧ ✇✐r❞ ❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤
✈♦♠ ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ❞✉r❝❤q✉❡rt ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐st ◆ ❡✐♥ r❡❡❧❧❡r P✉♥❦t✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❑♦♥✈❡①s♣✐❡✲
❣❡❧ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❘ü❝❦✈❡r❧ä♥❣❡r✉♥❣ ❞❡s ❙tr❛❤❧s ❦♦♥str✉✐❡rt❡♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡♥
P✉♥❦t✱ ❞❡r ❤✐♥t❡r ❞❡r s♣✐❡❣❡❧♥❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❧✐❡❣t✳ ❋ä❧❧t ♠❛♥ ✈♦♥ ◆ ❛✉s ❞❛s ▲♦t ❛✉❢ ❞✐❡ ❞✉r❝❤
▼ ✉♥❞ P ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ P✉♥❦t ▲✳ ❉✐❡ P✉♥❦t❡ ▲✱ ▼ ✉♥❞ ◆ ❜✐❧❞❡♥ ❡✐♥
r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣❡s ❉r❡✐❡❝❦✳ ❉❡r❡♥ ❆♥❦❛t❤❡t❡ ❤❛t ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ r/2✳ ❙✐❡ ✐st ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❍②♣♦✲
t❡♥✉s❡✱ ❞♦❝❤ ♥ä❤❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❍②♣♦t❡♥✉s❡ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r ✇❡r❞❡♥❞❡♠ ❲✐♥❦❡❧ α ❛♥
❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❆♥❦❛t❤❡t❡ ❛♥✳ ❉❛❜❡✐ ❧ä✉❢t ❞❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ◆ ❛✉❢ ❞❡♥ P✉♥❦t ❋✬ ③✉✳ ❆❧❧❡
P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥ ✈❡r❧❛✉❢❡♥ ❞❛❤❡r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ P✉♥❦t F ′✱ ✇❡♥♥ |x| s❡❤r
❦❧❡✐♥ ✇✐r❞✳ ■♠ ▲✐♠❡s |x| → 0 ❧✐❡❢❡r♥ s♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ❛❧s♦ ❡✐♥ ♣❡r❢❡❦t❡s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ♠✐t
❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡♠ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❋✬✳ ❑❡❤rt ♠❛♥ ❞❡♥ ❙tr❛❤❧✈❡r❧❛✉❢ ✉♠✱ s♦ ✐st ❧❡✐❝❤t ❡✐♥③✉s❡❤❡♥✱
❞❛ss ❛❧❧❡ ✈♦♥ ❋✬ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ s✐♥❞✳ ❉❛❤❡r ❢❛❧❧❡♥ ❋ ✉♥❞ ❋✬
③✉s❛♠♠❡♥ ✉♥❞ ❡s ✐st f ′ = f ✳ ❆✉s ●❧✳ ✷✳✶✸ ❢♦❧❣❡♥ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

x′

x
=

b

a
✭✸✳✶✮

1

a
− 1

b
=

1

f
✭✸✳✷✮

❍✐❡r ✐st a ❞✐❡ st❡ts ♣♦s✐t✐✈❡ z✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡❜❡♥❡ ✉♥❞ b ❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❞❡r ♥❡❣❛✲
t✐✈❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ❇✐❧❞❡❜❡♥❡✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❑♦♥❦❛✈s♣✐❡❣❡❧ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ f = ❍✲❋
❞❡✜♥✐❡rt❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ ③✉

f = f ′ = r/2 ✭✸✳✸✮

✉♥❞ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❑♦♥✈❡①s♣✐❡❣❡❧ ③✉

f = f ′ = −r/2 . ✭✸✳✹✮

❉❛ f ❢ür ❑♦♥✈❡①s♣✐❡❣❡❧ ♥❡❣❛t✐✈ ✐st✱ ✐st b st❡ts ♣♦s✐t✐✈✳ ❉❛s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❡✐♥❡s ❑♦♥✈❡①s♣✐❡✲
❣❡❧s ✐st ❞❛❤❡r st❡ts ✈✐rt✉❡❧❧✱ ❛✉❢r❡❝❤t ✉♥❞ ✈❡r❦❧❡✐♥❡rt✳

P❡r❢❡❦t ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ♠✐t s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧♥ ♥✉r ❢ür ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ r → ∞ ❞❡s
P❧❛♥s♣✐❡❣❡❧s ✉♥❞ ❢ür ❞❡♥ ♣❛r❛①✐❛❧❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ |x| → 0✳ ❋ür ✇❡✐t❡r ✈♦♥ ❞❡r ❆❝❤s❡ ❡♥t✲
❢❡r♥t❡ P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥ ♦❞❡r ③✉r ❆❝❤s❡ stär❦❡r ❣❡♥❡✐❣t❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ♠❛❝❤❡♥ s✐❝❤ ③✉♥❡❤♠❡♥❞
❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❢❡❤❧❡r ❜❡♠❡r❦❜❛r✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❞❛s ❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞ ❛❧❧③✉ stör❡♥❞ ❜❡❡✐♥✲
✢✉ss❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❇❧❡♥❞❡♥ ❜❡s❡✐t✐❣❡♥✱ ✇❛s ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❢ ❑♦st❡♥
❞❡r ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ❞❡s ❇✐❧❞❡s ❣❡❤t✳

❘♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ♠✐t ❣❡❦rü♠♠t❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür
❚❡❧❡s❦♦♣❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❙❛t❡❧❧✐t❡♥t❡❧❡s❦♦♣❡✱ ❞✐❡ ❢❡r♥❡ ❘ö♥t❣❡♥q✉❡❧❧❡♥ ❡r✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✵✿ ❙❦✐③③❡ ❞❡s ❙tr❛❤❧❡♥❣❛♥❣s ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡ ✭❛✮ ❢ür ❡✐♥❡♥ s♣❤är✐s❝❤❡♥
❑♦♥❦❛✈s♣✐❡❣❡❧✳ ✭❜✮ ❢ür ❡✐♥❡♥ s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❑♦♥✈❡①s♣✐❡❣❡❧✳

❦✉♥❞❡♥✳✻ ❊s ♠✉ss s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t ✉♠ s♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ❤❛♥❞❡❧♥✳ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡✲
❣❡❧ ❜✐❧❞❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛❧❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ♣❡r❢❡❦t
✐♥ ❞❡♥ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❛❜✱ ✇❡✐s❡♥ ❛❜❡r ✉✳❯✳ ❣röÿ❡r❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❢❡❤❧❡r ❢ür ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉❢✱ ❞✐❡
③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❣❡♥❡✐❣t s✐♥❞✳

❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ s♦❧❧ ♥♦❝❤ ❦✉r③ ❡t✇❛s ü❜❡r ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❣❡❦rü♠♠t❡r ❙♣✐❡❣❡❧ ❢ür ❜❡❧❡✉❝❤t✉♥❣s✲
t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❣❡s❛❣t ✇❡r❞❡♥✿ ❉❛ ❙♦♥♥❡♥❧✐❝❤t ❢❛st ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡
❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ❜③✇✳ ❡✐♥❡♥ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧ ✒❛✉❢❦♦♥✲
③❡♥tr✐❡r❡♥✏✳ ❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✐♠ P✉♥❦t ❋✬✳ ❊✐♥ ❞♦rt ❜❡✜♥❞✲
❧✐❝❤❡r ❑ör♣❡r✱ ❞❡r ❞❛s ▲✐❝❤t ❛❜s♦r❜✐❡rt✱ ❦❛♥♥ s❡❤r ❤♦❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❉❛s ✐st
❞❡r ●r✉♥❞✱ ✇❛r✉♠ ♠❛♥ ❋ ❜③✇✳ ❋✬ ❛❧s ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡
❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣❡ ❇❡str❛❤❧✉♥❣sstär❦❡ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❋❧ä❝❤❡ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ✐s♦tr♦♣
❛❜str❛❤❧❡♥❞❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ✐♥ ❞❡♥ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ♣❧❛t③✐❡rt✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐✈❡r❣❡♥③ ❞❡s ❙tr❛❤❧s
❞❛❜❡✐ ✈❡rr✐♥❣❡rt✱ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡ ♥✐❝❤t s♦ s❝❤♥❡❧❧ ♠✐t ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❛❜✱
✇❛s ③✳❇✳ ❢ür ▲❡✉❝❤ttür♠❡ ✇✐❝❤t✐❣ ✐st✳

✸✳✷✳ ▲✐♥s❡♥

❆❧❧❡s✱ ✇❛s ③✉r ❛❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣t✐s❝❤❡♥ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❙tr❛❤❧✉♥❣ ✭▲✐❝❤t✱ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✱ ■♦✲
♥❡♥ ✉s✇✳✮ ❞✐❡♥t ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❜❡r✉❤t✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ▲✐♥s❡♥✳ ❙♦❧❧ ❞✐❡
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐t ❜❡✐ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✱ ♠✉ss ❞❛s ❛❜❜✐❧❞❡♥❞❡ ❙②s✲
t❡♠ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤ s❡✐♥✳

❆❜❜✳ ✷✶ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ s♣❤är✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡✳ ❙✐❡ ❣r❡♥③t ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ s♣❤är✐s❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ♠✐t
❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡♥ ▼1 ❜③✇✳ ▼2 ✉♥❞ ❞❡♥ ❘❛❞✐❡♥ r1 ❜③✇✳ r2 ❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ ❇ ♠✐t ❞❡r
r❡❧❛t✐✈❡♥ ❇r❡❝❤③❛❤❧ n = nB/nA ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❆ ♠✐t ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥
❇r❡❝❤③❛❤❧ ✶ ❛❜✳ ❉✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ✭❙②♠♠❡tr✐❡❛❝❤s❡✮ ✈❡r❧ä✉❢t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡✳

✻❩✳❇✳ ❞❡r ✈♦♠ ❉❡✉ts❝❤❡♥ ❩❡♥tr✉♠ ❢ür ▲✉❢t✲ ✉♥❞ ❘❛✉♠❢❛❤rt ❣❡❜❛✉t❡ ❘ö♥t❣❡♥s❛t❡❧❧✐t ❘❖❙❆❚✱ ❞❡ss❡♥
❙♣✐❡❣❡❧ ❧❛✉t ●✉✐♥♥❡ss✲❇✉❝❤ ❞❡r ❘❡❦♦r❞❡ ❞✐❡ ❣❧❛tt❡st❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❞❡r ❲❡❧t ✇❛r❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✶✿ ❙❦✐③③❡ ③✉r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ▲✐♥s❡♥♠❛❝❤❡r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣✳

■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ❡r ❘❛❞✐❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲✐♥s❡ ③✉r ♣❧❛♥♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ P❧❛tt❡✳ ❆♥❛❧♦❣
③✉♠ s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❤❡r s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t S1 ❞❡♠ P✉♥❦t
H ❞❡r ❛❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣t✐s❝❤❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t S2 ❞❡♠ P✉♥❦t
H ′✳ ❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♠✐t ❞❡r z✲❆❝❤s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡ ♠✐t ❣r♦ÿ❡♥ ❇✉❝❤st❛❜❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ P✉♥❦t❡✱ ❞✐❡ ❛✉❢
❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❧✐❡❣❡♥✱ s♦❧❧❡♥ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ z✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ st❡❤❡♥✳ ❋❡r♥❡r s❡✐❡♥ ❞✐❡
●röÿ❡♥ R1 = S1 − M1 ✉♥❞ R2 = S2 − M2 ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✷✶ ✐st R1 ♥❡❣❛t✐✈ ✉♥❞
R2 ♣♦s✐t✐✈✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❜✐❦♦♥✈❡①❡ ▲✐♥s❡✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❜✐❦♦♥❦❛✈❡♥
▲✐♥s❡ ❦❡❤r❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✈♦♥ R1 ✉♥❞ R2 ✉♠✳

■♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ▲✐♥s❡ s❡✐ ❡✐♥ ❙tr❛❤❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡r ♠✐t ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x∗

♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✈❡r❧ä✉❢t✳ ❉❛s ✐st ③✳❇✳ ❢ür ❞❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✶ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❙tr❛❤❧
✈♦♥ ❊ ♥❛❝❤ ❋ ❞❡r ❋❛❧❧✳ ❆♥ ❞❡♥ P✉♥❦t❡♥ ❊ ✉♥❞ ❋ ✜♥❞❡t ❞✐❡ ❇r❡❝❤✉♥❣ ❣❡♥❛✉s♦ st❛tt✱ ✇✐❡
❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ✈♦♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✢ä❝❤❡♥ ✭❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡♥✮ ❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ Pr✐s♠❛✳ ❉✐❡
◆❡✐❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ s✐♥❞ ε1 ≈ x∗/R1 ❜③✇✳
ε2 ≈ x∗/R2✳ ❉✐❡ ●❡s❛♠t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ✐st δ = δ1 + δ2 = (1− n)ε = (1− n)(ε2 − ε1) ❜③✇✳

δ = −Dx∗ ✭✸✳✺✮

♠✐t ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t

D = (n− 1)

[

1

R1
− 1

R2

]

. ✭✸✳✻✮

❇❡✐ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✳✻ s✐♥❞ ❞✐❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✈♦♥ R1 ✉♥❞ R2 ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡
❜✐❦♦♥✈❡①❡ ▲✐♥s❡ ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ R1 = r1 ✉♥❞ R2 = −r2 ✉♥❞ s♦♠✐t

D = (n− 1)

[

1

r1
+

1

r2

]

. ✭✸✳✼✮

❋ür ❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ ♠✐t n > 1 ✐st ❞✐❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❡✐♥❡r ❜✐❦♦♥✈❡①❡♥ ▲✐♥s❡ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈✱
❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❡✐♥❡r ❜✐❦♦♥❦❛✈❡♥ ▲✐♥s❡ ♥❡❣❛t✐✈✳ ●❧✳ ✸✳✻ ✇✐r❞ ❛❧s ▲✐♥s❡♥♠❛❝❤❡r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ▼✐t ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❞❡✜♥✐❡rt s✐❡ ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡ ●röÿ❡✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ▲✐♥s❡ ❝❤❛r❛❦✲
t❡r✐s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t

✹✻



✐st ❞✐❡ ❉✐♦♣tr✐❡
[D] = 1Dioptrie = 1 dpt = 1m−1 .

❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡s ❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧s ❢ür ❡✐♥ Pr✐s♠❛ ❦♦♥st❛♥t ✐st✱ ♥✐♠♠t ❡r ❢ür ▲✐♥s❡♥
❣❡♠äÿ ✸✳✺ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ③✉✳ ▼✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
a = H − A ✉♥❞ b = B − H ′ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♥ ❍❛✉♣t♣✉♥❦t❡♥ H ✉♥❞ H ′ ❣✐❧t ❢ür ❦❧❡✐♥❡
❲✐♥❦❡❧ δ1 ≈ −x∗/a∗ ≈ −x∗/a ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ δ2 ≈ −x∗/b✳ ◆ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ✇❡r❞❡♥
❞❛❤❡r ❛❧❧❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❆ ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t
❇ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ▼✐t ●❧✳ ✸✳✺ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

1

a
+

1

b
≈ D . ✭✸✳✽✮

❙✐❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠s✱ ●❧✳ ✷✳✶✸✱ ✇❡♥♥

f =
1

D
= −f ′ , ✭✸✳✾✮

❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞❡r ♦❜❥❡❦ts❡✐t✐❣❡ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❋ r❡❧❛t✐✈ ③✉ U ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡r z✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❧✐❡❣t ✉♥❞
❞❡r ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❋✬ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡r ❘✐❝❤t✉♥❣✳

❉✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ●❧✳ ✷✳✶✸ ✉♥❞ ●❧✳ ✷✳✶✹ ❢♦❧❣t ❢ür ▲✐♥s❡♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

V ≈ − b

a
1

a
+

1

b
≈ 1

f
. ✭✸✳✶✵✮

▲✐♥s❡♥ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ f st❡❧❧❡♥ s♦♠✐t ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡♥ ❞❛r✱ ❞✳❤✳ P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥
❧❛✉❢❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡♥ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ③✉s❛♠♠❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ▲✐♥s❡♥ ♠✐t ♥❡❣❛t✐✈❡r ❇r❡♥♥✲
✇❡✐t❡ ❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡♥ s✐♥❞✳ ■st n > 1✱ s♦ ❢✉♥❣✐❡r❡♥ ❜✐❦♦♥✈❡①❡ ▲✐♥s❡♥ ❛❧s ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡♥
✉♥❞ ❜✐❦♦♥❦❛✈❡ ❛❧s ❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡♥✳ ❋ür n < 1 ✐st ❡s ✉♠❣❡❦❡❤rt✳

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♠✐t ▲✐♥s❡♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❇❡✲
❞✐♥❣✉♥❣ ❢ür ♣❡r❢❡❦t❡ ✈❡r❣röÿ❡r♥❞❡ ♦❞❡r ✈❡r❦❧❡✐♥❡r♥❞❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥
❞✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❦❧❡✐♥ ❣❡♥✉❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ▲✐♥s❡ ♣❛r❛①✐❛❧
✈❡r❧❛✉❢❡♥✱ ❞✳❤✳ ♥✉r ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❤❛❜❡♥✳

✹✳ ❖♣t✐s❝❤❡ ■♥str✉♠❡♥t❡

❉✐❡ ▲❡s❡❜r✐❧❧❡ ✇✉r❞❡ ✐♠ s♣ät❡♥ ✶✸✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ✐♥ ❞❡♥ ✇✐rts❝❤❛❢t❧✐❝❤ ❛✉❢str❡❜❡♥❞❡♥
❙t❛❞tr❡♣✉❜❧✐❦❡♥ ❞❡r ❚♦s❦❛♥❛ ❡r❢✉♥❞❡♥✳ ■♥ ❋❧♦r❡♥③ ✭✶✸✷✶✮ ✉♥❞ P✐s❛ ✭✶✸✹✶✮ ✇❡r❞❡♥ ❥❡♥❡
❯♥✐✈❡rs✐tät❡♥ ❣❡❣rü♥❞❡t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❲✐ss❡♥ ❞❡r ❛r❛❜✐s❝❤❡♥ ●❡❧❡❤rt❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❛❜❡♥❞❧ä♥❞✐✲
s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ r❡③✐♣✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❚♦s❦❛♥❛ ✇✐r❞ ③✉r ❲✐❡❣❡ ❞❡r ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞❡r ❲✐❡❞❡r❣❡❜✉rt
❞❡r ❆♥t✐❦❡✱ ✉♥❞ ❦♥ü♣❢t ♠✐t ❞❡r ❲✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦✉♥❣ ❞❡s P❧❛t♦♥✐s♠✉s ✇✐❡❞❡r ❞♦rt ❛♥✱ ✇♦ ❞✐❡
❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✒✐♠ ❲❡st❡♥✏ ❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥ ✐st✳ ■♥ P✐s❛ ✉♥❞ ❋❧♦r❡♥③
❡r❤ä❧t ❞❡r ❥✉♥❣❡ ❙t✉❞❡♥t ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ✭✶✺✻✹✲✶✻✹✶✮ ❥❡♥❡ ❇✐❧❞✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐❤♠ s❝❤♦♥ ❜❛❧❞

✹✼



❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ✇✐r❞✱ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ③✉ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✐❡r❡♥✳ ◆✐❝❤t ③✉❧❡t③t ❞❡r ❤♦❤❡ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❇r✐❧✲
❧❡♥♠❛❝❤❡r❦✉♥st ✐♠ ❋❧♦r❡♥③ ❞❡r ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ❞❡♥ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡♥
❇❛✉ s❡✐♥❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ■♥str✉♠❡♥t❡✳

●❛❧✐❧❡✐ ❣❡❧❛♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❋❡r♥r♦❤r s❡♥s❛t✐♦♥❡❧❧❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✳ ❯✳❛✳ ❡♥t❞❡❝❦t❡ ❡r ❞✐❡
✈✐❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❏✉♣✐t❡r♠♦♥❞❡ ✭❆❜❜✳ ✷✷❛✮✳ ❙✐❡ ✇❛r❡♥ ❞❡r s❝❤❧❛❣❡♥❞❡ ❇❡✇❡✐s✱ ❞❛ss ❡s ❡t✇❛s
❣❛❜✱ ❞❛s s✐❝❤ ❞❡✜♥✐t✐✈ ♥✐❝❤t ✉♠ ❞✐❡ ❊r❞❡ ❞r❡❤t❡ ✉♥❞ ❞❛ss ❞✐❡ ✒❍❡✐❧✐❣❡ ❙❝❤r✐❢t✏ ❞❛❤❡r
❡✐♥❡ ♥❛❝❤✇❡✐s❜❛r❡ ❋❛❧s❝❤❛✉ss❛❣❡ ❡♥t❤✐❡❧t✳ ❉❛r❛♥ ❡♥t③ü♥❞❡t❡ s✐❝❤ ❞❡r ❑♦♥✢✐❦t ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♠ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r ●❛❧✐❧❡✐ ✉♥❞ ❞❡r ❦❛t❤♦❧✐s❝❤❡♥ ❑✐r❝❤❡✳ ❊✐♥ ❢❡✐❡r❧✐❝❤❡s ❇❡❣rä❜♥✐s ✇✉r❞❡
♥✐❝❤t ♥✉r ✐❤♠ ✭❆❜❜✳ ✷✷❜✮✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ s❡✐♥❡r ❚♦❝❤t❡r ✈❡r✇❡✐❣❡rt✱ ♦❜✇♦❤❧ ❧❡t③t❡r❡ ❞❡r
❆✉✢❛❣❡ ♥❛❝❤❦❛♠✱ ❥❡❞❡ ❲♦❝❤❡ s✐❡❜❡♥ Ps❛❧♠❡♥ ③✉r ❇✉ÿ❡ ❢ür ✐❤r❡♥ ❱❛t❡r ③✉ ❜❡t❡♥✳ ❉❛s
❡rs❝❤❡✐♥t ❤❛rs❝❤✱ ❛❜❡r ❚❤❡♦❧♦❣❡♥ ✇❛r ❦❧❛r✱ ✇❛s ●❛❧✐❧❡✐s ❊r❦❡♥♥t♥✐s ❜❡❞❡✉t❡t❡✿ ❲❡♥♥ s✐❝❤
❛✉❝❤ ♥✉r ❡✐♥ ❡✐♥③✐❣❡r ❋❡❤❧❡r ♦❜❥❡❦t✐✈ ♥❛❝❤✇❡✐s❡♥ ❧✐❡ÿ✱ ❞❛♥♥ ❣❛❜ ❡s ❦❡✐♥ ❍❛❧t❡♥ ♠❡❤r✳ ❉❛♥♥
✇❛r ❧♦❣✐s❝❤❡r✇❡✐s❡ ③✉❧äss✐❣✱ ❛✉❝❤ ❥❡❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❙❛t③ ❞❡r ❍❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤r✐❢t ❛♥③✉③✇❡✐❢❡❧♥✳
❊s ♠✉sst❡ ❡✐♥ ❲❡❣ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❙ät③❡ r✐❝❤t✐❣ ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡
❢❛❧s❝❤ ✇❛r❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❛✉❢❣❡✇♦r❢❡♥❡ Pr♦❜❧❡♠ ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❞❡r ❦❛t❤♦❧✐s❝❤❡♥
❑✐r❝❤❡ ❡rst s♣ät ❣❡❧öst✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ✐♠ ❡rst❡♥ ❱❛t✐❦❛♥✐s❝❤❡♥ ❑♦♥③✐❧ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡
❉♦❣♠❛ ✈♦♥ ❞❡r ❯♥❢❡❤❧❜❛r❦❡✐t ❞❡s P❛♣st❡s✳ ◆❛❝❤❞❡♠ s✐❝❤ ❞❡r ❱❛t✐❦❛♥ ✐♠ ❏❛❤r ✷✵✵✽ ✈♦♥
❞❡r ❱❡r✉rt❡✐❧✉♥❣ ●❛❧✐❧❡✐s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✐st❛♥③✐❡rt❡✱ ✇❛r ❞❡r ❲❡❣ ❢r❡✐✱ ✐♥ ❘♦♠ ❞✐❡
❡rst❡ ö✛❡♥t❧✐❝❤❡ ❙t❛t✉❡ ❢ür ❞❡♥ ❱❛t❡r ❞❡r ♠♦❞❡r♥❡♥ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛✉❢③✉st❡❧❧❡♥✳ ❙✐❡
✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❝❤✐♥❡s✐s❝❤✲❛♠❡r✐❦❛♥✐s❝❤❡♥ ◆♦❜❡❧♣r❡✐strä❣❡rs ❚s✉♥❣✲❉❛♦ ▲❡❡ ❡♥t✇♦r❢❡♥
✉♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❝❤✐♥❡s✐s❝❤❡♥ ❙t❛❛tsr❡❣✐❡r✉♥❣ ✜♥❛♥③✐❡rt✳

✹✳✶✳ ❚❤❡♦r✐❡ ❧✐♥❡❛r❡r ♦♣t✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❙✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ t②♣✐s❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡✐♥❢ü❤r❡♥✳
❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❦♦♠♠t ❡s ♥✐❝❤t ❞❛r❛✉❢ ❛♥✱ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊❧❡♠❡♥ts ❛✉s
s❡✐♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✲ ✉♥❞ ❙tr✉❦t✉r❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❤❡r❛✉s ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❛s ❋✉♥❦t✐♦♥✐❡✲
r❡♥ ❡✐♥❡s ❛✉s ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❛✉❢❣❡❜❛✉t❡♥ ❙②st❡♠s✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣s✇❡✐s❡
✇✐r❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❣❛♥③❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ♦❞❡r ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡r
◆❡t③✇❡r❦❡ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✳ ▼❛♥ ♥✐♠♠t ❞❛③✉ ❡✐♥❡♥ ❙②st❡♠st❛♥❞♣✉♥❦t ❡✐♥✳ ■♠ ❋❛❧❧ ♦♣t✐✲
s❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❝❤ ♥✉r ❢ür ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r
❡✐♥❣❛♥❣ss❡✐t✐❣ ❡✐♥tr❡t❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ✭■♥♣✉t✮ ✉♥❞ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❛✉s❣❛♥❣ss❡✐t✐❣❡♥
❙tr❛❤❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ✭❖✉t♣✉t✮ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt✳ ❲✐❡ ❞❛s ❙②st❡♠ ✐♥♥❡♥ ❛✉❢❣❡❜❛✉t ✐st✱ ✐st ❞❛❜❡✐
✈ö❧❧✐❣ ❡❣❛❧✳ ▼❛♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ❞❛s ❙②st❡♠ ❛❧s ✒❜❧❛❝❦ ❜♦①✏✱ ❞✳❤✳ ❛❧s ❡✐♥❡ ♦❜s❦✉r❡ ❙❝❤❛❝❤t❡❧
✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ■♥❤❛❧ts✳ ❉✐❡ ✈♦♠ ❙②st❡♠ ❡♥t✇♦r❢❡♥❡♥ ❇✐❧❞❡r ❤❡✐ÿ❡♥ ❞❛❜❡✐ r❡❡❧❧✱ ✇❡♥♥ s✐❡
✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❤✐♥t❡r ❞❡r ❛✉s❣❛♥❣ss❡✐t✐❣❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡♥tst❡❤❡♥ ✉♥❞ ✐♠ ❋❛❧❧
❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ ✈♦r ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡✳ ■♥ ❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❋ä❧❧❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❇✐❧❞❡r ✈✐rt✉❡❧❧✳

❉❛s Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠ s♦❧❧ ❞❛❜❡✐ ❞✉r❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ✇❡♥✐❣❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡
P❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❘❡❣❡❧♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ❞❛s ●❡s❛♠t✈❡r❤❛❧t❡♥ ❢ür
❥❡❞❡ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ▲✐❝❤t❣❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❡rs❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊s ❣❡❤t ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❑❛♣✐t❡❧ ❛❧s♦ ✉♠ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡✐♥❡s r❡✐♥ ❛❜str❛❦t❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧✲❙♣✐❡❧③❡✉❣s
✉♥❞ ❞❛r✉♠✱ ❞❡♥ ❯♠❣❛♥❣ ❞❛♠✐t ③✉ ❧❡r♥❡♥✳

❉❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ✇✐r❞ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛❧s r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤ ✉♥❞ ❧✐♥❡❛r ✈♦r❛✉s❣❡✲

✹✽



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✷✿ ✭❛✮ P❤②s✐❦st✉❞❡♥t❡♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❲✐❡♥ ✈♦r ❞❡♠ ●❡❜ä✉❞❡ ❞❡r ✜♥♥✐s❝❤❡♥
❇♦ts❝❤❛❢t ❛♠ ❱❛t✐❦❛♥✳ ❱♦♥ ❞✐❡s❡♠ ●❡❜ä✉❞❡ ❛✉s ❞❡♠♦♥str✐❡rt❡ ●❛❧✐❧❡✐ ❡✐✲
♥✐❣❡♥ ❑❛r❞✐♥ä❧❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❍✐♠♠❡❧s♦❜❥❡❦t❡ ❣❛❜✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✉♠ ❞✐❡ ❊r❞❡
❞r❡❤t❡♥✳ ✭❜✮ ❉❛s ●r❛❜♠❛❧ ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐s ✐♥ ❞❡r ❑✐r❝❤❡ ❙❛♥t❛ ❈r♦❝❡ ✐♥
❋❧♦r❡♥③ ❞✉r❢t❡ ❡rst ③✇❡✐❤✉♥❞❡rt ❏❛❤r❡ ♥❛❝❤ s❡✐♥❡♠ ❚♦❞ ❡rr✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

s❡t③t✳ ❊rst❡r❡s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❣✐❜t✳ ▲✐♥❡❛r ✐st ❞❛s ❙②st❡♠ ❞❛♥♥✱
✇❡♥♥ ❛❧❧❡ ❙tr❛❤❧❛❜❧❡♥❦✉♥❣❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ s✐♥❞✳ ❋❡r♥❡r ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡
❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❇❡③✉❣s✢ä❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡♥ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ st❡❤❡♥✳

✹✳✶✳✶✳ ❙②st❡♠❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣

❩✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❧✐♥❡❛r❡r ❛❜❜✐❧❞✉♥❣s♦♣t✐s❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠❡ ❣❡❤t ♠❛♥ ✈♦♠ ▼♦❞❡❧❧
❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠❡ ❛✉s✳ ▼❛♥ ③✐❡❤t ③✉♠ ❡rst❡♥ ❞❛s Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❢ür
♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ✐♥ ❇❡tr❛❝❤t ✉♥❞ ③✉♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ ❞❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ✈♦♥
❞❡r ❊✐♥❣❛♥❣s✲ ③✉r ❆✉s❣❛♥❣ss❡✐t❡ ❦❡✐♥❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉❛s ♦♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❣✐❧t ❛❧s
✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s❡✐♥❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡✱ ❞✐❡ ❋♦❦❛❧♣✉♥❦t❡ F ✉♥❞ F ′

s♦✇✐❡ s❡✐♥❡ ❍❛✉♣t♣✉♥❦t❡ H = F + f ✉♥❞ H ′ = F ′ + f ′ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t
❞❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✭③✳❇✳ ❞❡♠ ❙❝❤❡✐t❡❧♣✉♥❦t ❞❡r ✒❤❛r❞✇❛r❡♠äÿ✐❣❡♥✏ ❊✐♥tr✐tts✢ä❝❤❡✮
❡♠♣✐r✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t ❤❛t✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ✐♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❝❤r✐tt❡♥ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✿

✶✳ ▼❛♥ ❧ässt ❡✐♥❣❛♥❣ss❡✐t✐❣ ♣❛r❛❧❧❡❧❡s ▲✐❝❤t ❡✐♥ ✉♥❞ ❜❡st✐♠♠t F ′✳ ❉❛♥♥ t✉t ♠❛♥ ❞❛s✲
s❡❧❜❡ ✐♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❜❡st✐♠♠t F ✭✷✸❛✮

✹✾



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✸✿ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦❛ ❧✐♥❡❛r❡r ♦♣t✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡✳ ✭❛✮ P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉
❇r❡♥♥♣✉♥❦tstr❛❤❧❡♥✳ ❇❡✐ ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❋♦❦✉s♣✉♥❦t ❋✬ ❡r❤ö❤t s✐❝❤
❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡✳ ✭❜✮ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣s❢r❡✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✐♥
❞❡♥ ❍❛✉♣t♣✉♥❦t❡♥ ❍ ✉♥❞ ❍✬✳

✷✳ ▼❛♥ ❡r♠✐tt❡❧t ❞✐❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ③✳❇✳ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❞❡r P✉♥❦t❡ ❜❡st✐♠♠t✱
❢ür ❞✐❡ ❡✐♥ ❙tr❛❤❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉♠ ❊✐♥❣❛♥❣sstr❛❤❧ ❛✉str✐tt ✭❆❜❜✳ ✷✸❜✮✳

❉❛s ▼♦❞❡❧❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✐st ❞❛♠✐t ❞❛s❥❡♥✐❣❡ ❡✐♥❡s ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❛❜❜✐❧✲
❞❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠s✳ ❉❛s ❩✉s❛♠♠❡♥✇✐r❦❡♥ ✈♦♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡
❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡s ❍✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡rs❝❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ♣r♦❥❡❦t✐✲
✈❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❣❡r❛❞❡r ▲✐❝❤t❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛r❛✉❢ s♦❧❧ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■st f ′ ♣♦s✐t✐✈✱ s♦ ❦♦♥✈❡r❣✐❡✲
r❡♥ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ P❛r❛❧❧❡❧str❛❤❧❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣ss❡✐t❡ ③✉♠ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t F ′ ❤✐♥ ✭r❡❡❧❧❡r
❇r❡♥♥♣✉♥❦t✮✱ ✐st s✐❡ ♥❡❣❛t✐✈✱ s♦ ❞✐✈❡r❣✐❡r❡♥ s✐❡ ❛✉s ❞❡♠ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❤❡r❛✉s ✭✈✐rt✉❡❧❧❡r
❇r❡♥♥♣✉♥❦t✮✳✳

■♥ ❑❛♣✳ ✸✳✶ ✉♥❞ ❑❛♣✳ ✸✳✷ ✇✉r❞❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss s✐❝❤ s♣❤är✐s❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ✉♥❞
▲✐♥s❡♥ ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r ❲✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ♣❛r❛①✐❛❧❡r ❙tr❛❤❧❡♥ ✇✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❙②s✲
t❡♠❡ ✈❡r❤❛❧t❡♥✳ ●❧✳ ✸✳✸ ❜③✇✳ ✸✳✹ s♦✇✐❡ ●❧✳ ✸✳✾ ✈❡r❜✐♥❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r f
❜③✇✳ f ′ ♠✐t ❞❡♥ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❋♦r♠✲ ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s r❡❛❧❡♥ s♣❤är✐s❝❤❡♥
❙♣✐❡❣❡❧s ❜③✇✳ ❡✐♥❡r r❡❛❧❡♥ ▲✐♥s❡✳

✹✳✶✳✷✳ ▲✐♥s❡♥s②st❡♠❡

❊✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ♠✐t ❞❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ f ❜❡st❡❤❡ ❛✉s ③✇❡✐ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ♠✐t
❞❡♥ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡♥ f1 ✉♥❞ f2✳ ❉❡r ❆❜st❛♥❞ ✐❤r❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ s❡✐ d = H2 −H ′

1✳ ❉✐❡ ✐❤♥❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✹✿ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ ❢ür ❡✐♥ ❛✉s ③✇❡✐ ▲✐♥s❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡s ▲✐♥✲
s❡♥s②st❡♠✳

äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ■❞❡❛❧s②st❡♠❡ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

1

a1
+

1

b1
=

1

f1
1

a2
+

1

b2
=

1

f2
1

a
+

1

b
=

1

a1
+

1

b2
=

1

f
✭✹✳✶✮

❉❛ ❞❡r ❇✐❧❞♣✉♥❦t ❞❡s ❡rst❡♥ ❙②st❡♠s ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❖❜❥❡❦t♣✉♥❦t ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❙②st❡♠s ✐st✱
❣✐❧t ❢ür ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ d = b1 + a2 ✉♥❞ s♦♠✐t ❢♦❧❣t

1

f
=

1

f1
+

1

f2
− d

a1b2
.

❉✐❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s s✐♥❞ ❤✐❡r❜❡✐ H = H1 ✉♥❞ H ′ = H ′
2✱ ❞✳❤✳ s✐❡ s✐♥❞

❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥❣❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❛✉s❣❛♥❣ss❡✐t✐❣❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥✳

■♥ ♣❛r❛①✐❛❧❡r ◆ä❤❡r✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❛✉s❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✲
✇❡✐s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❜❧❡✐❜❡♥ s♦❧❧❡♥ ✭a1 → ∞✱ b2 → ∞✮✱ ❣✐❧t b1 ≈ f1 ✉♥❞
a2 ≈ f2 ✉♥❞ s♦♠✐t

1

f
≈ 1

f1
+

1

f2
− d

f1f2
.

❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✇❡✐ ▲✐♥s❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❇r❡❝❤❦rä❢t❡♥ D1 = 1/f1 ✉♥❞ D2 = 1/f2 ❞✐r❡❦t ❤✐♥t❡r✲
❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥♦r❞♥❡t ✭✷✹✮✱ s♦ ❞❛ss ❞❡r ❆❜st❛♥❞ d ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡♥
✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭d → 0✮✱ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ D = 1/f ❞❡s ③✇❡✐❧✐♥s✐❣❡♥
❙②st❡♠s ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡

D ≈ D1 +D2 , ✭✹✳✷✮

❞✳❤✳ ❞✐❡ ❇r❡❝❤❦rä❢t❡ ❛❞❞✐❡r❡♥ s✐❝❤ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✺✿ ✭❛✮ ▼♦❞❡❧❧s❦✐③③❡ ③✉r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ❆✉❣❡s✳ ✭❜✮ P❤②s✐❦❡①❦✉rs✐♦♥ ③✉♠ ❊❤✲
r❡♥❣r❛❜ P❡t③✈❛❧s ❛✉❢ ❞❡♠ ❲✐❡♥❡r ❩❡♥tr❛❧❢r✐❡❞❤♦❢✳

▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡s ❘❡s✉❧t❛t ❛✉❝❤ ❞✐r❡❦t ❛✉s ●❧✳ ✹✳✶ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ a = a1 = f1
s❡t③t✱ ✇❡✐❧ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❤✐♥t❡r ❞❡r ❡rst❡♥ ▲✐♥s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ s✐♥❞
✉♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ▲✐♥s❡ ✐♥ ❞❡♥ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ▲✐♥s❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦
b = b2 = −f ′

2 = f2 ✐st ✭✷✹✮✳ ❉✐❡ ❜✐❧❞s❡✐t✐❣❡♥ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ▲✐♥s❡ ✉♥❞ ❞❡s
●❡s❛♠ts②st❡♠s ❜❧❡✐❜❡♥ ❞❛❜❡✐ ♥✉r ❞❛♥♥ ✭♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✮ ❣❧❡✐❝❤✱ ✇❡♥♥ d = 0✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥
❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▲✐♥s❡♥ ❞✐r❡❦t ❤✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

✹✳✷✳ ❆✉❣❡

❉❛s ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡ ❆✉❣❡ ✐st ❡✐♥ ❦♦♠♣❧❡①❡s ❜r❡❝❤❡♥❞❡s ♦♣t✐s❝❤❡s ❙②st❡♠✳ ❉❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t
❤❛❧❜❡r ✇✐r❞ ❡s ❛❧s ✒❆✉❣❡♥❧✐♥s❡✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❤✐❡r ❛✉❢ ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ❧✐♥❡❛r❡s ❊rs❛t③♠♦❞❡❧❧
✐♠ ❙✐♥♥❡ ✈♦♥ ❑❛♣✳ ✹✳✶ ♠✐t ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

V =
x′

x
≈ −bA

a
✭✹✳✸✮

1

a
+

1

bA
≈ DA ✭✹✳✹✮

r❡❞✉③✐❡rt✳ ❍✐❡r ✐st DA ❞✐❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ✉♥❞ bA ❞✐❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❇✐❧❞✇❡✐t❡ ❞❡s ❆✉❣❡s✳

❉❛s ❇✐❧❞ ❡♥tst❡❤t ❛✉❢ ❞❡r ◆❡t③❤❛✉t ❜③✇✳ ❘❡t✐♥❛ ✭✷✺✮✳ ❉✐❡ ❋ä❤✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡s ❆✉❣❡s✱ ❞✐❡
❉❡t❛✐❧s ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts ❛✉✢ös❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❡r ❙❡❤③❡❧❧❡♥ ❛✉❢ ❞❡r
❧✐❝❤ts❡♥s✐t✐✈❡♥ ◆❡t③❤❛✉t ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t✳ ❙✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ✒P✐①❡❧♥✏ ❜③✇✳ ❇✐❧❞♣✉♥❦t❡♥
❞❡s ❇✐❧❞❡s✳ ❏❡ ♥ä❤❡r ♠❛♥ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ❛♥ ❞❛s ❆✉❣❡ ❤❡r❛♥rü❝❦t✱ ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ❢ä❧❧t ❞✐❡ Pr♦✲
❥❡❦t✐♦♥ ❞❡s ❖❜❥❡❦ts ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡t✐♥❛ ❛✉s ✭●❧✳ ✹✳✸✮✳ ❉♦❝❤ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ❝❛✳ a ≈ 10 cm
❦❛♥♥ ❞❛s ❆✉❣❡ ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✹✳✹ ❢ür ❡✐♥❡ s❝❤❛r❢❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡r❢ü❧✲
❧❡♥✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❦❧❡✐♥st♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❙❡❤❛❜st❛♥❞ ✈♦♥ 10 cm ❢ür s❝❤❛r❢❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❙tr✉❦t✉r❡♥ ✈♦♥ ❡t✇❛ ❡✐♥❡♠ ❩❡❤♥t❡❧ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r ❣❡r❛❞❡ ♥♦❝❤ ❛✉❢❧ös❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤
♠✐t ●❧✳ ✹✳✸ ❛❜s❝❤ät③❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❆❜st❛♥❞ x′min ❞❡r ❙❡❤③❡❧❧❡♥ ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣ ❜❡✐
x′min ≈ 10µm ❧✐❡❣t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❧✐❝❤ts❡♥s✐t✐✈❡ ◆❡t③❤❛✉t✢ä❝❤❡ ♠✐t ❝❛✳ 1 cm2❛❜s❝❤ät③t✱

✺✷



❧✐❡❣t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋♦t♦r❡③❡♣t♦r❡♥ ❞❡s ❆✉❣❡s ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠▼❡❣❛♣✐①❡❧
✭1 cm2/100µm2 = 10

6✮✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❜❡s❝❤rä♥❦t❡♥ P✐①❡❧❛❜st❛♥❞s y′min ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡
❙tr✉❦t✉r❡♥ ♠❡❤r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥❡r s✐♥❞ ❛❧s xmin = (x′min/bA) a✳
❲❡❣❡♥ ❞❡r ❜❡❣r❡♥③t❡♥ ❇r❡❝❤❦r❛❢t DA ❞❡s ❆✉❣❡s ❜③✇✳ s❡✐♥❡r ❜❡❣r❡♥③t❡♥ ❆❦❦♦♠♠♦❞❛✲
t✐♦♥s❢ä❤✐❣❦❡✐t s❝❤rä♥❦t ❞❛s s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❋ä❤✐❣❦❡✐t ❡✐♥✱ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡r ●❡❣❡♥✲
stä♥❞❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢❡✐♥❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♠ ◆❛❤❜❡r❡✐❝❤ ❛✉✢ös❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳

❉❛ ❞✐❡ ❇✐❧❞✇❡✐t❡ b ❞❡s ❆✉❣❡s ❞❡s ❆✉❣❡s ✉♥✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤ ✐st✱ ♠✉ss ●❧✳ ✹✳✹ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❣❡❣❡✲
❜❡♥❡♥ ❖❜❥❡❦t❛❜st❛♥❞ a ❞✉r❝❤ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ✈♦♥ DA ❡r❢ü❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ r❡③✐♣r♦❦❡ ❇✐❧❞✇❡✐t❡
❞❡s ❆✉❣❡s ❧✐❡❣t ❜❡✐ ✉♥❣❡❢ä❤r 1/bA ≈ 60 dpt ✉♥❞ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r ❇✐❧❞✇❡✐t❡ bA✱ ❞✐❡ ❡t✇❛s
❦❧❡✐♥❡r ❛❧s 2 cm ✐st✳ ❋ür s❡❤r ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡ ❖❜❥❡❦t❡ ✐st ❞✐❡ r❡③✐♣r♦❦❡ ❖❜❥❡❦t❡♥t❢❡r♥✉♥❣
1/a ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ r❡③✐♣r♦❦❡ ❇✐❧❞✇❡✐t❡ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st ❞✐❡ ✈♦♠ ❆✉❣❡ ❛✉❢③✉❜r✐♥✲
❣❡♥❞❡ ▼✐♥❞❡st❜r❡❝❤❦r❛❢tDA<❢ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❢❡r♥❡r ❖❜❥❡❦t❡ DA< ≈ 60 dpt✳ ❘ü❝❦t ❞❛s
❖❜❥❡❦t ♥ä❤❡r ❛♥ ❞❛s ❆✉❣❡ ❤❡r❛♥✱ ♠✉ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ✉♠ 1/a ❡r❤ö❤❡♥✳ ■♥ ❣❡✇✐ss❡♠
❆✉s♠❛ÿ ❤❛t ❞❛s ❆✉❣❡ ❞✐❡s❡ ❋ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t✳ ❲❡♥♥ ❖❜❥❡❦t❡ ❥❡✲
❞♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙❡❤❛❜st❛♥❞ ✈♦♥ ❝❛✳ 10 cm ✉♥t❡rs❝❤r❡✐t❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ✉♥s❝❤❛r❢✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ❆✉❣❡
❦❛♥♥ ❢ür 1/a > 10 dpt ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✇❡✐t❡r ❛❦❦♦♠♠♦❞✐❡r❡♥✳✼ ❉✉r❝❤ ❆❦❦♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ❦❛♥♥
❞❛s ❆✉❣❡ ❛❧s♦ s❡✐♥❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ✐♥ ❞❡♥ ●r❡♥③❡♥

DA❁ / DA ' DA>

♠✐t ❞❡r ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❇r❡❝❤❦r❛❢t DA< = 60dpt✉♥❞ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❇r❡❝❤❦r❛❢t DA> ≈
70 dpt ✈❛r✐✐❡r❡♥✳

✹✳✸✳ ❇r✐❧❧❡ ✉♥❞ ▲✉♣❡

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▲✐♥s❡ ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t D ✈♦r ❞❛s ❆✉❣❡ s❡t③t✱ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❇r❡❝❤✲
❦r❛❢t ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✹✳✷

Deff = D +DA

❲❡♥♥ ❡✐♥❡ P❡rs♦♥ ❢❡r♥s✐❝❤t✐❣ ✐st✱ ❛❜❡r ✐♠ ◆❛❤❜❡r❡✐❝❤ ✇❡❣❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t ♥✐❝❤t
♠❡❤r ❛❦❦♦♠♠♦❞✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❇r✐❧❧❡ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t✱
❞✳❤✳ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡✱ ❛✉s❣❧❡✐❝❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ❑✉r③s✐❝❤t✐❣❦❡✐t ✈♦r❧✐❡❣t✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ▼✐♥❞❡st✲
❜r❡❝❤❦r❛❢t ❞❡s ❆✉❣❡s ③✉ ❤♦❝❤ ✐st✱ ❦❛♥♥ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ▲✐♥s❡ ♠✐t ♥❡❣❛t✐✈❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t
✭❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡✮ ❛✉s❣❡❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❑♦rr❡❦t✉r❡♥ ❣❡♥ü❣❡♥ ❇r✐❧❧❡♥❣❧äs❡r
✈♦♥ ♥✉r ✇❡♥✐❣❡♥ ❉✐♦♣tr✐❡♥✳

❱❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡♥ s❡❤r ❤♦❤❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✈♦r ❞❛s ❆✉❣❡ ❤ä❧t✱ s♦
❦❛♥♥ ❞❛s ❖❜❥❡❦t ✇❡✐t ♥ä❤❡r ❛♥ ❞❛s ❆✉❣❡ ❤❡r❛♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ❛❧s 10 cm. ■♥❞❡♠ ♠❛♥ a

✼❉❛s ✐st s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✈♦♥ ▼❡♥s❝❤ ③✉ ▼❡♥s❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤✳ ❑✉r③s✐❝❤t✐❣❡ ▼❡♥s❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ③✳❚✳
♥♦❝❤ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ 10 cm s❝❤❛r❢ s❡❤❡♥ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❢❡✐♥❡r❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❛✉✢ös❡♥✳ ❱♦r
❊r✜♥❞✉♥❣ ❞❡r ▲✉♣❡ ✇✉r❞❡♥ ❞❛❤❡r s❡❤r ❢❡✐♥❡ ❑✉♥st✲ ✉♥❞ ❏✉✇❡❧✐❡r❛r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❦✉r③s✐❝❤t✐❣❡♥ ❍❛♥❞✲
✇❡r❦❡r♥ ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳

✺✸



✈❡rr✐♥❣❡rt✱ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✹✳✸ ❞✐❡ ❇✐❧❞❣röÿ❡✳ ❉❡r ❛r❛❜✐s❝❤❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r ❆❧✲
❍❛✐t❛♠ ❡r❦❛♥♥t❡ ✉♥❞ ❜❡s❝❤r✐❡❜ ❡rst♠❛❧s ❞✐❡s❡♥ ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣s❡✛❡❦t ✈♦♥ ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡♥
✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❞❛♠✐t ③✉♠ ❊r✜♥❞❡r ❞❡r ▲✉♣❡✳

❉✐❡ ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣ ❞❡r ▲✉♣❡ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ s♦✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ✉♥❜❡✇❛✛♥❡✲
t❡♥ ❆✉❣❡s ❢ür ❡✐♥❡ ◆♦r♠❡♥t❢❡r♥✉♥❣ a0 = 25 cm ♠✐t ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤
❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❞❡s ❆✉❣❡s ♠✐t ❡✐♥❡r ▲✉♣❡ ❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t D = 1/f ❡r❣✐❜t✳ ❉✐❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞✿

1

a0
+

1

bA
= DA ✭✹✳✺✮

1

aL
+

1

bA
= DA +D ✭✹✳✻✮

■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ✐st ❞❛s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r❤ä❧t♥✐s V0 = −bA/a0 ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ VL =
−bA/aL✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ▲✉♣❡♥✈❡r❣röÿ❡r✉♥❣

mL =
VL

Vo
=

a0
aL

= 1 + a0D = 1 +
25 cm

f
.

❉✐❡ ◆♦r♠❡♥t❢❡r♥✉♥❣ a0 = 25 cm ✐st ❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ s♦ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss ❞❛s
❖❜❥❡❦t ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✉♥❣❡❢ä❤r ♠✐t ❣❧❡✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r ❆♥str❡♥❣✉♥❣
❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

✹✳✹✳ ❋❡r♥r♦❤r ✉♥❞ ▼✐❦r♦s❦♦♣

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ■♥str✉♠❡♥t❡♥ ❜❡s♣r♦✲
❝❤❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♣r✐♠är ❛✉s ③✇❡✐ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❊✐♥③❡❧❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥
❣❡♠äÿ ✐❤r❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐♠ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠ ❛❧s ❖❜❥❡❦t✐✈ ✉♥❞ ❖❦✉❧❛r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❖❜❥❡❦t✐✈✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❡s ♠✐t ❞❡r ▲✉♣❡ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ♠✐t
❤ö❤❡r❡r ❆✉✢ös✉♥❣ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ♥❛❤❡ ❣❡♥✉❣ ❛♥ ❞❛s ❆✉❣❡ ❤❡r❛♥❜r✐♥❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡
❛♥❛❧♦❣❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❢❡r♥❡ ❖❜❥❡❦t❡✳ ▼❛♥ s❝❤❡✐t❡rt ♥ä♠❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❛♥ ●❧✳ ✹✳✹ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛♥
❞❡r ❇r❡❝❤❦r❛❢t✱ s♦♥❞❡r♥ ❛♥ ●❧✳ ✹✳✸✿

x′ ≈ −x

a
bA ≥ x′min .

❲❡♥♥ a ✐♠♠❡r ❣röÿ❡r ✇✐r❞✱ s♦ ✇✐r❞ ❞❛s ❇✐❧❞ x′ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts ❞❡r ●röÿ❡ x ✐r❣❡♥❞✇❛♥♥
❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❡r ❆❜st❛♥❞ x′min ③✇❡✐❡r ❙❡❤③❡❧❧❡♥✳ ❲✐❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❆✉✢ös✉♥❣s✈❡r♠ö❣❡♥
st❡✐❣❡r♥❄ ▼❛♥ ❦ö♥♥t❡ ❞❛r❛♥ ❞❡♥❦❡♥✱ bA ③✉ ✈❡r❣röÿ❡r♥✱ ❛❜❡r ❞❛③✉ ❜rä✉❝❤t❡ ♠❛♥ ❣röÿ❡r❡
❑ö♣❢❡ ❜③✇✳ ✈❡r❧ä♥❣❡rt❡ ❆✉❣ä♣❢❡❧✳ ❉❛s ❤❛t ❞✐❡ ◆❛t✉r ♥✐❝❤t ✈♦r❣❡s❡❤❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡♥
❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ●❡❞❛♥❦❡♥ ❛❜❡r ♠✐t ✒❦ü♥st❧✐❝❤❡ ❆✉❣❡♥✏ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❇✐❧❞✇❡✐t❡
b > bA ❣röÿ❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ❆✉❣❡s✳ ❇❡✐ ❞❡♠ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✻❛ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❚❡❧❡s❦♦♣ ❜✐❧❞❡t ❞❛s
❖❜❥❡❦t✐✈ ✭r❡❝❤t❡ ▲✐♥s❡✮ ❛✉❢ ❡✐♥ ❇✐❧❞ ❞❡r ●röÿ❡

x′T = −x

a
b

✺✹



❛❜✱ ❞❛s ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ❧✐❡❣t✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ✈♦r ❞❡♠ ❖❦✉❧❛r ✭❧✐♥❦❡ ▲✐♥s❡✮ ❜❡✜♥❞❡t✳
❉❡r ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ ❖❜❥❡❦t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡r ❊❜❡♥❡ ✐st ❞✐❡ ❇✐❧❞✇❡✐t❡ b✳ ●r♦❜ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞❛❤❡r s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❆✉✢ös✉♥❣s✈❡r♠ö❣❡♥ ❞❡s ❚❡❧❡s❦♦♣s ✉♠ s♦ ❣röÿ❡r ❛✉s❢ä❧❧t✱
❞❡st♦ ❧ä♥❣❡r ❡s ✐st✳

❉✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ■❞❡❡✱ ❞✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❢ür ❞❛s ❚❡❧❡s❦♦♣s ❡r❧ä✉t❡rt ✇✉r❞❡✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤
❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r ❖❜❥❡❦t❡ ✐♠ ◆❛❤❜❡r❡✐❝❤ ❛♥✇❡♥❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t✐✈ ❛❧s ✒❦ü♥st❧✐❝❤❡♠ ❆✉❣❡✏ ❞✉r❝❤❢ü❤rt ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ b s❡❤r
✈✐❡❧ ❣röÿ❡r ❛❧s bA ♠❛❝❤t✳ ❉❛s ❣❡s❝❤✐❡❤t ✐♥ ❞❡♠ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✻❜ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ▼✐❦r♦s❦♦♣✳ ❙❡✐♥
❱♦rt❡✐❧ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ▲✉♣❡ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❞❡s ❖❜❥❡❦t✐✈s ❢ür ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❱❡r✲
❣röÿ❡r✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r ❜❧❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥ ❛❧s ❞✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❞❡s ❛✉s ▲✉♣❡ ✉♥❞
❆✉❣❡ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠s✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡
❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ❞r❛♠❛t✐s❝❤ ✈❡rr✐♥❣❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢ ❞❛s
❖❜❥❡❦t✐✈ ❞❡s ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✻❜ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❖❜❥❡❦t✐✈s ❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❆♣❡rt✉r❜❧❡♥❞❡✳ ❙✐❡ ❤❛t ❞❡♥
❩✇❡❝❦✱ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉s③✉❣r❡♥③❡♥✱ ❞✐❡ ③✉ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❢❡❤❧❡r♥ ❢ü❤r❡♥ ✇ür❞❡♥✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
❞❡r ❋❡❧❞❧✐♥s❡ ✐st ❞✐❡ ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣ ❞❡s ❙✐❝❤t❢❡❧❞❡s✳

❖❦✉❧❛r✳ ❙♦✇♦❤❧ ❜❡✐♠ ❚❡❧❡s❦♦♣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❜❡✐♠ ▼✐❦r♦s❦♦♣ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠✱ ✇✐❡
♠❛♥ ❞❛s ✈❡r❣röÿ❡rt❡ ❇✐❧❞ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ s♦❧❧✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ❆✉❣❡ ❜❡st❡❤t ❥❛ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛✉s ❞❡r
❘❡t✐♥❛✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✉r ✐♥ ❞✐❡ ❇✐❧❞❡❜❡♥❡ ♣❧❛t③✐❡r❡♥ ♠üsst❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❤❛t s❡❧❜st ❡✐♥ ✈♦r✲
❣❡s❝❤❛❧t❡t❡s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠✳ ▼❛♥ ♠✉ss ❞❛❤❡r ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ♠✐t ❞❡r ❇r✐❧❧❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣❡♥
❢ür ❞✐❡s❡ ✒❆✉❣❡♥❧✐♥s❡✏ ✈♦r♥❡❤♠❡♥✳ ❉❛③✉ ❣✐❜t ❡s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ③✇❡✐ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✿ ❊rst❡♥s
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ✒❆✉❣❡♥❧✐♥s❡✏ ♠✐t ❡✐♥❡r ❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡ s❝❤❧✐❝❤t ✭t❡✐❧✇❡✐s❡✮ ✒✇❡❣❦♦♠♣❡♥✲
s✐❡r❡♥✏ ✭❑♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥s♦❦✉❧❛r✮✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❇r✐❧❧❡ ❢ür ❑✉r③s✐❝❤t✐❣❡✱ ♠✉ss ❞✐❡
❞❛❢ür ❡✐♥❣❡s❡t③t❡♥ ❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡♥ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❇r❡❝❤❦r❛❢t ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞✐❡s❡s ❛❧s ✒❩✇✐s❝❤❡♥❜✐❧❞✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❇✐❧❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ▲✉♣❡
✐♥ ▲✉♣❡♥❡♥t❢❡r♥✉♥❣ ✭❞✳❤✳ ✐♥ ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❞❡r ❇r❡♥♥✇❡✐t❡✮ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✭▲✉♣❡♥♦❦✉✲
❧❛r✮✳ ▲❡t③t❡r❡s ✐st ❢ür ▼✐❦r♦s❦♦♣❡ ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❱❛r✐❛♥t❡✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ●❡s❛♠t✈❡r❣röÿ❡r✉♥❣
❞❡s ▼✐❦r♦s❦♦♣s ❞❛s Pr♦❞✉❦t ❞❡r ❖❜❥❡❦t✐✈✈❡r❣röÿ❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ▲✉♣❡♥✈❡r❣röÿ❡r✉♥❣ ✐st✳

❋❡r♥r♦❤r❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❖❦✉❧❛r ♥❛❝❤ ❞❡♠ ▲✉♣❡♥♣r✐♥③✐♣ ❢❛❧❧❡♥ ❡t✇❛s ❧ä♥❣❡r ❛✉s✳ ❋❡r♥❡r st❡❤t
❞❛s ❇✐❧❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❑♦♣❢✳ ❇❡✐❞❡s ✐st ❢ür ❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❋❡r♥r♦❤r❡ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❇❡❧❛♥❣✱ ✇♦❤❧
❛❜❡r ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡ ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❛s ▲✉♣❡♥♦❦✉❧❛r✳

❲ür❞❡ ♠❛♥ ❡✐♥ ❑♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥s♦❦✉❧❛r ♠✐t ❡✐♥❡r ❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡ ✈♦♥ −60 dpt r❡❛❧✐s✐❡✲
r❡♥✱ ❛❧s♦ ❞❛s ♦♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❞❡s ❆✉❣❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✇❡❣❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥✱ s♦ ❤ätt❡ ♠❛♥
♣r❛❦t✐s❝❤ ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡s ❆✉❣❡s ♠✐t ❡✐♥❡♠ s❡❤r ❧❛♥❣❡♥ ❆✉❣❛♣❢❡❧ r❡❛❧✐s✐❡rt✳ ❉❛❤❡r ✐st ❦❧❛r✱
❞❛ss ❤✐❡r ❞❛s ❇✐❧❞ ♥✐❝❤t ❢ür ❞❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t❡r ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞❡♠ ❑♦♣❢ ③✉ st❡❤❡♥ s❝❤❡✐♥t✳ ❉✐❡s❡r
❱♦rt❡✐❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋❡r♥r♦❤r❡ ❡t✇❛s ❦ür③❡r ❛✉s❢❛❧❧❡♥✱ ♠❛❝❤t ❑♦♠♣❡♥s❛t✐✲
♦♥s♦❦✉❧❛r❡ ❢ür t❡rr❡str✐s❝❤❡ ❋❡r♥r♦❤r❡ ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t❡r✳

❇❧❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❋❡❧❞❧✐♥s❡♥✳ ■♥ ✷✻ tr❡t❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ❇❧❡♥❞❡♥ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ❋❡❧❞❧✐♥s❡ ❛✉❢✳ ❉✐❡
❆♣❡rt✉r❜❧❡♥❞❡ ❤❛t ❞❡♥ ❩✇❡❝❦✱ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉s③✉❣r❡♥③❡♥✱ ❞✐❡ ③✉ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❢❡❤❧❡r♥ ❢ü❤r❡♥
✇ür❞❡♥✳ ❉✐❡ ❋❡❧❞❧✐♥s❡ st❡❤t ♠❡✐st ❛♥ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❩✇✐s❝❤❡♥❜✐❧❞❡s ✉♥❞ ❞✐❡♥t ❞❡r ❱❡r✲
❣röÿ❡r✉♥❣ ❞❡s ❙✐❝❤t❢❡❧❞❡s✳

✺✺



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✻✿ ✭❛✮ ❚❡rr❡str✐s❝❤❡s ❋❡r♥r♦❤r ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❡✐♥❡r ❙❛♠♠❡❧❧✐♥s❡ ❛❧s ❖❜❥❡❦✲
t✐✈✱ ❡✐♥❡r ❆♣❡rt✉r❜❧❡♥❞❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❩❡rstr❡✉✉♥❣s❧✐♥s❡ ❛❧s ❖❦✉❧❛r✳ ✭❜✮ ▼✐✲
❦r♦s❦♦♣ ♠✐t ❖❜❥❡❦t❤❛❧t❡r✱ ❖❜❥❡❦t✐✈✱ ❆♣❡rt✉r❜❧❡♥❞❡✱ ❋❡❧❞❧✐♥s❡✱ ❋❡❧❞❜❧❡♥❞❡
✉♥❞ ▲✉♣❡✳ ❉❛s ❩✇✐s❝❤❡♥❜✐❧❞ ❡♥tst❡❤t ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ❞❡r ❋❡❧❞❜❧❡♥❞❡✳

✹✳✺✳ P❡t③✈❛❧s ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦

❖❜✇♦❤❧ ❡s ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✼✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✐♠ Pr✐♥③✐♣ ♠ö❣❧✐❝❤ ✇❛r✱ ♦♣t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
❣❡♥❛✉❡r ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉ ♦♣t✐♠✐❡r❡♥✱ ❜❡st❛♥❞ ③✉♥ä❝❤st ❦❡✐♥ ❇❡❞❛r❢✱ ❞❡♥♥
❞✐❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡r ▲✐♥s❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣ st❡❝❦t❡ ♥♦❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❑✐♥❞❡rs❝❤✉❤❡♥✳ ▼✐tt❡ ❞❡s ✶✾✳
❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✇❛r ❞✐❡ P❡r❢❡❦t✐♦♥ ❞❡r ▲✐♥s❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣ s♦ ✇❡✐t ❣❡❞✐❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❡s ♥✉♥
❛✉❝❤ ❙✐♥♥ ♠❛❝❤t❡✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r ✈♦♥ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r♥ ❣❡♥❛✉❡r ♥❛❝❤③✉❞❡♥❦❡♥✳ ❙❝❤♦♥
❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❡✐♥s❝❤rä♥❦❡♥❞❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ▲✐♥s❡♥♠❛❝❤❡r❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✐♥ ❑❛♣✳✸✳✷ s✐♥❞ ③✇❡✐ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✿

✶✳ ❉✐❡ s♣❤är✐s❝❤❡ ❆❜❡rr❛t✐♦♥✳ ❙✐❡ tr✐tt ❛✉❢✱ ✇❡✐❧ ❞❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ✈♦♥ P❛r❛❧❧❡❧✲
str❛❤❧❡♥ ✉♠ s♦ ✇❡✐t❡r ✈♦♠ ❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❛❜✇❡✐❝❤t✱ ❥❡ ✇❡✐t❡r ❞✐❡s❡ ✈♦♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥
❆❝❤s❡ ❡♥t❢❡r♥t s✐♥❞✳

✷✳ ❉❡r ❛st✐❣♠❛t✐s♠✉s✳ ❉❡r ❋❡❤❧❡r tr✐tt ✐♥ ❞❡♠ ▼❛ÿ❡ ✐♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❙✐✲
t✉❛t✐♦♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❘♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐❡ ❛❜✇❡✐❝❤t✳ ❉❛s ❦❛♥♥
❞❛r❛♥ ❧✐❡❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❝❤s❡ ❡✐♥❡s ❙tr❛❤❧❡♥❜üs❝❤❡❧s ♥✐❝❤t ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤✲
s❡ ✐st ♦❞❡r ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s ♦♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ♥✐❝❤t r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤ ✐st✱ ✇❡✐❧ ❞❡r
❘❛❞✐✉s ❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣ ✐♥ ❞❡r x✲❊❜❡♥❡ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡r ✐st ❛❧s ❢ür ❞✐❡ y✲❊❜❡♥❡✳ ❉❡r ❊①✲
tr❡♠❢❛❧❧ ❡✐♥❡r ❛st✐❣♠❛t✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ ✐st ❞✐❡ ❩②❧✐♥❞❡r❧✐♥s❡✳ ❆st✐❣♠❛t✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r
❡✐♥❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✭③✳❇✳ ❞❡s ❆✉❣❡s✮ ❦ö♥♥❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠✐t ❡✐♥❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ♦r✐❡♥t✐❡rt❡♥ ❩②❧✐♥❞❡r❧✐♥s❡ ❦♦rr✐❣✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❜❛❤♥❜r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ③✉r ❑♦rr❡❦t✉r ✈♦♥ ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r♥ ✇✉r❞❡♥ ✉♥t❡r ❞❡r ▲❡✐t✉♥❣
✈♦♥ ❏♦③❡❢ ▼❛①✐♠✐❧✐❛♥ P❡t③✈❛❧ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✭✷✺❜✮✳ ❙✐❡ ❢ü❤rt❡♥ ❣❡❣❡♥ ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r✲
❤✉♥❞❡rts ③✉ ❡✐♥❡r ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ❖♣t✐❦✳ ❋ür s❡✐♥❡ ♣rä③✐s❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❡r s✐❝❤
❛✉❢ ❡✐♥❡ ♠✐❧✐tär✐s❝❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r❡✐♥❤❡✐t ♠✐t ❡✐♥❡r ❘❡❝❤❡♥❧❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ✶✸ ❆rt✐❧❧❡r✐❡♦✣③✐❡r❡♥
stüt③❡♥✱ ❞✐❡ ✐❤♠ ✈♦♠ öst❡rr❡✐❝❤✐s❝❤❡♥ ❊r③❤❡r③♦❣ ▲✉❞✇✐❣ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡✳

✺✻



❆✉❢ ●r✉♥❞ ✐❤r❡r ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✇❛r❡♥ ❆rt✐❧❧❡r✐❡♦✣③✐❡r❡ ❢ür ❘♦✉t✐♥❡❜❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❜❡s♦♥❞❡rs
q✉❛❧✐✜③✐❡rt ✉♥❞ ✇✉r❞❡♥ ❞❛♠❛❧s ❛❧s ❘❡❝❤♥❡r ✭✐♠ ❡♥❣❧✐s❝❤❡♥ ❙♣r❛❝❤r❛✉♠ ❛✉❝❤ ❛❧s ✒❈♦♠♣✉✲
t❡r✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❛❧s♦ ❛❧s ▼❡♥s❝❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡s ✒❝♦♠♣✉t✐♥❣✏ ❡r❧❡❞✐❣t❡♥✱ ❛❧s♦
❞❡s ❇❡r❡❝❤♥❡♥s✳✮ ❢ür ❛✉❢✇ä♥❞✐❣❡ ❘❡❝❤❡♥❛✉❢❣❛❜❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❆✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ s❡✐♥❡r
❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❦♦♥♥t❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❥❡♥❡ ❧✐❝❤tst❛r❦❡♥ ❖❜❥❡❦t✐✈❡ ✈❡r✇✐r❦❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❤♥❡
❞✐❡ ❞❡r ❙✐❡❣❡s③✉❣ ❞❡r P❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ✉♥❞❡♥❦❜❛r ❣❡✇❡s❡♥ ✇är❡✳ ❉❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❯r✲
s❛❝❤❡♥ ❞❡r ▲✐♥s❡♥❢❡❤❧❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉❢ ❜❡r✉❤❡♥❞❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ❞❡r ▼✐❦r♦s❦♦♣♦❜❥❡❦t✐✈❡
❞✉r❝❤ P❡t③✈❛❧ ✉♥❞ ❊r♥st ❆❜❜❡ tr✉❣❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ③✉r ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ▼❡❞✐③✐♥ ❣❡❣❡♥
❊♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❜❡✐✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ❆✉❢❦♦♠♠❡♥ ❧❡✐st✉♥❣sst❛r❦❡r ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡r
❈♦♠♣✉t❡r ❡r❤✐❡❧t ❞✐❡ ✒❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✏ ▼✐tt❡ ❞❡s ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❡✐♥❡♥ ❞r❛♠❛t✐✲
s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ss❝❤✉❜✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣✲Pr♦❣r❛♠♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s❡✐t❤❡r ❛✉❝❤
❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡①❡st❡♥ ▲✐♥s❡♥s②st❡♠❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❜✐s ❞❛❤✐♥ ✉♥❡rr❡✐❝❤t❡♥ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡r❡❝❤♥❡t
✇❡r❞❡♥✳

✺✼



❚❡✐❧ ■■✳

❑✐♥❡♠❛t✐❦

❉✐❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✐st ❞❛s❥❡♥✐❣❡ ❚❡✐❧❣❡❜✐❡t ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✱ ❞❛s s✐❝❤ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❇❡✲
s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❜❡❢❛sst✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ✐st ❞✐❡ ❑❧är✉♥❣ ❞❡r ❇❡❣r✐✛❡ ❘❛✉♠✱
❩❡✐t✱ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❉❛s ●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡ ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣♦st✉❧❛t ❢ü❤rt ③✉
❡✐♥❡r ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡♥ ✈♦♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣st❤❡♦r✐❡✱ ❞❡r
❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✱ s♣✐❡❧t ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r❦♦♥st❛♥t❡ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✱ c = 299792458m/s✱
❡✐♥❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❘♦❧❧❡✳ ❯♠ ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤st ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❚❡✐❧ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r rä✉♠❧✐❝❤ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣
❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❛✉❢ ❞❡♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❡✐♥❡s
❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠❡s ❡r❢♦❧❣t ❡rst ✐♥ ❚❡✐❧ ❱✳

✺✳ ❘❛✉♠

❉✐❡ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣t✐❦ ❜❡r✉❤t ❡✐♥❡rs❡✐ts ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ✭❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r
❘❛✉♠✮ ✉♥❞ ❧✐❡❢❡rt ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r ❞✐❡ ❲❡r❦③❡✉❣❡✱ ✉♠ ❞❡♥ ❘❛✉♠ ③✉
❡r❦✉♥❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❡✐♥ ❆❜r✐ss ❞❡r s✐❝❤ ❞❛r❛✉s ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s
❘❛✉♠❡s ❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ü❜❡r ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠
❧❛✉t❡t✿

❉❡r ❘❛✉♠ ✐st ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ✐s♦tr♦♣✳

❉✐❡ ❡rst❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ✭❍♦♠♦❣❡♥✐tät✮ ✐st ❡✐♥❡ ❡❤❡r ✒r❡❧✐❣✐ös❡✏ ●❧❛✉❜❡♥s❛✉ss❛❣❡✱ ✇ä❤r❡♥❞
s✐❝❤ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ✭■s♦tr♦♣✐❡✮ ✇❡♥✐❣st❡♥s ❧♦❦❛❧ ♣rü❢❡♥ ❧ässt✳

✺✳✶✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät

P❤②s✐❦❡r s✐♥❞ ❞❡r Ü❜❡r③❡✉❣✉♥❣✱ ❞❛ss ❡s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❡s❡t③❡ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ü❜❡r❛❧❧
❣❡❧t❡♥✳ ❙✐❡ ❞rü❝❦❡♥ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❩✉s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❛✉♠ ❤♦♠♦❣❡♥ s❡✐✳ ▼✐t
❞✐❡s❡r ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐ts❤②♣♦t❤❡s❡ ❞rü❝❦t ♠❛♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❢❡st ❞❛r❛♥ ❣❧❛✉❜t✱ ❞❛ss
❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❡s❡t③❡ ✉♥❞ ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ❛♥ ❥❡❞❡♠ ❖rt ❞❡r ✉♥❣❡❤❡✉r❡♥
❲❡✐t❡♥ ❞❡s ❑♦s♠♦s ❣❡♥❛✉ s♦ ❣❡❧t❡♥✱ ✇✐❡ ✐♠ ❍❡✐♠❛t❧❛❜♦r✳ ❉❛s ✐st ✐♥s♦❢❡r♥ ✒❘❡❧✐❣✐♦♥✏✱
❞❡♥♥ ❡s ❣✐❜t ❦❡✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞✐❡ ❩✉s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ③✉ ♣rü❢❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥
♥✐❝❤t ✈♦r ❖rt ü❜❡r♣rü❢❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ❛❧s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣ ❡r❛❝❤t❡t❡♥ ●❡s❡t③❡ ❛✉❢ ❞❡♥ P❧❛♥❡t❡♥
❡♥t❢❡r♥t❡r ●❛❧❛①✐❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡①❛❦t s♦ ❣❡❧t❡♥ ✇✐❡ ❜❡✐ ✉♥s✳ ❆❜❡r ♠❛♥ ❣❡❤t ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱
❞❛ss ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❡s❝❤❡❤❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❲❡❧t✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ✉♥s❡r❡r ✉♠ ▼✐❧❧✐❛r❞❡♥
P❛rs❡❝ ♦rts✈❡rs❝❤♦❜❡♥ ✇är❡✱ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣t✱ ✇✐❡ ✐♥ ✉♥s❡r❡r ❲❡❧t✳

✺✽



✺✳✷✳ ■s♦tr♦♣✐❡

◆❡❜❡♥ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞❡♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ③✉✱ ✐s♦tr♦♣ ③✉ s❡✐♥✳
❉❛♠✐t ♠❡✐♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❛✉❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❲❡❧t✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ✉♥s❡r❡r ❣❡❞r❡❤t ✇är❡✱
♥❛❝❤ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡♥ ❛❜❧ä✉❢t✳ ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ✈❡r♠✐tt❡❧t ✐♥ s❡✐♥❡♠ ✒❉✐❛❧♦❣♦✏❬✸❪ ❞✐❡
❊r❢❛❤r✉♥❣ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ s❡❤r ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡ ❲❡✐s❡✿

✒❙❝❤❧✐❡ÿt ❡✉❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣r♦ÿ❡♥ ❘❛✉♠ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❉❡❝❦ ❡✐♥❡s ❣r♦ÿ❡♥ ❙❝❤✐✛❡s
❡✐♥✳ ❱❡rs❝❤❛✛t ❡✉❝❤ ❞♦rt ▼ü❝❦❡♥✱ ❙❝❤♠❡tt❡r❧✐♥❣❡ ✉♥❞ ä❤♥❧✐❝❤❡s ✢✐❡❣❡♥❞❡s ●❡t✐❡r✱ s♦r❣t
❛✉❝❤ ❢ür ❡✐♥ ●❡❢äÿ ♠✐t ❲❛ss❡r ✉♥❞ ❦❧❡✐♥❡♥ ❋✐s❝❤❡♥ ❞❛r✐♥✳ ❇❡♦❜❛❝❤t❡t ♥✉♥ s♦r❣❢ä❧t✐❣ ✇✐❡
❞✐❡ ✢✐❡❣❡♥❞❡♥ ❚✐❡r❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ❛❧❧❡♥ ❙❡✐t❡♥ ❞❡s ❩✐♠♠❡rs ✢✐❡❣❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❋✐s❝❤❡ ✇❡r❞❡♥
♦❤♥❡ ✐r❣❡♥❞✇❡❧❝❤❡ ❯♠stä♥❞❡ ❣❧❡✐❝❤❡r♠❛ÿ❡♥ ♥❛❝❤ ❛❧❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ s❝❤✇✐♠♠❡♥✳✏
❉✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ✐st ❧♦❦❛❧ ♣rü❢❜❛r✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡ ❞❡r ✈✐❡❧❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✱
❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt❡ ❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡♥✱ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❝❤❡❤❡♥s ❡r❣❡❜❡♥ ❤ätt❡♥✱ ❞❛♥♥ ❤ätt❡ ❞❛s ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡
❞❡s ❘❛✉♠❡s ❢❛❧s✐✜③✐❡rt✳ ❆❜❡r ❜✐s❧❛♥❣ ❤❛t s✐❡ ❛❧❧❡ Prü❢✉♥❣❡♥ ✉♥❜❡s❝❤❛❞❡t ü❜❡rst❛♥❞❡♥✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ✐r❣❡♥❞✇♦ ❛❧s r✐❝❤t✐❣ ❛❦③❡♣t✐❡rt✱ ❞❛♥♥ ❣✐❧t
s✐❡ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s ü❜❡r❛❧❧✳

✺✳✸✳ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡

■♥ ❑❛♣✳ ✶✳✻ ✇✉r❞❡♥ ❜❡r❡✐ts ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❡✜♥✐❡rt ✭❲✐♥❦❡❧ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r✲
♠❛❧❡✱ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s✮ ✉♥❞ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ü❜❡r
❲✐♥❦❡❧❛♥❣❛❜❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛s ❣❡❤t ❛✉❝❤ ❣❛r ♥✐❝❤t ❛♥❞❡rs✱ ❞❡♥♥ ❞❡r ❘❛✉♠ ✐st ♥❛❝❤
❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ✐s♦tr♦♣✳ ❘✐❝❤t✉♥❣s❛♥❣❛❜❡♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t ❛❜s♦❧✉t✱ s♦♥❞❡r♥ r❡❧❛t✐✈✱ ✉♥❞ ❞❛❤❡r
✇✐r❞ s✐❡ ❡✐♥ ❩✉❣❜❡❣❧❡✐t❡r ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉♠ ❆✉sst✐❡❣ ♥❛❝❤ ❧✐♥❦s ❛✉✛♦r❞❡r♥✱ s♦♥❞❡r♥ ③✉♠
✒❆✉sst✐❡❣ ✐♥ ❋❛❤rtr✐❝❤t✉♥❣ ❧✐♥❦s✏✳ ■♠ ❘❛✉♠ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡ ❱♦r③✉❣s♦r✐❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥✳ ❉❛❤❡r
s✐♥❞ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥✱ ❲✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r
❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❡r❢♦r❞❡rt ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥✱ ✇♦ ❡t✇❛s ✐st✱ ❡✐♥❡ ❑♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❛❧s ❘❡❢❡r❡♥③ ❞✐❡♥❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠♣✉♥❦t✳ ❏❡❞❡ P♦s✐t✐♦♥s❛♥❣❛❜❡ st❡❧❧t ❡✐♥❡
❆♥❣❛❜❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❘❡❢❡r❡♥③✲ ♦❞❡r ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❞❛r✳

❊✐♥ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡s ❙②st❡♠ ❜✐❧❞❡t ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✳ ■♥ ❡✐✲
♥❡♠ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ❦ä♠❡ ♠❛♥ ♠✐t ③✇❡✐ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❛✉s✿ ❡✐♥❡♥ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ✉♥❞
❡✐♥❡r ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❘❛✉♠ ❤ö❤❡r❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥✲
t❡ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❲❡♥♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ ❞❛♥♥
❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ss❝❤❧üss❡❧✱ ♠✐t ❞❡♠ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❆♥❣❛❜❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠
❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❛✉❢ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ü❜❡rtr❛❣❡♥ ❜③✇✳ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳

✺✳✹✳ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡

❯♠ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ P♦s✐t✐♦♥s❛♥❣❛❜❡♥ ♠❛❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❛✉ÿ❡r ❞❡r ❋❡st✲
❧❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❱❡r❡✐♥❜❛r✉♥❣ ü❜❡r ❡✐♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠✳
❉❛ss❡❧❜❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❦❛♥♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠s❡❧❜❡♥ ❇❡✲
③✉❣ss②st❡♠ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t s❡✐♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥

✺✾



n = 1, 2, 3, . . . ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✉♠ ❡✐♥❡ P♦s✐t✐♦♥ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❢❡st③✉❧❡❣❡♥✱ ❧✐❡❣t ❡✐♥
n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❘❛✉♠ ✈♦r✳

✺✳✹✳✶✳ ❑r❡✐s✲ ✉♥❞ ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥

■♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡♠ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✳✷ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦✲
♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♦❢t ❛✉❝❤ ✐♥ ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❢ür
❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✇✐r❞ ✐✳❆✳ ❞✉r❝❤ ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞❡✜♥✐❡rt✿ ❡✐♥
❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ✉♥❞ ③✇❡✐ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❇❡③✉❣s❡❜❡♥❡♥✳ ❆❧s ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❦❛♥♥ ♠❛♥
③✳❇✳ ✈♦♠ ❖rt ❞❡s ❇❡♦❜❛❝❤t❡rs ❛✉s❣❡❤❡♥ ✭t♦♣♦③❡♥tr✐s❝❤❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠✮✱ ✈♦♠ ❊r❞♠✐t✲
t❡❧♣✉♥❦t ✭❣❡♦③❡♥tr✐s❝❤❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠✮ ♦❞❡r ✈♦♠ ❙♦♥♥❡♥♠✐tt❡❧♣✉♥❦t ✭❤❡❧✐♦③❡♥tr✐s❝❤❡s
❇❡③✉❣ss②st❡♠✮✳

❆❧s ❘❡❢❡r❡♥③ ❞❡s ❣❡♦③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ✇ä❤❧t ♠❛♥ ♠❡✐st ❞✐❡ ❊❜❡♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
③✉r ❉r❡❤❛❝❤s❡ ❞❡r ❊r❞❡✿ ❞✐❡ ➘q✉❛t♦r❡❜❡♥❡✳ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❚❤❡♦❞♦❧✐t ❡r❢♦❧❣❡♥
t♦♣♦③❡♥tr✐s❝❤✱ ❞✳❤✳ ❞❡r ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ✐st ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ❣❡s❝❤r✉♠♣❢t❡
❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❜③✇✳ ❚❤❡♦❞♦❧✐t✳ ❇❡③✉❣s❡❜❡♥❡♥ s✐♥❞ ❤✐❡r ❞✐❡ ❍♦r✐③♦♥t❛❧❡❜❡♥❡ ❞❡s ❍♦r✐③♦♥t❛❧✲
❦r❡✐s❡s ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❡rt✐❦❛❧❡❜❡♥❡ ❞❡s ❱❡rt✐❦❛❧❦r❡✐s❡s✱ ❞❡r❡♥ s❡♥❦r❡❝❤t ❜③✇✳ ✈❡rt✐❦❛❧ st❡❤❡♥❞❡♥
❆❝❤s❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t s❝❤♥❡✐❞❡♥✳

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❊✐♥ ▼❡r✐❞✐❛♥ ✐st ❞✐❡ ❍ä❧❢t❡ ❡✐♥❡s ●r♦ÿ❦r❡✐s❡s✱ ❞❡r ❞✐❡ ➘q✉❛t♦r❡❜❡♥❡ ♦rt❤♦❣♦✲
♥❛❧ s❝❤♥❡✐❞❡t ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P♦❧ ✭♠❡✐st ◆♦r❞♣♦❧✮ ✈❡r❧ä✉❢t✳ ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ▼❡r✐✲
❞✐❛♥❡♥ s✐♥❞ ❆③✐♠✉t✇✐♥❦❡❧✳ ❉❡r ❜❡❦❛♥♥t❡st❡ ❛❧s ◆✉❧❧♠❡r✐❞✐❛♥ ❞✐❡♥❡♥❞❡ ❇❡③✉❣s♠❡✲
r✐❞✐❛♥ ✐st ❞❡r ●r❡❡♥✇✐❝❤✲▼❡r✐❞✐❛♥ ♠✐t ❞❡♠ ▲ä♥❣❡♥❣r❛❞ φG ❛❧s ❆③✐♠✉t✇✐♥❦❡❧✳ ❇✐s
③✉♠ ❏❛❤r ✷✵✶✵ ✇❛r ✐♥ ❞❡r öst❡rr❡✐❝❤✐s❝❤❡♥ ▲❛♥❞❡s✈❡r♠❡ss✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s
❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✭❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠✮ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▲ä♥❣❡♥❣r❛❞ φF ✐♥ ●❡✲
❜r❛✉❝❤✱ ❞❛s s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❋❡rr♦✲▼❡r✐❞✐❛♥ ❛❧s ◆✉❧❧♠❡r✐❞✐❛♥ ❜❡③♦❣✳ ❉❡r ❋❡rr♦✲▼❡r✐❞✐❛♥
❣❡❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❛♥t✐❦❡♥ ●❡♦❣r❛♣❤❡♥ ❞❡s ✷✳ ❏❤✳ ③✉rü❝❦✱ ❞❡r ❞✐❡ ❑❛♥❛r✐s❝❤❡♥ ■♥s❡❧♥ ❛❧s
❘❡❢❡r❡♥③ ✈♦rs❝❤❧✉❣✳ ❉✐❡ ❯♠r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r öst❡rr❡✐❝❤✐s❝❤❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❡r❢♦❧❣t❡ ❣❡♠äÿ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φG = φF + 17➦40′00”✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ■♥ ❞❡r ●❡♦❞äs✐❡ ✐st ❡s ü❜❧✐❝❤✱ ❞❡♥ ❍ö❤❡♥✇✐♥❦❡❧ β r❡❧❛t✐✈ ③✉r ➘q✉❛t♦r❡❜❡♥❡ ❛❧s
❡✐♥❡ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✳ ■♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣✐❜t ♠❛♥ st❛tt❞❡ss❡♥
❞❡♥ P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ ϑ ❛♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P♦❧ ✭❜③✇✳ ❩❡♥✐t✮ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡✱ ❛✉❢
❞❡r ➘q✉❛t♦r❡❜❡♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡③✐❡❤t✳ ❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
③✇✐s❝❤❡♥ ❍ö❤❡♥✇✐♥❦❡❧ ✉♥❞ P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ ❧❛✉t❡t ϑ = 90➦ − β✳

❯♠ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t P ✐♠ ❘❛✉♠ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧♥
♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❆❜st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ r ✈♦♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t✳ ■♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ✐st ❞❡r
❛✉s ❞r❡✐ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❙❛t③ (r, φ, ϑ) ❞❛♥♥ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛♥❣❛❜❡ P (r, φ, ϑ) ✐♥
❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ✈❡r❡✐♥❜❛rt❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✭❆❜❜✳ ✷✼✮✳ ❑r❡✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥
s✐♥❞ ❞❡r ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❢ür ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❘ä✉♠❡✳ ❍✐❡r ❣❡♥ü❣t ❞✐❡
❆❜st❛♥❞s❛♥❣❛❜❡ r ✉♥❞ ❆♥❣❛❜❡ ❞❡s ❆③✐♠✉t✇✐♥❦❡❧s φ✱ ❞✳❤✳ ❤✐❡r ✐st ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛♥❣❛❜❡
❞✉r❝❤ P (r, φ) ❣❡❣❡❜❡♥✳

✻✵



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✼✿ ❙❦✐③③❡ ③✉r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ✭❛✮ ▲✐♥❦s❤ä♥❞✐❣❡s ❙②st❡♠✳
✭❜✮ ❘❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡s ❙②st❡♠✳

✺✳✹✳✷✳ ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t

❋ür ❑r❡✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✐♠ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❣✐❜t ❡s ③✇❡✐ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡♥
❯♠❧❛✉❢s✐♥♥ ❞❡s ❆③✐♠✉t✇✐♥❦❡❧s φ✱ ❞✐❡ s♣✐❡❣❡❧s②♠♠❡tr✐s❝❤ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞✿ ❉❡r ❯♠❧❛✉❢
❦❛♥♥ ✐♠ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ♦❞❡r ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✳ ❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡
❆❝❤s❡♥r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ s♣✐❡❣❡❧s②♠♠❡tr✐s❝❤ ③✉❡✐♥❛♥✲
❞❡r st❡❤❡♥✳

■♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❜❡♥öt✐❣t ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✈✐❡r ❊❧❡♠❡♥t❡✿ ❊✐♥❡♥ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ✉♥❞
❞r❡✐ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✷✼ ✐st ❡✐♥ ❊❧❡♠❡♥t ❞✐❡ ③✉r ➘q✉❛t♦r❡❜❡♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ P♦❧r✐❝❤✲
t✉♥❣✱ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❡✐♥❡ äq✉❛t♦r✐❛❧❡ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣✳ ❋ür ❞✐❡ ❞r✐tt❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ s✐♥❞ ♥♦❝❤ ③✇❡✐
❘✐❝❤t✉♥❣s♦♣t✐♦♥❡♥ ❢r❡✐✿ ■♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❣✐❜t ❡s ③✇❡✐ s♣✐❡❣❡❧s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❘✐❝❤✲
t✉♥❣s❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ✐❤r❡ ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❑✉❣❡❧✲
❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ③✉ ✇ä❤❧❡♥ ❜❡❛❜s✐❝❤t✐❣t✱ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞✉r❝❤
❞❡♥ ❯♠❧❛✉❢s✐♥♥ ❞❡s ❆③✐♠✉t✇✐♥❦❡❧s φ ✉♥❞ s✐♥❞ ❞❛❤❡r s♣✐❡❣❡❧s②♠♠❡tr✐s❝❤ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❉✐❡
❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s φ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ❧✐♥❦s ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✐♠ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ✭❘❡❝❤ts❞r❡❤✉♥❣✮
♦❞❡r ✇✐❡ r❡❝❤ts ❣❡③❡✐❣t✱ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ✭▲✐♥❦s❞r❡❤✉♥❣✮ ❡r❢♦❧❣❡♥✳

❆❧s ✒❦ör♣❡r❧✐❝❤❡s✏ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❢ür ❞✐❡ ✒❍ä♥❞✐❣❦❡✐t✏ s♣✐❡❣❡❧s②♠♠❡tr✐s❝❤❡r ❖❜❥❡❦t❡ ♥✐♠♠t
♠❛♥ ❦♦♥✈❡♥t✐♦♥s❣❡♠äÿ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❍❛♥❞ ✉♥❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❍ä♥❞✐❣✲
❦❡✐t ❛❧s r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣ ♦❞❡r r❡❝❤ts ✉♥❞ ✐❤r ●❡❣❡♥stü❝❦ ❛❧s ❧✐♥❦s❤ä♥❞✐❣ ♦❞❡r ❧✐♥❦s✳ ❉❛s
✐♥ ❆❜❜✳ ✷✼ r❡❝❤ts ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡s
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❉❛✉♠❡♥ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ✭✦✮ ❍❛♥❞ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s
P♦❧s ✇❡✐s❡♥ ❧ässt✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❋✐♥❣❡r ✐♠ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❯♠❧❛✉❢s✐♥♥ ❞❡s ❆③✐♠✉t ❣❡❦rü♠♠t✳
❉✐❡ ü❜❧✐❝❤❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❢ür ❛❧❧❡ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡ ③✉❣r✉♥❞❡ ❧❡❣t✳ ■♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❣❡❤❡♥ r❡❝❤ts✲ ✉♥❞ ❧✐♥❦s❤ä♥✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✽✿ ❘❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡✿ ❲❡✐st ❞❡r ❉❛✉♠❡♥ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❍❛♥❞
✐♥ ❞✐❡ ♣♦❧❛r❡ ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ❣❡❜❡♥ ❞✐❡ ❋✐♥❣❡r ❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❆③✐✲
♠✉t✇✐♥❦❡❧s φ ❢ür ❡✐♥ r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡s ❙②st❡♠ ❞❡r ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳ Ö✛♥❡t
♠❛♥ ❞❡♥ ❩❡✐❣❡✜♥❣❡r✱ s♦ ③❡✐❣t ❞✐❡s❡r ✐♥ ❞✐❡ ①✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❉❛✉♠❡♥
✇❡✐t❡r❤✐♥ ✐♥ ❞✐❡ ✭♣♦❧❛r❡✮ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ r❡st❧✐❝❤❡♥ ❋✐♥❣❡r ✐♥ ❞✐❡
②✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡s r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ✇❡✐s❡♥✳

❞✐❣❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘❛✉♠s♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ✐♥✲
❡✐♥❛♥❞❡r ü❜❡r✳ ■♠ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ✐st ❞❛s ♥✐❝❤t ❞❡r ❋❛❧❧✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❘❛✉♠s♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ✐st
❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❉r❡❤✉♥❣ ✉♠ π✳

✺✳✺✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❙ ✐♥ ❡✐♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠
❙✬ ❣✐❜t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥✱ ❞✐❡ ❡r❦❧är❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦♥ ❙✬ ❛✉s ❞❡♥❡♥ ✈♦♥
❙ ❛✉s③✉r❡❝❤♥❡♥ s✐♥❞✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱
❞❛ss ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦♥ ❙ ✐♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦♥ ❙✬ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ✇✐r❞✳

❩✉r ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
✐♥ ③✇❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❙ s❡✐ ❡✐♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♠✐t ❞❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x, y) ✉♥❞ ❙✬ ❡✐♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
(x′, y′)✳ ❉❡r ❙tr✐❝❤ ❜❡✐ ❙✬ ✉♥❞ x′ ❜③✇✳ y′ st❡❧❧t ❤✐❡r ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ❛❧s ❡✐♥ ▼❡r❦♠❛❧ ③✉r
❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ❙②st❡♠❡ ❜③✇✳ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❛r✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤

x′ = αx+ βy
y′ = γy + δx

✭✺✳✶✮

❡r❦❧ärt❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐t ✈✐❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❙❦❛❧❛r❡♥ α, β, γ ✉♥❞ δ ✐st ❞✐❡
❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉s❞❡♥❦❡♥ ❦❛♥♥✳
❉✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ st❡ts ✇✐❡❞❡r
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✾✿ ❙ ✉♥❞ ❙✬ s✐♥❞ ③✇❡✐ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡✱ ❞✐❡ ✉♠ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ϕ
r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❞r❡❤t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡s P✉♥❦t❡s P ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❙ s✐♥❞ (x, y) ✉♥❞ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙✬ s✐♥❞ s✐❡ (x′, y′)✳ ❆✉s ❞❡r ❩❡✐❝❤♥✉♥❣ ❣❡❤t
❤❡r✈♦r✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x′ ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❙
③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✐st ✭●❧✳ ✺✳✷✮✳

✐♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ✭✉♥❞ s♦♠✐t ●❡r❛❞❡♥ ✐♥ ●❡r❛❞❡♥✮✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥
❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ③❡✐❣❡♥✿ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ y′ = m′x′ ❢ür ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ♠✐t ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ m′

st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✐♥ ❙✬ ❞❛r✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❤✐❡r ❞✐❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ●❧✳ ✺✳✶✱ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱
♥ä♠❧✐❝❤ y = mx ♠✐t ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ m = (m′α− δ)/(γ −m′β)✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ●❡❞r❡❤t❡ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡ ✐♥ ③✇❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥

❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡ ✉♥❞
❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❣❡✇ä❤❧t ✇✉r❞❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛✉❢ ✉♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❜❡③✐❡❤❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❆❝❤s❡♥ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❞r❡❤t
s✐♥❞✳ ❉❛s ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✾ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❙
✉♥❞ ❙′ ❞❡r ❋❛❧❧✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✉♠ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ϕ ❣❡❞r❡❤t s✐♥❞✳ ❋ür
❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rts♣✉♥❦t P ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t
(x, y) ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ✉♥❞ ♠✐t (x′, y′) ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙✬ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t s❡✐❡♥✳

❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x′, y′) ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x, y) ❣❡♠äÿ
❞❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠

x′ = x cosϕ+ y sinϕ ✭✺✳✷✮

y′ = y cosϕ− x sinϕ ✭✺✳✸✮

❉✐❡s❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐st ❡✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✺✳✶ ❣❡❣❡❜❡✲
♥❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥✲
t❡♥ α = γ = cosϕ ✉♥❞ β = −δ = sinϕ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ P❛r❛♠❡t❡r
❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♠ ❉r❡❤✇✐♥❦❡❧ ϕ✳ ■❤r❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❣❡♠äÿ ❆❜❜✳ ✷✾ s❡t③t
✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r ❘❛✉♠ ✈♦r❧✐❡❣t✳
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✻✳ ❩❡✐t

❚❡♠♣✉s ❛❡q✉❛❜✐❧✐t❡r ✢✉✐t✳ ❉✐❡ ❩❡✐t ✈❡r✢✐❡ÿt ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✳ ✭■s❛❛❦ ◆❡✇t♦♥✱ ✒P❤✐❧♦s♦♣❤✐❛❡
◆❛t✉r❛❧✐s Pr✐♥❝✐♣✐❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✏ ✭✶✻✽✼✮✳

◆❡✇t♦♥ ♣♦st✉❧✐❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐t ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣ ✈❡r✢✐❡ÿt✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
❱♦r❣ä♥❣❡ ✉♥t❡r s♦♥st ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❥❡❞❡r③❡✐t ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❛❜❧❛✉❢❡♥✳ ●❡♥❛✉s♦
✇✐❡ ❥❡♥❡ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s ✐st ❞❛s ❡✐♥❡ ♠❡t❛♣❤②s✐s❝❤❡ ❆✉ss❛❣❡✳ ❙✐❡ ❢♦r♠✉✲
❧✐❡rt ❞✐❡ Ü❜❡r③❡✉❣✉♥❣ ❞❡r P❤②s✐❦❡r✱ ❞❛ss ❡s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥
❣✐❜t✱ ❞✐❡ ③✉ ▲❡❜③❡✐t❡♥ ❞❡r P❤❛r❛♦♥❡♥ ♦❞❡r ❉✐♥♦s❛✉r✐❡r ❣❡♥❛✉s♦ ❣❛❧t❡♥ ✇✐❡ s✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥
❡✐♥❡r ▼✐❧❧✐♦♥ ❏❛❤r❡♥ ♥♦❝❤ ❣❡❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❞❛♥♥ ♥♦❝❤✱ ✇❡♥♥ ✉♥s❡r❡ ❙♦♥♥❡ ❧ä♥❣st
❡r❧♦s❝❤❡♥ s❡✐♥ ✇✐r❞✳ ❲❡r ❛♥ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t ❣❧❛✉❜t✱ ❞❡r ❣❧❛✉❜t ❛♥ ❞✐❡ ❡✇✐❣❡ ●ü❧✲
t✐❣❦❡✐t ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ●❡s❡t③❡✿ ❱♦♠ ❯r❦♥❛❧❧ ❜✐s ✐♥ ❛❧❧❡ ❊✇✐❣❦❡✐t s✐♥❞ ▲❛❞✉♥❣
✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ❤❛t ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❛r❧❛❞✉♥❣ ❞❡♥
❲❡rt 1.60× 10−19As✳ ❆✉s ❞❡♠ ●❧❛✉❜❡♥ ❛♥ ❞❛s ❡✇✐❣❡ ▲❡❜❡♥ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡
✉♥❞ ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥✱ ❛✉s ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t✱ ③✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤t✐❣✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐♥
❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ✹✵✵ ❏❛❤r❡♥ ❛✉❢❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡ ❜✐s ③✉♠ ❯r❦♥❛❧❧ ❡①tr❛♣♦✲
❧✐❡r❡♥ ③✉ ❞ür❢❡♥✱ ❛❧s♦ ❛✉❢ ✶✹✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ❏❛❤r❡ ❤✐♥❛✉s✳ ❉❛ ✇❛r ❦❡✐♥ P❤②s✐❦❡r ❞❛❜❡✐✱ ❞❡r ❞✐❡
◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❩✉s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❤ätt❡ ü❜❡r♣rü❢❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❉✐❡ ❩❡✐t ✐st ❤♦♠♦❣❡♥✳

❯❤r❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡s P♦st✉❧❛ts ✈♦♥ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t ❧✐❡❣t
❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✱ ❯❤r❡♥ ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❜③✇✳ ●❡rät❡ ③✉r ▼❡s✲
s✉♥❣ ❞❡r ❉❛✉❡r ❡✐♥❡s ❱♦r❣❛♥❣s ❛♥③✉❣❡❜❡♥✳ ❍❛t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠❡❤r❡r❡ ❑❡r③❡♥✱
❞✐❡ ❣❡♥❛✉ ❣❧❡✐❝❤ ❧❛♥❣ s✐♥❞✱ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❉♦❝❤t ✉♥❞ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❛✉s ❞❡♠s❡❧✲
❜❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡st❡❤❡♥✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r❡♥ ❇r❡♥♥❞❛✉❡r ✉♥t❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭❣❧❡✐❝❤❡
▲✉❢t③✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣✱ ❣❧❡✐❝❤❡r ▲✉❢t❞r✉❝❦ ✉s✇✳✮ ❣❧❡✐❝❤ ❧❛♥❣✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✕ ✇❡❣❡♥ ❞❡s ◆❡✇✲
t♦♥s❝❤❡♥ P♦st✉❧❛ts ✈♦♥ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t✕ ❡❣❛❧ ✇❛♥♥ s✐❡ ❛♥❣❡③ü♥❞❡t ✇✉r❞❡♥✱
❞❡♥♥ ❞✐❡ ❇r❡♥♥❞❛✉❡r ❤ä♥❣t ♥✐❝❤t ✈♦♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❛❜✱ ✇❛♥♥ ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❣❡st❛rt❡t ✇✉r❞❡✳
❍❛t ❞✐❡ ❑❡r③❡ ❡✐♥❡ ❚❡✐❧✉♥❣✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ❆❜❜✳ ✸✵❛ ❣❡③❡✐❣t❡ ❙t✉♥❞❡♥❦❡r③❡✱ ❞❛♥♥
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ✐❤r ❞✐❡ ❛❜❣❡❧❛✉❢❡♥❡ ❩❡✐t ❛❜❧❡s❡♥✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ✐st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❛❜❣❡❜r❛♥♥t❡♥
❙tr❡❝❦❡ ∆l✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❉❛✉❡r ❡✐♥❡s ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ❱♦r❣❛♥❣s ❧ä♥❣❡r ❛❧s ❞✐❡ ❇r❡♥♥❞❛✉❡r
T ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑❡r③❡ ✐st✱ ❡rs❡t③t ♠❛♥ ❥❡❞❡ ✈ö❧❧✐❣ ❛❜❣❡❜r❛♥♥t❡ ❑❡r③❡ s♦❢♦rt ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
♥❡✉❡✳ ❉❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✵❜ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❱♦r❣❛♥❣ ✐st ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❧❛✉❢❡♥❞❡ ❯❤r ♠✐t
❞❡r P❡r✐♦❞❡ T ✳ P❡r✐♦❞✐s❝❤ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑❡r③❡♥❧ä♥❣❡ l(t) ♥❛❝❤ ❆❜❧❛✉❢ ❡✐♥❡r ❉❛✉❡r
✈♦♥ n =✶✱✷✱. . . P❡r✐♦❞❡♥ T ✇✐❡❞❡r ❣❧❡✐❝❤ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❑❡r③❡♥❧ä♥❣❡ ✐st ❡✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ♠✐t

l(t) = l(t+ nT ) . ✭✻✳✶✮

■♠ ❙✐♥♥❡ ✈♦♥ ❊r♥st ▼❛❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❩❡✐t ❞❛♠✐t ③✉ ❡✐♥❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❩✉stä♥❞❡ ❡✐♥❡s ❉✐♥❣s ❣❡❣❡♥ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ❩✉stä♥❞❡ ❞❡r ❑❡r③❡
❛❧s ▼❛ÿ ❞❡r ❉❛✉❡r ♠✐t ❛♥❞❡r❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❉❛✉❡r
❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ä♥❞❡r♥ ✭♦❞❡r ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t✮✳

✻✹



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✵✿ ✭❛✮ ▼✐tt❡❧❛❧t❡r❧✐❝❤❡ ❙t✉♥❞❡♥❦❡r③❡ ♠✐t ❩❡✐t❡✐♥t❡✐❧✉♥❣✳ ✭❜✮ ❉✐❡ ❑❡r③❡♥❧ä♥❣❡
❛❧s ❩❡✐t♠❛ÿ✳

■♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✜♥❞❡t✱ ❞✐❡ ✈♦♥ s✐❝❤ ❛✉s ♣❡r✐♦❞✐s❝❤
s✐♥❞✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ❞❡r ❯♠❧❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ✉♠ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡✱ ❞❡r ❞❡♠ ❯♠❧❛✉❢ ❞❡r ❙t❡r♥❜✐❧✲
❞❡r ❡♥ts♣r✐❝❤t ✉♥❞ ❞❛s ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❏❛❤r❡s③❡✐t❡♥ ❤❡r✈♦rr✉❢t✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s
❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ❞✐❡ ❘♦t❛t✐♦♥ ❞❡r ❊r❞❡ ♠✐t ❞❡r P❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ ✷✹ ❙t✉♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❘♦t❛t✐✲
♦♥ ❞❡r ❋✐①st❡r♥s♣❤är❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❣❡❤ört❡ ❡s ❜✐s ✶✾✻✼ ③✉ ❞❡♥ ✈♦r♥❡❤♠st❡♥
❆✉❢❣❛❜❡♥ ❞❡r ❆str♦♥♦♠✐❡✱ ❞✉r❝❤ ❣❡♥❛✉❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❉r❡❤✉♥❣ ❞❡r ❊r❞❡ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥
❋✐①st❡r♥❤✐♠♠❡❧ ❞✐❡ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❙❡❦✉♥❞❡ ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳

❋ür t❡❝❤♥✐s❝❤✲♣r❛❦t✐s❝❤❡ ❯❤r❡♥ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ♦❢t ❞✐❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❜❡✐ P❡♥❞❡❧♥✱
❙❝❤✇✐♥❣q✉❛r③❡♥ ♦❞❡r ❛t♦♠❛r❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡♥✳ ▲❡t③t❡r❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞✐❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❞❡r③❡✐t ❣❡♥❛✉❡st❡♥ ❯❤r❡♥✱ ❞❡r ❆t♦♠✉❤r❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞✐❡ ❇❛s✐s❡✐♥❤❡✐t ❞❡r ❩❡✐t

[t] = 1 Sekunde = 1 s

❤❡✉t❡ ❞✉r❝❤ ❆t♦♠✉❤r❡♥ r❡❛❧✐s✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ü❜❡r❣❛♥❣ ❡✐♥❡s
❜❡st✐♠♠t❡♥ ❈äs✐✉♠✐s♦t♦♣s ❜❡r✉❤❡♥✳

✻✳✶✳ ▲♦❦❛❧❡ ❩❡✐t

❲✐❧❧ ♠❛♥ ❤✐st♦r✐s❝❤❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❛♥❣❡❜❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❆♥❣❛❜❡ ✇♦ ❛❧s ❛✉❝❤
✇❛♥♥ ❡s st❛tt❢❛♥❞✳ ▼❛♥ ❜r❛✉❝❤t ❞❛③✉ ❡rst❡♥s ▲✐♥❡❛❧❡ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s ❡✐♥❡ ❑♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥ ü❜❡r ❇❡③✉❣s✲ ✉♥❞ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡✳

❙❡t③t ♠❛♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥❞❡ ▲✐♥❡❛❧❡ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ✈♦r❛✉s✱ s♦ ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡♠ P♦s✲
t✉❧❛t ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ✈♦♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t✱ ❞❛ss s✐❡ ü❜❡r❛❧❧ ✉♥❞ ③✉ ❥❡❞❡r ❩❡✐t ❜❛✉❣❧❡✐❝❤
r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❡♥♥ s✐❡ s✐♥❞ ❞❛♠✐t ❥❛ ♥✉r ❛♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs❝❤♦❜❡♥❡♥
❖rt✲ ❜③✇✳ ❩❡✐t♣♦s✐t✐♦♥ r❡❛❧✐s✐❡rt ✇♦r❞❡♥✱ ❛♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡ ❣❡❧✲
t❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ s♦❧❝❤❡♥ ❣❡❞❛♥❦❧✐❝❤ ③✉❧äss✐❣❡♥
❇❡③✉❣ss②st❡♠ ♠✐t ü❜❡r❛❧❧ r✉❤❡♥❞❡♥ ❜❛✉❣❧❡✐❝❤❡♥ ▲✐♥❡❛❧❡♥ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✳
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◆✐❝❤t ♥✉r ❥❡❞❡ P♦s✐t✐♦♥s❛♥❣❛❜❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❥❡❞❡ ❩❡✐t❛♥❣❛❜❡ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❆♥❣❛❜❡ r❡❧❛✲
t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❘❡❢❡r❡♥③✲ ♦❞❡r ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❞❛r✳ ❘❡❢❡r❡♥③❡r❡✐❣♥✐ss❡ ❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r ❧♦❦❛❧ ❢❡st❧❡❣❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✵ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❞❡r ❑❡r③❡♥❧ä♥❣❡ ✉♥❞ ❞❡r ❩❡✐t t ✇✉r❞❡ ❞❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❞❡s ❆♥③ü♥❞❡♥s ❞❡r ❡rst❡♥ ❑❡r③❡
❛❧s ❩❡✐t♥✉❧❧♣✉♥❦t ❣❡✇ä❤❧t✳ ❋ür ❞❡♥ ❖rt ❇ ❜③✇✳ ❇❡t❤❧❡❤❡♠ ❣✐❜t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡
❧♦❦❛❧❡ ❩❡✐t r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ✜❦t✐✈❡♥ ●❡❜✉rts③❡✐t♣✉♥❦t ✈♦♥ ❏❡s✉s ❈❤r✐st✉s ❛♥ ✉♥❞ ❛♠ ❖rt ❈
❜③✇✳ ❈❤♦♥❥✉ ✐♥ ◆♦r❞❦♦r❡❛ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❩❡✐t r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ✜❦t✐✈❡♥ ●❡❜✉rts③❡✐t♣✉♥❦t
✈♦♥ ❑✐♠ ■❧✲❙✉♥❣ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❯♠ ③✉ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt❡ ❞❡r ❩❡✐t❦♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣ ❧♦❦❛❧❡♥ ❱❡r❡✐♥❜❛r✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❩❡✐t♥✉❧❧♣✉♥❦t ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ✇❡r❞❡
✐❝❤ ❥❡❞❡r ❩❡✐t❛♥❣❛❜❡ ❡✐♥ ✐♥ ❡❝❦✐❣❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡s ❖rts❡t✐❦❡tt ❤✐♥③✉❢ü❣❡♥✳ ❉✐❡
❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ✐♥ ❇❡t❤❧❡❤❡♠ st❛tt✜♥❞❡♥❞❡♥ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ✐st ❛❧s♦ ❞✐❡ ❏❡s✉s✲❩❡✐t t[B]
r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❘❡❢❡r❡♥③❡r❡✐❣♥✐s ❛♠ ❖rt ❇✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ü❜❡r❛❧❧ ❯❤r❡♥ ♠✐t ✐❞❡♥t✐s❝❤❡♠
●❛♥❣ ❜❛✉❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❇❡✇♦❤♥❡r ✈♦♥ ❈ ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t❛♥❣❛❜❡ ❡✐♥❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s ✐♥ ❇
✇❡❣❡♥ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❘❡❢❡r❡♥③❡r❡✐❣♥✐ss❡ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ♥✐❝❤ts ❛♥❢❛♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

✻✳✷✳ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❯❤r❡♥s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❥❡♠❛♥❞ ✈♦♥ ❇ ♥❛❝❤ ❈ ❜❡✇❡❣t✱ ❞❛♥♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❡r ③✉r ❧♦❦❛❧❡♥ ❩❡✐t t1[B] ❛♥
❞❡r ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ xB ✈♦♥ ❇ ✉♥❞ t❛✉❝❤t ③✉r ❧♦❦❛❧❡♥ ❩❡✐t t2[C] ❛♥ ❞❡r ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡
xC ✐♥ ❈ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢✳ ❉✐❡ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t❡ ❙tr❡❝❦❡ |∆x| ❢ür ❡✐♥❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❲❡❣ ❦❛♥♥ ✐♠
Pr✐♥③✐♣ ♠✐t ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙tr❡❝❦❡ r✉❤❡♥❞❡♥ ▲✐♥❡❛❧❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉s ❞❡r ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥❞✐✛❡r❡♥③ ∆x = xC − xB ✉♥❞ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❩❡✐t❛♥❣❛❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡♥
s✐♥♥✈♦❧❧❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❡✐♥❡r ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t❡♥ ❙tr❡❝❦❡ ❞✉r❝❤
❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ❞❡r ❘❡✐s❡ ❜✐❧❞❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ t2[C]− t1[B] ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❩❡✐t❛♥❣❛❜❡♥ ✐st ♥✐❝❤t
❞✐❡ ❘❡✐s❡❞❛✉❡r ✉♥❞ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s

∆x

t2[C]− t1[B]

✐st ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤❡♥ ❧♦❦❛❧❡♥ ❘❡❢❡r❡♥③③❡✐t❡♥ ❡✐♥❡ ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤❡ ❩❛❤❧✳

❯♠ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ♠❡ss❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ♠❛♥ ③✉✈♦r r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥✲
❞❡✱ ❛❜❡r ❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❖rt❡♥ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ ❯❤r❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡r❡♥✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡r
❡✐♥❢❛❝❤❡r Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣✿

▼❛♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ❡✐♥❡ ❘❡✐s❡✱ ❞✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❍✐♥✇❡❣ ✈♦♥ ❇ ♥❛❝❤ ❈ ✉♥❞ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❘ü❝❦✲
✇❡❣✱ ❞❡r ❛✉❢ ❣❡♥❛✉ ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡❣ ✈♦♥ ❈ ♥❛❝❤ ❇ ❢ü❤rt✳ ❉✐❡s❡♥ ❲❡❣ t❡✐❧t ♠❛♥ ✐♥
❜❡❧✐❡❜✐❣ ❦❧❡✐♥❡ ✭❜❡ss❡r✿ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡✮ ❚❡✐❧str❡❝❦❡♥ ❡✐♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❥❡❞❡ ❞✐❡s❡r
❚❡✐❧str❡❝❦❡♥ s✐❝❤❡rst❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❍✐♥✲ ✇✐❡ ❘ü❝❦✇❡❣ ✕ ❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✕ ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡✐s❡ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♥♥ ❞❛✉❡rt ❞❡r
❍✐♥✇❡❣ ❣❡♥❛✉s♦ ❧❛♥❣ ✇✐❡ ❞❡r ❘ü❝❦✇❡❣✳ ❋ür ❞✐❡s❡♥ ❙❝❤❧✉ss ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❛s P♦st✉✲
❧❛t ✈♦♥ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❜❡r✉❢❡♥✳ ❖❜ ❞✐❡ ❲❡❣❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ✇✉r❞❡♥ ♦❞❡r
♥✐❝❤t✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ❘❡✐s❡♥❞❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♠✐t❣❡❢ü❤rt❡ ❚❛s❝❤❡♥✉❤r ü❜❡r♣rü❢❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❡r ❢ür
❥❡❞❡ ❚❡✐❧str❡❝❦❡ ❢❡stst❡❧❧t✱ ♦❜ ❡r ✐♥ ❞❡r ❍✐♥✲ ✇✐❡ ❘ü❝❦r✐❝❤t✉♥❣ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❩❡✐t❞✐✛❡r❡♥③ ❛✉❢
❞❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉ ✐❤♠ ✐♥ ❘✉❤❡ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ❚❛s❝❤❡♥✉❤r ❛❜❧✐❡st✳ ❉❡r ❙❝❤❧✉ss ✐st ❛✉❝❤ ❞❛♥♥

✻✻



r✐❝❤t✐❣✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ●❛♥❣ ❞❡r ❯❤r ✈♦♥ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❜❤ä♥❣t✳ ❲✐❝❤t✐❣ ✐st ♥ä♠❧✐❝❤
♥✉r✱ ❞❛ss ❞❡r ●❛♥❣ ❞❡r ❯❤r ✈♦♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✳

❊s ❡r❣❡❜❡ s✐❝❤ ♥✉♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❡✐s❡♥❞❡ ③✉r ❩❡✐t t1[B] ✐♥ ❇ st❛rt❡t✱ ③✉r ❩❡✐t t2[B] ✇✐❡❞❡r ③✉♠
❆✉s❣❛♥❣s♦rt ❇ ③✉rü❝❦❦❡❤rt ✉♥❞ ❞❛ss ❞✐❡ Prü❢✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚❛s❝❤❡♥✉❤r ❞❡s ❘❡✐s❡♥❞❡♥
❜❡stät✐❣t✱ ❞❛ss ❍✐♥✲ ✉♥❞ ❘ü❝❦✇❡❣ ❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤
✈❡r❧❛✉❢❡♥ s✐♥❞✳ ■♠ ❊✐♥❦❧❛♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ü❜❡r ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ✐st ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❉❛✉❡r
❞❡r ❍✐♥r❡✐s❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❉❛✉❡r ❞❡r ❘ü❝❦r❡✐s❡ ✉♥❞ ❞✉r❝❤

∆t =
1

2
(t2[B]− t1[B]) ✭✻✳✷✮

❣❡❣❡❜❡♥✳

❉❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❞❡r ❆♥❦✉♥❢t ❞❡s ❘❡✐s❡♥❞❡♥ ✐♥ ❈❤♦♥❥✉ ✐st ❞❛♠✐t s♦✇♦❤❧ ❞✉r❝❤ ❆❜❧❡s✉♥❣ ❞❡r
❧♦❦❛❧❡♥ ❩❡✐t t0[C] ❜❡❦❛♥♥t ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ t0[B] + ∆t ✐♥ ❏❡s✉s✲❩❡✐t✳
❊❣❛❧ ♦❜ ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ♦❞❡r ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❙❦❛❧❛ ③✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♥ ❩❡✐ts❦❛❧❛ ❡r❦❧ärt✱ ❞✐❡
❯❤r❡♥ s✐♥❞ ❞❛♠✐t s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt✳ ❉❛s ❢ür ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❩❡✐t❡♥ ❜❡♥ö✲
t✐❣t❡ ❙②♠❜♦❧ ✭❡❝❦✐❣❡ ❑❧❛♠♠❡r ♠✐t ❖rts✲❊t✐❦❡tt✮ ❦❛♥♥ ❞❛♠✐t ❡♥t❢❛❧❧❡♥✳ ❘❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠
❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙ ♠❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙②st❡♠③❡✐t t ❜❡③✐❡❤❡♥✱ ❞✐❡
❛✉❢ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡♥ ❯❤r❡♥ ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ r✉❤❡♥✳ ❊rst ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡ ❯❤r❡♥s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡r❤ä❧t ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ③✇❡✐❡r
❊r❡✐❣♥✐ss❡✱ ❞✐❡ ❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❖rt❡♥ ❇ ✉♥❞ ❈ st❛tt✜♥❞❡♥✱ ❡✐♥❡♥ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❙✐♥♥✳

❆❧s ❑♦♥s❡q✉❡♥③ ✇✐r❞ ❞✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ ✭❇❛❤♥✲✮●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

u =
∆x

∆t
, ✭✻✳✸✮

③✉ ❡✐♥❡♠ s✐♥♥✈♦❧❧❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇❡❣r✐✛✱ ❞❡♥♥ s♦✇♦❤❧ ∆x ❛❧s ❛✉❝❤ ∆t ❜❡③✐❡❤❡♥ s✐❝❤
❛✉❢ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♠✐t ■♥str✉♠❡♥t❡♥✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✐♥ ❘✉❤❡ s✐♥❞✳

▲✐❡❣❡♥ ü❜❡r❛❧❧ r✉❤❡♥❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡ ❯❤r❡♥ ✈♦r✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ü❜r✐❣❡♥s ü❜❡r♣rü❢❡♥✱ ♦❜
❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✈♦♥ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ✈♦♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ❦♦♥s✐st❡♥t s✐♥❞✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡
❉❛✉❡r ❣❧❡✐❝❤❡r ❱♦r❣ä♥❣❡ ♠✐sst✱ ❞✐❡ ❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❖rt❡♥ ✉♥❞ ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩❡✐t❡♥
❣❡st❛rt❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❆✉s s♦❧❝❤❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❚❡sts ❤❛t s✐❝❤ ❜✐s❧❛♥❣ ❦❡✐♥ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉r
●r✉♥❞❤②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❡r❣❡❜❡♥✳

✻✳✸✳ ❖rts✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠❡

▼✐t ü❜❡r❛❧❧ ❜❛✉❣❧❡✐❝❤ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ▲✐♥❡❛❧❡♥ ✉♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡♥ ❯❤r❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡✲
✜♥✐❡r❡♥✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ s❡✐♥ s♦❧❧✿ ❙✐❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✱
✇❡♥♥ ❢ür ❥❡❞❡ ●röÿ❡ ❡✐♥❡s ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❙tr❡❝❦❡♥❛❜s❝❤♥✐tts ❣❧❡✐❝❤❡ ❙tr❡❝❦❡♥❛❜s❝❤♥✐tt❡ ✐♥
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t❡♥ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❤❡✐ÿt ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ s♦❧❝❤❡♥
❲❡❣ ❡r❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆♥❢❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❊♥❞♣✉♥❦t ❞✐❡
❦ür③❡st ♠ö❣❧✐❝❤❡ ✐st✳

❊✐♥❡ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤
❣r❛♣❤✐s❝❤❡ ✒❋❛❤r♣❧ä♥❡✏ ✐♥ ❡✐♥❡♠❖rts✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ✭❆❜❜✳ ✸✶✮✳ ■♥
❞✐❡s❡s ①✲t✲❉✐❛❣r❛♠♠ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❡✐♥tr❛❣❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✶✿ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞r❡✐❡r ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ✐♥ ❖rts✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠❡♥✳ ❆✿ ❖❜❥❡❦t r✉❤t
r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✳ ❇ ✉♥❞ ❈✿ ❖❜❥❡❦t❡ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s
❇❡③✉❣ss②st❡♠s ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✳

❉✐❡ ❞❛❜❡✐ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ ❑✉r✈❡♥ ❜③✇✳ ▲✐♥✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲❡❧t❧✐♥✐❡
❆ ③❡✐❣t ❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❖❜❥❡❦t tr♦t③ ✈♦r❛♥s❝❤r❡✐t❡♥❞❡r ❩❡✐t ❛♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt ✈❡r❜❧❡✐❜t✱ ❞✳❤✳ ❡s
✐st ❞✐❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡ ❡✐♥❡s r✉❤❡♥❞❡♥ ❖❜❥❡❦ts✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡s ❞❡r r✉❤❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠❧✐♥❡❛❧❡
♦❞❡r ❙②st❡♠✉❤r❡♥✳ ❇❡✐ ❲❡❧t❧✐♥✐❡ ❇ ✉♥❞ ❈ ✇❡r❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡ ❲❡❣str❡❝❦❡♥ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t❡♥
③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t✳ ❙♦♠✐t s✐♥❞ ❡s ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳
❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❢ür ❈ ❣röÿ❡r ❛❧s ❢ür ❇✳

✼✳ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣✐❡♥

✼✳✶✳ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❢ür ✐♥✈❡rt✐❡rt❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡

❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥✱ ❛❧s♦ ❇❡③✉❣s✲
s②st❡♠❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ✭s✳ ❑❛♣✳ ✺✳✹✳✷✮✱ s✐♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ äq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❉✐❡
❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐st ✇✐❝❤t✐❣ ❢ür ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙❦❛❧❛r❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r❡♥✳

❙❦❛❧❛r❡ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r❡♥✳ ■♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡r P❤②s✐❦ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ●röÿ❡♥ ❛❧s ❙❦❛❧❛r❡ ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t✱ ❞✐❡ ❦❡✐♥❡♥ ❇❡③✉❣ ③✉♠ ❘❛✉♠ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❘❛✉♠tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
♥✐❝❤t ❜❡tr♦✛❡♥ s✐♥❞✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❙❦❛❧❛r❡ s✐♥❞ ❩❡✐t✱ ▼❛ss❡✱ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ♦❞❡r ▲❛❞✉♥❣✳
❱❡❦t♦r❡♥ ✐♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥❡ s✐♥❞ ❖❜❥❡❦t❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ s❡❤r s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❚r❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥✿ s✐❡ ä♥❞❡r♥ ❜❡✐ ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛s
❱♦r③❡✐❝❤❡♥✳ ❉❡r ❖rt x ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u s✐♥❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❱❡❦t♦r❡♥✳
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✼✳✷✳ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❢ür ❣❡❞r❡❤t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡

❋ür ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✱ ❞❡r❡♥ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❛❜❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r
❣❡❞r❡❤t s✐♥❞✱ ❣❡❤t ♠❛♥ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ✈♦♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣
❛✉s✿

❘❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❞r❡❤t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ s✐♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ äq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥
❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋♦r♠ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②s✲
t❡♠ ♠❛❝❤t✱ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❛✉❝❤ ✐♠ ❞❛③✉ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥
❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥❡ ❞❡r ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❞✐❡s❡s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣s s♦❧❧ ❤✐❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳
❯♠ ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❡✐♥❡
❊❜❡♥❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❙✐❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❛✉❢ ❞❡♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ❡r✇❡✐t❡r♥✳

●❡❣❡❜❡♥ s❡✐❡♥ ③✇❡✐ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❙ ✉♥❞ ❙✬ ♠✐t ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ✉♥❞ ❞❡♥
❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x, y) ❢ür ❙ ❜③✇✳ (x′, y′) ❢ür ❙✬✳ ❙②st❡♠ ❙✬ s❡✐ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ✉♠
❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ϕ ❣❡❞r❡❤t✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ✐st ❙ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙✬ ✉♠ −ϕ ❣❡❞r❡❤t✳ ●❡s✉❝❤t ✐st ❞✐❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙ ✉♥❞ ❙✬✳ ❉❛s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ✈❡r❧❛♥❣t ✉✳❛✳ ❢♦❧✲
❣❡♥❞❡s✿ ❙❡t③t ♠❛♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ❞❛s ❆①✐♦♠✱ ❞❛ss ▲✐❝❤t✇❡❣❡ ●❡r❛❞❡♥ s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ✐st ❙✬ ♥✉r
❞❛♥♥ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ▲✐❝❤t✇❡✲
❣❡ ●❡r❛❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③ ✐st✱ ❞❛ss ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥t❡r ❞❡r
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥ ♠üss❡♥✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦✲
♥❡♥ ❧❡✐st❡♥ ❞❛s✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ✈♦♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱
●❧✳ ✺✳✶✱ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r α, β, γ ✉♥❞ δ ✈♦♠ ❲✐♥❦❡❧ ϕ ❛❜❤ä♥❣❡♥
✭✉♥❞ s♦♠✐t ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ϕ s✐♥❞✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✮✳

❊✐♥❡ ●r✉♥❞✈♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❞❡r ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❡s ❡✐♥❡♥ ❙②st❡♠s
✐♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❙②st❡♠ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❤❛❜❡♥✳ ❉❛ ❞❡r ◆✉❧❧♣✉♥❦t ✈♦♥ ❙ ✉♥❞ ❙✬
❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t s❡✐♥ s♦❧❧✱ ❣❡❤t ❡s ♥✉r ♥♦❝❤ ✉♠ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r
❆❝❤s❡♥❧❛❣❡♥✳ ■♥ ❙✬ ❡r❢ü❧❧t ❞✐❡ x′✲❆❝❤s❡ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ y′ = 0 ❢ür ❛❧❧❡ x′✱ ✇ä❤r❡♥❞ s✐❡ ✐♥ ❙
❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ♠✐t ❞❡r ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ y = vx ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣

v =
∆y

∆x
= tanϕ

❤❛t✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞❛s ✐♥ ●❧✳ ✺✳✶ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ δ = −vγ✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❡r❢ü❧❧t ❞✐❡ x✲❆❝❤s❡
❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ y = 0 ❢ür ❛❧❧❡ x ✐♥ ❙ ✉♥❞ y′ = −vx′ ✐♥ ❙✬✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t α = γ✳ ❏❡❞❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❞r❡❤t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥
❤❛t ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❋♦r♠

x′ = γ(v)x+ β(v)y
y′ = γ(v)(y − vx)

, ✭✼✳✶✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ β ✉♥❞ γ ✈♦♠ P❛r❛♠❡t❡r v = tanϕ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳

◆✉♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙✑ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x′′, y′′)✱ ❞❡ss❡♥
x′′✲❆❝❤s❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ u ❤❛t ✉♥❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙✬ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ u′✳ ❉❛s ➘q✉✐✲
✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ✈❡r❧❛♥❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋♦r♠ ✇✐❡ ●❧✳ ✼✳✶

✻✾



❤❛t ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❣✐❧t✿
x′′ = γ(u)x+ β(u)y
y′′ = γ(u)(y − ux)

✭✼✳✷✮

✉♥❞
x′′ = γ(u′)x′ + β(u′)y′

y′′ = γ(u′)(y′ − u′x′)
. ✭✼✳✸✮

❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤

γ(u) = γ(u′)γ(v)− vβ(u′)γ(v) ✭✼✳✹✮

β(u) = γ(u′)β(v) + β(u′)γ(v) ✭✼✳✺✮

γ(u) = γ(u′)γ(v)− u′β(v)γ(u′) ✭✼✳✻✮

uγ(u) = (v + u′)γ(u′)γ(v) ✭✼✳✼✮

❆✉s ●❧✳ ✼✳✹ ✉♥❞ ●❧✳ ✼✳✻ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✱ ❞❛ss

K = β(v)/vγ(v) ✭❣ü❧t✐❣ ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ v) ✭✼✳✽✮

❡✐♥❡ ❢ür ❛❧❧❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❞r❡❤t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧ ❣ü❧t✐❣❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✐st
✉♥❞ ❛✉s ●❧✳ ✼✳✻ ✉♥❞ ●❧✳ ✼✳✼✱ ❞❛ss ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❙t❡✐❣✉♥❣❡♥ u, v ✉♥❞ u′ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐♦♥

u =
v + u′

1−Ku➫v
✭✼✳✾✮

❜❡st❡❤t✳

◆✉♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢ür ❡✐♥ ❙②st❡♠ ❙✬✱ ❞❛s ✉♠ ϕ ♥❛❝❤ ❧✐♥❦s ❣❡❞r❡❤t
✇✉r❞❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠✱ ❞❛s ✉♠ −ϕ ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ❣❡❞r❡❤t ✇✉r❞❡✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡
x′✲❆❝❤s❡ y = vx ✉♥❞ ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ y = −vx✳ ❉❛♥♥ ♠✉ss ❣❡❧t❡♥

x➫ = γ(v)x+ β(v)vy

✉♥❞
x➫ = γ(−v)x− β(−v)vy .

❲❡❣❡♥ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❞❛r❢ ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣
❞❡r ❉r❡❤✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣❡♥ ❞✐❡ ❙②♠♠❡tr✐❡❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥

γ(v) = γ(−v)

β(v) = −β(−v)

❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✼✳✻ u = 0 ✉♥❞ u➫ = −v ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✼✳✽✿

γ(v) =
1√

1 +Kv2
✭✼✳✶✵✮

❉❛♠✐t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐③✐t ♥✐❡❞❡rs❝❤r❡✐✲
❜❡♥✿

x➫ = γ(v)(x+Kvy) ✭✼✳✶✶✮

y➫ = γ(v)(y − vx) ✭✼✳✶✷✮

✼✵



❉✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ K ❤❡✐ÿt ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r❦♦♥st❛♥t❡ ✉♥❞ ✐st ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s✳ ❙✐❡ ✈❡r✲
❜✐♥❞❡t ❞✐❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥rä✉♠❡ x ✉♥❞ y ③✉ ❡✐♥❡♠ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥r❛✉♠ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ▼❡tr✐❦✳

❊s s❡✐ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ l ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡r❡♥ ❡rst❡s ❊♥❞❡ ✐♠ ❯rs♣r✉♥❣ ❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞❡r❡♥
③✇❡✐t❡s ❊♥❞❡ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ l2 = x2 + y2 ❜❡✜♥❞❡t✳ ■♥ ❙✬ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡

l′2 = x′2 + y′2 = γ2
[

x2 + 2Kvxy +K2v2y2 + y2 − 2vxy + v2x2
]

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❣❡❞r❡❤t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ✈❡r❧❛♥❣t✱ ❞❛ss ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ K =
Ke ♠✐t ❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥ Ke = 1 ❣✐❧t ✉♥❞ s♦♠✐t l = l′ ❣✐❧t✱
s♦ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s

γ =
1

√

1 + tan2 ϕ
= cosϕ

❜③✇✳
x′ = cosϕx+ sinϕy
y′ = − sinϕx+ cosϕy

, ✭✼✳✶✸✮

❉❛s ✐st ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✺ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇✉r❞❡✳
❆✉s ❞❡r ❙✐❝❤t ❞❡s P❤②s✐❦❡rs ❢♦❧❣t ●❧✳ ✼✳✶✸ ❛✉s ❞r❡✐ ❆♥♥❛❤♠❡♥✿ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s✱
❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐③✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s ✉♥❞ ❞❡♠ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❢ür ❣❡❞r❡❤t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✳

✼✳✸✳ ●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣

●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ❤❛t ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❑❛♣✳ ✺✳✷ ③✐t✐❡rt❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ r✉❤❡♥❞❡♥
❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✉♠ s♦❧❝❤❡ ❡r✇❡✐t❡rt✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ♠❛❝❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤
s♦✇♦❤❧ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥ ❬✸❪✿

✒◆✉♥ ❧❛sst ❞❛s ❙❝❤✐✛ s✐❝❤ ♠✐t ❥❡❞❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ✉♥❞ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ✐st✱ ✇❡r❞❡t ✐❤r ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣s✲
t❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥tr❡t❡♥ s❡❤❡♥✳ ❆✉s ❦❡✐♥❡r ❞❡rs❡❧❜❡♥ ✇❡r❞❡t ✐❤r ❡♥t♥❡❤♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ♦❜
❞❛s ❙❝❤✐✛ ❢ä❤rt ♦❞❡r st✐❧❧ st❡❤t✳ ❉✐❡ ❋✐s❝❤❡ ✐♠ ❲❛ss❡r ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛♥str❡♥❣❡♥
♠üss❡♥✱ ✉♠ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ✈♦r❛♥❣❡❤❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧❡ ❞❡s ●❡❢äÿ❡s ③✉ s❝❤✇✐♠♠❡♥ ❛❧s ♥❛❝❤ ❞❡♠
❤✐♥t❡r❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ✈✐❡❧♠❡❤r ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡r ▲❡✐❝❤t✐❣❦❡✐t ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❋✉tt❡r ❜❡❣❡❜❡♥✱ ❛✉❢
✇❡❧❝❤❡♥ P✉♥❦t ❞❡s ●❡❢äÿr❛♥❞❡s ♠❛♥ ❡s ❛✉❝❤ ❧❡❣❡♥ ♠❛❣✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ▼ü❝❦❡♥ ✉♥❞ ❙❝❤♠❡tt❡r✲
❧✐♥❣❡ ✇❡r❞❡♥ ✐❤r❡♥ ❋❧✉❣ ❣❛♥③ ♦❤♥❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ♥❛❝❤ ❛❧❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❢♦rts❡t③❡♥✳ ◆✐❡♠❛❧s
✇✐r❞ ❡s ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❞❡♠ ❍✐♥t❡rt❡✐❧ ③✉❣❡❦❡❤rt❡ ❲❛♥❞ ❣❡❞rä♥❣t ✇❡r❞❡♥✱
❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ♠ü❞❡ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥str❡♥❣✉♥❣✱ ❞❡♠ s❝❤♥❡❧❧ ❢❛❤r❡♥❞❡♥ ❙❝❤✐✛❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥ ③✉
♠üss❡♥✳ ❯♥❞ ❞♦❝❤ s✐♥❞ s✐❡ ✇ä❤r❡♥❞ ✐❤r❡s ❧❛♥❣❡♥ ❆✉❢❡♥t❤❛❧ts ✐♥ ❞❡r ▲✉❢t ✈♦♥ ✐❤♠ ❣❡tr❡♥♥t✳

❙❡✐♥❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❧❡❣❡♥ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ❥❡❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❱♦r❣❛♥❣ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡✲
♠❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❘✉❤❡ ♦❞❡r ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✲❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✜♥❞❡♥✱
✐♥ ✉♥✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❜❛r ❣❧❡✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❛❜❧ä✉❢t✳ ❊r❤❡❜t ♠❛♥ s✐❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ Pr✐♥③✐♣✱ s♦ ❡t❛❜❧✐❡rt
❞✐❡s❡s ●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡♥ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣✱ ❞❛s ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ❞❛s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t✱ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②♠♠❡tr✐❡✳

✼✶



❉✐❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ③❡r❢❛❧❧❡♥ ❞❡♠♥❛❝❤ ✐♥ ❑❧❛ss❡♥ ✈♦♥ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ❇❡③✉❣s✲
s②st❡♠❡♥✱ ❞✐❡ ●❛❧✐❧❡✐❦❧❛ss❡♥✳ ❆❧❧❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡ ❣❡❤ör❡♥❞❡♥ ❇❡✲
③✉❣ss②st❡♠❡ ❤❡✐ÿ❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ❞✐❡s❡r ❑❧❛ss❡✳ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑❧❛ss❡
❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ✉♥❞ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣✳

●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣

❊s ❡①✐st✐❡r❡♥ ❑❧❛ss❡♥ ✈♦♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ✭●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡✮
s✐❝❤ s♦✇♦❤❧ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❉✐❡ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡
❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑❧❛ss❡ ③❡✐❝❤♥❡♥ s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉s✱ ❞❛ss ❢ür ✐♥ ✐❤♥❡♥ r✉❤❡♥❞❡ ❇❡♦❜❛❝❤t❡r
❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✉♥✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❜❛r ❣❧❡✐❝❤ ❛❜❧❛✉❢❡♥✳

●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑❧❛ss❡ s✐♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ äq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❊s ❢ä❧❧t ❛♠ ❆♥❢❛♥❣ s❝❤✇❡r✱ ❞✐❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣s s♦ ♦❤♥❡ ✇❡✐✲
t❡r❡s ③✉ ❛❦③❡♣t✐❡r❡♥✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ●❛❧✐❧❡✐ ❛✉s ✇❡♥✐❣❡♥ ❋❛❦t❡♥ ❤❡r❛✉s❣❡❧❡s❡♥ ✉♥❞
✈✐s✐♦♥är ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt✳ ❉❛ss ❞❛s s♦ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ✇❛r✱ ♠❛❝❤t ❞❛s ●❡♥✐❡ ❞✐❡s❡s ▼❛♥♥❡s
❛✉s✳

❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❉❛ ❞❡r ❚②♣✉s ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ✉♥❞ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❢ür ❞❛s
❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ❡✐♥❡ s♦ ❤❡r❛✉sr❛❣❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✱ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ ❢ür ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥✱
❞✐❡ ❞❛✈♦♥ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✱ ❞❡♥ ●❡❣❡♥❜❡❣r✐✛ ❞❡r ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❜③✇✳ ❞❡r ❇❡✲
s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✿

■st ❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♥✐❝❤t ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ♦❞❡r ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✱ s♦ ❤❡✐ÿt s✐❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳

■st ❇ ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✉♥❞ ❇✬ ❡✐♥ ❞❛③✉ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ❞❛♥♥ ❣❡❤ört ❡s
❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡ ❛❧s ❇ ❛♥✳ ❉❛s ❣✐❧t ❛✉❝❤ ✉♠❣❡❦❡❤rt✿ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✐st ❡✐♥
r❡❧❛t✐✈❡r ❇❡❣r✐✛✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✉r s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t r❡❧❛t✐✈
③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ✐st✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t✱ ❞❛ss ❡s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜s♦❧✉t❡♥
❙✐♥♥ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ✐st✳ ❊rst ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ st❡❧❧❡♥✱ ♦❜ ❡s
❡✐♥ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ✒♥❛tür❧✐❝❤❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠✏ ❣✐❜t✱ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♠ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥ ✉♥s
❛❧s q✉❛s✐✲❛❜s♦❧✉t ❡rs❝❤❡✐♥❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ❈✮✳

✽✳ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡

❉✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✇✉r❞❡ ✈♦r ❡t✇❛s ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡♠ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt
✈♦♥ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❙✐❡ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ r❡❧❛t✐✈
③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥✲
③✐♣s ✈♦♥ ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ❣❡♥ü❣❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t s❡✐♥❡

✼✷



❚❤❡♦r✐❡ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❜❡✇❡❣t❡ ▲✐♥❡❛❧❡ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ✇✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥ ❞❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ③✉ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡s
❑❛♣✐t❡❧ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ♥✉r ❞❡♥ r❡✐♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆s♣❡❦t s❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡✳ ❉❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡
❚❡✐❧ ✇✐r❞ ✐♥ ❚❡✐❧ ■■■ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ✈♦♥ ❊✐♥st❡✐♥ s♣ät❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❚❤❡♦✲
r✐❡ ❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ❛❧s ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ✐st ❞✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡
❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❛❧s ❥❡♥❡r ●r❡♥③❢❛❧❧ ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ G
✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳

✽✳✶✳ ❉✐❡ ❆①✐♦♠❡ ❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ✈♦♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t

❉✐❡ ❛❧s s♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ❣❡❤t ✈♦♥ ❞❡♥
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ ❆①✐♦♠❡♥ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❛✉s✿

✶✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t✳

✷✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ✉♥❞ ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠s✳

✸✳ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣s✳

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❞❡s ❞❛❞✉r❝❤ ❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ✈♦♥
❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✳ ❉❛ ❡s ♣r✐♠är ✉♠ ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡s ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s ✈♦♥
❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ❣❡❤t✱ ❣❡♥ü❣t ❡s✱ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❩❡✐t❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❘❛✉♠❦♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳

❙♦ ❧❛♥❣❡ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❛✉❢ ❦❡✐♥❡♥ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❞r❡✐ ❛①✐♦♠❛✲
t✐s❝❤❡♥ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣❡♥ stöÿt✱ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s ❣❡③♦❣❡♥❡♥ ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❜❡❛♥✲
s♣r✉❝❤❡♥ ❛✉❝❤ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❢ür ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ✭r❡❛❧❡✮ ❘❛✉♠✲❩❡✐t✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ✇✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐✲
♦♥ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✱ ❤❛❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆①✐♦♠❡ ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣❡♥ ❞❛r❛✉s ❡♠♣✐r✐s❝❤
❜❡✇ä❤rt✳

✽✳✷✳ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡♥

▼✐t S✱ S′ ✉♥❞ S′′ s❡✐❡♥ ❞r❡✐ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞✐❡ ③✉r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❛❧✐❧❡✐✲❑❧❛ss❡ ❣❡✲
❤ör❡♥✳ ■❤r❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t❡ ✭❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥♥✉❧❧♣✉♥❦t❡✮ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r
x✲✱ x′✲✱ ✉♥❞ x′′✲ ❆❝❤s❡ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡✳ ❉❛s ●❛❧✐❧❡✐♣r✐♥③✐♣ ❣❡✇ä❤r❧❡✐s✲
t❡t✱ ❞❛ss ❢ür ❥❡❞❡s ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ❤♦♠♦❣❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞❡r ❘❛✉♠ ✐s♦tr♦♣ ✐st✳
❉❛❤❡r ❞❛r❢ ♠❛♥ s✐❝❤ ❢ür ❥❡❞❡s ❞❡r ❞r❡✐ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❞♦rt r❡❧❛t✐✈ ③✉♠
❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙②st❡♠ r✉❤❡♥❞❡ ▲✐♥❡❛❧❡ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ü❜❡r❛❧❧ ✭❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s
❘❛✉♠❡s✮ ✉♥❞ ✐♠♠❡r ✭❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t✮ ❜❛✉❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✳ ❋ür ❡✐♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡s ●❛❧✐❧❡✐✲
s②st❡♠ ✒t✐❝❦❡♥✏ ❞✐❡ ❞♦rt r✉❤❡♥❞❡♥ ❯❤r❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❚❛❦t✱ s♦♥❞❡r♥ s♦❧❧❡♥ ❛✉❝❤
❛❧❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt s❡✐♥✳ ■♥ ❥❡❞❡♠ ❞❡r ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥st❡✐♥s②♥❝❤r♦♥✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇❛s ✉♥t❡r ❞❡r ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ③✇❡✐❡r ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❛♥ ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥
❖rt❡♥ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥ ✐st✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛ss s✐❡ ③✉r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❯❤r❡♥ ❛♥❣❡③❡✐❣t❡♥ ❙②st❡♠✲
③❡✐t ❛♥ ✐❤r❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❖rt❡♥ st❛tt✜♥❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❡✐♥❡
❦❧❛r❡ ❆♥❣❛❜❡ ❞❛rü❜❡r ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t s✐❝❤ ❡✐♥ ✐♠ ❛♥❞❡r❡♥
●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ r✉❤❡♥❞❡r ❑ör♣❡r ❜❡✇❡❣t✳

✼✸



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✷✿ ✭❛✮ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ❞❡s ❯rs♣r✉♥❣s ❞❡r ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ❙✬ ✉♥❞ ❙➫➫ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐♥
❙✳ ✭❜✮ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ❞❡s ❯rs♣r✉♥❣s ❞❡r ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ❙ ✉♥❞ ❙✑ ❞❛r❣❡st❡❧❧t
✐♥ ❙✬✳ ✭❝✮ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❞r❡✐ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡♥✳

❯♠ ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②s✲
t❡♠❡♥ ❜❡s♦♥❞❡rs ❡✐♥❢❛❝❤ ✉♥❞ ❞✉r❝❤s✐❝❤t✐❣ ③✉ ♠❛❝❤❡♥✱ s♦❧❧ ♥✉♥ ❡✐♥❡ s♣❡③✐❡❧❧❡✱ ❛❜❡r ③✉❧äs✲
s✐❣❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❢ür ❞r❡✐ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠❡ ❣❡tr♦✛❡♥
✇❡r❞❡♥✿ ▼❛♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ❞r❡✐ ✐♥ ✐❤r❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡♥ r✉❤❡♥❞❡ ❯❤r❡♥ ✭❈❧♦❝❦s✮
C✱ C′ ✉♥❞ C′′✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❣❡r❛❞❡ ❜❡❣❡❣♥❡♥✳ ❉❡♠ ❊r❡✐❣♥✐s ❞❡r ❇❡❣❡❣♥✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥
❞r❡✐ ❙②st❡♠❡♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x = x′ = x′′ = 0 ✉♥❞ ❞✐❡ ❩❡✐t t = t′ = t′′ = 0 ③✉♦r❞♥❡♥✳
❋ür ❞❛s ❇❡❣❡❣♥✉♥❣s❡r❡✐❣♥✐s s✐♥❞ ❞❛♠✐t ❛❧❧❡ ✭✦✮ ❯❤r❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ✭✦✮ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t t = t′ = t′′ = 0 s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt✳

❉✐❡ ♠✐t ❞❡♥ ✐♥ ❙ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ▲✐♥❡❛❧❡♥ ✉♥❞ ❯❤r❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r
✭✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛❧❧❡r✮ ✐♥ S′ r✉❤❡♥❞❡r P✉♥❦t❡ s❡✐ v = △x/△t✳ ❱❡r❦ür③t s❛❣t ♠❛♥ ❞❛③✉✱ ❞❛ss
s✐❝❤ ❞❛s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙✬ ♠✐t ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❜❡✇❡❣t✳ ❉❛
❡s ✇❡❣❡♥ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❦❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❛✉s♠❛❝❤❡♥ ❞❛r❢✱ ♦❜ s✐❝❤ ❡t✇❛s
✐♥ ❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡♥ ♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✇❡❣t ✉♥❞ ③✇❡✐ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤
❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v′ = △x′/△t′ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❙ r❡❧❛t✐✈ ③✉ S′✱
❞❛ss v′ = −v ✐st✳ ❏❡❞❡r ✐♥ S′ r✉❤❡♥❞❡ P✉♥❦t ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ✈♦♥ ❙ ❛✉s ❣❡s❡❤❡♥ ❛❧s♦ ♠✐t ❞❡r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r x✲❆❝❤s❡ ✉♥❞ ❥❡❞❡r ✐♥ ❙ r✉❤❡♥❞❡ P✉♥❦t ✈♦♥ S′ ❛✉s ❣❡s❡❤❡♥
♠✐t −v ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x′✲❆❝❤s❡✳ ❆❧❧❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ❞r✐tt❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠s S′′ r✉❤❡♥❞❡♥
P✉♥❦t❡ ♠ö❣❡♥ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u ✉♥❞ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ S′

♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u′ ❜❡✇❡❣❡♥✳

❉✐❡ ③✉ ❦❧är❡♥❞❡ ❋r❛❣❡ ✐st✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (t, x) ❜③✇✳ (t′, x′) ③✇✐s❝❤❡♥ ❙ ✉♥❞ ❙✬
tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ ✉♥❞ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ u ❜③✇✳ u′ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✱
✇❡♥♥ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❙✬ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❣❧❡✐❝❤ v ✐st ❜③✇✳ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❙ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙✬ v′ = −v ✐st✳

Ü❜❡r ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
u′ = u′(u, v) ✭✽✳✶✮

❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✐❝❤ts s❛❣❡♥✱ ✇♦❤❧ ❛❜❡r ❡t✇❛s
ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡✐t✲❖rts✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ●❧✳ ✽✳✶ s♦❧❧ ♠✐t ❞❡r ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ u′(u, v)
❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss u′ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ s♦✇♦❤❧ ✈♦♥ u ❛❧s ❛✉❝❤ ✈♦♥ v ✐st✳

❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✷ ❣❡③❡✐❣t✱ ✐st ❞✐❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡ ❡✐♥❡s ❥❡❞❡♥ ✐♥ S′′ r✉❤❡♥❞❡♥ P✉♥❦t❡s s♦✇♦❤❧

✼✹



✐♠ ❘❛✉♠✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠ ✈♦♥ ❙ ❛❧s ❛✉❝❤ ✈♦♥ S′ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ③✉r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❛❧✐✲
❧❡✐❦❧❛ss❡ ❣❡❤ör❡♥✳ ❉❛s s❝❤rä♥❦t ❞✐❡ ✐♥ ❋r❛❣❡ ❦♦♠♠❡♥❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
❣❡✇❛❧t✐❣ ❡✐♥✱ ❞❡♥♥ ❡s ❦♦♠♠❡♥ ♥✉r s♦❧❝❤❡ ✐♥ ❇❡tr❛❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r✐tät ✈♦♥ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ✉♥❛♥❣❡t❛st❡t ❧❛ss❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❡r❤❡❜t✱ ❞❛ss ❡✐♥❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ tp = tp(t, x, v) ❜③✇✳ xp = x′(t, x, v) ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❡r❢ü❧❧❡♥
♠✉ss✱ ❞❛ss s✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ st❡ts ✐♥ ❣❡r❛❞❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt✱ ❞❛♥♥ ♠✉ss ❡s
s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t ✉♥❞ x ❤❛♥❞❡❧♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✺✳✺✮✳ ❋ür ❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st
♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❆♥s❛t③✽

t′ =α(v) t+ β(v)x

x′❂γ(v)x+ δ(v) t
✭✽✳✷✮

❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ✈✐❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ❞✐❡ ♠✐t α, β, γ ✉♥❞ δ ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❤ä♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❛❜✱ ✇❛s ❤✐❡r ❛❧s ❆r❣✉♠❡♥t
❡①♣❧✐③✐t ❦❡♥♥t❧✐❝❤ ❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡✳

❉❛s ●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡ ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ✐st ❡✐♥ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉ ❑❛♣✳ ✼✳✷ ♠üs✲
s❡♥ s✐❝❤ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❋♦r♠
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❆❝❤s❡♥ ✐♥ x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣❡✇ä❤❧t ✇✉r❞❡♥✱ ❣❡❤t
❡s ♥✉r ✉♠ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❞❡s ❯rs♣r✉♥❣s ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✳ ❉❡r ❯rs♣r✉♥❣ ✈♦♥ ❙✬
❤❛t ❞♦rt st❡ts ❞❡♥ ❲❡rt x✬❂✵✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❞✐❡s❡r P✉♥❦t ♠✐t x = vt✳ ❉❛r❛✉s
❢♦❧❣t✿

δ(v) = −v γ(v) .

❱♦♥ S′ ❛✉s ❣❡s❡❤❡♥ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❞❡r ❯rs♣r✉♥❣ x = 0 ❞❡s ❙②st❡♠s ❙ ❣❡♠äÿ x′ = v′t′ = −vt′✳
❆✉s ●❧✳ ✽✳✷ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛♠✐t t′ = α(v)t ✉♥❞ x′ = δ(v)t ✉♥❞ s♦♠✐t

α(v) = γ(v) .

❉❛♠✐t ❤❛t ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋♦r♠ ✇✐❡ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣ ❢ür
r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❞r❡❤t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇✉r❞❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤

t′ =γ(v)t+ β(v)x

x′ =γ(v)(x− vt)
✭✽✳✸✮

▼❛♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♥✉♥✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✷❝ ❣❡③❡✐❣t✱ ❡✐♥ ❞r✐tt❡s ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠✱ ❞❛s s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉
❙ ♠✐t u ✉♥❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉ S′ ♠✐t u′ ❜❡✇❡❣t✳ ❆❜❣❡s❡❤❡♥ ❞❛✈♦♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥
❛❧s ❆r❣✉♠❡♥t❡ ❢ür γ ✉♥❞ β ❡✐♥③✉s❡t③❡♥ s✐♥❞✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
✇❡❣❡♥ ❞❡r ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❞❡r ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋♦r♠ ✇✐❡ ●❧✳ ✽✳✸ ❤❛❜❡♥✳ ❙✐❡ ❧❛✉t❡♥
❞❛❤❡r✿

t′′ =γ(u)t+ β(u)x

x′′ =γ(u)(x− ut)
✭✽✳✹✮

✽❊✐♥ ❆♥s❛t③ ✐st ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❡✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❛✉s❢♦r♠✉❧✐❡rt❡r ✒❚❡st❜❛❧❧♦♥✏✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞❛✲
♠✐t ❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❡✐♥❡s ▲ös✉♥❣s✈❡rs✉❝❤s✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❆♥s❛t③ s✐♥❞ ♠❡✐st ♥♦❝❤ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ♦❞❡r
❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ ❣❡❧✐♥❣t✱ ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡♠ ❆♥s❛t③ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣✳
❆♥s♦♥st❡♥ ♠✉ss ❞❡r ❆♥s❛t③ ❛❧s ♠✐ss❣❧ü❝❦t❡r ✒❚❡st❜❛❧❧♦♥✏ ✈❡r✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

✼✺



✉♥❞
t′′ =γ(u′)t′ + β(u′)x′

x′′ =γ(u′)(x′ − u′t′)
✭✽✳✺✮

❙❡t③t ♠❛♥ ●❧✳ ✽✳✸ ✐♥ ●❧✳ ✽✳✺ ❡✐♥ ✉♥❞ ✈❡r❣❧❡✐❝❤t ♠✐t ●❧✳ ✽✳✹✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

γ(u)t+ β(u)x = γ(u′)[γ(v)t+ β(v)x] + β(u′)γ(v)(x− vt)
γ(u)(x− ut) = γ(u′)(γ(v)[x− vt]− u′[γ(v)t+ β(v)x])

❉✉r❝❤ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ✈✐❡r ❣❧❡✐❝❤❜❡r❡❝❤t✐❣t❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣❡♥ ❢ür ❡✐♥
●❡s❡t③ ❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇♦❜❡✐ ❤✐❡r ♥✉r ❞r❡✐ ❞❛✈♦♥
❛♥❣❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞✿

γ(u) = γ(u′)γ(v)− vβ(u′)γ(v) ✭✽✳✻✮

γ(u) = γ(u′)γ(v)− u′β(v)γ(u′) ✭✽✳✼✮

uγ(u) = (v + u′)γ(u′)γ(v) ✭✽✳✽✮

❆✉s ●❧✳ ✽✳✻ ✉♥❞ ●❧✳ ✽✳✼ ❢♦❧❣t

β(v)

vγ(v)
=

β(up)

upγ(up)

❉❛ ❞✐❡s ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ v ✉♥❞ u′ ③✉ ❣❡❧t❡♥ ❤❛t✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡s❡ ❆✉s❞rü❝❦❡
❦♦♥st❛♥t s❡✐♥✳ ▼❛♥ ❢ü❤rt ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ K ❡✐♥ ✉♥❞ s❝❤r❡✐❜t

β(v) = Kvγ(v) .

❉✐❡ ●röÿ❡ K ❤❛t ❛❧s♦ ❢ür ❥❡❞❡s ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❡✐♥❡
s♦❧❝❤❡ ●röÿ❡♥ ❛❧s ■♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞❛s ✐♥ ●❧✳ ✽✳✼ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

γ(u) = γ(u′)γ(v)(1−Ku′v)

✉♥❞ ♠✐t ●❧✳ ✽✳✽ ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❣❡♠äÿ

u =
v + u′

1−Ku➫v
✭✽✳✾✮

tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❣❡♠äÿ

t➫ = γ(v)(t+Kvx) ✭✽✳✶✵✮

x➫ = γ(v)(x− vt) ✭✽✳✶✶✮

❋ür v = 0 ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s γ(0) = 1✳ ◆✉♥ s❡✐ ❡✐♥❡ ✐♠ ❙②st❡♠ ❙ ❜❡✐ x = 0 r✉❤❡♥❞❡ ❯❤r ❈
❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞✐❡ ♠✐t ❢♦rts❝❤r❡✐t❡♥❞❡r ❩❡✐t ❛♥ ❯❤r❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s S′ ✈♦r❜❡✐❧❛✉❢❡✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡
❯❤r ❈ ❜❡✐ ❞❡r ❯❤r ❈✬ ❛♠ ❖rt x′ ✐♥ S′ ❡✐♥tr✐✛t✱ ✇✐r❞ ❞♦rt ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✽✳✶✵ ❞✐❡ ❩❡✐t

t′(x′) = γ(v) t(x = 0) ✭✽✳✶✷✮

✼✻



❛♥❣❡③❡✐❣t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❯❤r③❡✐t ✐♥ S′ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s✲
r✐❝❤t✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠✉ss ❣❡❧t❡♥✿

γ(−v) = γ(v) . ✭✽✳✶✸✮

❙❡t③t ♠❛♥ s♣❡③✐❡❧❧ u = 0 ✉♥❞ u➫ = −v ✐♥ ●❧✳ ✽✳✼ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

γ(v) =
1√

1 +Kv2
. ✭✽✳✶✹✮

✽✳✸✳ ❉✐❡ ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ ❝

■♥ ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡❤❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❍♦♠♦✲
❣❡♥✐tät ✉♥❞ ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s✱ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t s♦✇✐❡ ❞❛s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣
❡✐♥✳ ❉❛s ✇❛r❡♥ ❞❛♥♥ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ❛❧❧❡ ❩✉t❛t❡♥✳ ❩✇❡✐❢❡❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡ ❘❡❧❛t✐✈✐täts✲
t❤❡♦r✐❡ ❛♥✱ s♦ ✐st ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ❞❛♠✐t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❩✇❡✐❢❡❧ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❞✐❡s❡r ❞r❡✐
❛①✐♦♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊❝❦♣❢❡✐❧❡r ❞❡r P❤②s✐❦ ❤❛t✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❧♦❣✐s❝❤ ❢♦❧❣t✳
❉✐❡ ❋r❛❣❡ ❞❡s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥s ✉♥❞ ❞❡s ❩❛❤❧❡♥✇❡rts ✈♦♥ K ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❡✐♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤
③✉ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥❞❡ ❋r❛❣❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡✳

❍✐❡r s♦❧❧ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❙❡❦✉♥❞❡
❞❡✜♥✐❡rt ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤✱ ✇✐❡ ❡s ③✉ ▲❡❜③❡✐t❡♥ ❊✐♥st❡✐♥s ♥♦❝❤ ✇❛r✱ ❞✉r❝❤ ❞❛s P❛r✐s❡r
❯r♠❡t❡r ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ▲ä♥❣❡✳ ❯♥t❡r ❞✐❡s❡r ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ st❡❧❧❡♥✱
✇✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ K ♠❡ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r ❙❝❤❧üss❡❧ ✐st ❞❛s ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ ❞❡r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✭●❧✳ ✽✳✾✮✳ ❉✉r❝❤ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ u ✉♥❞ u′ ❡✐♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥
✐♥ ③✇❡✐ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❜❡♥✱ ❢♦❧❣t

K = −v + u′ − u

vuu➫
. ✭✽✳✶✺✮

●❧✳ ✽✳✶✺ ✐st ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❛❧❧❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ K s✐❝❤ ❛♠ ❣❡♥❛✉❡s✲
t❡♥ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❧ässt✳ ▼❛♥ ③✐❡❤t ③✉r ▼❡ss✉♥❣ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❤❡r❛♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛✉❢ ♠ö❣❧✐❝❤st ❤♦❤❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❜r✐♥❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉s ❤♦❝❤❡♥❡r❣❡t✐✲
s❝❤❡♥ ❩❡r❢ä❧❧❡♥ st❛♠♠❡♥✱ ❞✳❤✳ ❛✉s ❩❡r❢ä❧❧❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❢r❡✐✇❡r❞❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐❡ ▼❛ss❡
❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡✐ ✇❡✐t❡♠ ü❜❡rst❡✐❣t✳ ❆♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❣❡❤t ❞❛s ♠✐t P❤♦t♦♥❡♥✱ ❞✳✐✳
❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧✉♥❣ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤
❣❡❧❛❞❡♥❡ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❍♦❝❤❡♥❡r❣✐❡✲❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣❡r♥ ❛✉❢ s❡❤r ❤♦❤❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✜♥❞❡t ♠❛♥
✐♥ ❛❧❧❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ♠✐t ❡❣❛❧ ✇❡❧❝❤❡♥ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣

K ≈ −10−17m2/s2 .

❊s ❤❛t s✐❝❤ ❡✐♥❣❡❜ür❣❡rt✱ st❛tt K ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ c ❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥✱ s♦ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❑♦♥st❛♥t❡ K ❣❡♠äÿ

K = −1/c2

❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❑♦♥st❛♥t❡ c ❛✉s❞rü❝❦t✳ ❲ä❤r❡♥❞K ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❉✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❡✐♥❡s r❡③✐♣r♦❦❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsq✉❛❞r❛ts ❤❛t✱ ✐st ❞✐❡ ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ c

✼✼



❡✐♥ ❙❦❛❧❛r ♠✐t ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❙✐❡ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✦ ❉❛s ✐st ❦❧❛r✱ ❞❡♥♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ s✐♥❞ ❱❡❦t♦r❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ K ✉♥❞
s♦♠✐t ❛✉❝❤ c ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❙❦❛❧❛r❡ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❙❛❝❤❧❛❣❡ ✐st ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ♠✐t ❞❡r q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r❦♦♥st❛♥t❡ ~ ❢ür ❞✐❡ ❯♥s❝❤är❢❡✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐❡ ❡✐♥ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ❤❛t✱ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ✉♠ ❡✐♥❡♥
❉r❡❤✐♠♣✉❧s✱ ❞❡♥♥ ❧❡t③t❡r❡r ✐st ❡✐♥ Ps❡✉❞♦✈❡❦t♦r✱ ✇ä❤r❡♥❞ ~ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r ✐st✳ ❉✐❡ ❙tr✉❦t✉r✲
❦♦♥st❛♥t❡ c ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ✐st ❡✐♥❡ ❞❡r ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♥ s❦❛❧❛r❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦✳ ■❤r
❩❛❤❧❡♥✇❡rt

c ≈ 3.00× 108m/s .

❜❡st✐♠♠t ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✳ ▼❛♥ ❜❡st✐♠♠t c ü❜❡r ●❧✳ ✽✳✾
❜③✇✳ ●❧✳ ✽✳✶✻✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ u ✉♥❞ u′ ❡✐♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ❜❡③ü❣❧✐❝❤
③✇❡✐❡r ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ♠✐sst✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r
❜❡✇❡❣❡♥✳ ❆✉s ❞❡r ❊①✐st❡♥③ ✈♦♥ c ❢♦❧❣t ❞❛❤❡r ♥✐❝❤t✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❣❡❜❡♥ ♠üsst❡✱
❞❛s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣ c ❜❡✇❡❣t✳ ❯♠ ❜❡✇✉sst ③✉ ♠❛❝❤❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ c
❛✉s r❡✐♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❡r❣✐❜t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ♠✐t ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥
❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ●röÿ❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇✉❝❤ ♥✐❝❤t ❛❧s ❱❛❦✉✉♠❧✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ s♦♥❞❡r♥ ❛❧s
❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❍✐❡r s♦❧❧❡♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❛❧❧❡ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ü❜❧✐❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡r K ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ c ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✐st✿

✶✳ ❉❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿

u =
v + u➫

1 + u➫v/c2
. ✭✽✳✶✻✮

✷✳ ❉✐❡ ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

t➫ = γ(v)(t− vx/c2) ✭✽✳✶✼✮

x➫ = γ(v)(x− vt) ✭✽✳✶✽✮

♠✐t

γ(v) =
1

√

1− v2/c2
. ✭✽✳✶✾✮

❙✐❡ ✇✉r❞❡♥ ✶✾✵✺ ✈♦♥ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❛❧s ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞ ❢ür ❞✐❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❡r❦❛♥♥t✳
❉✐❡s❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❞❡r ❇❛②r✐s❝❤❡♥ ❙t❛❛tsr❡❣✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❆✉❢st❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡r
❇üst❡ ❊✐♥st❡✐♥s ✐♥ ❲❛❧❤❛❧❧❛ ❣❡✇ür❞✐❣t ✭❆❜❜✳ ✸✸✮✳ ❲❛❧❤❛❧❧❛ ✐st ❞✐❡ ❘✉❤♠❡s❤❛❧❧❡
❞❡s ❉❡✉ts❝❤❡♥ ❱♦❧❦❡s ✉♥❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❣❡♠äÿ ❞❡r ❛❧t❣❡r♠❛♥✐s❝❤❡♥ ▼②t❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡♥
❤✐♠♠❧✐s❝❤❡♥ ❑ö♥✐❣ss❛❛❧ ❖❞✐♥s✳✳

✸✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ♠✐t x0 = ct ✉♥❞ x1 = x ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥
❡✐♥❢ü❤rt✱ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❤✐♥s❝❤r❡✐✲
❜❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ♠❡r❦❡♥ ❦❛♥♥✿

x′0 =γ(x0 − vx1/c)

x′1 =γ(x1 − vx0/c)
✭✽✳✷✵✮

✼✽



✹✳ ❉✐❡ ❋♦r♠❡❧♥ ❢ür ❞✐❡ ❯♠❦❡❤rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✳❤✳ ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛✲
t❡♥ ✐♥ ❙ ❛✉s ❥❡♥❡♥ ✐♥ S′✱ ❧❛✉t❡♥✿

t = γ(v)[t′ + v
c2
x′]

x = γ(v)[x′ + vt′]
✭✽✳✷✶✮

❜③✇✳
x0 = γ(v)[x′0 + vx′1/c]
x1 = γ(v)[x′1 + vx′0/c]

✭✽✳✷✷✮

✽✳✹✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ▼❡t❡r

▼❛♥ ❤❛t s✐❝❤ ✐♥③✇✐s❝❤❡♥ ❞❛r❛✉❢ ❣❡❡✐♥✐❣t ❤❛t✱ ❞❡♥ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❞❡r ❙tr✉❦t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥
❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ❯r♠❡t❡r ③✉ ♠❡ss❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❢❡st③✉❧❡❣❡♥✿

c = 299792458m/s ✭✽✳✷✸✮

❉✐❡ ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ▼❡t❡r
1Meter = 1m

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❛✉s ❞✐❡s❡♠ ❞❡✜♥✐t♦r✐s❝❤❡♥ ❲❡rt ❞❡r ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡♥ c ✉♥❞ ❞❡r
✐♥ ❛❧❧❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡♥ ✐❞❡♥t✐s❝❤ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❙❡❦✉♥❞❡✳ ❩✉ ✐❤r❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣
③✐❡❤t ♠❛♥ ❞❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ●❧✳ ✽✳✶✺✱ ❤❡r❛♥✳ ❲✐❡ ♠❛♥
t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❊✐❝❤❜ür♦s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ✈♦r❣❡❤t✱ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r ❋r❛❣❡ ❛❜✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡♠
▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥st❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❡r③✐❡❧❡♥ ❦❛♥♥✳
❉✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ s♦❧❧t❡♥ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❤♦❤❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❧❡✐❝❤t ❤❛♥❞❤❛❜❜❛r
s❡✐♥✱ ✉♥❞ ❞❛ s✐♥❞ P❤♦t♦♥❡♥ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡st❡ ❲❛❤❧✳

✽✳✺✳ ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❊s s❡✐❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ③✇❡✐ ❊r❡✐❣♥✐ss❡✱ ❞❡r❡♥ ❩❡✐t❛❜st❛♥❞ ✐♥ ❙ ❞✉r❝❤ ∆t = tB − tA ❣❡❣❡❜❡♥
✐st ✉♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ r❡❧❛t✐✈ ❞❛③✉ ❜❡✇❡❣t❡♥ ❙②st❡♠ ❙✬ ❞✉r❝❤ ∆t′ = t′B − t′A✳ ❉✐❡ ört❧✐❝❤❡♥
❆❜stä♥❞❡ ❞✐❡s❡r ❊r❡✐❣♥✐ss❡ s❡✐❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ∆x = xB − xA ✐♥ ❙ ✉♥❞ ∆x′ = x′B − x′A
✐♥ ❙✬✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤

τ2 = ∆t2 +K∆x2 ❜③✇✳ τ ′2 = ∆t′2 +K∆x′2 ✭✽✳✷✹✮

❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ●röÿ❡♥ τ ❜③✇✳ τ ′ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ▼✐t ●❧✳ ✽✳✶✵✱ ●❧✳
✽✳✶✶ ✉♥❞ ●❧✳ ✽✳✶✹ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤r❡❝❤♥❡♥✱ ❞❛ss

τ = τ ′ . ✭✽✳✷✺✮

❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt ❤❛❜❡♥✳
❙✐❡ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✐❝❤t✱ ❞✳❤✳ s✐❡ s✐♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❜③✇✳ ✉♥✈❡rä♥❞❡r✲
❧✐❝❤❡ ●röÿ❡♥ ✭■♥✈❛r✐❛♥t❡♥✮ ❞❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✐❡s❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ ❣✐❧t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞❛✈♦♥✱
✇❡❧❝❤❡s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ♦❞❡r ✇❡❧❝❤❡♥ ❲❡rt ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ K ❤❛t✳

✼✾



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✸✿ ❇üst❡ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥s ✐♥ ❞❡r ❲❛❧❤❛❧❧❛ ❜❡✐ ❘❡❣❡♥s❜✉r❣✳

✽✳✻✳ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥

❇❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ P❛❛r❡ ✈♦♥ ❯❤r❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ✐❤r❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❘✉❤❡s②st❡♠❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠
❊✐♥st❡✐♥✈❡r❢❛❤r❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt s✐♥❞✿

✶✳ CA ✉♥❞ CB s❡✐❡♥ ③✇❡✐ ❯❤r❡♥✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥✳ ■♥ ✐❤r❡♠ ❘✉❤❡s②st❡♠
❙ s♦❧❧❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ xA ✉♥❞ xB ✐♠ ❆❜st❛♥❞ ℓ = xB − xA ❜❡✜♥❞❡♥✳

✷✳ CA
′ ✉♥❞ CB

′ s❡✐❡♥ ③✇❡✐ ❯❤r❡♥✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥✳ ■♥ ✐❤r❡♠ ❘✉❤❡s②st❡♠
❙✬ s♦❧❧❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ x′A ✉♥❞ x′B ✐♠ ❆❜st❛♥❞ ℓ′ = x′B − x′A ❜❡✜♥❞❡♥✳

❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡♥❡♥ ❯❤r❡♥ ♠ö❣❡♥ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♥ ✉♥❣❡str✐✲
❝❤❡♥❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ s♦ ❛✉s❞rü❝❦❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ s❛❣t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ❇❡✲
③✉❣ss②st❡♠ S′ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❜❡✇❡❣t✳

❉❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❆ ❜❡st❡❤❡ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss CA ✉♥❞ C′
A ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡rtr❡✛❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❇

❞❛r✐♥✱ ❞❛ss CB ✉♥❞ C′
B ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡rtr❡✛❡♥✳ ❉✐❡ ❩❡✐t❞✐✛❡r❡♥③✱ ❞✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❊r❡✐❣✲

♥✐ss❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✱ ❜❡tr❛❣❡ ∆t(ℓ) ❜③✇✳ ∆t′(ℓ′)✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r
❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭●❧✳ ✽✳✷✺✮ ❣✐❧t ♠✐t K = −c2✿

∆t′2(ℓ′)− c2ℓ′2 = ∆t(ℓ)2 − c2ℓ2 ✭✽✳✷✻✮

❊✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ✈♦♥ ●❧✳ ✽✳✷✻ ✐st ❞❡r❥❡♥✐❣❡✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❩❡✐t❞✐✛❡r❡♥③ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ S′✱ ❛✉❢ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❯❤r C′ = CA

′ = CB
′ ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇✐r❞✳

■♥ ●❧✳ ✽✳✷✻ ✐st ❞❛♥♥ ℓ′ = 0 ✉♥❞ ℓ = v∆t(ℓ) ❡✐♥③✉s❡t③❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❯❤r C′ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r
❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ∆t(ℓ) ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ℓ ✈♦♥ CA ③✉ CB ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥
♠✉ss✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ✐♥ ❞❡r ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥ ❲❡✐s❡ st❛tt✜♥❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t

∆t(ℓ) = γ(v)∆t′(0) . ✭✽✳✷✼✮

❆✉❢ ❞❡r ❜❡✇❡❣t❡♥ ❯❤r ❧❛✉❢❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❜③✇✳ ❧ä✉❢t ❞✐❡ ❩❡✐t ❧❛♥❣s❛♠❡r ❛❜ ❛❧s ❇❡③✉❣ss②st❡✲
♠❡♥✱ ✇♦ ❞✐❡ ❩❡✐t ❛♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡♥ ❯❤r❡♥ ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇✐r❞✿ ❉✐❡ ❩❡✐t ❛✉❢ ❞❡r

✽✵



❜❡✇❡❣t❡♥ ❯❤r ✐st ❞✐❧❛t✐❡rt✳ ❉❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❤❡✐ÿt ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳

❉✐❡ ❙②♠♠❡tr✐❡ ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞✳❤✳ ❡s ❣✐❧t ❛✉❝❤ ✉♠❣❡❦❡❤rt

∆t′(ℓ′) = γ(v)∆t(0) . ✭✽✳✷✽✮

❲✐❡ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙②♠♠❡tr✐❡ ❞❡r ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✉❢❣❡✇♦r❢❡♥❡ s❝❤❡✐♥❜❛r❡ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉
❧ös❡♥ ✐st ✭❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥✮✱ s♦❧❧ ❡rst s♣ät❡r✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ✐♥ ❑❛♣✳ ❈ ❣❡❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳

❩✉♠ ❜❡ss❡r❡♥ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s♦❧❧ ❞❡r ♦❜❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ❊r❡✐❣♥✐s❛❜❧❛✉❢
♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ✐♥ ③✇❡✐ ❡t✇❛s ❛♥❞❡r❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣❡♥ ✇✐❡❞❡r❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❡rst❡
✇✐❡❞❡r ♠✐t ❯❤r❡♥ ✭C =❝❧♦❝❦✮✿

❼ ❉✐❡ ❯❤r❡♥ CA ✉♥❞ CB ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ❆❜st❛♥❞ ℓ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❞ s✐♥❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉✲
❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❘✉❤❡✳ ❉✐❡ ❯❤r C′ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ③✉ CA ❜③✇✳
CB✳

❼ ❉❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❆ ❜❡st❡❤❡ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❯❤r❡♥ CA,CB ✉♥❞ C′ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❛❜❣❡❧❡s❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❛✉❢ CA ❞❡r ❩❡✐t♣✉♥❦t tA ✉♥❞ ❛✉❢ C′ ❞❡r ❩❡✐t♣✉♥❦t t′A ❛♥❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✳
●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ❢ür ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❯❤r❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ♥✉r ❞❛❞✉r❝❤ s✐❝❤❡rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss CB ♠✐t
CA ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❊✐♥st❡✐♥✈❡r❢❛❤r❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt ✇♦r❞❡♥ ✐st ✉♥❞ C′ s✐❝❤ ❣❡r❛❞❡ ❛♠
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt ❜❡✜♥❞❡t ✇✐❡ CA✳

❼ ❉❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❇ ❜❡st❡❤❡ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞r❡✐ ❯❤r❡♥ ✇✐❡❞❡r ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❛❜❣❡❧❡s❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❣❡❤t ♥✉r✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❯❤r C′ ❣❡r❛❞❡ ❜❡✐ ❞❡r ❑❡r③❡ CB ❡✐♥❣❡tr♦✛❡♥ ✐st✳
❉❛♥♥ ③❡✐❣t ❞✐❡ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ ℓ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ ❯❤r CB ❞✐❡ ③✉ CA s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡ ❩❡✐t
tB(ℓ) ❛♥ ✉♥❞ C′ ❞✐❡ ❩❡✐t t′B(0)✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❆❜❧❡s✉♥❣ ❛✉❢ ❯❤r❡♥ ❡r❢♦❧❣t❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥
❆❜st❛♥❞ ♥✉❧❧ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❜❡♥✱ ❞❡♥♥ ❡s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❯❤r✳

❇❡✐ ❞❡r ♥ä❝❤st❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ s♣✐❡❧❡♥ ❑❡r③❡♥ ❞✐❡ ❘♦❧❧❡ ❞❡r ❯❤r❡♥ ✭C =❝❛♥❞❧❡✮✿

❼ ❉✐❡ ❑❡r③❡♥ CA ✉♥❞ CB ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ❆❜st❛♥❞ ℓ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❞ s✐♥❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉✲
❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❘✉❤❡✳ ❉✐❡ ❑❡r③❡ C′ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ③✉ CA ❜③✇✳
CB✳

❼ ❉❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❆ ❜❡st❡❤❡ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑❡r③❡♥ CA,CB ✉♥❞ C′ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❛♥❣❡③ü♥✲
❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ❧ässt s✐❝❤ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❩❡✐t❛♥❣❛❜❡ ❛✉❢ ❯❤r❡♥ ❛♠
❖rt xA ✉♥❞ xB ③✉✈♦r ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❊✐♥st❡✐♥✈❡r❢❛❤r❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt ❤❛t ✉♥❞ C′ ❣❡r❛❞❡
CA ❣❡r❛❞❡ ♣❛ss✐❡rt✱ s✐❝❤ ❛❧s♦ ❣❡r❛❞❡ ❛♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt ❜❡✜♥❞❡t ✇✐❡ CA ✳

❼ ❉❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❇ ❜❡st❡❤❡ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss C′ ❣❡r❛❞❡ ❡r❧✐s❝❤t✱ ✇❡♥♥ ❡s ❜❡✐ ❞❡r ❑❡r③❡ CB

❡✐♥tr✐✛t✳ ◆❛❝❤ ●❧✳ ✽✳✷✼ s✐♥❞ ❞✐❡ ❑❡r③❡♥ CA ✉♥❞ CB ❜❡r❡✐ts ✈♦r❤❡r ❡r❧♦s❝❤❡♥✱ ❞✳❤✳
❞✐❡ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt❡ ❑❡r③❡ ✒❧❡❜t ❧ä♥❣❡r✏ ❛❧s ❞✐❡ r✉❤❡♥❞❡♥ ❑❡r③❡♥✳

✽✶



✾✳ ❆♥❛❧②s✐s ✭▼✶✮

❇✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ✇✉r❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡♥
❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ✐♥ ❑❛♣✳ ✽✳ ❲✐❧❧ ♠❛♥ ❞❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❣❡❤❡♥✱ s♦ ♠✉ss ♠❛♥ s✐❝❤
♠✐t ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❖rt❡s ❜③✇✳ ❞❡r ❩❡✐t ❜❡❢❛ss❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥
❡✐♥✐❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❞❛❜❡✐ ❜❡♥öt✐❣t✳

✾✳✶✳ ❖rts❛❜❧❡✐t✉♥❣

❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

f p(x0) =
df

dx
(x0) = lim

△x→0

f(x0 +△x)− f(x0)

△x
✭✾✳✶✮

❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ df = f p(x)dx ❡✐♥❡r ✈♦♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥
f(x) ✐♠ P✉♥❦t x0✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❖rt ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦
✐✳❆✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙tr✐❝❤ ✒ p ✏✳ ❲♦♥❛❝❤ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇✐r❞✱ ❣❡❤t ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❡①♣❧✐③✐t
❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❆r❣✉♠❡♥t ❤❡r✈♦r✳ ❲❡♥♥ ❥❡❞❡♠ P✉♥❦t x = x0 ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡rt f ′(x0) ③✉✲
❣❡♦r❞♥❡t ✇✐r❞✱ ❧✐❡❣t ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ f ′(x) ✈♦r✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♠ ❉✐❢❢❡r❡♥③✐❡r❡♥
❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ s♣r✐❝❤t✱ ❞❛♥♥ ♠❡✐♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥
❜✐❧❞❡t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤r❡❝❤♥❡♥✱ ❞❛ss

(αf(x) + g(x))p = αf p(x) + gp(x) , ✭✾✳✷✮

✇♦❜❡✐ α ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❋ür ❞❛s Pr♦❞✉❦t ③✇❡✐❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣✐❧t✾

(fg)p = f pg + fgp ✭Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧✮ ✭✾✳✸✮

✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ g ❣✐❧t✶✵

(f(g(x))p = f p(g(x))gp(x) ✭❑❡tt❡♥r❡❣❡❧✮✳ ✭✾✳✹✮

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❋ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x) = xn ♠✐t ❡✐♥❡r ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧ n ❡r❣✐❜t ❞✐❡ Pr♦✲
❞✉❦tr❡❣❡❧ (xn)p = (xn−1)px + xn−1 = (xn−2)px2 + xn−1 + xn−1 = . . . ◆❛❝❤ n ❣❛♥③✲
③❛❤❧✐❣❡♥ ❙❝❤r✐tt❡♥ ❡rr❡✐❝❤t ♠❛♥ (x0)p = 0✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❣✐❧t (xn)p = nxn−1. ❋ür ❥❡❞❡
r❛t✐♦♥❛❧❡ ❩❛❤❧ q ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡ ❣❛♥③❡ ❩❛❤❧ m✱ s♦ ❞❛ss qm ❣❛♥③③❛❤❧✐❣ ✐st✳ ❉❛♥♥ ❢♦❧❣t
❞✉r❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧✿ ((xq)m)p = m(xq)m−1(xq)p ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ✐st
((xq)m)p = qmxqm−1✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❢ür ❥❡❞❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❩❛❤❧ q✿

(xq)p = qxq−1 ✭✾✳✺✮
✾(fg)p = lim

△x→0

f(x+△x)g(x+∆x)−f(x)g(x)
△x

✳ ❲❡❣❡♥ f(x+△x)g(x+∆x)−f(x)g(x) = f(x+△x)g(x+∆x)−

f(x+△x)g(x) + f(x+∆x)g(x)− f(x)g(x) = f(x+△x)[g(x+∆x)− g(x)] + [f(x+△x)− f(x)]g(x)
❢♦❧❣t ❞❛♥♥ (fg)p = f pg + fgp✳

✶✵

f(g(x))p = lim
△x→0

f(g(x+∆x))− f(g(x))

∆x

= lim
△x→0

(

f(g(x+∆x))− f(g(x))

g(x+∆x)− g(x)

g(x+∆x)− g(x)

∆x

)

= f p(g(x))gp(x)

✽✷



❋✉♥❦t✐♦♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

y = exp(x) = ex y′ = exp(x) y = lnx y′ = 1/x

y = sinx y′ = cosx y = cosx y′ = − sinx

y = sinhx y′ = coshx y = coshx y′ = sinhx

❚❛❜❡❧❧❡ ✸✿ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ■♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ f/f❂✶ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ✉♥❞ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡
❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥✳ ❉✐❡s ♥❡♥♥t ♠❛♥ ♦❢t ❛✉❝❤ ✐♠♣❧✐③✐t❡s ❉✐❢❢❡r❡♥③✐❡r❡♥✳ ▼✐t ❞❡r
Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧ ❢♦❧❣t (f/f)p = f p(1/f) + f(1/f)p = 0 ✉♥❞ s♦♠✐t

(

1

f

)p

= − f p

f2
✭✾✳✻✮

❇❡✐s♣✐❡❧ ✸✿ ❉✐❡ ❯♠❦❡❤r❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ sinx ✇✐r❞ ♠✐t sin−1 x ❜③✇✳ arcsinx ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t ✭❉❡♥ ❑❡❤r✇❡rt ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ cosx ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♠✐t (cosx)−1✮✳
❊s ✐st ❛❧s♦ sin(arcsinx) = x✳ ❉✉r❝❤ ❜❡✐❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧
❡r❣✐❜t s✐❝❤ cos(arcsinx) arcsinp x = 1✳ ❲❡❣❡♥ cos(arcsinx) =

√

1− sin2(arcsinx)
❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r arcsin✲❋✉♥❦t✐♦♥✿

arcsinp(x) =
1√

1− x2
✭✾✳✼✮

❲❡✐t❡r❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✸ t❛❜❡❧❧✐❡rt✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ sinhx = (ex−e−x)/2
✐st ❞❡r ❙✐♥✉s ❍②♣❡r❜♦❧✐❝✉s✱ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ coshx = (ex+e−x)/2 ❞❡r ❈♦s✐♥✉s ❍②♣❡r❜♦❧✐❝✉s✳

✾✳✷✳ ❩❡✐t❛❜❧❡✐t✉♥❣

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑✐♥❡t✐❦ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ♠❛♥ s✐❝❤ ❢ür ❞❛s ③❡✐t❧✐❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡r ♣❤②s✐❦❛✲
❧✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡ f(t)✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ❡r❢♦❧❣❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t
♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

ḟ(t) =
df

dt
✭✾✳✽✮

❙✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ df = ḟ(t)dt ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f(t) ✐♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t✳ ❉✐❡ ❡rst❡
❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ✐✳❆✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ü❜❡r❣❡st❡❧❧t❡♥
P✉♥❦t ✒̇ ✏✳

✾✳✸✳ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥

❑❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(t), s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ḟ(t) ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✾✳✽ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳
▼❛♥❝❤♠❛❧ ❦❡♥♥t ♠❛♥ ❛❜❡r ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ḟ(t) ✉♥❞ ♠ö❝❤t❡ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥

f(t) =

ˆ

ḟ dt+ C ✭✾✳✾✮

✽✸



✇✐ss❡♥✱ ❞✳❤✳ ❥❡♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(t)✱ ✈♦♥ ❞❡r ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ḟ(t) st❛♠♠t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❣❡♥✉❣
❊r❢❛❤r✉♥❣ ♠✐t ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❤❛t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ❡rr❛t❡♥✱ ✉♥❞
✇❡♥♥ ♥✐❝❤t✱ ❞❛♥♥ s❝❤❧ä❣t ♠❛♥ s✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ■♥t❡❣r❛❧s❛♠♠❧✉♥❣ ♥❛❝❤✳ ❉✐❡ ▲ös✉♥❣ ✐st ♥✐❝❤t
❡✐♥❞❡✉t✐❣✿ ❉✐❡ ❢r❡✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ C ❦❛♥♥ ❞❛③✉ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✱ ❡✐♥❡ ③✉sät③❧✐✲
❝❤❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❢❡st③✉❧❡❣❡♥✳ ■♥ ●❧✳ ✾✳✾ s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❢r❡✐❡♥
❑♦♥st❛♥t❡♥ ♥♦❝❤ ✉♥❜❡st✐♠♠t❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❛s ❙②♠❜♦❧

´

ḟ dt ❢ür ❞❛s ✉♥❜❡st✐♠♠t❡
■♥t❡❣r❛❧✳

✶✵✳ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

❊s ✇❡r❞❡♥ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❏❡✲
❞❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t ✐st ❣❡♥❛✉ ❡✐♥ ❖rts♣✉♥❦t x ③✉❣❡♦r❞♥❡t✿ t 7→ x✳ ❉❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣
✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ x(t) ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

✶✵✳✶✳ ▼♦♠❡♥t❛♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

❉✐❡ ❇❛❤♥ ❡✐♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥❣❛❜❡ x(t) s❡✐♥❡s ❖rt❡s ③✉ ❥❡❞❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❖rt❡s✱ ❞✳❤✳ s❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜③✇✳▼♦♠❡♥✲
t❛♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

v(t) = ẋ(t) =
dx

dt
✭✶✵✳✶✮

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ✐st ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ v(t) = ẋ(t)
❜❡❦❛♥♥t ✉♥❞ ❞❡r ❲❡❣ x(t) ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❛③✉ ✐st ❞✐❡ ❙t❛♠♠✲
❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢③✉s✉❝❤❡♥✳ ◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣
♠✐t

v(t) = v0 , ✭✶✵✳✷✮

❞✳❤✳ ❡✐♥❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v0✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r❡
❑♦♥st❛♥t❡ C ✐♥ ●❧✳ ✾✳✾ ❞❛❞✉r❝❤ ❢❡st❧❡❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❖rt x0 ③✉r ❩❡✐t
t = 0 ✈♦rs❝❤r❡✐❜t✱ ❛❧s♦ x(0) = x0 ❛❧s ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✈❡r❧❛♥❣t✱ ❞❛♥♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

x(t) =

ˆ

v dt+ C = v0t+ x0 . ✭✶✵✳✸✮

✶✵✳✷✳ ●❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣

❋ür ❡✐♥❡ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥
❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠ ✭❜③✇✳ ✈✲t✲❉✐❛❣r❛♠♠✮
✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✸✹ s✐♥❞ ❞r❡✐ ❋ä❧❧❡ ❣❡③❡✐❣t✳ ❉❡r ❋❛❧❧ ❆ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣✲
❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣✱ ❞❡r ❋❛❧❧ ❇ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r
❋❛❧❧ ❈ ❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ●röÿ❡

a(t) = v̇(t) = ẍ(t) ✭✶✵✳✹✮

✽✹



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✹✿ ●r❛♣❤✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ✐♠ ✈✲t✲
❉✐❛❣r❛♠♠✿ ✭❆✮ ●❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣✳ ✭❇✮ ●❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡
❇❡✇❡❣✉♥❣✳ ✭❈✮ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♠✐t P❤❛s❡♥ ❞❡s ❆❜✲
❜r❡♠s❡♥ ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣❡♥s

♥❡♥♥t ♠❛♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❙✐❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❡rst❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
✉♥❞ s♦♠✐t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❖rt❡s ♥❛❝❤ ❩❡✐t✳ ▲❡t③t❡r❡s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐
ü❜❡r ❞✐❡ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ P✉♥❦t❡ ✒¨✏ ❦❡♥♥t❧✐❝❤ ❣❡♠❛❝❤t✳ ❲❡♥♥ a(t) ❦♦♥✲
st❛♥t ✐st✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❉❛❜❡✐ ♥✐♠♠t ❞✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t❛❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡♠ ▼❛ÿ❡ ③✉ ✭❆❜❜✳ ✸✹❇✮✳

✶✵✳✸✳ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

✒■t ✉s❡❞ t♦ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❛ss t♦ ❊✐♥st❡✐♥➫s ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✇r♦♥❣✳✏ ✭❘♦❣❡r P❡♥r♦s❡✿ ✒❚❤❡ ❘♦❛❞
t♦ ❘❡❛❧✐t②✏ ✭✷✵✵✹✮✮

❩✉ ❞❡♥ ❦❛✉♠ ❛✉s③✉r♦tt❡♥❞❡♥ ▼②t❤❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ❣❡❤ört ❞✐❡ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡
r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❡rst ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❛❜✲
❧❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r ❢❛❧s❝❤❡ ❊✐♥❞r✉❝❦ ❤❛t ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●r✉♥❞✿ ❉✐❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛✲
t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❞❡r ❚rä❣❤❡✐t✳ ■❤r❡ ❆✉s❣❛♥❣s✐❞❡❡ ✐st
❞✐❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ♠❛♥ s✐❝❤
❞♦rt ✐♥t❡♥s✐✈ ♠✐t ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥✳ ❲✐❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✱
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ♦❤♥❡
✇❡✐t❡r❡s ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❤❡r❧❡✐t❡♥✳

❉❛s ❙②st❡♠ ❙✬ ❜❡✇❡❣❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙✳ ■♥ ❙✬ ❜❡st✐♠♠t ♠❛♥ ❞✐❡
❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ a′ = du′

dt′ ❡✐♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ❞✉r❝❤ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ s❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u′

♥❛❝❤ ❞❡r ❙②st❡♠③❡✐t t′✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ●❧✳ ✽✳✶✻ ♥❛❝❤ t′ ❞✐✛❡r❡♥③✐❡rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❦♦♥st❛♥t❡
❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✿

u =
v + u➫

1 + u➫v/c2

du

dt′
=

1 + u➫v/c2 − (v + u′)v/c2

(1 + u➫v/c2)2
a′ ✭✶✵✳✺✮

✽✺



❉✐❡ ❯❤r ✐♥ ❙✬ ✐st ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❜❡✇❡❣t❡ ❯❤r ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st dt′ = dt/γ(v)✳ ❊s s❡✐ ♥✉♥
❙✬ ❣❡r❛❞❡ ❞❛s ♠♦♠❡♥t❛♥❡ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st u′ = 0 ✉♥❞ ❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥
❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u = v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙✬✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞❛s ✐♥ ●❧✳ ✶✵✳✺ ❡✐♥✱
s♦ ❢♦❧❣t✿

γ(v)a = (1− v2/c2)a′

❜③✇✳

a(v) = a′(0)/γ3(v) . ✭✶✵✳✻✮

❉✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡s a(v) ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❙✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥ s✐❝❤ ♠✐t
❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❜❡✇❡❣t✱ ✐st ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r 1/γ3(v) ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣
a′(0)✱ ❞✐❡ ❡s ✐♥ s❡✐♥❡♠ ♠♦♠❡♥t❛♥❡♥ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❤❛t✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❞❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ✐♥ ❞❡♠
❡s ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t 0 ❤❛t✳ ❉✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❢ä❧❧t ✉♠ s♦ ❦❧❡✐♥❡r ❛✉s✱ ❥❡ s❝❤♥❡❧❧❡r s✐❝❤
❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡✇❡❣t✳

❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❜♥✐♠♠t✳ ❊s ❣✐❜t ❧❡✐❞❡r P❤②s✐❦❜ü❝❤❡r✱ ❞✐❡ ❞✐❡s❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❋❛❦t✉♠
✈♦♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❛✉s ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳ ❙✐❡ ❢ü❤r❡♥ ❞✐❡ ❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡ ❇❡s❝❤❧❡✉✲
♥✐❣✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❚rä❣❤❡✐t ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡
▼❛ss❡ ③✉rü❝❦✳ ❉❛s ✐st ❢❛❧s❝❤✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡ ✐st ❡✐♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ✭s✳ ❚❡✐❧ ■■■✮✳ ❱♦♥
❉②♥❛♠✐❦ ✐st ❤✐❡r ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❘❡❞❡✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ✐st ❞✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r
❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❢ür ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
v ❜❡✇❡❣t✱ ❡✐♥ ❧✉♣❡♥r❡✐♥❡r ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✺✿ ✭❛✮ ▼ü♥③❡♥ s❝❤♥✐♣♣❡♥✳ ✭❜✮ ❑✉❣❡❧st♦ÿ♣❡♥❞❡❧

❚❡✐❧ ■■■✳

❉②♥❛♠✐❦

❉✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ✐st ❞❛s ③✇❡✐t❡ ❣r♦ÿ❡ ❚❡✐❧❣❡❜✐❡t ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✳ ❙✐❡ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r
❑❧är✉♥❣ ❞❡r ❯rs❛❝❤❡♥ ✈♦♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣sä♥❞❡r✉♥❣❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❞❛❜❡✐ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❑♦♥③❡♣t❡
❦❧❛r ❤❡r❛✉s❛r❜❡✐t❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥ ✇✐r ✉♥s ✐♥ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❤✐❡r ③✉♥ä❝❤st ♠❡✐st ❛✉❢
❡✐♥❞✐♠❡♥✐♦♥❛❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❑♦♥③❡♣t❡
❛✉❢ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ✐♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ✐st ③✇❛r ♥✐❝❤t s❝❤✇✐❡r✐❣✱ s♦❧❧ ❛❜❡r ❡rst ❛❜
❚❡✐❧ ❱ ❡r❢♦❧❣❡♥✳

✶✶✳ ●r✉♥❞❜❡❣r✐✛❡ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦

❙❝❤♥✐♣♣t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▼ü♥③❡ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡✱ s♦ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❜❡✇❡❣t❡ ▼ü♥③❡ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡
r✉❤❡♥❞❡ stöÿt✱ s♦ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤
r✉❤❡♥❞❡♥ ▼ü♥③❡ ❜❡✐♠ ❙t♦ÿ ä♥❞❡rt✱ ❞❡r ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❜❡✇❡❣t❡♥ ▼ü♥③❡ ❛❜❡r ❛✉❝❤
✭❆❜❜✳ ✸✺✮✳ ❇❡✐ s♦ ❡✐♥❡♠ ❙♣✐❡❧ ♠✐t ③✇❡✐ ▼ü♥③❡♥ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ✉♥ü❜❡rs❝❤❛✉❜❛r❡ ❱✐❡❧③❛❤❧
✈♦♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ❥❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ✇✐❡ ❣r♦ÿ ❞✐❡ ▼ü♥③❡♥ s✐♥❞✱
✇♦ s✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐♠ ❙t♦ÿ tr❡✛❡♥ ♦❞❡r ✇❡❧❝❤❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐❤♥❡♥ ♠✐t❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❊s
s❝❤❡✐♥t ❛✉ss✐❝❤ts❧♦s✱ ❞✐❡s❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡ ❱✐❡❧❢❛❧t ❞❡r ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r r❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❋ä❧❧❡ ❞✉r❝❤
♥✉r ❡✐♥✱ ③✇❡✐ ♦❞❡r ❞r❡✐ ●r✉♥❞sät③❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ✇♦❧❧❡♥✳ ❯♥❞ ❞❡♥♥♦❝❤ ✕ ❡s
❣❡❤t✦

❲✐❡ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ③✉ ❞❡♥ ❣❡♥✐❛❧ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ s♦❧❝❤❡ ❙t♦✲
ÿ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✈❡rst❡❤❡♥ ❦❛♥♥❄ ❉❛s ✐st ♥✐❝❤t ❣❛♥③ ❡✐♥❢❛❝❤✱ ✉♥❞ ❡s ❢ü❤rt ❛✉❝❤ ❦❡✐♥ ❣❡r❛❞✲
❧✐♥✐❣❡r ❲❡❣ ③✉ s♦❧❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡♥✳ ❊s ✐st ✈✐❡❧♠❡❤r ❡✐♥ ❦r❡❛t✐✈❡r Pr♦③❡ss✱ ❞❡r ✈♦♥ ✈✐❡❧❡r❧❡✐
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡r ❱♦r❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❛✉s❣❡❤t✳ ❊s ❦ö♥♥❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ♠✐t ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss❡♥ ❛✉❢
❡✐♥❡r ▲✉❢t❦✐ss❡♥❜❛❤♥✱ ❜❡✐♠ ❇✐❧❧❛r❞s♣✐❡❧❡♥ ♦❞❡r ♠✐t ❞❡♠ ❑✉❣❡❧st♦ÿ♣❡♥❞❡❧ ✭❆❜❜✳ ✸✺❜✮ s❡✐♥✱
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❞✐❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡♥ ■❞❡❡♥ ✉♥❞ ❇❡❣r✐✛❡ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ r❡✐❢❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❲✐r ✇♦❧❧❡♥
♥✉♥ ❡✐♥✐❣❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♥ ❡r✇ä❤♥t❡♥ s♣✐❡❧❡r✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥
❡①tr❛❤✐❡r❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧❡♥✳

❙✉❜st❛♥③ ✉♥❞ ❩✉st❛♥❞✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ♠❛❝❤t ♠❛♥ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ❊r✲
❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❛ss ❡s ❡t✇❛s ❣✐❜t✱ ❞❛s s✐❝❤ ✕ ❥❡❞❡♥❢❛❧❧s ♥❛❝❤ ❆✉❣❡♥s❝❤❡✐♥ ✕ ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✿ ❞✐❡
▼ü♥③❡♥ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥ ✉♥s ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❣❧❡✐❝❤✱ ❞✐❡ ❇✐❧❧❛r❞❦✉❣❡❧♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑ör✲
♣❡r ❛✉❢ ❞❡r ▲✉❢t❦✐ss❡♥❜❛❤♥ ❛✉❝❤✳ ❉❛s✱ ✇❛s ✉♥s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t♦ÿ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ③✉ ❜❧❡✐❜❡♥
❡rs❝❤❡✐♥t✱ ❢❛sst ♠❛♥ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❙✉❜st❛♥③✳ ❯♥❞ ❞❛♥♥ ❣✐❜t ❡s ❡t✇❛s✱ ❞❛s s✐❝❤
♥❛❝❤ ✉♥s❡r❡r ❲❛❤r♥❡❤♠✉♥❣ ä♥❞❡rt✿ ❞✐❡ ❖❜❥❡❦t❡ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❛♥❞❡rs ❛❧s
✈♦r❤❡r✳ ❉❛s ✇❛s ♥✐❝❤t s✉❜st❛♥③✐❡❧❧ ✉♥❞ ✉♥✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤ ✐st✱ s✐❝❤ ❛❧s♦ ä♥❞❡r♥ ❦❛♥♥✱ ❢ä❧❧t
✉♥t❡r ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡s ❩✉st❛♥❞s✳ ❩✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❩✉st❛♥❞s ✭✐♥ ❞❡♥ ❣❡s❝❤✐❧❞❡r✲
t❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❤✐❡r✿ ❞❡s ❇❡✇❡❣✉♥❣s③✉st❛♥❞s✮ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❖❜❥❡❦t❡ ❜③✇✳ ❙✉❜st❛♥③❡♥ st❡❧❧❡♥
❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❛r✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t ❜③✇✳ ❡✐♥❡r ❙✉❜st❛♥③ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ❛❧s ❊t✐❦❡tt ❛♥❤❡❢t❡♥✱ ✐st ❞❡r ❩✉st❛♥❞ ❞❡r ❙✉❜st❛♥③ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✭❥❡❞❡♥❢❛❧❧s ✇❛s
s❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛♥❜❡tr✐✛t✮✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❤✐❡r ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡ ❜③✇✳ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡✳

❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▼ü♥③❡ ❆ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ③✉♥ä❝❤st r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❚✐s❝❤♣❧❛tt❡
r✉❤❡♥❞❡ ▼ü♥③❡ ❇ s❝❤♥✐♣♣t✱ s♦ ❜❧❡✐❜t ❇ s♦ ❧❛♥❣❡ ✐♥ ❘✉❤❡✱ ❜✐s ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼ü♥③❡♥ ♠✐t✲
❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❦♦♠♠❡♥✿ ❙✐❡ ❜❧❡✐❜t ✐♥ ❘✉❤❡✱ ❜✐s ❡✐♥❡ ❯rs❛❝❤❡ ❤✐♥③✉❦♦♠♠t✱ ✇❡❧❝❤❡
❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ä♥❞❡rt✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ❙t♦ÿ✳ ❇❡✐♠ ❙t♦ÿ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❆✳ ❉❛s ❤❛❜❡ ✐❝❤ ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❛✉s ❞❡r P❡rs♣❡❦t✐✈❡ ❡✐♥❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s
❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✐♥ ❞❡♠ ❇ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ r✉❤t❡ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❚✐s❝❤♣❧❛tt❡ r✉❤t✳

▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❞❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ❛❜❡r ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❛✉s ❜❡tr❛❝❤t❡t
❞❡♥❦❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠ ❆ r✉❤❡♥ ✇ür❞❡✱ ✇❡♥♥ ❡s s❡✐♥❡ ❇❛❤♥ ♦❤♥❡ ❡✐♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥st♦ÿ ♠✐t ❇
✈❡r❢♦❧❣❡♥ ✇ür❞❡✳ ❘❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❇ ❛✉❢ ❆ ③✉✳ ▼ü♥③❡ ❆
ä♥❞❡rt s♦ ❧❛♥❣❡ ✐❤r❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t✱ ❜✐s ❞✐❡ ▼ü♥③❡♥ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❦♦♠♠❡♥✳ ❉❛♥♥
ä♥❞❡r♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❜❡✐❞❡ ▼ü♥③❡♥ ✐❤r❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳

❉✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✉ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉ss❛❣❡ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r♥✿ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t
❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❜❡❡✐♥✢✉sst✱ s♦ ✇✐r❞ ❡s ❛✉❝❤ ✉♠❣❡❦❡❤rt ✈♦♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❖❜❥❡❦t ❜❡❡✐♥✢✉sst✳
❖❜❥❡❦t❡ ü❜❡♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ✇❡❝❤s❡❧s❡✐t✐❣❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❜③✇✳ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r
❛✉s✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ❦❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥tr✐tt✱ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦t❡s
r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✳

▼❛♥ ♠❛❣ ❡✐♥✇❡♥❞❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❡rst❡♥ P❡rs♣❡❦t✐✈❡ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ▼ü♥③❡ ❆ ❥❛
❜❡r❡✐ts ✈♦r❤❡r stä♥❞✐❣ ä♥❞❡rt✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❆ ♥✐♠♠t r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❚✐s❝❤♣❧❛tt❡
❥❛ ❜❡r❡✐ts ✈♦r ❞❡♠ ❙t♦ÿ stä♥❞✐❣ ❛❜✳ ❉❛s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❡r ❧❡✐❝❤t ❞❛❞✉r❝❤ ❡r❦❧är❡♥✱ ❞❛ss
❡s ❜❡r❡✐ts stä♥❞✐❣❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❣✐❜t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ▼ü♥③❡ ❆ ✉♥❞ ❚✐s❝❤♣❧❛tt❡✱
▲✉❢t ✉s✇✳✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋♦❦✉ss✐❡r✉♥❣ ✉♥s❡r❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✐♥ ❞❡♠
✇✐r ♥✉r ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼ü♥③❡♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ✐♠ ❇❧✐❝❦ ❤❛tt❡♥✱ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t s✐♥❞✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❤❡r❜❡✐❢ü❤r❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ ❜❡✐ ❞❡♠
❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ③✇❡✐ ▼ü♥③❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✱ s♦ ♠✉ss ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡rst ❡✐♥♠❛❧

✽✽



❞❛❢ür s♦r❣❡♥✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱
✇❛s ✉♥t❡r ✐r❞✐s❝❤❡♥ ▲❛❜♦r❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐✳❆✳ s❝❤✇✐❡r✐❣ ✐st✳ ▼❛♥ ♠üsst❡ ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t
③✳❇✳ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●❡❜✐❡t✱ ✐♥ ❞❡♠ s✐❝❤ s♦♥st ❦❡✐♥❡ ▼❛t❡r✐❡
❜❡✜♥❞❡t✱ ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s ✇är❡ ❡s ❣❛♥③ ❤ü❜s❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♠♣❧✐❦❛✲
t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❧❛♥❣r❡✐❝❤✇❡✐t✐❣❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✭❣r❛✈✐t❛t✐✈✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤✱ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤✮ ❤❡r✲
✉♠♣❧❛❣❡♥ ♠✉ss✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r ❧❛♥❞❧ä✉✜❣❡♥ ▼❡✐♥✉♥❣ ❤❛❜❡♥ P❤②s✐❦❡r ❥❡❞♦❝❤ s❡❤r ✈✐❡❧
P❤❛♥t❛s✐❡✳ ❙✐❡ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❡s ♥✐❝❤t ✇✐r❦❧✐❝❤ ♥öt✐❣ ✐st✱ ❞❡♥ ✐❞❡❛❧❡♥ ❋❛❧❧
t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ③✉ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ✉♠ ③✉ ❡✐♥❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ✈♦r③✉st♦ÿ❡♥✳ ❊s ❣❡♥ü❣❡♥
✐❤♥❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ♠✐t s❡✐♥❡r ❯♠✲
❣❡❜✉♥❣ ✐♠♠❡r ✇❡✐t❡r r❡❞✉③✐❡rt✳ ❉✐❡ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❧ä✉❢t
❞❛❜❡✐ ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉ss❛❣❡ ③✉✿

❊✐♥ ❑ör♣❡r✱ ❞❡r ❦❡✐♥❡r❧❡✐ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡r❢ä❤rt✱ ä♥❞❡rt s❡✐♥❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t✳

❲❛s P❤②s✐❦❡r ✐♥ ❞❡r Ü❜❡r③❡✉❣✉♥❣ ❜❡stär❦t✱ ❞❛ss s✐❡ ❞❛♠✐t ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣❡s ♣❤②s✐✲
❦❛❧✐s❝❤❡s ●❡s❡t③ ❡r❦❛♥♥t ❤❛❜❡♥✱ ✐st ♥✐❝❤t ③✉❧❡t③t ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣✿ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡
❆✉ss❛❣❡ ③✉r ❉②♥❛♠✐❦ ✐♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❣✐❧t✱ ❞❛♥♥ ❣✐❧t s✐❡ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❛✉❝❤
✐♥ ❥❡❞❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑❧❛ss❡✳ ❙✐❡ ✐st ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡
s♦♠✐t ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐✳

❙t♦ÿ✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧ ❞✐❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡ P❤②s✐❦ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s✈♦r❣ä♥❣❡ ❛♥✲
❤❛♥❞ ✈♦♥ ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss❡♥ ❤❡r❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❯♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❙t♦ÿ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✱ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤ ✉♥❞ rä✉♠❧✐❝❤ ❜❡❣r❡♥③t st❛tt✜♥❞❡t✳ ■♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ❣❡❞❛♥❦❧✐❝❤❡♥
▼♦❞❡❧❧ ❣❡❤t s✐❡ ✐♥st❛♥t❛♥ ✉♥❞ ❧♦❦❛❧ ✈♦♥st❛tt❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ③✇❡✐ ▼ü♥③❡♥ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐✲
♥❡r ❞❡♥❦t ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t s❝❤r✉♠♣❢❡♥ ❧ässt s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✇❡❣❞❡♥❦t✱ s♦ ❞❛ss ❡s ❣❡♥ü❣t✱ s✐❝❤ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r✲
❦✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ▼ü♥③❡♥ ③✉ ❜❡❢❛ss❡♥✱ ❞❛♥♥ ❧✐❡❣t ❥❡♥❡s ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞❡♥ ✐❞❡❛❧❡♥ ❙t♦ÿ ✈♦r✱
❞❛s ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ✇❡✐t❡r ❛♥❛❧②s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡s ❇❡✲
③✉❣ss②st❡♠s ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐❞❡ ▼ü♥③❡♥ ✈♦r ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss ❡❜❡♥❢❛❧❧s✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ s✐♥❞ ♥❛❝❤
❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❛❧s ❞❛✈♦r✳

❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡✳ ❊✐♥ ❙②st❡♠ ✐st ❡✐♥ ❛✉s ❊✐♥③❡❧t❡✐❧❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡s
●❡s❛♠t❡s✳ ❊✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❜❡st❡❤t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉s s❡✐♥❡♥ ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥
♦♣t✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❛✉s ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳ ❊✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❖❜❥❡❦t✱ ❞❛s s✐❝❤ ❛✉s ❊✐♥③❡❧t❡✐❧❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ■♠ ❋♦❧✲
❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❞✐❡s❡ ♦❢t ❛❧s ❛❧s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳ ❏❡❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❦❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠
s❡❧❜st t❡✐❧❜❛r s❡✐♥✱ ❞✳❤✳ s❡❧❜st ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛s s✐❝❤ s❡✐♥❡rs❡✐ts ❛✉s
✭✒❦❧❡✐♥❡r❡♥✏✮ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❦❛♥♥ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ s❡❧❜st
✇✐❡❞❡r✉♠ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ✭✒❣röÿ❡r❡♥✏✮ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s s❡✐♥✳

✽✾



❲❡♥♥ ♠❛♥ ❖❜❥❡❦t❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✱ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙t♦ÿ✱
❞❛♥♥ ❤❛❜❡♥ s✐❡ ✉♥✇❡✐❣❡r❧✐❝❤ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ③✉ t✉♥✳ ❉❛s s❛❣t s❝❤♦♥ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉s✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ◆❛t✉r ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛♥❛❧②s✐❡r❡♥ ✇✐❧❧✱ s♦ ♠✉ss ♠❛♥
❛❧❧❡ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ❛❧s ❚❡✐❧❡ ❜③✇✳ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠s ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳

✶✶✳✶✳ ❊①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ✉♥❞ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥

❊s ❧✐❡❣❡ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ● ✈♦r✱ ❞❛s ❛✉s N ③✉♥ä❝❤st ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥
❜❡st❡❤❡✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ♠✐t j = 1, . . . , N ❞✉r❝❤♥✉♠♠❡r✐❡rt s❡✐♥ s♦❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡
B s❡✐ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ❞❡s ❙②st❡♠s✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❩✉stä♥✲
❞❡ ❛❧❧❡r N ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❲❡rt❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ N ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❚❡✐❧✲
❝❤❡♥ ♠✐sst✱ s❡✐❡♥ B(1), . . . ,B(N)✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠
❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ v(1), . . . , v(N) ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛❧s ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦❛ ✐❤r❡s ❩✉✲
st❛♥❞s ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür
❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ③❡✐❣❡♥ ✇✐r❞✱ ❣✐❜t ❡s ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡ ●röÿ❡♥✱
❞✐❡ ♠❛♥ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥✐❣❡ ❤❛❜❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❡
❢ür ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ❜❡s♦♥❞❡rs ✇✐❝❤t✐❣ ♠❛❝❤❡♥✳ ■♥
❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ s♦❧❝❤❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r ❜❡s♣r❡❝❤❡♥ ✉♥❞
③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❇❡❣r✐✛❡ ✉♥❞ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❦❧❛rst❡❧❧❡♥✳

❊①t❡♥s✐✈❡ ✭❛❞❞✐t✐✈❡✮ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥✳ ❲❡❧❝❤❡r ❲❡rt B(G) ✐st ❞❡♠ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ③✉✲
③✉♦r❞♥❡♥❄❲❡♥♥ ❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ v(1), . . . , v(N)

✐st✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v(G) ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠❄ ▲❡t③t❡r❡s
❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❛❧❧❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡✇❡❣❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s
tr✐✈✐❛❧❡r✇❡✐s❡ v(G) = v(1) = · · · = v(N)✳ ❋ür ❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋❛❧❧✱ ✇♦ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ✉♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ✭❚❡✐❧❝❤❡♥✮ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s s✐❝❤ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❣❛r ❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ♠❛❝❤❡♥✳

❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❦♦♠♠t ❞❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ❡✐♥❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❇❡❞❡✉✲
t✉♥❣ ③✉✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ss ❞❡r ❲❡rt B(G) ❞❡s ●❡s❛♠t✲
s②st❡♠s ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ s❡✐♥❡r ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ✐st✱ ❛❧s♦

B(G) =

N
∑

j=1

B(j) . ✭✶✶✳✶✮

●❧✳ ✶✶✳✶ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✭❜③✇✳ ❛❞❞✐t✐✈❡✮ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✐st✳ ❙✐❡ ❞❡✜♥✐❡rt ❞❡♥
❇❡❣r✐✛✱ s❛❣t ❛❜❡r ♥✐❝❤t✱ ♦❜ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①✐st✐❡rt ♦❞❡r ✇✐❡ s✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❡①t❡♥s✐✈❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r ✐st ❛❜❡r ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥
❦❛♥♥ st❡ts s❛❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❲❡rt ❞❡♠ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ③✉❦♦♠♠t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r
❚❡✐❧s②st❡♠❡ ❦❡♥♥t✳ ❋ür ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❞❛s✱ ✇✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ♥✐❝❤t ❞❡r
❋❛❧❧✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st s✐❡ ❦❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳

✾✵



❲❡♥♥ ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❛♥❞❡r❡
❩✉stä♥❞❡ ❡✐♥♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ B(1), . . . ,B(N) ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛✲
❜❧❡♥ B ✐✳❆✳ ä♥❞❡r♥✳ ■st ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥ ❙t♦ÿ✱ s♦ s✐♥❞ ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ
✇✐❡❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐❡❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡
B ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ③✉ ✉♥t❡rs❝❤❡✐✲
❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞✐❡ ●röÿ❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ü❜❡r❣❡st❡❧❧t❡ ❚✐❧❞❡ ✭̃ ✮
❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❍❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✱ s♦ ❣✐❧t ♥❛❝❤ ❞❡♠
❙t♦ÿ ❛❧s♦ ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♠ ❢ür ❞❡♥ ❲❡rt B̃(G) ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ●

B̃(G) =

N
∑

j=1

B̃(j) . ✭✶✶✳✷✮

❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥✳ ❊✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ❧✐❡❣t ❞❛♥♥ ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✲
✇✐r❦✉♥❣ st❡ts

B(G) = B̃(G) ✭✶✶✳✸✮

❣✐❧t✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠
❙t♦ÿ st❡ts ❣❧❡✐❝❤ ❜❧❡✐❜t✳ ●❧✳ ✶✶✳✸ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛❧s ❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❆❞❞✐t✐✈❡ ✭❡①t❡♥s✐✈❡✮ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥✳ ●❧✳ ✶✶✳✸ ♠❛❝❤t ♥✉r ❞❛♥♥ ❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥✱ ✇❡♥♥
♠❛♥ ✇❡✐ÿ✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✇❡rt❡♥ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❞❡s ●❡✲
s❛♠ts②st❡♠s ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❡r♠✐tt❡❧♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❜③✇✳ ❡①t❡♥s✐✈❡
❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ✐st ❞❛s ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❧❛r✿ ❊s ✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s✲
❣röÿ❡ ♠✉ss ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣

B(G) =
N
∑

j=1

B(j) =
N
∑

j=1

B̃(j) = B̃(G) ✭✶✶✳✹✮

❣❡❧t❡♥✳

❉✐❡ ❋r❛❣❡ ✐st✱ ♦❜ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❡s❡t③❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇✐❡ ●❧✳ ✶✶✳✹ ❢♦r♠✉✲
❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ♦❤♥❡ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣✐❡♥
③✉ ❣❡r❛t❡♥✳ ❉❛s ❧ä✉❢t ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❤✐♥❛✉s✿ ❲❡♥♥ ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s ●❡s❡t③ ✐♥ ✐r✲
❣❡♥❞❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ s♦ ♠✉ss ❡s ❛✉❝❤ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤
äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❋♦r♠ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ♥✉♥
❞✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❛♥❛❧②s✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❛r❛✉s ❡r❣❡❜❡♥✿

◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛♥✱ ❙ s❡✐ ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ✐♥ ❞❡♠ ●❧✳ ✶✶✳✹ ❣✐❧t ✉♥❞ ❙✬ ❡✐♥ ❞❛③✉ äq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠✳ ❋❡r♥❡r s❡✐ T ❡✐♥ ●❡s❡t③ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✉r❝❤ ✇❡❧❝❤❡
❡✐♥❡ ●röÿ❡ B ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✐♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙ ✐♥ ❞✐❡ ●röÿ❡ B′ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ③✉ ❙ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥
❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙✬ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ❜③✇✳ ✉♠r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür ❥❡❞❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✐♥ ●❧✳
✶✶✳✹ s♦❧❧ ❛❧s♦ ❣❡❧t❡♥ B(j)′ = T (B(j)) ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ s♦❧❧ ❣❡❧t❡♥ B(G)′ = T (B(G))✱

✾✶



✉♥❞ ③✇❛r ♠✐t ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ✭✦✮ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ T ✳ ❉✐❡ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ✐st
❞❛♥♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❙✬ ❡✐♥❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣

B(G)′ =

N
∑

j=1

B(j)′ =

N
∑

j=1

B̃(j)′= B̃(G)′
✭✶✶✳✺✮

❣❧❡✐❝❤❡r ❋♦r♠ ❤❡r❛✉s❦♦♠♠❡♥ ♠✉ss✳ ❉✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❧ä✉❢t ❛❧s♦ ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ ✭✈♦♥ ❙ ♥❛❝❤ ❙✬✮ ❢ür ❛❞❞✐t✐✈❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

T (B(G)) = T





N
∑

j=1

B(j)



 =
N
∑

j=1

T
(

B(j)
)

=
N
∑

j=1

T
(

B̃(j)
)

= T





N
∑

j=1

B̃(j)



 = T (B̃(G))

✭✶✶✳✻✮
❡r❢ü❧❧❡♥ ♠✉ss✳ ❉❛s ✐st t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤✱ s❝❤rä♥❦t ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❛❜❡r ❛✉❢ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✸✽✳✸✮✳

❊✐♥❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ♥✉r ❞❛♥♥ ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s
●❡s❡t③ s❡✐♥✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❜❡✐♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥

äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✦

❯♥s❡r❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ st❡❧❧❡♥ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡♥ ❡♥❣❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐✲
♦♥s❣❡s❡t③❡♥ ❢ür äq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ✉♥❞ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❤❡r✳

■♥ ❞❡r Pr❛①✐s tr❡t❡♥ ♠❛♥❝❤♠❛❧ Pr♦❜❧❡♠❡ ❛✉❢✱ ❞✐❡ ✐❝❤ ■❤♥❡♥ ♥✐❝❤t ✈❡rs❝❤✇❡✐❣❡♥ ♠ö❝❤t❡✿
❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❦❛♥♥ ❡s s❡✐♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❛♥ ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❚❡✐❧s②s✲
t❡♠❡ ♦❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❡♥t③♦❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉❛♥♥ s✐❡❤t ❞❛s s♦ ❛✉s ❛❧s ♦❜ ❞✐❡
❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡ ✈❡r❧❡t③t ✇är❡ ✭❞✳❤✳ ♥✐❝❤t ③✉trä❢❡✮✳ ❉✐❡s❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ tr❛t ❤✐st♦r✐s❝❤ ③✳❇✳
❜❡✐♠ β✲❩❡r❢❛❧❧ ❛✉❢✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s β✲❙♣❡❦tr✉♠s s❛❤ ❡s s♦ ❛✉s✱ ❛❧s ♦❜ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✲
❡r❤❛❧t✉♥❣ ✈❡r❧❡t③t ✇är❡✳ ❲♦❧❢❣❛♥❣ P❛✉❧✐ s❝❤❧✉❣ ③✉r ❘❡tt✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ✈♦r✱
❞❛ss ❡✐♥ ❞❛♠❛❧s ♥♦❝❤ ♥✐❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡s ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥ ♠üss❡✳ ❉✐❡s❡s
✒●❡✐st❡rt❡✐❧❝❤❡♥✏ ✇✐r❞ ❤❡✉t❡ ◆❡✉tr✐♥♦ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❊r ♣♦st✉❧✐❡rt❡✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛❧✲
❧❡♥ ❞❛♠❛❧✐❣❡♥ ◆❛❝❤✇❡✐s♠❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦❡r ❡♥t❣❛♥❣❡♥ s❡✐ ✉♥❞ ✇❡tt❡t❡ s♦❣❛r ✉♠ ❡✐♥❡
❑✐st❡ ❙❡❦t✱ ❞❛ss ❡s ♥✐❡ ❣❡❧✐♥❣❡♥ ✇ür❞❡✱ ❞✐❡s❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♥❛❝❤③✉✇❡✐s❡♥✳ ✷✻ ❏❛❤r❡ s♣ät❡r
✈❡r❧♦r ❡r ❞✐❡ ❲❡tt❡ ❬✻❪✳ ❙✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ❡✐♥❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✶✳✹ ❞❛❤❡r
♥✉r ❞❛♥♥ ❛✉s✇❡rt❡♥✱ ✇❡♥♥ ❛❧❧❡ ❛♥ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ P❛rt♥❡r ❜❡❦❛♥♥t ❜③✇✳
✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❜❛r s✐♥❞✳ ▼❛♥ s❛❣t ❞❛♥♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ◆✉r
❢ür ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ✐st ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✇✐❡ ●❧✳ ✶✶✳✹ ❣✐❧t✳

❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ♦❢❢❡♥❡♥ ❙②st❡♠ ✐st ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥✉♥ ❡✐♥♠❛❧ ❧❡✐❞❡r ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣✳
▼❛❝❤❡♥ ✇✐r ✉♥s ❞✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❛♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ❦❧❛r✿

✶✳ ❲❡♥♥ ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ●❧✳ ✶✶✳✹✱ ❞❡r N ✲t❡ ❙✉♠♠❛♥❞ ❢❡❤❧t✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ✐❤♥ ♥✐❝❤t
❡r♠✐tt❡❧♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛♥♥ ❣✐❧t ✐♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥

N−1
∑

j=1

B(j) 6=
N−1
∑

j=1

B̃(j) ,

✾✷



❞❡♥♥ ❡s ✐st ✐✳❆✳ ❥❛ ❛✉❝❤
B(N) 6= B̃(N)

✷✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣

B(N) = B̃(N)

❣❡❧t❡♥ ✇ür❞❡✱ ❞❛♥♥ ✇är❡ ❞❛s N ✲t❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛♥ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♥✐❝❤t ❜❡t❡✐❧✐❣t✱
❡❜❡♥ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ●röÿ❡ B̃(N) ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt ✇✐❡ ❛♠ ❆♥❢❛♥❣ ❤ätt❡✳ ❋♦❧❣✲
❧✐❝❤ ✇är❡ ❡s ③✉❧äss✐❣ ❣❡✇❡s❡♥✱ ❛✉❝❤ ❞❛s ❛✉s N − 1 ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❙②st❡♠ ❛❧s
❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ❉❛s t✉♥ P❤②s✐❦❡r ❞❛♥♥ ❛✉❝❤ ✉♥❞ str❡❜❡♥ ❞❡r ❜❡ss❡✲
r❡♥ ❉✉r❝❤s❝❤❛✉❜❛r❦❡✐t ✇❡❣❡♥ ❛♥✱ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❛❧❧❡✐♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ✇✐r❦❧✐❝❤
❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ✒❙♣✐❡❧♣❛rt♥❡r✏ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✳
❉❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✐st ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❣❛♥③ ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✿ ❊✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❋✉ÿ❜❛❧❧✲
♠❛♥♥s❝❤❛❢t ❜❡st❡❤t ❛✉s ✶✶ ❙♣✐❡❧❡r♥✳ ❉❛s ✇är❡ ❞❛s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠✳ ❲❡♥♥
❡✐♥❡r ❞❡r ❙♣✐❡❧❡r s✐❝❤ ❡♥ts❝❤❧✐❡ÿt✱ s✐❝❤ ❧✐❡❜❡r ❛♥ ❞❡♥ ❙♣✐❡❧❢❡❧❞r❛♥❞ ③✉ s❡t③❡♥✱ ✉♠
♠✐t ❇❡❦❛♥♥t❡♥ ③✉ ♣❧❛✉❞❡r♥✱ ❞❛♥♥ ❣❡♥ü❣t ❡s✱ ❞✐❡ ✶✵ s♣✐❡❧❡♥❞❡♥ ❙♣✐❡❧❡r ③✉ ❜❡tr❛❝❤✲
t❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡r ✈♦♥ ❞❡♥ ✶✶ ❙♣✐❡❧❡r♥ s♦ s❝❤❧❡❝❤t s♣✐❡❧t✱ ❞❛ss ❡r ✐♥ ✾✵ ▼✐♥✉t❡♥ ❞❡♥
❇❛❧❧ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞❡♥ ❋✉ÿ ❦r✐❡❣t✱ ❞❛♥♥ trä❣t ❡r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ♥✐❝❤ts ❜❡✐✱ ✉♥❞ ❡s ✐st
✉♥❣❡❢ä❤r s♦✱ ✇✐❡ ✇❡♥♥ ❡✛❡❦t✐✈ ✶✵ ❙♣✐❡❧❡r ❣❡s♣✐❡❧t ❤ätt❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✶✵ ❙♣✐❡❧❡r ❜✐❧❞❡♥
❞❛♥♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❛s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠✱ s✐♥❞ ❛❧s♦ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❜❡r❡✐ts
❞✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▼❛♥♥s❝❤❛❢t✳

✸✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡ ❘❡✐❝❤✇❡✐t❡ ❤❛t ✭✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✮✱
❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ♥✐❡ ❞❛✈♦♥ s♣r❡❝❤❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s
❙②st❡♠ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ♥✐❝❤t ❞❛r❛✉❢ ❜❡✲
s❝❤rä♥❦❡♥✱ ❛❧❧❡✐♥❡ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ✉♥❞ ✐❤r❡ P❧❛♥❡t❡♥ ❛❧s ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❙②st❡♠ ③✉
❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ✇❡✐❧ s❡❧❜st ✐r❣❡♥❞❡✐♥ ❙t❛✉❜t❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡r ❡♥t❢❡r♥t❡st❡♥ ●❛❧❛①✐❡ ✐♥ ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❥❡❞❡♠ ❞✐❡s❡r ❍✐♠♠❡❧s❦ör♣❡r st❡❤t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧❡ ❤✐❧❢t ❞✐❡ ❊✐♥s✐❝❤t✱
❞❛ss ❞❡r ❊✐♥✢✉ss B(N) ❡✐♥❡s s❡❤r ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡♥ ❖❜❥❡❦ts ♥✉r s❡❤r ❣❡r✐♥❣ ✐st ✉♥❞
♠❛♥ ✐❤♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥ ❞❛r❢✳ ❊s ❧✐❡❣t ❞❛♥♥ ❡✐♥
q✉❛s✐✲❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ✈♦r✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ♠❛♥ ✈♦♥

N−1
∑

j=1

B(j) ≈
N−1
∑

j=1

B̃(j)

❛✉❢
N−1
∑

j=1

B(j) =
N−1
∑

j=1

B̃(j) ✭✶✶✳✼✮

✐❞❡❛❧✐s✐❡r❡♥ ❞❛r❢✳

❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ◆❛t✉r❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡♥ ✭❜③✇✳ ❊r❤❛❧t✉♥❣ssät③❡✮
✐st ❣❡♥❛✉ ❞❡s❤❛❧❜ s♦ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤✱ ✇❡✐❧ ❡s ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ❣❡♥ü❣t✱ ♥✉r ❡✐♥❡ ❜❡s❝❤rä♥❦t❡ ❩❛❤❧
✈♦♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ✉♥❞ ❇❡✐trä❣❡♥ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❞✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥ ❡✐♥ q✉❛s✐✲❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②s✲
t❡♠ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡s ●❧✳ ✶✶✳✼ ❣✐❧t✳✶✶ ❆❧s P❤②s✐❦❡r ♠✉ss ♠❛♥ ❧❡r♥❡♥ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱
✶✶❉❛③✉ ♠✉ss ❢ür ❛❧❧❡ ✒❡①t❡r♥❡♥✏ ❇❡✐trä❣❡✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇❡✐tr❛❣ B(N) ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst s✐♥❞✱ ❣❡❧t❡♥✱

❞❛ss B(N) ≪ B(j) ❢ür ❛❧❧❡ j = 1, . . . , N − 1✳

✾✸



♦❜ ❡✐♥ ❇❡✐tr❛❣ ✇✐❝❤t✐❣ ♦❞❡r ✉♥✇✐❝❤t✐❣ ✐st✳ ❑✉r③✉♠✱ ♠❛♥ ♠✉ss ❡✐♥ ●❡❢ü❤❧ ❞❛❢ür ❡♥t✇✐✲
❝❦❡❧♥✱ ✇❛♥♥ ♠❛♥ ♥ä❤❡r♥ ❞❛r❢ ✉♥❞ ✇❛♥♥ ♥✐❝❤t ♦❞❡r ✇✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ s♦
✇❡✐t ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❞❛r❢✱ ❞❛ss ❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲❧♦❣✐s❝❤ ❛✉❢❣❡❦❧ärt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss
✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡ ❜③✇✳ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❆s♣❡❦t❡ ✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤❡♥✳ ❉❛s ✐st ❡❤❡r ❡✐♥❡ ❑✉♥st ❛❧s
❡✐♥ ❍❛♥❞✇❡r❦✱ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ♠❛❝❤t✱ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ❑❧❛✈✐❡rs♣✐❡❧❡♥✱ ❡rst ❞✐❡ Ü❜✉♥❣ ❞❡♥ ▼❡✐st❡r✳
▼❛♥❝❤♠❛❧ ❣❡❤t ❡s ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ✉♠ ❞✐❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ s♦♥❞❡r♥ ❡s ❣❡❤t
✉♠❣❡❦❡❤rt ✉♠ ❞✐❡ ❱❡r✈♦❧❧stä♥❞✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✉♠ ❞✐❡ ❱❡r✈♦❧❧stä♥❞✐✲
❣✉♥❣ ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤ s✉♠♠❛r✐s❝❤❡ ❍✐♥③✉♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❇❡✐trä❣❡♥ ✇✐❡ ❞❛s s♣ät❡r
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✈♦r❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞ ✭❚❡✐❧ ■❱✮✳

✶✶✳✷✳ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦

❋ür ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❡✐❣♥✐s❦♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥ (x0, x1) = (ct, x1) tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✱ ❜❡r❡✐ts ❜❡❦❛♥♥t✳ ▼❛♥ ❞r❡❤t ♥✉♥ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥
❞❡♥ ❙♣✐❡ÿ ✉♠✱ ❣❡❤t ✈♦♥ ❞✐❡s❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉s ✉♥❞ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❞❛③✉ ♣❛ss❡♥❞❡♥
❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥✿ ▼❛♥ ♣♦st✉❧✐❡rt✱ ❞❛ss ❡s ③✇❡✐ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥ p0 ✉♥❞ p1 ❣✐❜t✱ ✈♦♥
❞❡♥❡♥ ❡rst❡r❡ ❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ x0 ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ♥✐❝❤t ❜❡tr♦✛❡♥ ✐st✱ ❛❧s♦ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r
✐st✱ ✉♥❞ p1 ✇✐❡ x1 ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ s❡✐♥ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✇❡❝❤s❡❧t ✭❛❧s♦ p1 → −p1 ❜❡✐
❡✐♥❡r ■♥✈❡rs✐♦♥✮ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡ ●röÿ❡ ✐st✳ ❋❡r♥❡r ✈❡r❧❛♥❣t ♠❛♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ p0
✉♥❞ p1 ❣❡♠äÿ

p′0 = γ(p0 − vp1/c) ✭✶✶✳✽✮

p′1 = γ(p1 − vp0/c) ✭✶✶✳✾✮

tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❙ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❙✬ ✉♠r❡❝❤♥❡t✱ ❞❛s s✐❝❤
♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❜❡✇❡❣t✳ ❋ür ❞✐❡ ❯♠❦❡❤rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐❧t

p0 = γ(p′0 + vp′1/c)
p1 = γ(p′1 + vp′0/c)

✭✶✶✳✶✵✮

●❧✳ ✶✶✳✽ st✐♠♠t ♠✐t ●❧✳ ✽✳✷✵ ❢♦r♠❛❧ ü❜❡r❡✐♥✿ ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦♥ (p0, p1) ✐st ✇✐❡
❣❡✇ü♥s❝❤t ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ✇✐❡ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❞❡r ❊r❡✐❣♥✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ❉❛♠✐t ❡r❢ü❧❧t ❞✐❡ ●röÿ❡
(p0, p1) ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞✐❡ ♠✐t ●❧✳ ✶✶✳✻ ❡r❤♦❜❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st s✐❡ ❡✐♥❡ ❛❞❞✐t✐✈❡
✭❜③✇✳ ❡①t❡♥s✐✈❡✮ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ❞❡r P❤②s✐❦✳

❆♥❛❧♦❣ ③✉ ●❧✳ ✽✳✷✹ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥❛❝❤r❡❝❤♥❡♥✱ ❞❛ss

p20 − p21 = p′20 − p′21 = P 2 ✭✶✶✳✶✶✮

♥✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐st ✭✇❛s ❞✐❡ ❙❦❛❧❛r✲❱❡❦t♦r✲❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
ü❜❡r❤❛✉♣t ♠ö❣❧✐❝❤ ♠❛❝❤t✮✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡r ▲♦r❡♥t③tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡r
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❙❦❛❧❛r P 2 ✐st ❡✐♥ ✈♦♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡s ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦✉♠ ❞❡s ❜❡✲
tr❛❝❤t❡t❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❜③✇✳ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦ts✳

●❡♠äÿ ●❧✳ ✶✶✳✶✶ ♠✉ss |p0| ≥ |p1| ❣❡❧t❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ |p0| = |p1| ✐st P = 0✳ ❉✐❡s❡r
●r❡♥③❢❛❧❧ s♦❧❧ ❡rst s♣ät❡r ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

✾✹



❋ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ |p0| > |p1| ❦❛♥♥ ❛✉s ●❧✳ ✶✶✳✾ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡♥ ❲❡rt −1 <
v/c < 1 ❣✐❜t✱ ❢ür ❞❡♥ p′1 = 0 ❣✐❧t✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❙✬ ❣✐❜t✱ ✇♦

p′0 = P ✭✶✶✳✶✷✮

p′1 = 0 ✭✶✶✳✶✸✮

■♥ ❡✐♥❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❙✱ ❞❛s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❇❡③✉❣s✲
s②st❡♠ ❙✬ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡ ❜❡✇❡❣t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✶✳✶✵

p0 = P γ(v) ✭✶✶✳✶✹✮

p1 = (P/c) vγ(v) ✭✶✶✳✶✺✮

●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❡✐♥ r❡❧❛t✐✈❡r ❇❡❣r✐✛✳ ■st ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
v = 0✱ ❞❛♥♥ r✉❤t ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❖❜❥❡❦t r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙✳ ❇❡✇❡❣t ❡s s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙✱ s♦
✐st s❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❣❡♠äÿ ❞❡♥ ●❧♥✳ ✶✶✳✶✷ ✉♥❞ ✶✶✳✶✸ ❞✉r❝❤

v/c = p1/p0 ✭✶✶✳✶✻✮

❣❡❣❡❜❡♥✳

✶✶✳✸✳ ❊✐♥❤❡✐t❡♥❦♦♥✈❡rs✐♦♥❡♥ ♠✐t ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥

❉✐❡ ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ c✱ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❛r❧❛❞✉♥❣ e ♦❞❡r ❞✐❡ ❉✐r❛❝✲❑♦♥st❛♥t❡ ~ s✐♥❞
◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥✱ ❞✳❤✳ s✐❡ ❤❛❜❡♥ ✐♥ ❥❡❞❡♠ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥
❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✭❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❊✐♥❤❡✐t✮ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥
♠❛♥ s✐❡ ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ✈♦♥ ❆♥❢❛♥❣ ❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐t ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱
✇✐❡ ❞❛s ❜❡✐ ❞❡r ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡♥ ❥❛ ❛✉❝❤ ❣❡♠❛❝❤t ✇✐r❞ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✽✳✹✮✳ ◆❛t✉r❦♦♥✲
st❛♥t❡♥ st❡❧❧❡♥ ❞❛s ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥s②st❡♠ ❞❡r P❤②s✐❦ ❞❛r✳

▼❛♥ ❦❛♥♥ ❥❡❞❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ♠✐t ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ Pr♦❞✉❦t❡♥ ♦❞❡r P♦t❡♥③❡♥ ❞✐❡s❡r ◆❛✲
t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡r❡♥ ✉♥❞ s♦ ●röÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ③✇❛r ❛♥❞❡r❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ✉♥❞
❩❛❤❧❡♥✇❡rt❡ ❤❛❜❡♥✱ ❛❜❡r ✐♠ Pr✐♥③✐♣ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ s✐♥❞ ♠✐t ❞❡♥ ✉rs♣rü♥❣✲
❧✐❝❤❡♥ ●röÿ❡♥✳ ■♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❣✐❜t ♠❛♥ ❞❡♥ ✐♥ ❛♥❞❡r❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ❦♦♥✈❡rt✐❡rt❡♥
●röÿ❡♥ ✭♦❞❡r ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ s❡❧❜st✮ ❡✐❣❡♥❡ ◆❛♠❡♥✳ ■❝❤ ♠ö❝❤t❡ s♦❧❝❤❡ ❊✐♥✲
❤❡✐t❡♥❦♦♥✈❡rs✐♦♥❡♥ ♥✉♥ ❛♥ ③✇❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ❡r❧ä✉t❡r♥✳

✶✳ ❉❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✶✺ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ◗✉♦t✐❡♥t❡♥

m = P/c ✭✶✶✳✶✼✮

❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ P ✉♥❞ ❞❡r ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥ c ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❞✐❡▼❛ss❡✳ ❉✐❡s❡
✐st ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ P ❡✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡r ❙❦❛❧❛r✳ ■♥✈❛r✐❛♥t ❜❡❞❡✉t❡t ❤✐❡r ❧♦r❡♥t✲
③✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❤❛t ✐♥ ❛❧❧❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❛❧✐❧❡✐❦❧❛ss❡
❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt✳ ❙❦❛❧❛r ♠❡✐♥t ❤✐❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❦❡✐♥ ❱❡❦t♦r ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡
❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs ✐st✳ ❆✉❝❤ ❜❡✐ ■♥✈❡rs✐♦♥❡♥ ♦❞❡r ❉r❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❛✉♠❡s
❤❛t s✐❡ st❡ts ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt✳ ■❤r❡ ❊✐♥❤❡✐t✱ ❞❛s ❑✐❧♦❣r❛♠♠✱

[m] = 1Kilogramm = 1kg ,

✾✺



❛❧s ❡✐♥❡ ❞❡r ❇❛s✐s❡✐♥❤❡✐t❡♥ ❞❡s ❙■✲❙②st❡♠s ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❛r✲
st❡❧❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❦♦rr❡❦t ♠✐sst✱ ✇✐r❞ ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✶✳✹ ❡r❧ä✉t❡rt✳

✷✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ✐♠ ❙②st❡♠ ❙ ❣❡❣❡❜❡♥❡ p0(v) ♠✐t c ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt✱ ❞❛♥♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❞✐❡ ●röÿ❡

E(v) = cp0(v) ✭✶✶✳✶✽✮

❛❧s ❊♥❡r❣✐❡✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❙■✲❊✐♥❤❡✐t ❏♦✉❧❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✿

[E] = 1 Joule = 1 J = 1 kgm2/s2

▼✐t ❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ●❧✳ ✶✶✳✶✹ ✉♥❞ ●❧✳ ✶✶✳✶✺ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

E = cp0(v) = mc2 γ(v) =
mc2

√

1− v2/c2
✭❊♥❡r❣✐❡✮ ✭✶✶✳✶✾✮

p = p1 = mv γ(v) =
mv

√

1− v2/c2
✭■♠♣✉❧s✮ ✭✶✶✳✷✵✮

❛✉❢s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✶✶ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♠✐t

E2 − p 2c2 = m2c4 ✭✶✶✳✷✶✮

❜③✇✳

E(p) =
√

m2c4 + p2c2 . ✭✶✶✳✷✷✮

❡✐♥❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ ■♠♣✉❧s ✉♥❞ ▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts✳

✶✶✳✹✳ ❲✐❡ ♠✐sst ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡❄

❇✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ✇✉r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ❢ür ❤②♣♦t❤❡t✐s❝❤❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s✲
❣röÿ❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛s ✐st ♥♦❝❤ ❦❡✐♥❡ P❤②s✐❦✳ P❤②s✐❦ ✇✐r❞ ❡s ❡rst✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❡✐♥ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❛♥❣❡✲
❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s s♦❧❧ ❥❡t③t ❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞❡♥ ❡✐♥③✐❣❡♥ ♥♦❝❤
✉♥❜❡st✐♠♠t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ♠❡ss❡♥ ❦❛♥♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ s②st❡♠❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡
●röÿ❡ P ❜③✇✳ ❞✐❡ ▼❛ss❡ m = P/c✳ ❯♠ ❡t✇❛s ③✉ ♠❡ss❡♥✱ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ③✇❡✐❡r✲
❧❡✐✿ ❊rst❡♥s ❞✐❡ ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐t ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s ❡✐♥❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✈❡r❢❛❤r❡♥s ✭s✳ ❑❛♣✳
✶✳✸✮✿

✶✳ ❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ▼❛ss❡ ✇✐r❞ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ Pr♦t♦t②♣❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t
✇✐r❞✱ ❞❡♠ ❯r❦✐❧♦❣r❛♠♠✳ ❉✐❡s❡r Pr♦t♦t②♣ ✇✐r❞ ✐♠ ❚r❡s♦r ❞❡s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥
❇ür♦s ❢ür ▼❛ÿ ✉♥❞ ●❡✇✐❝❤t ❜❡✐ P❛r✐s ✈❡r✇❛❤rt✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡s❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛s✲
s❡♥❡✐♥❤❡✐t ❛✉❝❤ ❢ür ❦ü♥❢t✐❣❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤t✳ ❉❛s ❑✐❧♦❣r❛♠♠
✐st ü❜r✐❣❡♥s ❞✐❡ ❧❡t③t❡ ❙■✲▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ s♦❧❝❤❡♥ Pr♦t♦t②✲
♣❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ♠✉ss✳ ❆❜❡r ❡s ❣✐❜t ❜❡r❡✐ts ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥ ❞❛rü❜❡r✱ ✇✐❡ ♠❛♥
❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❡✐♥❤❡✐t ③✉ ❡✐♥❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ü❜❡r❣❡❤❡♥ ❦ö♥♥t❡ ✭❙✳
❆♥❤❛♥❣ ❇✮✳

✾✻



✷✳ ❉✐❡ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ❑♦♣✐❡♥ ❞❡s ❯r❦✐❧♦❣r❛♠♠s ✐st ❦❡✐♥ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡s Pr♦❜❧❡♠✳ ▼❛♥
❜r❛✉❝❤t ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r ❛✉s ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ♠✐t ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥
♥❛❝❤ ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ③✉ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✳ ❉❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ❞❡r
❑♦♣✐❡♥ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❞❡s ❯r❦✐❧♦❣r❛♠♠s✳ ❉❛s Pr♦❜❧❡♠✱ ✇✐❡ ♠❛♥
③✇❡✐ ▼❛ss❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ❦❛♥♥✱ st❡❧❧t s✐❝❤ ❡rst✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ③✇❡✐❡r
❑ör♣❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡st❡❤❡♥
❜③✇✳ ❛✉s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ❜③✇✳ ❋♦r♠❣❡❜✉♥❣ st❛♠♠❡♥✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ❞❛♥♥
♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ♠✉ss ❛✉❝❤ ✐❤r❡ ▼❛ss❡ ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ❢ür ❞✐❡
▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ▼❛ss❡ ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❣❡❤t ❡s
♥✐❝❤t ✉♠ ❞✐❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡✱ ✇✐❡ ❞❡r ▼❛ss❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt
✇✐r❞✱ s♦♥❞❡r♥ ✉♠ ❞✐❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✈❡r❢❛❤r❡♥s✱ ♠✐t ❞❡♠ ❞✐❡
▼❛ss❡ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❛s ▼❡ss♣r✐♥③✐♣ ♠✉ss ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❢ür ❥❡❞❡s
äq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▼❛ss❡ ❤❡r❛✉s❜❡❦♦♠♠t✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ✐st
❣❡♠äÿ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❡✐♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ●röÿ❡✳ ❉❛s ❧❡✐st❡t ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ ♥❛❝❤
❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✈❡r❢❛❤r❡♥✿
❲✐r ❧❛ss❡♥ ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡rs ❆ ♠✐t ❞❡r ▼❛ss❡ mA✱ ❞❡r ❞✐❡ ▼❛ÿ✲❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛ss❡
r❡♣räs❡♥t✐❡rt ✭❯r❦✐❧♦❣r❛♠♠✮✱ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❑ör♣❡r ❇ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✱ ❞❡ss❡♥ ▼❛ss❡mB

❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❉✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ s❡✐ ❡✐♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡r ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss ✭s✳ ❑❛♣✳
✶✷✳✷✮✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❙t♦ÿ ♥✐❝❤t ä♥❞❡r♥✳
❆✉s ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❢♦❧❣t ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧✿

mAγ(vA) +mBγ(vB) = mAγ(ṽA) +mBγ(ṽB) .

❲❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ❣❡r❛❞❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ s✐♥❞ ✭❛❧s♦ mA = mB✮✱ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s

γ(vA) + γ(vB) = γ(ṽA) + γ(ṽB) .

❉❛s ❤❛t ③✇❡✐ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ vA = ṽA ✉♥❞ vB = ṽB ♦❞❡r vA = ṽB
✉♥❞ vB = ṽA✳ ❉❡r ❡rst❡ ❋❛❧❧ ✐st ✉♥✐♥t❡r❡ss❛♥t✱ ❞❡♥♥ ❞❛ ❤❛t ❦❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
st❛tt❣❡❢✉♥❞❡♥✳ ❉❛ ✐✳❆✳ vA 6= vB✱ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ❢ür ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ③✉♠ ❙❝❤❧✉ss✿

❩✇❡✐ ❑ör♣❡r ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡s✐t③❡♥ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ❣❧❡✐❝❤❡ ▼❛ss❡✱ ✇❡♥♥
❢ür ❡✐♥❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❩✇❡✐❦ör♣❡rst♦ÿ ❣✐❧t✿ vA = ṽB ✉♥❞ vB = ṽA✳

❉✐❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡❧❛st✐s❝❤ ✐st✱ ❞❛ss ❛❧s♦ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ✈♦r
✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❜r✐♥❣t ❦❡✐♥❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t ♠✐t s✐❝❤✱
❞❡♥♥ ♦❜ s✐❡ ❡r❢ü❧❧t ✐st✱ ❧ässt s✐❝❤ ♣rü❢❡♥✳ ❉❛s ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤
✐✳❆✳ s♦ ❣❡st❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥❡s ❜❡✐♠ ❙t♦ÿ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦ts ✭s✳
❑❛♣✳ ✶✷✳✷✮ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❉❡r ✇✐❝❤t✐❣❡ P✉♥❦t ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❜❡st✐♠♠✉♥❣ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠
✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ✭❞❡rs❡❧❜❡♥ ❑❧❛ss❡✮ ✐st✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ❜❡r✉❤t ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞❡♠
❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❛✉❢ ❞❡r ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❤❡✐t
✈♦♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥✳ ❉✐❡ s♦ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ▼❛ss❡ ❤ä♥❣t s♦♠✐t t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦♥
❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❜ ✉♥❞ ✐st ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❦❡✐♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✭✈♦♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠
❛❜❤ä♥❣✐❣❡✮ ●röÿ❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ ❛❜s♦❧✉t❡✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡✳

✾✼



❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ s❛❣t✱ ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦♥ ❤❛t ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ ✈♦♥ r✉♥❞ 1 · 10−30kg ✱ ❞❛♥♥
❤❛t ❞✐❡s❡ ❆✉ss❛❣❡ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑❧❛ss❡ ❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥❀ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r ▼✐t✲
t❡✐❧✉♥❣ ✐st ❡s s❝❤❧✐❝❤t ❡❣❛❧✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡s ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ s✐❝❤ ❞❡r ❙♣r❡❝❤❡r ♦❞❡r ❞❡r ❍ör❡r ❞❡r
▼✐tt❡✐❧✉♥❣ ❜❡③✐❡❤t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❤ört✱ ❞❛ss ❞❡r P❧❛♥❡t ❡✐♥❡s ❢❡r♥❡♥ ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠s ❡✐♥❡ s♦
✉♥❞ s♦ ❣r♦ÿ❡ ▼❛ss❡ ❤❛t✱ ❞❛♥♥ ❜r❛✉❝❤❡♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t rü❝❦❢r❛❣❡♥✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡s ❉❛t✉♠
s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡③✐❡❤t ✭✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉♠ ❢❡r♥❡♥ P❧❛♥❡t❡♥
✐♠ ▲❛✉❢❡ ❡✐♥❡s ❊r❞❡♥❥❛❤rs ä♥❞❡rt✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ s❛❣t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❡t✇❛s ♠✐t 5km/h
♥❛❝❤ r❡❝❤ts ❜❡✇❡❣t✱ ❞❛♥♥ ♠❛❝❤t ❞✐❡s❡ ❆♥❣❛❜❡ ❡rst ❞❛♥♥ ❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡♠ ❍ör❡r ❦❧❛r
✐st✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❆♥❣❛❜❡ ❜❡③✐❡❤t✱ ❛❧s♦ ✇✐❡ ❞❛s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠
❞❡s ❙♣r❡❝❤❡rs r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❞❡s ❍ör❡rs ♦r✐❡♥t✐❡rt ✐st ❜③✇✳ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡
●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❙♣r❡❝❤❡r ✉♥❞ ❍ör❡r ❜❡③✐❡❤❡♥✱ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥✳

❚r♦t③❞❡♠ ❤ä❧t s✐❝❤ ♥♦❝❤ ❤❡✉t❡ ✐♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ▲❡❤r❜ü❝❤❡r♥ ❤❛rt♥ä❝❦✐❣ ❞❛s ●❡✲
rü❝❤t✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡ ✒❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▼❛ss❡✏ ❜③✇✳ ✒❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼❛ss❡✏ ❣ä❜❡✳
❉❡r ❇❡❣r✐✛ ✒❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▼❛ss❡✏ rü❤rt ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ▲❡❤r❜ü❝❤❡r♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r
❢❛❧s❝❤❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❤❡r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ ♦r✐❡♥✲
t✐❡rt ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✵✳✸✮✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡ ✒❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❛❜❤ä♥❣✐❣❡
▼❛ss❡✏✳

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❛♥❣❡❞❡✉t❡t✱ ♠✐sst ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ♥✐❝❤t ✇✐r❦❧✐❝❤ s♦✱ ✇✐❡ ✐❝❤ ❞❛s ❤✐❡r s❦✐③③✐❡rt
❤❛❜❡✳ ❆❜❡r ❛❧❧❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ▼❛ss❡♥❜❡st✐♠♠✉♥❣ ❜❡r✉❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❤✐❡r ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥
Pr✐♥③✐♣ ❡✐♥❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✈❡r❢❛❤r❡♥s ♠✐t ❞❡♠ ❯r❦✐❧♦❣r❛♠♠✱ ❞❛s ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ▼❛ss❡ ❢ür
❛❧❧❡ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ s✐❝❤❡rst❡❧❧t✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❯r❦✐❧♦❣r❛♠♠s ✇✉r❞❡ ❛❧s ♣♦s✐t✐✈ ❞❡✜♥✐❡rt✱
♥ä♠❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❲❡rt 1 kg. ❉❛♠✐t s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s♠❛ss❡♥ ♣♦s✐t✐✈✱
❞✐❡ ♠✐t ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ✭✦✮ ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
❖❜❥❡❦t❡ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡r ▼❛ss❡ ③ä❤❧❡♥ ③✉r ▼❛t❡r✐❡✳ ●❡♠äÿ ●❧✳ ✶✶✳✶✹ ✐st ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ p0
♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ ✇❡❣❡♥ ●❧✳ ✶✶✳✶✽ ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E = cp0 ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❡ st❡ts ♣♦s✐t✐✈ ✐st✳

■st ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ❜❡❦❛♥♥t ✉♥❞ ❦❡♥♥t ♠❛♥ ❛✉❝❤ s❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t r❡❧❛t✐✈
③✉ ❡✐♥❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠✱ s♦ s✐♥❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s ❞❡s ❑ör♣❡rs
❜❡❦❛♥♥t ✭●❧✳ ✶✶✳✶✾ ✉♥❞ ●❧✳ ✶✶✳✷✵✮✳

✶✶✳✺✳ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡

❇✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❣❡❧t❡♥ ❛❧❧❡ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ●❛❧✐❧❡✐❦❧❛ss❡♥✳ ❋ür ❛❜❣❡✲
s❝❤❧♦ss❡♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡✱ ❛❧s♦ ❙②st❡♠❡✱ ❞✐❡ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t
❞❡r ❆✉ÿ❡♥✇❡❧t ❤❛❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ st❡❧❧❡♥✱ ♦❜ ❡s ❡✐♥❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ●❛❧✐❧❡✐❦❧❛ss❡ ❣✐❜t✱
❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❜❡s♦♥❞❡rs ❡✐♥❢❛❝❤ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s ✐st ✐♥ ❞❡r ❚❛t
❞❡r ❋❛❧❧✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ●❛❧✐❧❡✐❦❧❛ss❡✱ ✐♥ ❞❡r ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s ✉♥❞ s❡✐♥❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡
③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✭✦✮ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❲❡rt ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ❞✐❡s❡r ❑❧❛ss❡ ❤❡✐ÿ❡♥ ■♥✲
❡rt✐❛❧s②st❡♠❡✳ ❘❡❧❛t✐✈ ❞❛③✉ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ s✐♥❞ ◆✐❝❤t✲■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡✳
❉❛ s✐❝❤ ❛❧❧❡ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❑❧❛ss❡ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡✲
✇❡❣❡♥✱ ✐st ❛✉❝❤ ❞❡r ■♠♣✉❧s ✭✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✮ ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐✲
s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❦♦♥st❛♥t✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✐st ❦♦♥s✐st❡♥t✱ ❛✉❝❤
✇❡♥♥ ❞❡r ■♠♣✉❧s ❢ür ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ♥✐❝❤t ✐❞❡♥t✐s❝❤ ✐st✳ ❉❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡
P✉♥❦t ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡✐♥❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ✐st✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ■♠♣✉❧s ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥

✾✽



❙②st❡♠s ♥✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ä♥❞❡rt✳

❘✉❤❡s②st❡♠ ✉♥❞ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❙❡✐ ● ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠✱ ❞❛s
❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ♥✉r ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡st❡❤❡♥ s♦❧❧✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡s
■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ♠ö❣❡♥ s✐❡ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡ p(A)

A ❜③✇✳ p(B) ❤❛❜❡♥✳ ❉❡r ■♠♣✉❧s ❞❡s ●❡s❛♠ts②s✲
t❡♠s ✐st ❞❛♥♥ p = p(A) + p(B)✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡

E(p) =
√

m2c4 + c2p2 = EA(p
(A)) + EB(p

(B)) ✭✶✶✳✷✸✮

❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ● ✐st ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡♥

EA =
√

m2
Ac

4 + c2(p(A))2 ✉♥❞ EB =
√

m2
Bc

4 + c2c2(p(B))2✳ ❙✐❡ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡s
■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ❛❜ ✉♥❞ ✐st s♦♠✐t ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ✉♥♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡ ✈♦♠ ❇❡③✉❣s✲
s②st❡♠ ✈❡r✉rs❛❝❤t❡ ➘✉ÿ❡r❧✐❝❤❦❡✐t ✒✇❡❣tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✏✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ✈♦♥
● ❛❧s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✇ä❤❧t✳ ❉❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ✐st ❡✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡✳ ❍✐❡r
✇✐r❞ ③✉sät③❧✐❝❤ p = 0 ❣❡❢♦r❞❡rt ✉♥❞ s♦♠✐t ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s
v = 0✳ ■♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✉r ♥♦❝❤ ❛✉s ❞❡r ③✉r ▼❛ss❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡♥
✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

U = E(0) = mc2

❉❛ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ▼❛ss❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✐st✱ ✐st s✐❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡r
▲♦r❡♥t③tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥③

E(p)− U =
√

m2c4 + c2p2 −mc2

❤❡✐ÿt ä✉ÿ❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❙②st❡♠s✳ ❉✐❡ ä✉ÿ❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ●❡s❛♠t✲
s②st❡♠s ● ✐st ❡✐♥ ❆rt❡❢❛❦t✱ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞❛s ❣❡✇ä❤❧t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ③✉st❛♥❞❡ ❦♦♠♠t ✉♥❞
❞❡♠ ❦❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ③✉❦♦♠♠t✳

■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②s✲
t❡♠s ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❑❧❛ss❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ❡♥t❤ä❧t✱ ✐st ❞✐❡ ❑❧❛ss❡ ❞❡r ■♥❡rt✐✲
❛❧s②st❡♠❡✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣s ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✳

✶✶✳✻✳ ❉✐❡ ❆①✐♦♠❡ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦

❉❛ss ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❡①t❡♥s✐✈ ✐st✱ ✐st ❦❡✐♥❡ ❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤❦❡✐t✳ ❊①t❡♥s✐✈❡
●röÿ❡♥ ❣❡st❛tt❡♥ ✉♥s✱ ❡✐♥ ❛✉s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛✉❢❣❡❜❛✉t❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
s❡✐♥❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✳ ▼❛ss❡✱ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s s✐♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡♥✳

❉✐❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♠✐t
✐❤♥❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♣r♦③❡ss❡ ❞✉r❝❤ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❱✐s✐♦♥✱
❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✶✳✶ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r s❦❛❧❛r❡♥ ●röÿ❡ E✱ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✱
✉♥❞ ❞❡r ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡♥ ●röÿ❡ p✱ ❞❡♠ ■♠♣✉❧s✱ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ ✉♠s❡t③❡♥✿ ❋ür
❥❡❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ●röÿ❡♥ ❛✉❢st❡❧❧❡♥✳ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥✲
❣❡♥ ❧❛✉❢❡♥ s♦ ❛❜✱ ❞❛ss ❢ür ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤

✾✾



❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ■♠♣✉❧s❡ ❛❧❧❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❛❧✐❧❡✐❦❧❛ss❡ ❞❡r
■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❛❧s ❛❧s ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣s❜❛s✐s ❤❡r❛♥③✐❡❤t✱ ❞❛♥♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❉②♥❛♠✐❦
❛✉❢ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆①✐♦♠❡ ❣rü♥❞❡♥✿

✶✳ ❆①✐♦♠✿ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣✳ ❆❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❧❛✉❢❡♥ s♦ ❛❜✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡✲
s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ E ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳ ❉✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ✐st ❡✐♥❡
③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✳
✷✳ ❆①✐♦♠✿ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣✳ ❆❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❧❛✉❢❡♥ s♦ ❛❜✱ ❞❛ss ❞❡r ●❡✲
s❛♠t✐♠♣✉❧s p ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳ ❉❡r ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s ✐st ❡✐♥❡
③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✳
✸✳ ❆①✐♦♠✿ ▼❛ss❡♥✐♥✈❛r✐❛♥③✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡ m = U/c2 ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ✐st
❡✐♥❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❙✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❤❛t ✐♥
❥❡❞❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❲❡rt✳

❏❡❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠ ❦❛♥♥ ❛✉❢ ❞✐❡s❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❞r❡✐ ❆①✐♦✲
♠❡ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ s✐♥❞ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❣❡✇✐ss❡♠ ❙✐♥♥ ♠❡t❛♣❤②s✐s❝❤✱ ❞✳❤✳ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥
❞❡r P❤②s✐❦ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✇❡✐t❡r ❜❡❣rü♥❞❜❛r✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡♥ ❆♥❧❛ss ❤❛t✱ ❛♥ ✐❤♥❡♥ ③✉
③✇❡✐❢❡❧♥ ✉♥❞ s♦ ❧❛♥❣❡ ❦❡✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✐❤♥❡♥ ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✱ ❤ä❧t ♠❛♥ ❛♥
✐❤♥❡♥ ❢❡st✳ ❩✇❡✐❢❡❧ ❛♥ ❞✐❡s❡♥ ❞r❡✐ ❙ät③❡♥ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ❤❛t ❡s ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡
✐♠♠❡r ✇✐❡❞❡r ❡✐♥♠❛❧ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙ät③❡ ❡❜❡♥ ❛✉s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣
✐♥❞✉③✐❡rt✱ ❞✳❤✳ ❡①tr❛♣♦❧✐❡rt ✇✉r❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ✐♠♠❡r ❞❡♥ ❱♦r❜❡❤❛❧t tr❛❣❡♥ ✒❙♦✇❡✐t ✉♥s
❞✐❡ ◆❛t✉r ♥✐❝❤t ❡✐♥❡s ❇❡ss❡r❡♥ ❜❡❧❡❤rt ✳✳✳✏ ❙♦ s❝❤r❡✐❜t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ P❤✐❧♦s♦♣❤ ❲❧❛❞✐♠✐r
■❧❥❡✇✐ts❝❤ ▲❡♥✐♥ ③✉♠ ❙t❛♥❞ ❞❡r P❤②s✐❦ s❡✐♥❡r ❩❡✐t ❬✼❪✿

✒❉✐❡s❡ ❑r✐s❡ ✭❞❡r P❤②s✐❦✮ ❡rs❝❤ö♣❢❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❣r♦ÿ❡ ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥är ❘❛❞✐✲
✉♠ ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋r❛❣❡ st❡❧❧❡✳ ❆✉❝❤ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ Pr✐♥③✐♣✐❡♥
s✐♥❞ ✐♥ ●❡❢❛❤r✳ ❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛s ▲❛✈♦✐s✐❡rs❝❤❡ Pr✐♥③✐♣ ♦❞❡r ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣
❞❡r ▼❛ss❡ s❡✐ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ✉♥t❡r❣r❛❜❡♥✳ ◆❛❝❤ ❞✐❡s❡r ❚❤❡♦r✐❡
✇❡r❞❡♥ ❆t♦♠❡ ✈♦♥ ❦❧❡✐♥st❡♥ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡r ♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡r ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥
✭❊❧❡❦tr♦♥❡♥✮ ❣❡❜✐❧❞❡t✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❣❡t❛✉❝❤t s✐♥❞✱ ❞✐❡ ✇✐r ➘t❤❡r ♥❡♥♥❡♥✳ ❉✐❡
❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❞❡r P❤②s✐❦❡r ❧✐❡❢❡r♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✱ ✉♠ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r
❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡ ▼❛ss❡ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❞❡r ▲✐❝❤t✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✭✸✵✵✵✵✵ ❑✐❧♦♠❡t❡r ♣r♦ ❙❡❦✉♥❞❡✮ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r✱ s✐❡ ❡rr❡✐❝❤t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❡✐♥ ❉r✐tt❡❧ ❞✐❡s❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❯♥t❡r ❞✐❡s❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ♠✉ss ❡✐♥❡ ③✇❡✐❢❛❝❤❡ ▼❛ss❡
❞❡s ❊❧❡❦tr♦♥s ✐♥ ❇❡tr❛❝❤t ❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳✏

■♥ ❞❡r ❚❛t s❝❤✐❡♥ ❡s ❦✉r③ ♥❛❝❤ ❞❡r ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✇❡♥❞❡ s♦✱ ❛❧s ♦❜ ❞❛s ♥❡✉ ❡♥t❞❡❝❦t❡
❘❛❞✐✉♠ ❡✐♥❡ ❣❡✇❛❧t✐❣❡ ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡ ❛✉s ❞❡♠ ◆✐❝❤ts ③✉ ♣r♦❞✉③✐❡r❡♥ s❝❤✐❡♥✱ ❞❡♥♥ ✇❡✲
❞❡r ❦♦♥♥t❡ ♠❛♥ ✐r❣❡♥❞✇❡❧❝❤❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❯♠sät③❡ ❛✉s✜♥❞✐❣ ♠❛❝❤❡♥✱ ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ❞✐❡
❊♥❡r❣✐❡♣r♦❞✉❦t✐♦♥ ❤ätt❡ ③✉s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ♥♦❝❤ s❝❤✐❡♥ ❡✐♥❡ ♠❡ss❜❛r❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r
▼❛ss❡ ❛✉❢③✉tr❡t❡♥✳ ❉❛s P♦st✉❧❛t ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ✇❛r ❞❛♠✐t ✐♥ ❋r❛❣❡ ❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡s❡s
Pr♦❜❧❡♠ s♦❧❧t❡ s✐❝❤ s♣ät❡r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐♠ β✲❩❡r❢❛❧❧ ✇✐❡❞❡r st❡❧❧❡♥✱ ❜✐s ❡s ❞✉r❝❤
❞✐❡ ◆❡✉tr✐♥♦✲❍②♣♦t❤❡s❡ ✈♦♥ ❲♦❧❢❣❛♥❣ P❛✉❧✐ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳

❇❡✐ ❞❡r s❝❤❡✐♥❜❛r❡♥ ▼❛ss❡♥③✉♥❛❤♠❡ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♥s ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t s♣r✐❝❤t ▲❡✲
♥✐♥ ❞✐❡ ✶✾✵✶✲✶✾✵✺ ✈♦♥ ❲❛❧t❡r ❑❛✉❢♠❛♥♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❛♥✳ ❍❡✉t❡ ✇❡✐ÿ

✶✵✵



❚❛❜❡❧❧❡ ✹✿ ❉❛s ❆①✐♦♠❡♥s②st❡♠ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦
❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❉②♥❛♠✐❦

Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡r ❩❡✐t ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣
Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ✉♥❞ ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠s ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣
❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣ ▼❛ss❡♥✐♥✈❛r✐❛♥③

♠❛♥✱ ❞❛ss ❡s ❞✐❡s❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ✒r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ▼❛ss❡♥③✉♥❛❤♠❡✏ ♥✐❝❤t ❣✐❜t✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡ ✐st
✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❤❛t ❛❧s♦ ❜❡✐ ❥❡❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt✳

❆♥❞❡rs ❛❧s ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❣✐❧t ❞❡r ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❤❡✉t❡ ❛❜❡r t❛tsä❝❤✲
❧✐❝❤ ❛❧s ✇✐❞❡r❧❡❣t✳ ❉✐❡ ✈♦♥ ▲❡♥✐♥ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡ ❞❡r P❤②s✐❦ ✉♠ ❞✐❡ ❏❛❤r❤✉♥✲
❞❡rt✇❡♥❞❡ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦♥ ▲✉❞✇✐❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ s❡✐♥❡r ❆✉s❡✐♥❛♥✲
❞❡rs❡t③✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❑❛♥t✐❛♥✐s♠✉s ✉♥❞ ❞❡r P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡rs ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ❬✽❪✿
✒❊❜❡♥s♦ ❢♦❧❣❡rt ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡r ❛✉s ❞❡♠ ❙❛t③ ✈♦♠ ③✉r❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ●r✉♥❞❡✱ ❞❛ss ❞❛s ●❡s❡t③
❞❡r ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦❧❛r ✇är❡✳ ●❡r❛❞❡ ü❜❡r ❞✐❡s❡s ●❡s❡t③ ❤❛t ▲❛♥❞♦❧❞t ❱❡rs✉❝❤❡
❛♥❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡s ❛♥❢❛♥❣s ③✉ ✇✐❞❡r❧❡❣❡♥ s❝❤✐❡♥❡♥✳ ❍❡✉t❡ s❝❤❡✐♥t ❡s ❢r❡✐❧✐❝❤ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❡r✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✐❡s❡♠ ●❡s❡t③ ♥✐❝❤ts ✇❡r❞❡♥ ❛♥❤❛❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❧❧❡✐♥ ❡s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ♥✐❝❤t
✉♠ ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡✱ ✈✐❡❧♠❡❤r ❜❧♦ÿ ❞❛r✉♠✱ ♦❜ ü❜❡r❤❛✉♣t ❱❡rs✉❝❤❡ ❞✐❡ ▼❛❝❤t
❤ätt❡♥✱ ❞❛s ●❡s❡t③ ③✉ ✇✐❞❡r❧❡❣❡♥ ♦❞❡r ♦❜ ❞✐❡ ▲♦❣✐❦ ❞❡♠ ❩❡✐❣❡r ❞❡r ❲❛❛❣❡ ▲❛♥❞♦❧❞ts s❡✐✲
♥❡♥ ❲❡❣ ✈♦rs❝❤r❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❩✉♠ ③✇❡✐t❡♥ s✐♥❞ ❩✇❡✐❢❡❧ ❛♥ ❞❡r ❘✐❝❤t✐❣❦❡✐t ❞✐❡s❡s ●❡s❡t③❡s
❣❡❧❡❣❡♥t❧✐❝❤ ❜❡✐♠ ❘❛❞✐✉♠ ❛✉❢❣❡t❛✉❝❤t✳ ■❝❤ ❜✐♥ ü❜❡r③❡✉❣t✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ❞❛s
●❡s❡t③ ❜❡stät✐❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆❜❡r ❡s ✐st ❞❛s ❡✐♥ ❇❡✇❡✐s✱ ❞❛ss ❡s ❦❡✐♥ ❛♣r✐♦r✐s❝❤❡s ●❡s❡t③ ✐st✳
❲❡♥♥ ❡s ♥✐❝❤t ❣❡❧t❡♥ ✇ür❞❡✱ ❦ö♥♥t❡♥ ✇✐r ✈♦♠ ❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t❡ ♥✐❝❤ts ❡♥t❣❡❣♥❡♥✳✏

❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❤❛t ❞✐❡ ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ü❜❡r❧❡❜t✱
❞✐❡ ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♥✐❝❤t✳ ❯♥s❡r ❤❡✉t✐❣❡s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❧ässt s✐❝❤ ♣rä❣♥❛♥t s♦
③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥✿

❼ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

❼ ❉✐❡ ▼❛ss❡ ✐st ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❡r❤❛❧t❡♥✳

▼✐t ❞❡♥ ❞r❡✐ ❆①✐♦♠❡♥ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞r❡✐ ❆①✐♦♠❡♥ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ✐st ❞❛s ❆①✐♦✲
♠❡♥s②st❡♠ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✭❚❛❜✳ ✹✮✳ ❉✐❡ t✐❡❢❡r❡ ❯rs❛❝❤❡ ❢ür ❞✐❡
❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡rs❡✐ts s♦✇✐❡ ❞❡♠ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❞❡♠ ■♠✲
♣✉❧s ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❧✐❡❣t ❛✉s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●röÿ❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥
➘q✉✐✈❛❧❡♥③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜③✇✳ ❙②♠♠❡tr✐❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✳

✶✵✶



✶✷✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♥

❩✉r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❋♦r♠❡♥
❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❜③✇✳ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✐tr❛❣❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡
❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❉❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❦♦♠♠t ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ❙❝❤❧üss❡❧r♦❧❧❡ ③✉✱ ✇❡✐❧ s✐❡ s✐❝❤
❧❡✐❝❤t ❞✉r❝❤ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts♠❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❧ässt✳ ❱♦♥ ✐❤r ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♠✐t ✐❤r❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✲
❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡rs❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ ❉✐❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❱♦r❣❛♥❣s✇❡✐s❡ ✇✐r❞ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r
❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

✶✷✳✶✳ ❑✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

❆❧s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❢r❡✐❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥s ❞❡r ▼❛ss❡ m ♠✐t ■♠♣✉❧s p ❜③✇✳ ●❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ s❡✐♥❡r ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ E ✉♥❞ s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥
❊♥❡r❣✐❡ U ✿

Ekin = E − U ✭✶✷✳✶✮

❆❧s ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡♥t✇❡❞❡r ❞❡♥ ■♠♣✉❧s ♦❞❡r ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ✇ä❤❧❡♥✿

Ekin(p) =
√

m2c4 + c2p2 −mc2 ✭✶✷✳✷✮

Ekin(v) = [γ(v)− 1]mc2 . ✭✶✷✳✸✮

❲❡♥♥ ❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ r✉❤t✱ s✐♥❞ v = 0✱ p = 0 ✉♥❞ Ekin = 0✳ ❉✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s
❚❡✐❧❝❤❡♥s ❦❛♥♥ ♠❛♥ st❡ts ❛✉s ●❧✳ ✶✷✳✸ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s❡✐♥❡ ▼❛ss❡ m ✉♥❞ s❡✐♥❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❡r♠✐tt❡❧t ❤❛t✳

❆❧s ❡✐♥❢❛❝❤❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ s♦❧❧ ♥✉♥ ❡✐♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛s ♥✉r ❛✉s ③✇❡✐
❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡st❡❤t✳ ❩✉r ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ EG = Ekin,G+UG trä❣t ❞✐❡ ä✉ÿ❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡
❜❡✐✱ ❞✐❡ st❡ts ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin,G ✐st✳ ❉✐❡s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✇❡❣tr❛♥s❢♦r✲
♠✐❡r❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ s✐❝❤ ✐♥s ❘✉❤❡s②st❡♠ ✈♦♥ ● ❜❡❣✐❜t✳ ❉❛s ✐st ✐♠♠❡r ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❏❡❞♦❝❤
✐st ❡s ✐✳❆✳ ✉♥♠ö❣❧✐❝❤✱ ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ s✐♠✉❧t❛♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✳ ■♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ✈♦♥ ● ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s
●❡s❛♠ts②st❡♠s ♥✉r ❛✉s s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

UG = mGc
2 = EA + EB = Ekin,A + UA + Ekin,B + UB , ✭✶✷✳✹✮

❞✐❡ s✐❝❤ s❡✐♥❡rs❡✐ts ❛✉s ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ UA = mAc
2 ✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ s❡✐♥❡r ❦✐♥❡✲

t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

Ekin,A = EA − UA =
√

m2
Ac

4 + c2p2A −mAc
2 ✭✶✷✳✺✮

③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t s♦✇✐❡ ❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐trä❣❡♥ ❢ür ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❇✳ ■♥ ❥❡❞❡♠
❛♥❞❡r❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❤❛t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❢ü♥❢ ❇❡✐trä❣❡

EG = Ekin,G + Ekin,A + UA + Ekin,B + UB ,

✇❡✐❧ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin,G ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❤✐♥③✉❦♦♠♠t✳

✶✵✷



❼ ◆✉r ❞✐❡ ✐♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❞❡r ❚❡✐❧✲
❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ③ä❤❧❡♥ ③✉ s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳

❼ ◆✉r ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❘✉❤❡s②st❡♠s s✐♥❞
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s✳

■♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ✈♦♥ G ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✲ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❞❛❤❡r

Ekin,A + Ekin,B = (mG −mA −mB)c
2 ✭✶✷✳✻✮

pA + pB = 0 ✭✶✷✳✼✮

❉✐❡ ❱♦rt❡✐❧❡ ❞❡s ❘✉❤❡s②st❡♠s ❛❧s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❢ür ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ s✐♥❞ ♦✛❡♥✲
s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥ ♠✉ss s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ✒✉♥♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥✏ ä✉ÿ❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin,G

❤❡r✉♠s❝❤❧❛❣❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✐♠ ▲❛❜♦r ❞✉r❝❤❢ü❤rt✱ ✐st ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠
③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✉♥❜❡❦❛♥♥t ♦❞❡r ❢ür ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✉♥✲
③✇❡❝❦♠äÿ✐❣✳ ❉❛❤❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉♥ä❝❤st r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥
■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❉❛s ✈♦♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r ❣❡✇ä❤❧t❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❛❧s ❞❛s ▲❛❜♦rs②st❡♠✳ ◆❛❝❤ ❆❜s❝❤❧✉ss ❞❡r ❉❛t❡♥❛✉❢♥❛❤♠❡ r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉❛✲
t❡♥ ③✇❡❝❦s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ❆♥❛❧②s❡ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ✉♠✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ❡r❢♦❧❣❡♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s
✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▲❛❜♦rs②st❡♠s ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥❛❧②s❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❘✉❤❡s②st❡♠s✳

✶✷✳✷✳ ❙t♦ÿ♣r♦③❡ss❡

❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❙t♦ÿ s♣r✐❝❤t✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ♠❛♥ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s✲
♣r♦③❡ss ✈♦r ❆✉❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❢r❡✐
s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ❞❡r ❙t♦ÿ s❡❧❜st✱ s♣✐❡❧t s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡❣r❡♥③t❡♥
rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❛❜✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ✒❙t♦ÿ✏ ❞❛r❢ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡♥ ❜③✇✳ ■♠♣✉❧s❡ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❡✐♥❢❛❝❤ ❛❞❞✐❡r❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡
❜③✇✳ ❞❡♥ ■♠♣✉❧s ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ● ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉❡r ❙t♦ÿ s❡❧❜st ✐st ❡✐♥❡ ❦✉r③③❡✐t✐❣❡
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❞✉r❝❤ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s✲❊♥❡r❣✐❡♥ ✉♥❞ ✲■♠♣✉❧s❡ ✐♥ ❞✐❡ ❊♥❞✲❊♥❡r❣✐❡♥
✉♥❞ ✲■♠♣✉❧s❡ ü❜❡r❣❡❤❡♥✳ ❉❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✐♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❧❛✉t❡t

EA + EB = ẼA + ẼB ✭✶✷✳✽✮

pA + pB = 0 = p̃A + p̃B ✭✶✷✳✾✮

●❧✳ ✶✷✳✽ ❧ässt s✐❝❤ ♥♦❝❤ ♥❛❝❤ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ✐♥♥❡r❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✇❡✐t❡r ❛✉❢s❝❤❧üss❡❧♥✿

Ekin,A +mAc
2 + Ekin,B +mBc

2 = Ẽkin,A + m̃Ac
2 + Ẽkin,B + m̃Bc

2 . ✭✶✷✳✶✵✮

✶✷✳✷✳✶✳ ❊❧❛st✐s❝❤❡r ❙t♦ÿ

❲❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜❡♥✱ ❛❧s♦ m̃A = mA ✉♥❞ m̃B = mB✱
❞❛♥♥ ❧✐❡❣t ❡✐♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡r ❙t♦ÿ ✈♦r✳ ●❧✳ ✶✷✳✶✵ r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❛✉❢ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥

✶✵✸



❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥✿

Ekin,A + Ekin,B = Ẽkin,A + Ẽkin,B ✭✶✷✳✶✶✮

pA + pB = 0 = p̃A + p̃B ✭✶✷✳✶✷✮

❇❡✐♠ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙t♦ÿ s✐♥❞ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r
■♠♣✉❧s❡ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❣❧❡✐❝❤✳ ❉❛ ❞❡r ■♠♣✉❧s ✐♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

Ekin =
√

m2c4 + c2p2 −mc2,

q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ❡✐♥❣❡❤t✱ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ❢ür ❞❡♥ ❙♦♥❞❡r❢❛❧❧ ❣❧❡✐❝❤❡r ▼❛ss❡♥ mA = mB✱ ❞❛ss
●❧✳ ✶✷✳✶✶ ✉♥❞ ●❧✳ ✶✷✳✶✷ ❞✉r❝❤ pA = −pB ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡ ✈♦r ❞❡♠
❙t♦ÿ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❡①❛❦t ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ✱ ❛❜❡r ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❡r✐❝❤t❡t s✐♥❞✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ
❤❛❜❡♥ s✐❡ ♠✐t p̃A = −pA ❜③✇✳ p̃B = −pB ❥❡✇❡✐❧s ❣❡r❛❞❡ ❞❛s ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥
✇✐❡ ✈♦r ❞❡♠ ❙t♦ÿ✳ ▼❛❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▲❛❜♦rs②st❡♠ S′✱ ✇♦ ❞❡r ■♠♣✉❧s
p′G ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ♥✐❝❤t ♥✉❧❧ ✐st✱ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
✭●❧✳ ✶✷✳✶✶✮ ♥✐❝❤ts✱ ❛❜❡r ❛♥st❛tt ●❧✳ ✶✷✳✶✶ ❤❛t ♠❛♥ ♥✉♥✿

p′A + p′B = p′G = p̃′A + p̃′B . ✭✶✷✳✶✸✮

✶✷✳✷✳✷✳ ■♥❡❧❛st✐s❝❤❡r ❙t♦ÿ

❊s ❦❛♥♥ s❡✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❡✐♥❡ ✐♥♥❡r❡ ❙tr✉❦t✉r ❜❡s✐t③❡♥ ✉♥❞ s❡❧❜st ✇✐❡❞❡r
❙②st❡♠❡ ✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ s✐♥❞✳ ◆❡❜❡♥ ✐❤r❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❛✉❝❤ ✐❤r❡
✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ UA = mAc

2 ❜③✇✳ UB = mBc
2 ✉♥❞ s♦♠✐t ✐❤r❡ ▼❛ss❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t♦ÿ

ä♥❞❡r♥✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥
❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❧❛✉t❡t ✇❡❣❡♥ ●❧✳ ✶✷✳✶✵ ♥✉♥✿

∆mc2 = (mA +mB − m̃A − m̃B)c
2 = ✭✶✷✳✶✹✮

= −
[

Ekin,A + Ekin,B − Ẽkin,A − Ẽkin,B

]

= −∆Ekin ✭✶✷✳✶✺✮

❉❡♠ ❤✐❡r ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ∆m = mA + mB − m̃A − m̃B ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

∆UAB = UA + UB − ŨA − ŨB = ∆mc2 .

❉❡r ●r❡♥③❢❛❧❧ ∆UAB = 0 ✐st ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙t♦ÿ✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ∆UAB ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥
❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ s❡❤r ❦❧❡✐♥ ❛✉s❢ä❧❧t✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙t♦ÿ
❛✉❝❤ ❛❧s q✉❛s✐✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙t♦ÿ✳ ❉✐❡s❡r ❇❡❣r✐✛ ✐st P❤②s✐❦❡r✲❙❧❛♥❣ ✉♥❞ ♥✐❝❤t s❡❤r
s❝❤❛r❢ ❞❡✜♥✐❡rt✳

■st ∆UAB < 0 ✱ s♦ ♥❡❤♠❡♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛❜ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❦✐♥❡t✐✲
s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ③✉✳ ❉❛s st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❡①♦t❤❡r♠❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❞❛r✳ ❉❡r ❋❛❧❧ ∆UAB > 0 ✐st
❡✐♥❡ ❡♥❞♦t❤❡r♠❡ ❘❡❛❦t✐♦♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt
✇✐r❞✳

✶✵✹



❉❡r ❡♥❞♦t❤❡r♠❡ ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙t♦ÿ ✐st ③✳❇✳ ❢ür ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥♣❤②s✐❦ ✇✐❝❤t✐❣✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥
♥❡✉❡ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥ ♣r♦❞✉③✐❡r❡♥ ✇✐❧❧✱ ❞❛♥♥ s❝❤✐❡ÿt ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❥❡❦t✐❧ ❆ ❛✉❢ ❡✐♥
❚❛r❣❡tt❡✐❧❝❤❡♥ ❇✳ ❉❛❜❡✐ st❡❤❡♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✐♥❤❛❧t ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✐❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s✲
t❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ Pr♦❥❡❦t✐❧ ✉♥❞ ❚❛r❣❡tt❡✐❧❝❤❡♥ ✐♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ✭❞❡s
✈♦♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❣❡❜✐❧❞❡t❡ ●❡s❛♠ts②st❡♠s ●✮ ❢ür ❞✐❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥ ♥❡✉❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü✲
❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡♥ ❞❡r ♥❡✉❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❍♦❝❤❡♥❡r❣✐❡♣❤②s✐❦
s✐❣♥✐✜❦❛♥t ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣st❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞❡r ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ❦❛♥♥
❞❛❜❡✐ ❡♥♦r♠ ❣r♦ÿ ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❉❛s ✐st ❛✉❝❤ ❞❡r ●r✉♥❞✱ ✇❛r✉♠ ♠❛♥ s✐❡ ❛❧s ♥❡✉❡✱ ✈♦♥ ❞❡♥
❛❧t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛♥s✐❡❤t✳ ❆❜❡r ✇❡♥♥ ❞❡r ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t s❡❤r ❦❧❡✐♥ ❣❡✲
❣❡♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐st✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇❡♥♥ ❡r ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t
♥✐❝❤t ♥❛❝❤✇❡✐s❜❛r ✐st✱ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ❛❧s ❞✐❡ ❛❧t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱
❞✐❡ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ❛♥❣❡r❡❣t ❤❛t✳ ❉✐❡ ❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r❜❡✐ ❛❧s
❞✐❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ✇✐❡ ③✉✈♦r ❛✉❢❣❡❢❛sst✱ ❞❡r❡♥ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ s✐❝❤ ❣❡ä♥❞❡rt ❤❛t✳
❉✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐❡s❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❛❧s ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥✳ ❇❡✐❞❡s✱ ❞✐❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥ ❡✐♥❡s ♥❡✉❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥s ♦❞❡r ❞✐❡
❆♥r❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❛❧t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥s✱ s✐♥❞ ③✉❧äss✐❣❡ ❙✐❝❤t✇❡✐s❡♥ ❢ür ❡♥❞♦t❤❡r♠❡ ❱♦r❣ä♥❣❡✳

✶✷✳✷✳✸✳ ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s

❊✐♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ③❡r❢❛❧❧❡ ❣❡♠äÿ ❞❡r ❩❡r❢❛❧❧sr❡❛❦t✐♦♥ ● → ❆✰❇ ✐♥ ③✇❡✐ ❚❡✐❧❝❤❡♥✳ ■♠
❘✉❤❡s②st❡♠ ✈♦♥ ● ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✉r ❛✉s s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧❛✉t❡♥✿

UG = mGc
2 = ẼA + ẼB

0 = p̃A + p̃B

❉✐❡ ❡rst❡ ❩❡✐❧❡ ✐st ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✿

UG = ŨA + Ẽkin,A + ŨB + Ẽkin,B ✭✶✷✳✶✻✮

❜③✇✳
∆U = ∆mc2 = Ekin,A + Ekin,B ✭✶✷✳✶✼✮

❍✐❡r ✐st ∆U = UG − (ŨA + ŨB) ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠
Pr♦③❡ss✳ ■❤r ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥ ∆m❂♠G − (m̃A + m̃B)✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ▼❛ss❡
❜❧❡✐❜t ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❩❡r❢❛❧❧sr❡❛❦t✐♦♥ ✐✳❆✳ ♥✐❝❤t ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▼❛ss❡♥ ❞❡r ❘❡❛❦t✐✲
♦♥s♣r♦❞✉❦t❡ ✐st ✐✳❆✳ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ❆✉s❣❛♥❣sst♦✛s ●✳ ❉✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❩❡r❢❛❧❧ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❇r✉❝❤stü❝❦❡ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥
● ❜❡③❛❤❧t✱ ❞✳❤✳ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❚❡✐❧ s❡✐♥❡r ▼❛ss❡ ✭●❧✳ ✶✷✳✶✼✮✳ ❊❣❛❧ ♦❜ ✐♥ ❞❡r ❈❤❡♠✐❡ ❜❡✐♠ ❡①♦✲
t❤❡r♠❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ▼♦❧❡❦ü❧s ♦❞❡r ✐♥ ❞❡r ❆t♦♠♣❤②s✐❦ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❛t♦♠❛r❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣
♦❞❡r ✐♥ ❞❡r ❑❡r♥♣❤②s✐❦ ❜❡✐ ❞❡r ❑❡r♥s♣❛❧t✉♥❣✱ st❡ts tr✐tt ❡✐♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ∆m ❛✉❢✱ s♦
❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❇r✉❝❤stü❝❦❡ ❣❧❡✐❝❤ ∆mc2 ✐st✱ ❞✳❤✳ ❣❧❡✐❝❤
❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❇r✉❝❤stü❝❦❡ ✐st✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠t✲
s②st❡♠s✱ ❞✐❡ ❥❛ ❛✉s ❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❇r✉❝❤stü❝❦❡
❜❡st❡❤t✱ ❜❧❡✐❜t s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✳

✶✵✺



❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❊✐♥ ❑ör♣❡r ● ③❡r❢❛❧❧❡ ✐♥ ③✇❡✐ ❚❡✐❧❡ ❆ ✉♥❞ ❇✳ ■♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❞❡s ❑ör♣❡rs ❤❛❜❡
❞❡r ❡rst❡ ❚❡✐❧ ❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ 200 J❤❛t ✉♥❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ 1.6 kJ✳ ❲✐❡ ❣r♦ÿ ✐st ❞❡r ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t❄ ❊s ✐st ∆mc2 = 1.8 kJ ✉♥❞ ♠✐t
c2 ≈ 9 · 1016m2/s2 ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ∆m ≈ 2 · 10−14 kg ❜❡trä❣t✳

✶✷✳✸✳ ❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢ä❧❧❡

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ③✇❡✐ ✇✐❝❤t✐❣❡ ●r❡♥③❢ä❧❧❡ ❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡✲
❣❡♥ü❜❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ s❡❤r ❣r♦ÿ❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥
❞❡♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧✳ ❊r ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐❦✱ ❞✐❡
❆str♦♣❤②s✐❦ ♦❞❡r ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥♣❤②s✐❦ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❉❡r ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ●r❡♥③❢❛❧❧
❜③✇✳ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥
✉♥❞ ❤❛t s✐❝❤ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❆❧❧t❛❣s♣❤②s✐❦ ❜❡✇ä❤rt✳

✶✷✳✸✳✶✳ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ●r❡♥③❢❛❧❧

❉✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✐♥ ❞✐❡ ●röÿ❡♥✲
♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ c ❦♦♠♠t✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥

v ≈ c . ✭✶✷✳✶✽✮

❆❧s ❑♦♥s❡q✉❡♥③ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U = mc2 ✐♥ ●❧✳ ✶✶✳✷✷ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳
❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❇❡tr❛❣ ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r

E ≈ c |p| . ✭✶✷✳✶✾✮

❉❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür P❤♦t♦♥❡♥ ✇✐❝❤t✐❣✳

✶✷✳✸✳✷✳ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡r ●r❡♥③❢❛❧❧

❉✐❡ ❆❧❧t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣ s♣✐❡❧t s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡r❡✐❝❤ ❛❜✱ ❞❡r ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡
❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ ✐st✿

|v| ≪ c ✭✶✷✳✷✵✮

❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❣❡r❛❞❡ ü❜❡r ❤♦❝❤♣rä③✐s❡ ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥t❡ ✈❡r❢ü❣t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥♥ ❦❡✐♥❡
❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡s ❣✐❧t❢

t′ ≈ t ✭✶✷✳✷✶✮

✉♥❞ ❞❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧ä✉❢t ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛✲
❝❤❡ ❆❞❞✐t✐♦♥ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❤✐♥❛✉s✿

u ≈ v + u′ . ✭✶✷✳✷✷✮

✶✵✻



■♥ ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❣✐❧t ❢ür ❞❡♥ ■♠♣✉❧ss

p ≈ mv ✭✶✷✳✷✸✮

✉♥❞ ✇❡❣❡♥ [γ − 1] c2 ≈ v2/2 ❢♦❧❣t ❛✉s ●❧✳ ✶✷✳✸ ❢ür ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡
✭s✳ ✶✳✹✮

Ekin ≈ 1

2
mv2 =

p2

2m
✭✶✷✳✷✹✮

❜③✇✳ ❢ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡

E ≈ 1

2
mv2 + U . ✭✶✷✳✷✺✮

❇❡✐ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✇✐r❞ ❞❡r ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✏ ✐♥ ♥✐❝❤tr❡❧❛✲
t✐✈✐st✐s❝❤❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❜❡❢♦❧❣t✳ ❲❡♥♥ ❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ mA ❜③✇✳ mB ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ③✇❡✐❡r
❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ✈♦r ❡✐♥❡♠ ❙t♦ÿ s✐♥❞ ✉♥❞ m̃A ❜③✇✳ m̃B ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ✱ s♦
❣✐❧t

mA +mB ≈ m̃A + m̃B . ✭✶✷✳✷✻✮

❆❧❧❡ ◆ä❤❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ s✐♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❆❧❧t❛❣s♣❤②s✐❦ ❢❛♥t❛st✐s❝❤ ❣❡♥❛✉✱
s♦ ❞❛ss ♠❛♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ♦❤♥❡ s❝❤❧❡❝❤t❡s ●❡✇✐ss❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ●❧♥✳
✶✷✳✷✶✲✶✷✳✷✻ ❞❛s ❯♥❣❡❢ä❤r③❡✐❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ❡rs❡t③❡♥ ❞❛r❢✳ ■♥ ❞❡♥ ♥✉♥
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✇❡r❞❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦✱ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♣❤②s✐❦ ✉♥❞ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ♠❡✐st ✐♥
❞✐❡s❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ ♣räs❡♥t✐❡rt✳

✶✷✳✹✳ P♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ä♥❞❡rt✱ ✇❡✐❧ ❡s ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣✐❜t✱
❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ✐♠ Pr✐♥③✐♣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❝❤❛r❛❦t❡r✐✲
s✐❡r❡♥✳ ■♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ▲✐♠❡s ❜❧❡✐❜t ❞❛s ❛❜❡r ❡✐♥ ❢r♦♠♠❡r ❲✉♥s❝❤✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥ä♥✲
❞❡r✉♥❣ s♦ ❦❧❡✐♥ ✐st✱ ❞❛ss s✐❡ ♠✐t ❣❡❧ä✉✜❣❡♥ ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡♥ ♥✐❝❤t
③✉❣ä♥❣❧✐❝❤ ✐st✳

❯♠ ❞✐❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡s ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦ts ❜❡✐ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛❜③✉✲
s❝❤ät③❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ③✇❡✐ ❲❛❣❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ♠✐t ❡✐♥❡r ▼❛ss❡ ✈♦♥ m ≈ 0.1 kg
❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡s♣❛♥♥t❡♥ ❋❡❞❡r ❛❜st♦ÿ❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❧♦s❧ässt✱ s♦
✒③❡r❢ä❧❧t✏ ❞✐❡s❡s ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡ ❙②st❡♠ ● ✐♥ s❡✐♥❡ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❡ ❆ ✉♥❞ ❇✱ ❞✐❡ ♠✐t ③✉✲
♥❡❤♠❡♥❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r str❡❜❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞
s✐❝❤ ❞✐❡ ❋❡❞❡r ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❡♥ts♣❛♥♥t✳ ❆♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s ✇❡r✲
❞❡ ✈♦♥ ❥❡❞❡♠ ❲❛❣❡♥ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣ 1m/s ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲❛❣❡♥ st❛♠♠t ❛✉s ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ●✳
❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✶✷✳✶✼ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ Ekin,A+Ekin,B = 0.1 J
❡✐♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥ ∆m = 0.1J/9× 1016m2s−2 ≈ 1× 10−15g. ❆✉❝❤
♠✐t ❞❡♥ ❜❡st❡♥ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡♥ ✐st ❡s ✉♥♠ö❣❧✐❝❤✱ ❡✐♥❡ s♦ ✇✐♥③✐❣ ❦❧❡✐♥❡ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❛♥
❡✐♥❡♠ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t ♥❛❝❤③✉✇❡✐s❡♥✱ ❞❛s ❡✐♥❡ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r 1017 ❣röÿ❡r❡ ▼❛s✲
s❡ ❤❛t✳ ❉❡r ❡r♥ü❝❤t❡r♥❞❡ ❙❝❤❧✉ss ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ③✇❛r ✐♠ Pr✐♥③✐♣

✶✵✼



❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❤❛t✱ ❛❜❡r ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❡s ✇❡❞❡r ♠❡ss❡♥ ♥♦❝❤ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱
✉♥❞ ❞❛s ✐st ♥✉♥ ❡✐♥♠❛❧ ♥✐❝❤t s❡❤r ♣r❛❦t✐s❝❤✳

❇❡♦❜❛❝❤t❜❛r ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉❣ä♥❣❧✐❝❤✱ ✐st ❛❜❡r ❞✐❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❋❡❞❡r ✉♥❞ s❝❤♦♥ ♠✐t
✇❡♥✐❣❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❞❡r ❢r❡✐❣❡✲
s❡t③t❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❣✐❜t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❛❤❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ●❡❞❛♥❦❡♥ ❦♦♠♠❡♥✱ ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ❞❡r
❋❡❞❡r ❛❧s ❡✐♥ ▼❛ÿ ❞❡r ✐♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ● ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱
❞✐❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ü❜❡r❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ■❞❡❡ ❧ässt s✐❝❤ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐✲
♥❡r♥✿ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠
ä♥❞❡rt✱ ❞❛♥♥ tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❛♥❛❝❤✱ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡ ●röÿ❡ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❞✐❡
♠❛♥ ❛❧s ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡s ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥
❦❛♥♥✳ ❖❢t ❡✐❣♥❡♥ s✐❝❤ P♦s✐t✐♦♥s✲ ♦❞❡r ▲❛❣❡❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ● ♦❞❡r s❡✐♥❡r ❚❡✐❧❡✳
❏❡❞❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡ ●röÿ❡ q✱ ❞✐❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡✐trä❣❡♥ ③✉r ✐♥♥❡r❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ❣❡❡✐❣♥❡t ✐st✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❡r ✐❤r ③✉✲
❣❡♦r❞♥❡t❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ✇✐r❞ ❛❧s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ Epot(q) ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ Epot(q) ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱
❞❡r ❞✉r❝❤ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ●röÿ❡ q ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ●röÿ❡ q st❡❧❧t ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣s ❞❛r✳ P♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ st❡❧❧❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
❞❛r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠s❡t③❡♥ ✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❧❛ss❡♥✳

❉❛s ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st r❡❝❤t ❛❜str❛❦t✳ ■♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐t✲
t❡♥ s♦❧❧ ❡s ❞❛❤❡r ❛♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥✐❣❡ ❱♦r❜❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ s♦❧❧❡♥
❞✐❡ ●r❡♥③❡♥ ✉♥❞ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡s ❑♦♥③❡♣ts ❦✉r③ ❡r❧ä✉t❡r♥✿

✶✳ ❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❦❛♥♥ ✈♦♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ■st ❞✐❡
❩✉♦r❞♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r ❡✐♥✲
❞❡✉t✐❣✱ s♦ str❡❜t ♠❛♥ ❛♥✱ ❡✐♥❡♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❙❛t③ ❛♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡✲
r❡♥✱ ❞❡r ❞✐❡ ❊✐♥❞❡✉t✐❣❦❡✐t ❤❡rst❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥
st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛✲
❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❞❛r✳

✷✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✇ä❤❧❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
❡✐♥❞❡✉t✐❣ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✳ ❉❛s ❡rö✛♥❡t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ s✐❝❤ ❢ür s♦❧❝❤❡
③✉ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥✳

✸✳ ❉❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ♠❡✐st
♥✐❝❤t ✈♦♥ ✈♦r♥❤❡r❡✐♥ ❜❡❦❛♥♥t✳ ▼❛♥ ♠✉ss ✐❤♥ ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥✲
❣❡♥ ❤❡r❛✉s✜♥❞❡♥✳

✹✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ q ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ✐❤r❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ q̇ ❜❡tr❛❝❤t❡t
✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❊♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ s✐♥❞ ✐✳❆✳ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥♣❛❛rs (q, q̇)✳

✺✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ss ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ❞✐❡ s♦ ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❛❧❧❡
❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❡✐♥❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❡r❢❛ss❡♥✳ ❊✐♥ ❑♦♥t✐♥✉✲
✉♠ ❤ätt❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✉♥❞ s❡❧❜st ❞❛s ❛t♦♠✐st✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡s

✶✵✽



♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❤❛t ❡✐♥❡ ✉♥❣❡❤❡✉❡r ❣r♦ÿ❡ ❩❛❤❧ ✈♦♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥✱ ❞✐❡
s♦ ❣r♦ÿ ❣r♦ÿ ✐st✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❩❛❤❧ ❞❡r ❛t♦♠✐st✐s❝❤❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥✲
♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ 1023 ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥ ❧✐❡❣❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥❡ ❩❛❤❧ ❤✐❡r ③✉ ♥❡♥♥❡♥✳ ❉✐❡s❡
❛❧❧❡ ❡r❢❛ss❡♥ ③✉ ✇♦❧❧❡♥✱ ✇är❡ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧✳ ▼❛♥ ❜❡s❝❤rä♥❦t s✐❝❤ ❞❛r❛✉❢✱ ❞✐❡
❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❍❛✉♣t❜❡✐trä❣❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ✇❡♥✐❣❡ ❜❡q✉❡♠ ③✉ ♠❡ss❡♥❞❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❡r❡♥ ❆♥③❛❤❧ f ✐st ✉♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ✶ ✉♥❞ ✶✵✵ ❧✐❡❣t✱
❞❛♥♥ ❤❛t ♠❛♥ 1023 − f ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ♥✐❝❤t ❡r❢❛sst✱ ❛❧s♦ ❢❛st ❛❧❧❡✳ ▼❛♥ ❣❡❤t ♦♣✲
t✐♠✐st✐s❝❤ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞❛s tr♦t③❞❡♠ ❣❡♥ü❣t✱ ✉♠ ③✉♠✐♥❞❡st ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ ③✉ ❣❡✇✐♥♥❡♥✳

P♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐✳❆✳ ❞✉r❝❤ r❡✐♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥✳ Ü❜❡r
❞❡♥ ❢✉♥❦t✐♦♥❛❧❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ Epot(q) = f(q) ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞
❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✇❡✐ÿ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❣❛r ♥✐❝❤ts✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉s
❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ♥✐❝❤t ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥❡♥ ❚✐♣♣ ❜❡❦♦♠♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ✈♦♥ ✇❡❧❝❤❡r ❆rt ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(q)
✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ s♦❧❧✱ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ s✐❡ ♠❡✐st ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
P♦t❡♥③r❡✐❤❡

f(q) = a0 + a1q + a2q
2 + . . .+ anq

n ✭✶✷✳✷✼✮

♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ a1, . . . an✳ ❇❡❧✐❡❜t❡r ✐st ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❉❛t❡♥
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞♣♦t❡♥③r❡✐❤❡

f(q) = k0 +
1

1!
k1q +

1

2!
k2q

2 + · · ·+ 1

n!
knq

n ✭✶✷✳✷✽✮

♠✐t ❞❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ k1, . . . kn✳ ❉✐❡s❡ ❤ä♥❣❡♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥
❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ q = 0 ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❲❡✐s❡ ③✉s❛♠♠❡♥✿

k0 = f(0), k1 = f p(0), k2 = f q(0), · · · , kn = f (n)(0) ,

✇♦❜❡✐ ❤✐❡r f (n)(0) ❞✐❡ n✲t❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❜❡✐ ❞❡r ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ q = 0
❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳

✶✷✳✹✳✶✳ ❉❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③

❲✐r st❛tt❡♥ ❞❛s ❊♥❞❡ ❡✐♥❡r ✇❛❛❣❡r❡❝❤t ❡✐♥❥✉st✐❡rt❡♥ ❇❛❤♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❋❡❞❡r ❛✉s✳ ❉✐❡s❡
❞rü❝❦t ♠❛♥ ✉♠ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ x ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡ ❇❛❤♥ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❲❛❣❡♥ ❣❡s❡t③t✱ ❞❡r
♠✐t ❞❡r ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞ ✭❆❜❜✳ ✸✻❛✮✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❋❡❞❡r ③✉s❛♠✲
♠❡♥❞rü❝❦t✱ ❡r❤ö❤t ♠❛♥ ✐❤r❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✐❡s❡r ❆♥t❡✐❧ ✐st ❞✐❡ ✐♥ ❋♦r♠ ❡✐♥❡s ❇❡✐tr❛❣s
③✉r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ Epot(x) ❞❡r ❋❡❞❡r✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤
❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r x ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ❞❡r ❋❡❞❡r ✐st ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡
❢ür ❞❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✳

❲✐r❞ ❞✐❡ ❋❡❞❡r ❧♦s❣❡❧❛ss❡♥✱ ❣✐❜t s✐❡ ❞✐❡s❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐❡❞❡r ❛❜✳ ❉❛s ③❡✐❣t s✐❝❤ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss s✐❝❤
❞❡r ❲❛❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ▲♦s❧❛ss❡♥ ❞❡r ❋❡❞❡r ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ s❡t③t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❢ür
❞✐❡ ❊♥❞❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❞❡s ❲❛❣❡♥s✱ ❞❛ss v ∝ x ✭❆❜❜✳ ✸✻❜✮✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss
s✐❝❤ ✭♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✮ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin =
1
2mv2 ❞❡s ❲❛❣❡♥s ✉♠s❡t③t✱ ❣✐❧t

Ekin(v) =
1

2
mv2 = Epot(x) ∝ x➨ .

✶✵✾



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✻✿ ❍♦♦❦❡s❝❤❡s ●❡s❡t③✿ ✭❛✮ ❊✐♥❡ ❋❡❞❡r ✇✐r❞ ✉♠ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ x ❛✉s❣❡❧❡♥❦t ✉♥❞
❧♦s❣❡❧❛ss❡♥✳ ❆✉❢ ❡✐♥❡♥ ❲❛❣❡♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♥ ❇❛❤♥ ❜❡✜♥✲
❞❡t✱ ✇✐r❞ ❊♥❡r❣✐❡ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳ ❉✐❡ ❞❡♠ ❲❛❣❡♥ ❡rt❡✐❧t❡ ❊♥❞❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
✇✐r❞ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ✭❜✮ ❚rä❣t ♠❛♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❣❡❣❡♥ ❋❡❞❡r❛✉s❧❡♥❦✉♥❣
❛✉❢✱ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ✭❞✉r❝❤ ❋❡❤❧❡r❜❛❧❦❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥✮ ▼❡s✲
s✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❞❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡
●❡s❡t③ ✭●❧✳ ✶✷✳✷✾✮✳

❆✉s ❞❡♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❇❡❢✉♥❞ ❢♦❧❣t ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞♣♦t❡♥③✲
r❡✐❤❡ ✭●❧✳ ✶✷✳✷✽✮ ❞❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③

Epot(x) =
1

2
kx2 . ✭✶✷✳✷✾✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❑♦♥st❛♥t❡♥ k✱ ❞❡r ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦✉♠ ❢ür ❞✐❡
❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❞❡r ❋❡❞❡r ✐st✳ ❉✐❡ ❊♥❞❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

v =
√

k/m x ✭✶✷✳✸✵✮

❞❡s ❲❛❣❡♥s ♥✐♠♠t ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ♠✐t ❞❡r ❙t❡✐✜❣❦❡✐t k ❞❡r ❋❡❞❡r ③✉ ✉♥❞ ♠✐t
s❡✐♥❡r ▼❛ss❡ m ❛❜✳

▼❛♥ s♦❧❧t❡ ✐♠♠❡r ✐♠ ❆✉❣❡ ❜❡❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❡rst❡♥s ❛✉❢ ❞❡r ♦♣t✐♠✐s✲
t✐s❝❤❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡ ❜❡r✉❤t✱ ❞❛ss ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✈♦♥
❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣ 1023 ❣❡♥ü❣t✱ ✉♠ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❛✉s ❲❛✲
❣❡♥ ✉♥❞ ❋❡❞❡r ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ③✉ ❡r❢❛ss❡♥ ✉♥❞
③✇❡✐t❡♥s✱ ❞❛ss ❞❛s ❙②st❡♠ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❛❧s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❙♦ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤ ❞✐❡s❡r ❇❡r✉❢s♦♣t✐♠✐s♠✉s ❞❡r P❤②s✐❦❡r ❛✉❝❤ s❡✐♥ ♠❛❣✱ ❞❡r ❊r❢♦❧❣ ❣✐❜t ✐❤♥❡♥
♠❡✐st ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ r❡❝❤t✳

❉❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③✱ ●❧✳ ✶✷✳✷✾✱ ✐st ❡✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t
❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x✱ ❞❛s ❛✉s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❤❡r❛✉s❣❡❧❡s❡♥
✇✉r❞❡✳ ❉❛ ♠❛❣ ♠❛♥ s✐❝❤ ❢r❛❣❡♥✱ ♦❜ ❡s ❞❛s ❡✐♥③✐❣ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ✐st✱
♠✐t ❞❡♠ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥t✇♦rt ✐st✿ ♥❡✐♥✦ ▼❛♥
❤ätt❡ ❞✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥ ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ❞✉r❝❤ ❞❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧

Epot(x) =
1

2
k2x

2 +
1

4!
k4x

4 ✭✶✷✳✸✶✮

✶✶✵



♠✐t ③✇❡✐ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ k2 ✉♥❞ k4 ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t s♦❣❛r ✈✐❡❧ ❜❡ss❡r✳ ❆❜❡r
s♦ ❧❛♥❣❡ ❞❛s ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ✭♠✐t k2 6= 0 ✉♥❞ k4 = 0✮ ❞✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r str❡✉❡♥❞❡♥ ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡ ✭❞✳❤✳ ✐♥ ❞❡♥ ❙❝❤r❛♥❦❡♥ ❞❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✮ ❜❡✲
s❝❤r❡✐❜t✱ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡♥ ❆♥❧❛ss✱ ❡✐♥ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❛♥③✉♥❡❤♠❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ♥✉♥ ❡✐♥♠❛❧ ❞❛s ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡ ●❡s❡t③ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ③✉❣r✉♥❞❡
❧❡❣❡♥ ✇ür❞❡♥✱ ❞❛♥♥ ❧✐❡ÿ❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ▼❡ss❞❛t❡♥ ❡✐♥❡ ♦❜❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ ❢ür k4 ❤❡r❛✉s❧❡s❡♥✳
❉✉r❝❤ ❱❡r❢❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❩✐❡❧✱ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ③✉ ✈❡rr✐♥❣❡r♥✱ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ ✐♠ Pr✐♥③✐♣ ✐♠♠❡r ✇❡✐t❡r ❤❡r❛❜s❡t③❡♥✳ ■r❣❡♥❞✇❛♥♥ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ❞❛❜❡✐
❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt ❢ür k4 st♦ÿ❡♥✱ ❞❡r ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❡✐♥❡♥ ✈♦♥ ◆✉❧❧ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡✲
♥❡♥ ❲❡rt ❤❛t✳ ❉❛♥♥ ✇är❡ ●❧✳ ✶✷✳✸✶ ❞❛s ❦♦rr❡❦t❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ●❡s❡t③ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ●❧✳ ✶✷✳✷✾✳
❚r♦t③❞❡♠ ✇ür❞❡♥ ♠❛♥ ❞❛♥♥ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❢ür ✈✐❡❧❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✷✳✷✾ ❛✉s❣❡❤❡♥✱
❛❧s♦ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❛❧s ◆ä❤❡r✉♥❣ ❜r❛✉❝❤❜❛r
✐st ✉♥❞ ✉♥s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ❜❡q✉❡♠❡r ♦❞❡r s❝❤♥❡❧❧❡r ❞✉r❝❤❞❡♥❦❡♥ ❧ässt ❛❧s ❞❛s
❣❡♥❛✉❡r❡ ✭✉♥❞ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❦♦rr❡❦t❡r❡✮ ●❡s❡t③ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✷✳✸✶✳

❲❡♥♥ ♠❡❤r❡r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❞✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✉♥❞ ❦❡✐♥ ❧♦❣✐s❝❤❡s
❆r❣✉♠❡♥t ❡✐♥❡s ❞❛✈♦♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿt✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❣❧❡✐❝❤ r✐❝❤t✐❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡s ♠❛✲
t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❧✐❡❣t ✐♠ ❊r♠❡ss❡♥ ❞❡s P❤②s✐❦❡rs✳ ●❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❡r ❡✐♥❡ ❞❡♥❦✲
ö❦♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❲❛❤❧ tr❡✛❡♥✱ s✐❝❤ ❛❧s♦ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞❛s ✐❤♠ ❛♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥
❜❡✐♠ ❉✉r❝❤❞❡♥❦❡♥ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❞❡s ❡rs❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s ✇❡✐✲
t❡r❤✐❧❢t✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t ♠❛♥ s✐❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ♠❡✐st ❢ür ❞❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡♠♦❞❡❧❧✱ ●❧✳ ✶✷✳✷✾✳ ❍♦♦❦❡s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✐st ❦❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s✱ ❦❡✐♥ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡s ●❡s❡t③
❞❡r P❤②s✐❦✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❋❡❞❡r♥✱ ❞✐❡ ♥✉r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s
❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲❡rt❡❜❡r❡✐❝❤s ❣ü❧t✐❣ ✐st✳ ❊s ✐st ❥❛ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s ●❡s❡t③ ♥✐❝❤t ❢ür
❜❡❧✐❡❜✐❣ ❣r♦ÿ❡ x ❣❡❧t❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ✈♦♥ ❱❡r❛r❜❡✐t✉♥❣✱ ❋♦r♠ ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧ ❞❡r ❋❡❞❡r ❛❜✲
❤ä♥❣✐❣ s❡✐♥ ❦❛♥♥✳ ❙❡❧❜st ✇❡♥♥ s✐❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❤❡r❛✉sst❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋❡❞❡r ♥✉r ♠✐t ❡✐♥❡♠
❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡♥ ❛❧s ❞❡♠ ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ♦❢t
❞❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③ ❛❧s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ◆ä❤❡r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✱ ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡
❡s ♠✐t ❞❡r ❖♣t✐❦ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✇❛r✱ ✇♦ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ r❡❛❧❡r ▲✐♥s❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✐❞❡❛❧❡
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤✲♣r♦❥❡❦t✐✈❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r f
✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ✐st✳ ❉❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③ ✐st ③✉❣❡❣❡❜❡♥❡r✲
♠❛ÿ❡♥ ❦❡✐♥ ❣❛♥③ ❢❛✐r❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤✱ ❞❡♥♥ ❡s ❣✐❜t ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ü❜❡r❤❛✉♣t ❦❡✐♥❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡
❇❛s✐s ❢ür ❞❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③✱ ✇ä❤r❡♥❞ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡
❤❛t ✉♥❞ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❛♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥♣❛ss❡♥ ❦❛♥♥✳

✶✷✳✹✳✷✳ ❉❛s ❙❝❤✇❡r❡❣❡s❡t③

■st ❡✐♥ ❲❛❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t❡♥ ❇❛❤♥ ③✉r ❘✉❤❡ ❣❡❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛♥♥ ❜❧❡✐❜t
❡r ✐♥ ❘✉❤❡✳ ❊rst ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❛❤♥ ♥❡✐❣t✱ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❛s ✭❆❜❜✳ ✸✼❛✮✳ ❉❡r ❲❛❣❡♥
❜❡❣✐♥♥t✱ s✐❝❤ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉ ❜❡✇❡❣❡♥✱ ❛❧s♦ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳ ❚rä❣t ♠❛♥
❞❛s ◗✉❛❞r❛t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❲❛❣❡♥s ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ✒❞✉r❝❤❢❛❧❧❡♥❡✏ ❍ö❤❡ h ❛✉s✱ s♦
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ✭❆❜❜✳ ✸✼❜✮✳

✶✶✶



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✼✿ ❙❝❤✇❡r❡❣❡s❡t③✳ ✭❛✮ ❊✐♥ ❲❛❣❡♥ ❧ä✉❢t ❡✐♥❡ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❍♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❣❡♥❡✐❣✲
t❡ ❇❛❤♥ ❤✐♥❛❜✳ ●❡♠❡ss❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❡✐♥❡s ❲❛❣❡♥s ❛❧s
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ✒❞✉r❝❤❢❛❧❧❡♥❡♥✏ ❍ö❤❡♥ h✳ ✭❜✮ ❚rä❣t ♠❛♥ v2 ❣❡❣❡♥ h ❛✉❢✱
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❡✐♥ ❧✐♥❡❛r❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✳ ❊s s✐♥❞ ❦❡✐♥❡ ❋❡❤❧❡r✲
❜❛❧❦❡♥ ✐♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡
●röÿ❡ ❞❡r ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❑r❡✐s❡ ❛✉s✜❡❧✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ 2geff s❝❤r❡✐❜t✱✶✷ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡
●❡s❡t③✿

1

2
v2 = geffh . ✭✶✷✳✸✷✮

❆✉s ❆❜❜✳ ✸✼❜ ❡♥t♥✐♠♠t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ geff ≈ 9m/s2✳ ▼✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ▼❛ss❡ m ❞❡s ❲❛❣❡♥s ❛✉s✱ s♦ st❡❧❧t ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❙❡✐t❡ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
❞❛r✳ ■❤r❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠

∆Epot = mgeffh . ✭✶✷✳✸✸✮

❏❡ ♠❡❤r ▼ü❤❡ ♠❛♥ ❞❛r❛✉❢ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❊♥❡r❣✐❡✈❡r❧✉st❡ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✱ ❞❡st♦
♠❡❤r ♥ä❤❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ geff ✐♠ ❱❛❦✉✉♠✶✸ ❞❡♠ ❲❡rt ❞❡s ❙❝❤✇❡r❡♣❛r❛♠❡t❡rs

g ≈ 10m/s2

❛♥✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞❛s ♠✐t
geff → g ✭✶✷✳✸✹✮

s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡ ■❞❡❛❧❣❡s❡t③
Epot(h) = mgh ✭✶✷✳✸✺✮

❢ür ❞❡♥ ✈❡r❧✉st❢r❡✐❡♥ ✭❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥✮ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

✶✷❉❡r ❋❛❦t♦r ✷ t✉t ♥✐❝❤ts ③✉r ❙❛❝❤❡✳ ❊r ✇✉r❞❡ ❤✐❡r ♥✉r ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ s♣ät❡r❡♥ ❋♦r♠❡❧♥ s♦ ❛✉ss❡❤❡♥✱
✇✐❡ s✐❡ ✐♥ ▲❡❤r❜ü❝❤❡r♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ü❜❧✐❝❤ s✐♥❞✳

✶✸❇❡✐ ❡✐♥❡r ❣❡♥❛✉❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ♠✉ss ❛✉❝❤ ❞❛s ❋❧✉✐❞ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠ s✐❝❤ ❞❡r ❲❛❣❡♥ ❜❡✇❡❣t✱
s✳ ❑❛♣ ✶✽✳✸✳

✶✶✷



✶✷✳✺✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦

❏❡❞❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡①tr❡♠ ✈✐❡❧❡♥ ❚❡✐❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦❡♥✳ ❉❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✼ ❣❡③❡✐❣t❡ ❲❛❣❡♥✱ ❞❡r ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✐❡♥❡✱ ❛✉❢ ❞❡r ❡r s✐❝❤ ❜❡✇❡❣t✱
✉♥❞ ❞❡r s♦♥st✐❣❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ✇ür❞❡✱ ❤❛t ❘ä❞❡r✱
❆❝❤s❡♥ ✉s✇✳✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞❡♠ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t s✐♥❞✳ ❊r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t ♠✐t ❞❡r
✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▲✉❢t✱ ♣r♦❞✉③✐❡rt ❙❝❤❛❧❧ ✉s✇✳✱ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❙❝❤✐❡♥❡ s♦✇✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐st ♠✐t
s❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❧❡t③t❧✐❝❤ ❣❡❦♦♣♣❡❧t✱ ❥❛ ❥❡❞❡s ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ❚❡✐❧❡ ✈♦♥ ❲❛❣❡♥✱ ❙❝❤✐❡♥❡ ✉♥❞
❯♠❣❡❜✉♥❣ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❣❡❣❡♥ ❛♥❞❡r❡ ❚❡✐❧❡ ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥st❡r ❋♦r♠
s♣❡✐❝❤❡r♥ ♦❞❡r ❛❜❣❡❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❲❛❣❡♥ ❞✉r❝❤ s♦ r❡❞✉❦t✐♦♥✐st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✲
♠♦❞❡❧❧ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ✇✐❡ ❡s ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✷✳✹ ❣❡s❝❤❛❤✱ s♦ ♠✉ss ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❡r ❊❤r❧✐❝❤❦❡✐t ❤❛❧❜❡r
❡✐♥❣❡st❡❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ✉♥❣❡❤❡✉❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❩❛❤❧ ❛♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛ ③✉✲
s❛♠♠❡♥✇✐r❦❡♥✱ ♣r❛❦t✐s❝❤ ❛❧❧❡ ✭✦✮ ❇❡✐trä❣❡ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❤❛t✱ ❜✐s ❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐♥✱ ③✇❡✐✱
❞r❡✐✱ ✳✳✳✱ ✇❡♥✐❣❡♥ ❆✉s♥❛❤♠❡♥✱ ❢ür ❞✐❡ ♠❛♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉r ❇❡✲
s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥ ❤❛t✳ ❉❛s s✐♥❞ ❞✐❡ ✇❡♥✐❣❡♥ ✒s✐❝❤t❜❛r❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥✏ ❜③✇✳ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✱ ❞❡♥❡♥ ♥❛❤❡③✉ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤
✈✐❡❧❡ ✒✈❡r❜♦r❣❡♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✏ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❣❡❣❡♥ü❜❡rst❡❤❡♥✳ ❉❡r❡♥ ❇❡✐trä✲
❣❡ s✐♥❞ ③✇❛r ❥❡✇❡✐❧s ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ♥✉r ③✉ ❣❛♥③ ❣❡r✐♥❣❡♠ ❚❡✐❧ ❛♠ ❊♥❡r❣✐❡✉♠s❛t③ ❜❡t❡✐❧✐❣t✱
❛❜❡r ❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r ✉♥❣❡❤❡✉❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t ❞❡♥♥♦❝❤ ❡✐♥
♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t ❡✐♥st❡❧❧❡♥✳

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡s ❚❡✐❧s②st❡♠ ❆ ✭③✳❇✳ ❡✐♥ ❲❛❣❡♥✱ ❡✐♥❡ ▼ü♥③❡ ♦❞❡r ❡✐♥ ❇❛❧❧✮
r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠ ❇ ✭③✳❇✳ ❞✐❡ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡ ▲✉❢t✮ ❜❡✇❡❣t✱ ♠✐t ❞❡♠ ❡s
✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥ ❦❛♥♥✱ s♦ st❡❧❧t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❢❡st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥
❆ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❇ ❛❜♥✐♠♠t✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ♠❛♥✱ ❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsä♥❞❡r✉♥❣
s❡❧❜st✱ ❛♥ ❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ❆ ♦❞❡r ❇ ✐r❣❡♥❞✇❡❧❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❛✉s♠❛❝❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥
♠❛♥ ❇ ♥✉r ❣r♦ÿ ❣❡♥✉❣ ✇ä❤❧t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❛✉s ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ●
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❛❧s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ❚r❡t❡♥
❢ür ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ✒s✐❝❤t❜❛r❡♥✏ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❛✉❢✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❢ür ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠s ❞❡♥ s✐❝❤❡r❡♥ ❙❝❤❧✉ss ③✐❡❤❡♥✱ ❞❛ss ♥♦❝❤
♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥ ✒✈❡r❜♦r❣❡♥❡r✏ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✱ ✇❡♥♥ ♥✐❝❤t s❡❤r ✈✐❡❧ ♠❡❤r✳
❉✐❡s❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡✱ ❢ür ❞✐❡ ❦❡✐♥❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡♥ ■♥❞✐❦❛t♦r❡♥ ③✉r
❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✱ s✐♥❞ ✒✉♥s✐❝❤t❜❛r✏✳ ◆✉r ✐♥ ❆✉s♥❛❤♠❡❢ä❧❧❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ✒s✐❝❤t❜❛r✏
♠❛❝❤❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✇❡✐❧ ♠❛♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡ r❛❞✐♦❛❦t✐✈❡r ❙t♦✛❡✱ ❞❡♥
▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ♥❛❝❤✇❡✐s❡♥ ❦❛♥♥✳

P❤ä♥♦♠❡♥❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ✐♠ ♦❜✐❣❡♥ ❙✐♥♥❡ ✒✉♥s✐❝❤t❜❛r❡✏ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡r ▼✐ts♣✐❡❧❡r ❇
❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ st❡ts ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ✒s✐❝❤t❜❛r❡♥✏ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ❆ ✈♦♥
❞❡♥ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ▼✐ts♣✐❡❧❡r♥ ❇ ♥✐❝❤t ③✉rü❝❦❡rst❛tt❡t ✇✐r❞✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❧✐❡❣t ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡tr❛♥s❢❡r A → B
❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ♥✐❝❤t ❛❜❡r ❞❡♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡tr❛♥s❢❡r B → A✳ ❉❛③✉ ❣❡❤ör❡♥ ✐♥s❜❡✲
s♦♥❞❡r❡ ❥❡♥❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦ts
❆ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❞❛♠✐t ✐♥ ❑♦♥t❛❦t st❡❤❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠s ❇ ❛❜♥✐♠♠t✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❛❜❡r
♥✐❝❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦ts ❆ ✇✐❡❞❡r
③✉♥✐♠♠t✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ✒▼✐ts♣✐❡❧❡r✏ ❞❡s ❚❡✐❧s②st❡♠s ❇ ✇✐❡❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ③✉rü❝❦❣❡✲
❜❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✒❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✏ ✐st ❢ür ❱♦r❣ä♥❣❡ r❡s❡r✈✐❡rt✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣

✶✶✸



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✽✿ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❣❡s❡t③❡✳ ✭❛✮ ❲❛❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❋✐❧③♣❧❛tt❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥st❡❧❧❜❛r❡r
❲❡✐s❡ ❛✉❢ ❞❡r ❙❝❤✐❡♥❡ s❝❤❧❡✐❢t✳ ✭❜✮ ❲❛❣❡♥ ♠✐t ❆✉s❧❡❣❡r✳ ❉❡r ❇❛❧❧ ❜❡✇❡❣t
s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ♠✐t ●❧②③❡r✐♥ ❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❲❛♥♥❡✳ ✭❝✮ ■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ♥✐♠♠t ❞✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❧✐♥❡❛r ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ❛❜✱ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r✳

❛✉❢ ❡✐♥❡r ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙❦❛❧❛ ❛❧s ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥✳

❯♠ ③✉♠✐♥❞❡st ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ s♦ ✈♦r❣❡❤❡♥✱ ✇✐❡ ❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✽ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡s ❲❛❣❡♥s ❞❡♠♦♥str✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞❡r
❛✉❢ ❡✐♥❡r ❙❝❤✐❡♥❡ ❧ä✉❢t✳ ▼❛♥ ❡rt❡✐❧t ✐❤♠ ❡✐♥❡ ❆♥❢❛♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ♠✐sst ❞✐❡ ❘❛t❡
v̇✱ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t t ❛❜♥✐♠♠t✳ ❉❛s ✇✉r❞❡ ❤✐❡r ❢ür ③✇❡✐
▼♦❞❡❧❧s✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✿ ■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ✭❆❜❜✳ ✸✽❛✮ s❝❤❧❡✐❢t ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ❛♠ ❲❛❣❡♥
❜❡❢❡st✐❣t❡ ❡✐♥st❡❧❧❜❛r❡ ❋✐❧③♣❧❛tt❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❇♦❞❡♥✳ ■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ✭✸✽❜✮ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❇❛❧❧
ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❆✉s❧❡❣❡r ❛♠ ❲❛❣❡♥ ❜❡❢❡st✐❣t✳ ❉❡r ❇❛❧❧ ❜❡✇❡❣t❡ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ♠✐t ●❧②③❡r✐♥
❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❲❛♥♥❡✳ ❆❜❜✳ ✸✽❝ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❧✐♥❡❛r ♠✐t ❞❡r
❩❡✐t ❛❜♥✐♠♠t✱ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r✳ ❉❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞✐❡s❡r ❑✉r✈❡♥ ✐st ❢ür ❡♥t❣❡❣❡♥✲
❣❡s❡t③t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤✳ ❉❛❤❡r ❤ä♥❣t ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ♥✉r ✈♦♠ ❇❡tr❛❣ |v|
❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✭✦✮ ❞❡s ❲❛❣❡♥s ③✉ ❥❡♥❡♥ ❚❡✐❧❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❛❜✱ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❡r
s✐❝❤ ❜❡✇❡❣t✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐♠ ❙t♦ÿ✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ♠❛♥ ♠❡✐st ✈♦♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❛✉s❣❡❤t✱ ✇ä❤❧t
♠❛♥ ❜❡✐ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s♣❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ r✉❤t ✉♥❞
③✳❇✳ ❞❡r ❲❛❣❡♥ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✉♥❞ s♦♠✐t ③✉r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ♠✐t ❞❡r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❜❡✇❡❣t✳

❉✉r❝❤ ❑✉r✈❡♥❛♥♣❛ss✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥ ✈♦♥ ❆❜❜✳ ✸✽❝ ✉♥❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❞❡r
❩❡✐t ❡r❤ä❧t ♠❛♥ |v̇| ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ |v|✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❢♦❧❣t ❞❛r❛✉s ❞❛s ●❡s❡t③ ❞❡r
❑✐♥❡t✐❦ ♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣✱

d |v|
dt

= −a0 , ✭✶✷✳✸✻✮

✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❞❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ❑✐♥❡t✐❦ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✱

d |v|
dt

= −a1 |v| . ✭✶✷✳✸✼✮

❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❛t❡ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❛❜♥❛❤♠❡ ❛❧s ❡✐♥❡
❋✉♥❦t✐♦♥ f(|v|) ❞❡s ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣ ❞❡s ❙②st❡♠s ❆ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❇✿

|v̇| = d |v|
dt

= −f(|v|) .

✶✶✹



■♥❞❡♠ ❤✐❡r ❞❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❤❡r❛✉s❣❡③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✐st f(|v|) ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❋✉♥❦✲
t✐♦♥✱ ❢ür ❞✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡ P♦t❡♥③r❡✐❤❡

f(|v|) = a0 + a1 |v|+ a2v
2 + · · · , ✭✶✷✳✸✽✮

❛♥s❡t③❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ a0, a1, a2, · · · ♠üss❡♥ ❛✉s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t
✇❡r❞❡♥✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ❞♦♠✐♥✐❡rt ❡✐♥❡r ❞❡r ❇❡✐trä❣❡✳ ●❧✳ ✶✷✳✸✻ ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
▼♦❞❡❧❧❣❡s❡t③✱ ●❧✳ ✶✷✳✸✽✱ ❢ür ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t a0 ❞♦♠✐♥✐❡rt ✉♥❞ ❛❧❧❡
❛♥❞❡r❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✱ ✉♥❞ ●❧✳ ✶✷✳✸✼ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞✱ ✇❡♥♥ ❞❡r
❑♦❡✣③✐❡♥t a1 ❞♦♠✐♥✐❡rt✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ✒s✐❝❤t❜❛r❡✏ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ♠✐t E ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ❞✐ss✐♣❛✲
t✐✈❡ ❆❜♥❛❤♠❡ Ė ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣s✱ ✇❡✐❧ ♥✉r ❞✐❡ ❛✉❢
❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡r✉❤❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳ P♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❚❡✐❧s②s✲
t❡♠s ❆ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❲❛♥❞❧✉♥❣ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥
❛♥ ❞✐❡ ✒✈❡r❜♦r❣❡♥❡✏ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡
❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣

˙
Pv = −dE

dt
= −dEkin

dt
= −m

2

d

dt

(

v2
)

= −mv
dv

dt
,

❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✷✳✸✻ ❜③✇✳ ●❧✳ ✶✷✳✸✼✳ ❋ür ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♠✐t

Pv = ma0 |v|

✉♥❞ ❢ür ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣

Pv = a1mv2 . ✭✶✷✳✸✾✮

◆✉r ❢ür ❞❡♥ ❙♦♥❞❡r❢❛❧❧✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥
❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✐st✱ ✐st s✐❡ ❡s ❛✉❝❤ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✿

dEkin

dt
= −2a1Ekin . ✭✶✷✳✹✵✮

❋ür ❡✐♥ ❙②st❡♠✱ ❞❛s ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✭❂❚❡✐❧s②st❡♠❡♥✮ ❜❡st❡❤t✱ r❡❞❡t ♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r
❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐✳❆✳ ♥✐❝❤t ü❜❡r ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❚❡✐❧❜❡✐tr❛❣ ③✉r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s
❛❧❧❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❞❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s②s✲
t❡♠s✱ ❛❧s♦ ❞❛s ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❡r ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s②st❡♠s ✈❡rs❝❤✇✐♥✲
❞❡t✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ vi ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✭❤✐❡r ❞❡s i✲t❡♥✮ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ③✉❣❡✲
❤ör✐❣❡♥ ❜③✇✳ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ■♠♣✉❧s pi✱ ✉♥❞ ❜❡✐❞❡ s✐♥❞ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❙②st❡♠s✳ ❇❡✐
❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❣❡❤t ❡s ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✉♠ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s
r❡❧❛t✐✈ ③✉r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡s ❛♥❞❡r❡♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✳ ❉✐❡s❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐ts❞✐✛❡r❡♥③ ✐st ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞✐❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡✐♥❣❡❤t✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥✉❧❧ ✐st✱ ❛❧s♦ ❜❡✐❞❡ ❙②st❡♠❡
r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥✱ ❣✐❜t ❡s ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❞✳❤✳ ✇❡❞❡r ❞❛s ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ❞❛s
❛♥❞❡r❡ ❙②st❡♠ ✒✈❡r❧✐❡rt✏ ❊♥❡r❣✐❡✳

✶✶✺



✶✷✳✻✳ ▲❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡✢✉ss ❜❡✐ ♦✛❡♥❡♥ ❙②st❡♠❡♥

❊✐♥ ❙②st❡♠ ❤❡✐ÿt ♦✛❡♥✱ ✇❡♥♥ ❡s ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥ ♦❞❡r ✐❤♠ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❘❛t❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡ ✈♦♠ ❙②st❡♠
♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ P ✳ ❋ür ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U ❞❡s ❙②st❡♠s ❣✐❧t

dU
dt

+ P (t) = 0 ✭✶✷✳✹✶✮

❉✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❧✐❡❢❡r❛♥t❡♥ ❜❡③♦❣❡♥✳ P ✐st ♣♦s✐t✐✈✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡
❙②st❡♠ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣✐❜t✳ ❙❡✐♥❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐♠♠t ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ❛❜✳
❉✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ❲❛tt ❣❡♠❡ss❡♥✿

[P ] = 1Watt = 1W = 1 J/s .

❯♠❣❡❦❡❤rt ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡✐♥❤❡✐t ❏♦✉❧❡ ❞❛♥♥ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣s❡✐♥❤❡✐t ❲❛tt
❛✉s❞rü❝❦❡♥✿

1 Joule= 1Wattsekunde = 1Ws ✭✶✷✳✹✷✮

❲❡♥♥ ❜❡✐ ❞❡r ✒❙tr♦♠r❡❝❤♥✉♥❣✏ ✐♥ ❑✐❧♦✇❛ttst✉♥❞❡♥ ✭1 kWh = 3.6Millionen Joule✮ ❛❜❣❡✲
r❡❝❤♥❡t ✇✐r❞✱ s♦ ③❛❤❧t ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❢ür ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠✱ s♦♥❞❡r♥ ❢ür ❞❡♥ ❩✉str♦♠ ❛♥
♥✉t③❜❛r❡r ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ❞❛s ❊❧❡❦tr✐③✐täts✇❡r❦ ❧✐❡❢❡rt✳ ❉✐❡ ❙tr♦♠r❡❝❤♥✉♥❣ ✐st s♦③✉s❛❣❡♥ ❡✐✲
♥❡ ❊♥❡r❣✐❡str♦♠✲❆❜r❡❝❤♥✉♥❣✳ ❲❡♥♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
●❡s❛♠ts②st❡♠s ❛❜♥✐♠♠t✱ s♦ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡❢❧✉ss ❜③✇✳ ❊♥❡r❣✐❡str♦♠
IE = P ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥✳ ❊♥❡r❣✐❡str♦♠s IE ✉♥❞ ▲❡✐st✉♥❣ P s✐♥❞ s②♥♦♥②♠❡ ❇❡❣r✐✛❡✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥
❦❛♥♥ ●❧✳ ✶✷✳✹✶ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

dU
dt

+ IE = 0 ✭✶✷✳✹✸✮

❛✉s❞rü❝❦❡♥✳ ●❧✳ ✶✷✳✹✸ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❛r✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ♠❛♥ ❉✐ss✐♣❛✲
t✐♦♥ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❣✐❧t

d

dt

(

∑

Ekin +
∑

Epot

)

+
∑

IE = 0 . ✭✶✷✳✹✹✮

❉❛s ❙✉♠♠❡♥③❡✐❝❤❡♥
∑

st❡❤t ❤✐❡r s②♠❜♦❧✐s❝❤ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❙trö♠❡ ③✉ ❛❞❞✐❡r❡♥ s✐♥❞✳

✶✷✳✼✳ P❧❛t♦♥s ❍ö❤❧❡♥❣❧❡✐❝❤♥✐s ✉♥❞ ❞✐❡ P❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❡

✒❉✐♥❣❡ s✐♥❞ ✉♥s ❛❧s ❛✉ÿ❡r ✉♥s ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ ●❡❣❡♥stä♥❞❡ ✉♥s❡r❡r ❙✐♥♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❆❧❧❡✐♥
✈♦♥ ❞❡♠✱ ✇❛s s✐❡ ❛♥ s✐❝❤ s❡❧❜st s❡✐♥ ♠ö❣❡♥✱ ✇✐ss❡♥ ✇✐r ♥✐❝❤ts✱ s♦♥❞❡r♥ ❦❡♥♥❡♥ ♥✉r ✐❤r❡
❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥✱ ❞✳ ✐✳ ❞✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ s✐❡ ✐♥ ✉♥s ❜❡✇✐r❦❡♥✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ✉♥s❡r❡ ❙✐♥♥❡
❛✣③✐❡r❡♥✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ❣❡st❡❤❡ ✐❝❤ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s✱ ❞❛ÿ ❡s ❛✉ÿ❡r ✉♥s ❑ör♣❡r ❣✐❜t✱ ❞✳✐✳ ❉✐♥❣❡✱ ❞✐❡✱
♦❜③✇❛r ♥❛❝❤ ❞❡♠✱ ✇❛s s✐❡ ❛♥ s✐❝❤ s❡❧❜st s❡✐♥ ♠ö❣❡♥✱ ✉♥s ❣ä♥③❧✐❝❤ ✉♥❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞✱ ✇✐r s✐❡
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❦❡♥♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐❤r ❊✐♥✢✉ÿ ❛✉❢ ✉♥sr❡ ❙✐♥♥❧✐❝❤❦❡✐t ✉♥s ✈❡rs❝❤❛✛t✱
✉♥❞ ❞❡♥❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❇❡♥❡♥♥✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❲♦rt ❜❡❞❡✉t❡t ❛❧s♦ ❜❧♦ÿ ❞✐❡
❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ❥❡♥❡s ✉♥s ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤ts❞❡st♦✇❡♥✐❣❡r ✇✐r❦❧✐❝❤❡♥ ●❡❣❡♥st❛♥❞❡s✳✏

✶✶✻



✭■♠♠❛♥✉❡❧ ❑❛♥t✱ ✒Pr♦❧❡❣♦♠❡♥❛ ③✉ ❡✐♥❡r ❥❡❞❡♥ ❦ü♥❢t✐❣❡♥ ▼❡t❛♣❤②s✐❦ ❞✐❡ ❛❧s ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t
✇✐r❞ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✒ ✭✶✼✽✸✮✮

■♠ P❧❛t♦♥s❝❤❡♥ ❍ö❤❧❡♥❣❧❡✐❝❤♥✐s ❧❡❜❡♥ ▼❡♥s❝❤❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❍ö❤❧❡✳ ❙✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ♥✉r ❛✉❢ ❡✐♥❡
❲❛♥❞ ❜❧✐❝❦❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡r s✐❡ ❞✐❡ ❙❝❤❛tt❡♥❜✐❧❞❡r ✇❛❤r♥❡❤♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❱♦r❣ä♥❣❡♥
❡♥t✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉ÿ❡♥ st❛tt✜♥❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ▼❡♥s❝❤❡♥ ❛✉ÿ❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ●❡❣❡♥✲
stä♥❞❡ ❤✐♥✲ ✉♥❞ ❤❡rtr❛❣❡♥✱ s♦ ❞❛ss s✐❡ s❡❧❜st ✈❡r❜♦r❣❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❉❛♥♥ s❡❤❡♥ ❞✐❡ ❍ö❤❧❡♥❜❡✲
✇♦❤♥❡r ♥✉r ❞❛s ❙❝❤❛tt❡♥t❤❡❛t❡r ❞✐❡s❡r ●❡❣❡♥stä♥❞❡✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡r ❞❡r ❚rä❣❡r s♣r✐❝❤t✱ ❤❛❧❧t
❞❛s ❊❝❤♦ ✈♦♥ ❞❡r ❍ö❤❧❡♥✇❛♥❞ s♦ ③✉rü❝❦✱ ❛❧s ♦❜ ❞✐❡ ❙❝❤❛tt❡♥ s♣rä❝❤❡♥✳ ❉❛❤❡r ♠❡✐♥❡♥ ❞✐❡
❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r✱ ❞✐❡ ❙❝❤❛tt❡♥ ❦ö♥♥t❡♥ r❡❞❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤❛tt❡♥ ❛❧s ▲❡❜❡✇❡s❡♥
✉♥❞ ❞❡✉t❡♥ ❛❧❧❡s✱ ✇❛s ❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ❛❧s ❞❡r❡♥ ❍❛♥❞❧✉♥❣❡♥✳ ❉❛s✱ ✇❛s s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ❲❛♥❞ ❛❜✲
s♣✐❡❧t✱ ✐st ❢ür s✐❡ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❘❡❛❧✐tät✳ ❙✐❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❡✐♥❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✈♦♥ ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥
✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ✐♥ ❞❡r❡♥ ❆✉❢tr❡t❡♥ ✉♥❞ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❢❡st③✉st❡❧❧❡♥ ✉♥❞
❞❛r❛✉s Pr♦❣♥♦s❡♥ ❛❜③✉❧❡✐t❡♥✳

❉✐❡ ❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r ❦ö♥♥❡♥ ③✇❛r ❞✐❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ✇❛❤r♥❡❤♠❡♥✱ ♥✐❝❤t ❛❜❡r ❞✐❡ ❲✐r❦✲
❧✐❝❤❦❡✐t s❡❧❜st✳ ❉✐❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❞✐❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✉♥❞ ❥❡♥❡ ❲✐s✲
s❡♥s❝❤❛❢t ❞❡r ❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡♥✱ ❛❧s♦ ❞❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥✱
♦r✐❡♥t✐❡rt✱ ✐st ❡✐♥❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t✳

❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❡✐♥ P❛r❛❞❡❜❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❛✉s ❞❡r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐✲
s❝❤❡♥ P❤②s✐❦✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P❤②s✐❦❤örs❛❛❧ ❞❡r ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ③✉♥ä❝❤st
r✉❤❡♥❞❡♥ ❖❜❥❡❦ts ✐♥ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡ ❚❡✐❧❡ ❞❡♠♦♥str✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❩❡r❢❛❧❧ ♠✐t
❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❢♦rt❜❡✇❡❣❡♥✱ ✐st ♠❛♥ ❣❛♥③ ❛✉ÿ❡r ❙t❛♥❞❡✱
❞✐❡ ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t ✇❛❤r③✉♥❡❤♠❡♥✱ ❛❧s♦ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r ❛✉s
P❧❛t♦♥s ●❧❡✐❝❤♥✐s ♥✐♠♠t ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r ❞✐❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ✇❛❤r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ✈♦r ❞❡♠ ❩❡r❢❛❧❧ ♥✉❧❧ ✇❛r✱ ♥❛❝❤❤❡r ❛❜❡r ✈♦♥ ♥✉❧❧ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✐st✳ ❉❛ ❞❡r ▼❛s✲
s❡♥❞❡❢❡❦t ③✉ ❦❧❡✐♥ ✐st✱ ✉♠ ✇❛❤r❣❡♥♦♠♠❡♥ ③✉ ✇❡r❞❡♥✱ s✐❡❤t ❡s ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ s♦ ❛✉s✱
❛❧s ♦❜ ❞❛ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ❞❡♠ ◆✐❝❤ts ❡♥tst❡❤t✱ ❛❧s♦ ❛❧s ♦❜ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡s❛t③ ✈❡r❧❡t③t ✇är❡✳
❆❧s ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♣r♦❞✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❘❛❞✐✉♠s ❡♥t❞❡❝❦t❡✱ ✇❛r ❞❛s ❢ür ❞✐❡ P❤②s✐❦ ✐♥ ❞❡r
❚❛t ❡✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ❞✐❡s❡r ❆rt✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ❞❡♥ ❊✛❡❦t ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❛✉❢ ❦❡✐♥❡ ❜❡❦❛♥♥t❡
P❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥ ❦♦♥♥t❡✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ❞✉r❝❤ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❣❡✇❛❤r ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❜❡✐♠ ❩❡r❢❛❧❧s❡①♣❡r✐♠❡♥t
③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ❡✐♥❡ ❋❡❞❡r ❣❡s♣❛♥♥t ✐st ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ♥♦❝❤ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❇❡♦❜❛❝❤✲
t✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐st✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❡✐♥❡ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣✱ ❛♥ ❞✐❡s❡♠ P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣✱ ♦r✐❡♥t✐❡rt❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛✉❢❜❛✉❡♥✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❞✐❡ ❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✈♦♥ ❞❡♥ ✉♥s ③✉❣ä♥❣❧✐❝❤❡♥ ❙❝❤❛t✲
t❡♥❜✐❧❞❡r♥ ❞❡r ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t ✭❉✐❡s❡ ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t ✐st ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ❜❡r✉❤❡♥✲
❞❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✦✮✳ ❉✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❦✐♥❡t✐✲
s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❞ ❡✐♥❡♠ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡ Epot ✉♥❞ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ x ❞❡r ❋❡❞❡r ♦❞❡r s♦♥st ❡✐♥❡♠ ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥✱ ✇❡✐❧ ❢ür ❞❡♥ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ✒❍ö❤❧❡♥❜❡✇♦❤♥❡r✏ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡♥ ■♥❞✐❦❛t♦r ③✉❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡
❇❡♠ü❤✉♥❣❡♥ ✉♠ ❞❡♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❛✉❡rt❡♥ ✈✐❡❧❡
❏❛❤r③❡❤♥t❡✳ ❊rst ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❣❡❧❛♥❣ ❡s ✶✾✵✺✱ ❞✐❡ ❤✐♥t❡r ❞✐❡s❡r ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ st❡❤❡♥✲
❞❡ ✒❘❡❛❧✐tät✏✱ ❞✳❤✳ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t✱ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❜❡♥öt✐❣t

✶✶✼



❛✉❢♠❡r❦s❛♠❡ ▼❡♥s❝❤❡♥✱ ❞❡♥❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ü❜❡r❤❛✉♣t ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❛✉✛❛❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ s✐❡
❦♦♠♠✉♥✐③✐❡r❡♥❀ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧♣❤②s✐❦❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ P❤ä♥♦✲
♠❡♥❡♥ ❡r❢♦rs❝❤❡♥ ✉♥❞ q✉❛♥t✐✜③✐❡r❡♥❀ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ P❤②s✐❦❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡
❚❤❡♦r✐❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❛✉❢❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❡♥t✇❡r❢❡♥❀ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❥❡♥❡ ❤❡r✲
❛✉sr❛❣❡♥❞❡♥ ●❡♥✐❡s✱ ❞❡♥❡♥ ❡s ❣❡❧✐♥❣t✱ ✈♦♥ ❞✐❡s❡r P❤②s✐❦ ❞❡r ❇✐❧❞❡r ✉♥s❡r❡r ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t
❛✉❢ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❙t✉❢❡ ❞❡r ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ❘❡❛❧✐tät ❛✉❢③✉st❡✐❣❡♥✱ ✇✐❡ ❡s ❡t✇❛ ❆❧❜❡rt
❊✐♥st❡✐♥✱ ▼♦❤❛♠♠❛❞ ❆❜❞✉s ❙❛❧❛♠✱ ▼✉rr❛② ●❡❧❧✲▼❛♥♥✱ ❈❤❡♥ ◆✐♥❣ ❨❛♥❣ ♦❞❡r P❡t❡r
❍✐❣❣s ❣❡❧❛♥❣✳ ❱♦♥ ❞❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥✱ ❞❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡♥✱ ❢ü❤rt ❦❡✐♥ ❜r✉❝❤❧♦s❡r ❧♦❣✐s❝❤❡r ❲❡❣
③✉ ❞❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡♥ ❞✐❡s❡r ●❡♥✐❡s✱ s♦♥❞❡r♥ ♠❡✐st ♥✉r ❡✐♥❡ ❤❡✉r✐st✐s❝❤❡ ❊✐♥❣❡❜✉♥❣✱ ❡✐♥
●❡✐st❡s❜❧✐t③✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ♦❜ s✐❝❤ ❞✐❡ ❤❡✉r✐st✐s❝❤❡ ■❞❡❡ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ s♣ät❡r❡♥ Prü❢✉♥❣❡♥ ❛❧s
tr❛❣❢ä❤✐❣✱ ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ ✉♥❞ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ❡r✇❡✐st✱ ✇✐r❞ s✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ❙❛♠♠❧✉♥❣ ❞❡r ❊r❦❡♥♥t✲
♥✐ss❡ ❞❡r P❤②s✐❦ ü❜❡r ❞✐❡ ✒❘❡❛❧✐tät✏ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ♦❞❡r ✈❡r✇♦r❢❡♥✳ ◆✉♥ ♠✉ss ♠❛♥ s✐❝❤
❧❡✐❞❡r ❡✐♥❣❡st❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞❛❜❡✐ ♥❛t✉r❣❡♠äÿ ♥✐❡ ❦❧❛r ✐st✱ ♦❜ ♥✐❝❤t ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ✒❘❡❛❧✐tät✏ s✐❝❤
❡✐♥❡s ❚❛❣❡s ❛❧s ❡✐♥❡ ♥✉r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❡r✇❡✐st✱ ❛❧s♦ s❡❧❜st ✇✐❡❞❡r ❡✐♥ ❙❝❤❛tt❡♥❜✐❧❞
❡✐♥❡r ✉♥s ♥♦❝❤ ✐♠♠❡r ♥✐❝❤t ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t ❞❛rst❡❧❧t✳

✶✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭▼✷✮

❖❢t ♠ö❝❤t❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ✐❤r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❢ür ✇❡❧✲
❝❤❡✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ♠✐t ●❧✳ ✶✷✳✸✷✱ ♥✉r ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥
✉♥❞ ✐❤r❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✭❤✐❡r v = ḣ✮ ✈♦r❧✐❡❣t✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳

■♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ♠✉ss ❞❛✲
❢ür ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ✜♥❞❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❜❡✐ ●❧✳ ✶✵✳✷✳ ■♥ ❞❡r ❢ür ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
ü❜❧✐❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❧❛✉t❡t s✐❡✿

ẋ− v0 = 0 ✭✶✸✳✶✮

■❤r❡ ▲ös✉♥❣ ✐st x(t) = v0t✰❈ ♠✐t ❡✐♥❡r ❢r❡✐❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ C✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❢r❡✐❡♥
❑♦♥st❛♥t❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ●❧✳ ✶✸✳✶ ✐st ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥✲
t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✉♥❞ ❤❛t ❛❧s♦ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡ ❢r❡✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡✳ ❉❛ ♠❛♥ ❞✐❡s❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧ös❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡❞❡✉t❡t ❡s ✐♠ P❤②s✐❦❡r❥❛r❣♦♥ ❞❛s✲
s❡❧❜❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛✈♦♥ s♣r✐❝❤t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧öst ♦❞❡r s❛❣t✱ ❞❛ss
♠❛♥ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥t❡❣r✐❡rt✳

P❤②s✐❦❡r ✇✐❞♠❡♥ s✐❝❤ ❞❡♠ ❘❛t❡s♣✐❡❧ ✒❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧ös❡♥✏ ♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ■♥✲
❜r✉♥st ✉♥❞ ▲❡✐❞❡♥s❝❤❛❢t ✇✐❡ ◆♦r♠❛❧st❡r❜❧✐❝❤❡✱ ❞✐❡ ü❜❡r ❞✐❡ ✈✐❡r ●r✉♥❞r❡❝❤❡♥❛rt❡♥ ♥♦❝❤
♥✐❝❤t ❤✐♥❛✉s❣❡❦♦♠♠❡♥ s✐♥❞✱ ❞❡♠ ❙✉❞♦❦✉✳ ❊✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r ✈♦r❜❡r❡✐t❡♥❞❡r ❙❝❤r✐tt ③✉♠ ❆✉❢✲
✜♥❞❡♥ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉ ❦❧❛ss✐✜③✐❡r❡♥✿

❆rt✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♥✉r ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❤❡✐ÿ❡♥ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡
❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❚r❡t❡♥ ❛✉❝❤ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✾✮✱
❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳

❖r❞♥✉♥❣✿ ❉✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t ❞✐❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❉✐❢❢❡r❡♥✲
t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ✭✉♥❜❡st✐♠♠t❡♥✮ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ❡✐♥❡r ▲ös✉♥❣
❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ✐❤r❡r ❖r❞♥✉♥❣✳

✶✶✽



❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ▲ös✉♥❣ ❑♦♥st❛♥t❡♥

❉●✶ y′ =
√

1− y2 y = sin(x+ ϕ) ϕ

❉●✷ y′ + y = 0 y = b exp(−x) b

❉●✸ y′′ + y′ = 0 y = a+ b exp(−x) a, b

❉●✹ y′′ − y = 0 y = c exp(x) + d exp(−x) c, d
= a cosh(γx) + b sinh(γx) a, b

❉●✺ y′′ + y = 0 y = a cosx+ b sinx a, b

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✿ ❲✐❝❤t✐❣❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡ ▲ös✉♥❣❡♥✳

❍♦♠♦❣❡♥✐tät✿ ❊✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❤♦♠♦❣❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥ ✭y =
f(x) = 0✮ ③✉ ❞❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❣❡❤ört✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s ✐st s✐❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥✳

▲✐♥❡❛r✐tät✿ ❙✐♥❞ f ✉♥❞ g ③✇❡✐ ▲ös✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ a ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r❡
❑♦♥st❛♥t❡✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧✐♥❡❛r✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ af + g ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣
✐st✱ ❛♥s♦♥st❡♥ ✐st s✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r✳ ❚r❡t❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♥✉r ✐♥ ❡rst❡r
P♦t❡♥③ ❛✉❢✱ ✐st ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧✐♥❡❛r✳

❉✐❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❡✐♥✐❣❡r ❢ür ❞✐❡ P❤②s✐❦ ✇✐❝❤t✐❣❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡rst❡r ✉♥❞ ③✇❡✐t❡r
❖r❞♥✉♥❣ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉●✶ ✐st ❡✐♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣✱ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ s✐♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ❧✐♥❡❛r✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡rst❡r
❖r❞♥✉♥❣ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧ös✉♥❣ ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡✐♥❡ ❢r❡✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡✱ s♦❧❝❤❡
③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❞❡r❡♥ ③✇❡✐✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧ös✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▲ös✉♥❣s❢✉♥❦✲
t✐♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❧✐♥❡❛r ③✉r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ▲ös✉♥❣ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✳ ▼❛♥ ✈❡r✐✜③✐❡rt ❞✐❡
▲ös✉♥❣❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ✐♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥s❡t③t✳ ❉✐❡ ❞❛r✐♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✲
❞❡♥ ❢r❡✐❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠❡✐st ❞✉r❝❤ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞✐❡
▲ös✉♥❣ ❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

❩✉ ❞❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❲❡✐s❡ ❣❡❧❛♥❣❡♥✿ ❋♦r♠t ♠❛♥ ❉●✶ ③✉ y2+y′ 2 = 1
✉♠✱ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❚❛❜✳ ✸ ✉♥❞ ❞❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣
sin2 x+ cos2 x = 1✳ ❉✐❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❉●✷✕❉●✺ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❞✉r❝❤
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❚❛❜✳ ✸ ❡rr❛t❡♥✳ ❉❛ss ❞✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ y = a ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ❉●✹
✐st✱ ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✳

✶✹✳ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞✳❤✳
❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘❛✉♠❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x(t) ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❋ür ❡✐♥✐❣❡ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡ ❋ä❧❧❡ ✇✐r❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r
❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉s ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧❡♥ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ st✐❧❧s❝❤✇❡✐❣❡♥❞ ✈♦r✲
❛✉s❣❡s❡t③t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ❡♥
▼❛ss❡ ❡r❢ü❧❧t ✐st ✉♥❞ s♦♠✐t ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ✐❣♥♦r✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✺✳✷✮✳

✶✶✾



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✾✿ ❊✐♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠✲▼♦❞❡❧❧s ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❡✐♥ ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠

▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧
❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❛s ♥✉r ♥✉r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ❞✳❤✳ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❜❡st❡❤t
❛❧s♦ ❛✉s s❡✐♥❡♥ ✭✇❡♥✐❣❡♥✮ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ♣❧✉s ❞❡♥ ✭✈✐❡❧❡♥✮ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐✲
trä❣❡♥✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ❞✉r❝❤ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ♦❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤
❣❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ✭❆❜❜✳ ✸✾✮✳ ❉✐❡ ❡①tr❡♠ ✈✐❡❧❡♥ ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ s✐♥❞ ✉♥❞
❜❧❡✐❜❡♥ ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✒✉♥s✐❝❤t❜❛r✏✳ ❙✐❡ ③ä❤❧❡♥ ❢ür ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❣❡✲
✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ③✉ s❡✐♥❡r ✒❯♠❣❡❜✉♥❣✏✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠s ♠✐t ❞✐❡s❡♥ ❇❡✐trä❣❡♥ ❞✉r❝❤ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ●❡s❡t③❡ ✭❉✐ss✐♣❛t✐✲
♦♥s❦✐♥❡t✐❦✱ Pv✮ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❲❛s ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s s❡❧❜st
❛♥❜❡tr✐✛t✱ s♦ s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❇❡✐trä❣❡ ❞✉r❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✭③✳❇✳ P♦s✐t✐♦♥s❦♦✲
♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❲✐♥❦❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣❡♥✱ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❉r❡✲
❤✐♠♣✉❧s❡ ✉s✇✳✮ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❲❡♥♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤♦ss❡♥❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ❡✐♥❡
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ❛❜♥✐♠♠t✱ ❞❛♥♥ ♥✐♠♠t ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥❞ ✐❤r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ③✉✳ ❉❛s ✐st ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❡✐♥ ❜❧♦✲
ÿ❡s ❤✐♥✲ ✉♥❞ ❤❡r❜✉❝❤❡♥ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥
❜③✇✳ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❱❡r❜♦t ❜❡tr♦✛❡♥ ✇är❡✳ ▼❛♥ s❛❣t ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❞✐❡ Pr♦③❡ss❡ ✐♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡✲
♥❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ r❡✈❡rs✐❜❡❧ s✐♥❞✳ ❆❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ s✐♥❞ ✐✳❆✳
♥✉r ❢ür ❡✐♥❡ ❜❡❣r❡♥③t❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ❛❦③❡♣t❛❜❧❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❢ür r❡❛❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡✳
❉❡r ●r✉♥❞ ✐st✱ ❞❛ss ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ♥✉r ❡✐♥❡ ✇✐♥③✐❣❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡ ❛❧❧❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❉❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s
❞❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ✐♥ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
●❡s❡t③❡ ❞❡r ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ■st ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠
♥✐❝❤t ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✱ ❦❛♥♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉✢✐❡ÿ❡♥ ♦❞❡r ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜✢✐❡ÿ❡♥ ✭IE✮✳

✶✷✵



✶✹✳✶✳ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✈❡r❧❛✉❢ ❜❡✐ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥

❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ■st ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ❜③✇✳ ♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ♠✐t s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ r❡✐♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈ ✉♥❞ ✈❡r❧ä✉❢t s✐❡ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✷✳✸✻✱
❧✐❡❣t ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✈♦r✳ ❉✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
❢ür ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❛s ❩❡✐t❣❡s❡t③

|v(t)| = C − a0t .

❉✐❡ ❢r❡✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ C ✭s✳ ●❧✳ ✾✳✾✮ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛❞✉r❝❤ ❢❡st❧❡❣❡♥✱
❞❛ss ♠❛♥ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t = 0 ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ |v(t = 0)| = v0 ❢♦r❞❡rt✳ ❉❛♠✐t
❡r❣✐❜t s✐❝❤

|v(t)| =
{

v0 − a0t ❢ür t ≤ v0/a0

0 ❢ür t ≥ v0/a0
. ✭✶✹✳✶✮

❙♦❜❛❧❞ |v(t)| ❛✉❢ ♥✉❧❧ ❣❡s✉♥❦❡♥ ✐st✱ ❤ört ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉❢ ✭❇❡trä❣❡ ❦ö♥♥❡♥ ♥✐❝❤t
♥❡❣❛t✐✈ ✇❡r❞❡♥✮ ✉♥❞ ❞❡r ❑ör♣❡r ✈❡r❜❧❡✐❜t ✐♠ ❘✉❤❡③✉st❛♥❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉ s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣✳
❙❡✐♥❡ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛✉❢❣❡③❡❤rt✳ ❉✐❡✲
s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✽ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❇❡♦❜✲
❛❝❤t✉♥❣✳

◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ✇❡✐t❡r❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s ●❧✳ ✶✹✳✶ ♠✐t ❞❡r ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ x(0) =
0 ❞✐❡ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t❡ ❲❡❣str❡❝❦❡

x(t) =

{

v0t− 1
2a0t

2 ❢ür t < v0/a0
1
2a0v

2
0 = ❝♦♥st. ❢ür t ≥ v0/a0

❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ●❧✳ ✶✷✳✸✼ ✐st ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ✉✳❛✳ ♠✐t ❞❡r
▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❚r❡♥♥✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❧ös❡♥✿ ▼❛♥ ✐♥t❡❣r✐❡rt dv/v = −a1dt ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥
❙❡✐t❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t ln(v/v0) = −a1t ♠✐t ❡✐♥❡r ❢r❡✐❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥
v0 ❜③✇✳

v(t) = v0 exp(−a1t) .

❲❡♥♥ ♠❛♥ ẋ(t) = v(t) ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ✐♥t❡❣r✐❡rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞❡♥ ❲❡❣

x(t) = x∞ [1− exp(−a1t)] = 2x∞ exp(−γDt) sinh(γDt) , ✭✶✹✳✷✮

✇♦❜❡✐ γD = a1/2✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡✐ x(0) = 0 ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v0 =
|v(t = 0)| st❛rt❡t✱ ✐st x∞ ❞✐❡ ❢ür t → ∞ ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤ ❡rr❡✐❝❤❜❛r❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣✳

✶✹✳✷✳ ❋r❡✐❡r ❋❛❧❧

■♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ③✉♠ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧ s♦❧❧ ✈♦♠ ❆✉❢tr✐❡❜ ❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥
✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✽✳✸✮✳

✶✷✶



❖❤♥❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ■♠ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐st geff = g✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ✐st
●❧✳ ✶✷✳✸✷✱ ✇♦❜❡✐ ❤✐❡r ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ x = h ✉♥❞ ẋ = v ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ r❡✲
s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẋ2 = 2gx . ✭✶✹✳✸✮

s♦❧❧ ❢ür ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ẋ(0) = v0 ✉♥❞ x(0) = x0 ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r s♦❧❧❡♥ ③✇❡✐
❲❡❣❡ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ③✉r ▲ös✉♥❣ ❣❡❧❛♥❣❡♥ ❦❛♥♥✿

✶✳ ▼❛♥ s❝❤r❡✐❜t ●❧✳ ✶✹✳✸ ❛❧s ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞✲
♥✉♥❣ ❛✉❢✿

dx

dt
−
√

2g x1/2 = 0 . ✭✶✹✳✹✮

❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❙t❛♥❞❛r❞✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡r ❚r❡♥♥✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛♥✇❡♥❞❡♥✱
❞✳❤✳ ♠❛♥ tr❡♥♥t ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ✉♥❞ t✱

1√
2g

dx

x1/2
= dt

✉♥❞ ✐♥t❡❣r✐❡rt ❜❡✐❞❡ ❙❡✐t❡♥✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ❡r♠✐tt❡❧t ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥✿

1√
2g

ˆ

x−1/2dx =
2√
2g

x1/2 =

ˆ

dt = t+ C

♠✐t ❡✐♥❡r ❛✉s ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥❞❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ C✳
❉✉r❝❤ ◗✉❛❞r✐❡r❡♥ ❜❡✐❞❡r ❙❡✐t❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

x(t) =
1

2
g(t+ C)2. ✭✶✹✳✺✮

❆✉s ❞❡r ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ x(0) = x0 ❢♦❧❣t C2 = 2x0/g ✉♥❞ ✇❡❣❡♥ ●❧✳ ✶✹✳✹ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ v0 =

√
2gx0 ✉♥❞ s♦♠✐t

x(t) =
1

2
gt2 + v0t+ x0 . ✭✶✹✳✻✮

✷✳ ❉✐✛❡r❡♥③✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ✉♥❞ ❧✐♥❦❡ ❙❡✐t❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✹✳✸ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

2ẍẋ = 2gẋ

❉✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

ẍ = g ✭✶✹✳✼✮

✐st ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❜❡✐❞❡ ❙❡✐t❡♥ ❞✐❡s❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣
③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✐♥t❡❣r✐❡rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

ẋ = gt+ C1

✉♥❞ ❞✉r❝❤ ♥♦❝❤♠❛❧✐❣❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥

x(t) =
1

2
gt2 + C1t+ C2 ,

✶✷✷



❲✐❡ ❢ür ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ü❜❧✐❝❤✱ ❤ä♥❣t ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ③✇❡✐
❢r❡✐❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ C1 ✉♥❞ C2 ❛❜✳ ❆✉s ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ x(0) =
x0 ✉♥❞ ẋ(0) = v✵ ❢♦❧❣t s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤

x(t) =
1

2
gt2 + v0t+ x0 .

▼✐t ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡♥ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧ ❜❡❞✐❡♥t ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r
❙❝❤✇❡r❡ ❡✐♥❡rs❡✐ts ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ✇✐r❞ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ✈♦♥ ✐❤r ❣❡❧✐❡✲
❢❡rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt✿

d

dt
Epot +

d

dt
Ekin + Pv = 0

−mgv +mvv̇ + Pv = 0

❍✐❡r ✐st ❞✐❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ Pv ❡✐♥③✉s❡t③❡♥✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤
❛✉❢ ❞✐❡ ❊r❞❡ ❛❧s ❘✉❤❡s②st❡♠✳ ❉✐❡s❡ ✐st ❤✐❡r ③✉❣❧❡✐❝❤ ❘❡❢❡r❡♥③ ❢ür ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡
❇❡✇❡❣✉♥❣✳

✶✳ ❋ür ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ♠✐t Pv = −a0m |v|✱ ✇✐❡ s✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❲❛❣❡♥s ❛✉❢ ❡✐♥❡r s❝❤✐❡❢❡♥ ❊❜❡♥❡ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ✈♦r❧✐❡❣t✱ ❜❡tr❛❝❤t❡t
♠❛♥ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣✳ ❉❛♥♥ ❤❛t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

v̇ = (g − a0)v = geffv

♠✐t geff = g − a0 ③✉ ❧ös❡♥✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✇✐r❦t s✐❝❤ s♦ ❛✉s ❛❧s ♦❜
s✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡♣❛r❛♠❡t❡r ✈♦♥ g ❛✉❢ geff ✈❡rr✐♥❣❡rt✳ ❇❡✐ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ♥✉❧❧t❡r
❖r❞♥✉♥❣ ✇ä❝❤st ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❜❡s❝❤rä♥❦t ✭❆❜❜✳ ✸✼❜✮✳

✷✳ ❋❛❧❧s ❡✐♥❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ♠✐t Pv = a1mv2 ✈♦r❧✐❡❣t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
❞✐❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

v̇ + a1v = g .

❙✐❡ ❤❛t ❞✐❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣ vi = g/a1✳ ❩✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡r ▲ös✉♥❣ vh = v0 exp(−a1t)
❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ v̇ + a1v = 0 ♠✐t ❞❡♠ ❢r❡✐❡♥ P❛r❛♠❡t❡r v0 ❜✐❧✲
❞❡t s✐❡ ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ▲ös✉♥❣ v(t) = vi + vh = g/a1 + v0 exp(−a1t)✳ ▲❡❣t ♠❛♥
v(0) = 0 ❛❧s ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ v(0) = 0 ❢❡st✱ ❢♦❧❣t

v(t) = v∞[1− exp(−a1t)] .

❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✇ä❝❤st ❤✐❡r ③✉♥ä❝❤st ❛♥✱ str❡❜t ❢ür t → ∞ ❛❜❡r ❞❡r ●r❡♥③✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v∞ = g/a1 ③✉✳ ❋ür ❣r♦ÿ❡ ❩❡✐t❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♣r❛❦t✐s❝❤
st❛t✐♦♥är ♠✐t ❞❡r ●r❡♥③❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v∞✳

✶✷✸



✶✹✳✸✳ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞❛s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t✱ ❞❡♠ ③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡ ③✉❡r❦❛♥♥t ✇❡r❞❡♥✿ ❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❍♦♦❦❡s❝❤❡
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❋❡r♥❡r s♦❧❧❡♥ ♥♦❝❤ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❊♥❡r❣✐❡✈❡r❧✉st❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✿

d

dt

(

1

2
mẋ2 +

1

2
kx2

)

+ Pv = 0 ✭✶✹✳✽✮

❯♠ ❡✐♥ ❦♦♥❦r❡t❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦r ❆✉❣❡♥ ③✉ ❤❛❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❲❛❣❡♥ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱
❞❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❘♦❧❧❜❛❤♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❋❡❞❡r♥ ❡❧❛st✐s❝❤ ❣❡s♣❛♥♥t ✐st✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐❤♥ ❛✉s
❞❡r ❘✉❤❡❧❛❣❡ ❛✉s❧❡♥❦t ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❧♦s❧ässt✱ s❝❤✇✐♥❣t ❡r ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✲
❧❛❣❡ ✭❞✳✐✳ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❘✉❤❡❧❛❣❡✮✳ ❊s ✐st ❧❡✐❝❤t ❡✐♥s❡❤❜❛r✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❞✐❡
❞r❡✐ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❜r❛✉❝❤t✱ ✉♠ ❞❛s ❙②st❡♠ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❩✉r ✇❡✐t❡r❡♥
❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ s❡✐ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✈❡r❧✉st❡ ❡✐♥❡ ❑✐♥❡t✐❦ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣
❢♦❧❣❡♥✿

d

dt

(

1

2
mẋ2 +

1

2
kx2

)

+ a1mẋ2 = 0 ✭✶✹✳✾✮

❉❛s ✐st s❡❤r r❡❞✉❦t✐♦♥✐st✐s❝❤✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ❣❛♥③❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ✇✐r❞ ♥✉r
❞✉r❝❤ ❞r❡✐ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✿ ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ m✱ ❡✐♥❡ ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡
k ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ a1✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ✈✐❡❧ ❧❡r♥❡♥✱
♥ä♠❧✐❝❤ ③✉✈♦r❞❡rst ❞❛s ❆✉❢tr❡t❡♥ ❞❡s ♥❡✉❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣st②♣s ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ■♠
❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡r ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣r♦ÿ❡♥ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞ ✈✐❡❧❡ s❝❤✇✐♥✲
❣✉♥❣s❢ä❤✐❣❡ ❙②st❡♠❡✱ ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r Pr❛①✐s ❜❡❣❡❣♥❡t✱ ❞❛♠✐t ❜❡r❡✐ts ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❊✐♥ s❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❢ä❤✐❣❡s ❙②st❡♠ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❣❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❡✐♥❡♥ ❖s③✐❧❧❛✲
t♦r✳ ■♠♠❡r ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣st②♣ ❡✐♥❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P❤ä♥♦♠❡♥ ❡r❦❡♥♥t
♦❞❡r ✐♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❞r❡✐ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉s ❞❡♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉ ❡①tr❛❤✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠✈❡r❤❛❧t❡♥s
③✉ ❧✐❡❢❡r♥✳

✶✹✳✸✳✶✳ ■❞❡❛❧❡r ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r

▼✐t ❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❛t❡✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥
❛❜♥❡❤♠❡♥✱ ✐♠♠❡r ❣❡r✐♥❣❡r ✉♥❞ ✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ a1 → 0 s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♥✉❧❧✳ ❉❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s✲
❢r❡✐❡ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ Pv = 0 ✐st ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ✉♥❞ ❤❡✐ÿt ✐❞❡❛❧❡r
❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r✳ ●❧✳ ✶✹✳✾ ❧ässt s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ s♦❢♦rt ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥✿

1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 = E0 . ✭✶✹✳✶✵✮

❉✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ E0 ✐st ❞✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡✳ ❇❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♠ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❆♥❢❛♥❣s❛✉s❧❡♥❦✉♥❣ x0 ③✉r ❩❡✐t t = 0
❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡ E0 ❡①t❡r♥ ③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞✐❡ ③✉❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❛❧s r❡✐♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡ ✈♦r❧✐❡❣t✿

E0 = Epot(t = 0) =
1

2
kx20

✶✷✹



▼✐t ❡✐♥s❡t③❡♥❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
③✉♥✐♠♠t✱ ❜✐s ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦❧❧❡♥❞s ❛✉❢❣❡❜r❛✉❝❤t ✐st✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ♣ä♣♣❡❧t ❞✐❡
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ✇✐❡❞❡r ❞❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❛♥t❡✐❧ ❛✉❢✱ ❜✐s s✐❡ ✇✐❡❞❡r✉♠
❛✉❢❣❡❜r❛✉❝❤t ✐st✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❛♥③❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✉♥ ❛❧s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❉❛♥♥ ❜❡❣✐♥♥t
❞❛s ❙♣✐❡❧ ✈♦♥ ♥❡✉❡♠✳ ●❧✳ ✶✹✳✶✵ ✐st ❡✐♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣
❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ü❜❡rs✐❝❤t❧✐❝❤❡r ♠❛❝❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ x0 =
√

2E0/k ✉♥❞ ω0 =
√

k/m ❡✐♥❢ü❤rt✱

1

ω2
0

ẋ2 + x2 = x20,

✉♥❞ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ξ = x/x0 ❛✉❢ ❞✐❡ ❋♦r♠

1

ω✵

dξ

dt
=

√

1− ξ2

❜r✐♥❣t✳ ▼❛♥ ♦r❞♥❡t ♥❛❝❤ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞ s✉❝❤t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥

ˆ

dξ
√

1− ξ2
= ω0

ˆ

dt+ δ ,

❜❡✐❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡♥ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❢✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡
❤✐❡r ♠✐t δ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✉r❞❡✳ ▼✐t ●❧✳ ✾✳✼ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

arcsin ξ = ω0t+ δ

❜③✇✳ ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣
x(t) = x0 sin(ω0t+ δ) . ✭✶✹✳✶✶✮

❉❡r ❱♦r❢❛❦t♦r ❞❡r ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✕ ✐♠ ❤✐❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ✐st ❞❛s ❞✐❡
❑♦♥st❛♥t❡ x0 ✕ ❤❡✐ÿt ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♥❞ δ ✇✐r❞ ❛❧s P❤❛s❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❱❡r❧❛♥❣t ♠❛♥ ❛❧s
❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❞❛ss x(0) = x0✱ s♦ ✐st δ = π/2 ✉♥❞ s♦♠✐t

x(t) = x0 cosω0t . ✭✶✹✳✶✷✮

❉✐❡s st❡❧❧t ❡✐♥❡ ✉♥❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❞❛r✳ ■❤r ❢✉♥❦t✐♦♥❛❧❡r ❱❡r❧❛✉❢ ✐st
✐♥ ❆❜❜✳ ✹✵❛ ❣❡③❡✐❣t✳ ❉✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s P❡r✐♦❞❡ ❜③✇✳ P❡r✐♦❞❡♥❞❛✉❡r T ✳ ■❤r ❑❡❤r✇❡rt ν = 1/T ❣✐❜t ❛♥✱
✇✐❡ ♦❢t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❩✉st❛♥❞ ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❡✐♥tr✐tt✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❍ä✉✜❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❋r❡q✉❡♥③✱
♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❩✉st❛♥❞ ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❡✐♥tr✐tt✳ ❉❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❩✉st❛♥❞ tr✐tt ❛✉❢✱
✇❡♥♥ ❞❛s ❆r❣✉♠❡♥t ❞❡r ❑♦s✐♥✉s❢✉♥❦t✐♦♥ ❣❡r❛❞❡ ❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ 2π ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ❤❛t✱
✇❡♥♥ ❛❧s♦ ω0T = 2π✳ ❉✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❋❛❦t♦r 2π ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt❡ ❋r❡q✉❡♥③ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡
❑r❡✐s❢r❡q✉❡♥③

ω0 = 2πν =
√

k/m . ✭✶✹✳✶✸✮

❲❡♥♥ ❦❡✐♥❡ ❱❡r✇❡❝❤s❡❧✉♥❣s❣❡❢❛❤r ❜❡st❡❤t ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❛✉s ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❦❧❛r ✐st✱
❞❛ss ♠❛♥ ♠✐t ω0 ❞✐❡ ❑r❡✐s❢r❡q✉❡♥③ ♠❡✐♥t✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❡t✇❛s s❝❤❧❛♠♣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r
✒❋r❡q✉❡♥③✏ ω0✳

✶✷✺



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✵✿ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x(t)✱ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin(t) ✉♥❞ ❞❡r ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Epot(t) ❡✐♥❡s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r
❩❡✐t t✳

❊✐♥ ✐❞❡❛❧❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r✱ ❞❡r ❡✐♥❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❞❡r ❋♦r♠ ❞❡r ●❧✳ ✶✹✳✶✷ ❛✉s❢ü❤rt✱ ✇✐r❞ ❛❧s
❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❍❛r♠♦♥✐s❝❤ ❤❡✐ÿt ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✱ ✇❡✐❧ ❡✐♥❡
❑♦s✐♥✉s✲ ❜③✇✳ ❙✐♥✉s❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢tr✐tt✳ ■♥ ●❧✳ ✶✷✳✸✵ tr❛t ❞✐❡ ●röÿ❡

√

k/m ❛❧s ❱❡r❤ä❧t♥✐s
✈♦♥ ❊♥❞❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❆♥❢❛♥❣s❛✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❛✉❢✳ ❉❛s ✐st ❞❡r ❢ür ❞✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣
✈♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡ P❛r❛♠❡t❡r✳ ❉❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ✐st ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✵❜
❣❡③❡✐❣t✳ ❙✐❡ ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❣r♦ÿ❡♥ ❋r❡q✉❡♥③ ✇✐❡ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✳

❆❧s ✇❡✐t❡r❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ✐❞❡❛❧❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r s♦❧❧ ❤✐❡r ♥♦❝❤ ❞❛s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡ P❡♥✲
❞❡❧ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡♥❦t ♠❛♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥
❑ör♣❡r✱ ❞❡r s✐❝❤ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❑r❡✐s ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❆✉❢❤ä♥✲
❣❡♣✉♥❦t ❜❡✇❡❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s r❡❞✉❦t✐♦♥✐st✐s❝❤st❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❞❛③✉ ❤❡✐ÿt
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s P❡♥❞❡❧✳ ❊s ❜❡st❡❤t ❛✉s ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin = 1

2mẋ2 ✉♥❞
❞❡r ❙❝❤✇❡r❡❡♥❡r❣✐❡ Epot = mgh ❛❧s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
✇❡r❞❡♥ ♥✉r ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ m ✉♥❞ ❡✐♥ ❆❜st❛♥❞ l ✈♦♠ ❆✉❢❤ä♥❣❡♣✉♥❦t ❛❧s ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r
③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t✱ ❞✳❤✳ ❜❡✐♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ P❡♥❞❡❧ ✇✐r❞ s♦ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt✱ ❞❛ss ❞❡r ❑ör♣❡r
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❑r❡✐s ✐♠ ❆❜st❛♥❞ l ❜❡✇❡❣❡♥❞❡ P✉♥❦t♠❛ss❡ m r❡♣räs❡♥t✐❡rt
✇✐r❞✳ ❆❧s ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ϕ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❛✉s
❞❡r ❘✉❤❡❧❛❣❡✱ ❞❡r ♠✐t ❞❡r ❍ö❤❡ h ❣❡♠äÿ h = l − l cosϕ ≈ lϕ2/2 ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣t✳ ▼✐t
❞❡r ❇❛❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ẋ = lϕ̇ ❛✉❢ ❞❡♠ ❑r❡✐s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡✿

1

2
mẋ2 +mgh = E0

1

2
ml2ϕ̇2 +

1

2
mglϕ2 = E0 ✭✶✹✳✶✹✮

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦♥ h ♥❛❝❤ ϕ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❞❡r

✶✷✻



❍ö❤❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉♠❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❲❡❝❤s❡❧
✈♦♥ ẋ ♥❛❝❤ ϕ̇ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❲✐♥❦❡❧s ❜③✇✳
❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❧s ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉♠❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥
❞✉r❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✹✳✶✹ ♠✐t ●❧✳ ✶✹✳✶✵ ✉♥❞ ♦❤♥❡ ✈✐❡❧ ❘❡❝❤♥✉♥❣ s♦❢♦rt ❞✐❡
▲ös✉♥❣✿ ❊✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s P❡♥❞❡❧ s❝❤✇✐♥❣t ❣❡♠äÿ

ϕ(t) = ϕ0 cosω0t ✭✶✹✳✶✺✮

♠✐t ❞❡r ❑r❡✐s❢r❡q✉❡♥③

ω0 =
√

g/l . ✭✶✹✳✶✻✮

●❧✳ ✶✹✳✶✻ ③❡✐❣t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❛✉❢✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❡♥ ❙❝❤✇❡r❡♣❛r❛♠❡t❡r g ❛✉s ❞❡r ❙❝❤✇✐♥✲
❣✉♥❣s❢r❡q✉❡♥③ ❡✐♥❡s P❡♥❞❡❧s ❡r♠✐tt❡❧♥ ❦❛♥♥✳

✶✹✳✸✳✷✳ ❉✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❆♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✶✹✳✷✮ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r
❖r❞♥✉♥❣✱ ●❧✳ ✶✹✳✶✵✱ ✐♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥
s✐❡ ✉♥t❡r ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧ ❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ❞✐✛❡r❡♥③✐❡rt✳ ▼✐t ẋ 6= 0 ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ✭❞❡r ❋❛❧❧ ẋ = 0 ✐st tr✐✈✐❛❧✮✿

mẋẍ+ kẋx = Ė0 = 0

ẍ+ (k/m)x = 0

❉❛s ✐st ❡✐♥❡rs❡✐ts ❡✐♥ ❙❝❤r✐tt ③✉rü❝❦✱ ❞❡♥♥ ❡s ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞✲
♥✉♥❣ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❡✐♥❣❡t❛✉s❝❤t✱ ❛❜❡r ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts
❡✐♥ ❙❝❤r✐tt ✈♦r✇ärts✱ ❞❡♥♥ ❡s ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛✲
r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♠❢♦r♠✉❧✐❡rt✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❞❛✈♦♥ ü❜❡r③❡✉❣❡♥✱ ❞❛ss ●❧✳
✶✹✳✶✷ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẍ+ ω2
0x = 0 ✭✶✹✳✶✼✮

✐st✱ ✇❡♥♥ ω0 =
√

k/m ❣❡✇ä❤❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ s❡❤r
✇✐❝❤t✐❣❡ ▼♦❞❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r P❤②s✐❦ ✉♥❞ ❤❡✐ÿt ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❙✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t
✐❞❡❛❧❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✳

❊✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ n✲t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❤❛t n ❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡
▲ös✉♥❣❡♥✳ ●❧✳ ✶✹✳✶✼ ❤❛t ❛❧s♦ ③✇❡✐ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▲ös✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ cosω0t ✉♥❞ sinω0t✳
❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡ ▲ös✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

x(t) = a cosω0t+ b sinω0t

♠✐t ③✇❡✐ ❙❦❛❧❛r❡♥ a ✉♥❞ b✳ ❉✐❡ ❙❦❛❧❛r❡ ✇❡r❞❡♥ ✐✳❆✳ ❞✉r❝❤ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✳❇✳ ❖rt ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉r ❩❡✐t t = 0 ♠✐t x0 ✉♥❞ v0 ❢❡st❧❡❣t✱ ❧❛✉t❡t
❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✶✹✳✶✼

x(t) = x0 cosω0t+ v0 sinω0t

❋ür v0 = 0 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ♠✐t ●❧✳ ✶✹✳✶✷ ❜❡r❡✐ts ❛✉❢❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ▲ös✉♥❣✳

✶✷✼



✶✹✳✸✳✸✳ ●❡❞ä♠♣❢t❡r ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r

❉✉r❝❤ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s ●❧✳ ✶✹✳✾ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥
❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs✿

ẍ+ 2γDẋ+ ω2
0x = 0 ✭✶✹✳✶✽✮

❉❛s ❙②st❡♠✈❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡st✐♠♠t✿ ❞✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ✭❑r❡✐s✲
✮❋r❡q✉❡♥③ ω0 =

√

k/m ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜❦❧✐♥❣❦♦♥st❛♥t❡ γD = a1/2✳
●❧✳ ✶✹✳✶✽ ✐st ❡✐♥❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤
❞❡♥ Pr♦❞✉❦t❛♥s❛t③ x = fg ♠✐t ③✇❡✐ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ f(t) ✉♥❞ h(t)❣❡❧öst
✇❡r❞❡♥ ✳ ▼❛♥ s❡t③t

ẋ = ḟ g + fġ

ẍ = f̈ g + 2ḟ ġ + fg̈

✐♥ ●❧✳ ✶✹✳✶✽ ❡✐♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t

fg̈ + 2(ḟ + γDf)ġ + (f̈ + 2γDḟ + ω2
0f)g = 0 .

▼❛♥ ✈❡r❢ü❣t ü❜❡r ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f s♦✱ ❞❛ss ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡ ❚❡r♠ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳ ❉✐❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ḟ + γDf = 0 ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ f(t) = exp(−γDt) ❣❡❧öst✳ ❉❛♠✐t ✐st ❢ür g ♥✉r ♥♦❝❤ ❞✐❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

g̈ + (ω2
0 − γ2D)g = 0

③✉ ❧ös❡♥✳ ■st ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✈♦♥ ω2
0 − γ2D ♥❡❣❛t✐✈✱ s♦ ❧✐❡❣t ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠

❚②♣ ❉●✹ ✈♦r✱ ✐st ❡s ♣♦s✐t✐✈✱ ❡✐♥❡ ✈♦♠ ❚②♣ ❉●✺ ✭❚❛❜✳ ✺✮✳

❉❡r ❑r✐❡❝❤❢❛❧❧ ✭γD > ω0✮✳ ▼✐t

g̈ − γ2g = 0 und γ =
√

γ2D − ω2
0 ✭✶✹✳✶✾✮

❢♦❧❣t ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = [a exp(γt) + b exp(−γt)] exp(−γDt) . ✭✶✹✳✷✵✮

❞❡s s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❑r✐❡❝❤❢❛❧❧s✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ x(0) = x0✉♥❞ ẋ(0) = 0
❢♦r❞❡rt✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ●❧✳ ✶✹✳✷✵ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0[cosh(γt) +
γD
γ

sinh(−γt)] exp(−γDt) ✭❑r✐❡❝❤❢❛❧❧✮ ✭✶✹✳✷✶✮

✶✷✽



❉❡r ❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧ ✭ω0 > γD✮✳ ▼✐t

g̈ + ω2g = 0 und ω =
√

ω2
0 − γ2D ✭✶✹✳✷✷✮

❢♦❧❣t ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0 exp(−γDt) sin(ωt+ δ) ✭✶✹✳✷✸✮

❞❡s ❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧s✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✱ ❞❡r❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡
✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ❛❜♥✐♠♠t✳✶✹

❉✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❣❡s❝❤✐❡❤t ♠✐t ❞❡r ❆❜❦❧✐♥❣❦♦♥st❛♥t❡♥ γD✳

▲❡❣t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ x(0) = x0 ✉♥❞ ẋ(0) = 0 ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣✲
s❛♠♣❧✐t✉❞❡ x0✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉❢ ♥✉❧❧ ❢❡st✱ ❢♦❧❣t ❛✉s ●❧✳ ✶✹✳✷✸
❞✐❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0[cos(ωt) +
γD
ω

sin(ωt)] exp(−γDt) ✭❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧✮ ✭✶✹✳✷✹✮

❉❡r ❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✭γD = ω0✮✳ ❋ür ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ γ → 0 ❜③✇✳ ω → 0 ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0[1 + γDt] exp(−γDt) ✭❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡r ●r❡♥③❢❛❧❧✮

❞❡s ❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧s✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❛✉❢ ●❧✳ ✶✹✳✷✶ ♦❞❡r ●❧✳ ✶✹✳✷✹ ❞✐❡ ◆ä❤❡✲
r✉♥❣s❢♦r♠❡❧♥ ❛✉s ❚❛❜✳ ✷ ❛♥✇❡♥❞❡t✳

■♥ ❆❜❜✳ ✹✶ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧ ✭ω0 > γD✮✱ ❞❡♥ ❑r✐❡❝❤❢❛❧❧ ✭ω0 < γD✮
✉♥❞ ❞❡♥ ❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✭ω0 = γD✮ ❢ür ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣
x(0) = x0 ✉♥❞ ẋ(0) = 0 ❜❡✐ ❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥❡r ❋r❡q✉❡♥③ ω0 ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ■♠
❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ♥ä❤❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡♠ st❛t✐♦♥är❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✇❡rt
x = 0 ❛♠ s❝❤♥❡❧❧st❡♥ ❛♥✳ ❉❛ ♠❛♥ ❢ür ❩❡✐❣❡r✐♥str✉♠❡♥t❡ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st r❛s❝❤❡ ❊✐♥st❡❧❧✉♥❣
❞❡r ▼❡ss✇❡rt❛♥③❡✐❣❡ ❛♥str❡❜t✱ ❜❡♠ü❤t ♠❛♥ s✐❝❤✱ ❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ s♦ ❡✐♥③✉st❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥
❞❡♥ ❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❡rr❡✐❝❤t✳

✶✹✳✸✳✹✳ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧❡♥ ③✇❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❡✐♥❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡③✉❢✉❤r ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉❛③✉ ❢ü❣t ♠❛♥ ●❧✳ ✶✹✳✾ ❡✐♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡③✉str♦♠ IE ✈♦♥
❛✉ÿ❡♥ ❤✐♥③✉ ✉♥❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧

d

dt

(

1

2
mẋ2 +

1

2
kx2

)

+ 2γDmẋ2 + IE = 0

✶✹❆♥♠❡r❦✉♥❣ ③✉r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥✿ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✱ ●❧✳ ✶✹✳✷✸✱ ✐st✱ ❛♥❞❡rs ❛❧s ❞✐❡
✉♥❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✱ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❦❡✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✱ ❞❡♥♥ ❡s ❣✐❧t x(t) 6= x(t+T )✱
✇❡♥♥ T = 2π/ω ❞✐❡ P❡r✐♦❞❡♥❞❛✉❡r ❞❛rst❡❧❧t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❡♥ ●r❛♣❤❡♥ ❛♥s❝❤❛✉t✱ ❤❛t ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
❞❡♥♥♦❝❤ ❡t✇❛s ✒P❡r✐♦❞✐s❝❤❡s✏✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ▼❛①✐♠❛ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❢♦❧❣❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ③ä❤❧t ♠❛♥ ❛✉❝❤
❞✐❡ ❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ③✉r ❑❧❛ss❡ ❞❡r ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s♠✉st❡r✳

✶✷✾



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✶✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ❑r✐❡❝❤❢❛❧❧✱ ❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧✳ ❋ür ❛❧✲
❧❡ ❞r❡✐ ❑✉r✈❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❋r❡q✉❡♥③ ω0 ❣❧❡✐❝❤❀
❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ✇✐r❞ ✈❛r✐✐❡rt✳

❱❡rstär❦✉♥❣✳ ❆❧s ❡rst❡r s♦❧❧ ❞❡r ❋❛❧❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡③✉str♦♠ ❞✉r❝❤

IE = −γGmẋ2 ,

❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t ③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ ✇✐❡ s✐❡
❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳ ❋ür ❞❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣

x(t) = x0e
(γG−γD)t sin(ωt+ δ). ✭✶✹✳✷✺✮

■st ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ γG ♣♦s✐t✐✈✱ ✇✐r❞ s✐❡ ❛❧s ❤❡✐ÿt ●❛✐♥ ❜③✇✳ ❱❡rstär❦✉♥❣s❦♦❡❢❢✐③❡♥t
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ■st s✐❡ ♥❡❣❛t✐✈✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡r ❱❡rstär❦✉♥❣ ❜③✇✳ ❉ä♠♣❢✉♥❣✳
❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐st s✉❜t✐❧✿ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ s❝❤✇✐♥❣❡♥✲
❞❡ ❙t✐♠♠❣❛❜❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✐♥ ❲är♠❡ ✈❡r❧✐❡rt✱ ❞❛♥♥ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ❡s ❛❧s
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥s❡❤❡♥✳ ❉❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✐st ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❲❡♥♥ s✐❡ ❙❝❤❛❧❧ ❛❜❣✐❜t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r
❱♦r❣❛♥❣ ✐♠ Pr✐♥③✐♣ t❡✐❧✇❡✐s❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧✿ ▼❛♥ ❦ö♥♥t❡ ❞❡♥ ❙❝❤❛❧❧ ✭t❡✐❧✇❡✐s❡✮ ✇✐❡❞❡r ③✉rü❝❦✲
r❡✢❡❦t✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙t✐♠♠❣❛❜❡❧ ❦❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✉r❝❤ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❙❝❤❛❧❧❡♥❡r❣✐❡ ✭❡✐♥
✇❡♥✐❣✮ ③✉♠ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

❋ür γG > γD ✇ä❝❤st ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ❛♥ ✉♥❞ ❢ür γG < γD ❢ä❧❧t s✐❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧
❛❜✳ ❲❡♥♥ ❛❜❡r γG = γD✱ s♦ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ st❛t✐♦♥är❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s③✉st❛♥❞ ♠✐t
❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❛♠♣❧✐t✉❞❡

x(t) = xs cosωt ✭✶✹✳✷✻✮

❡✐♥st❡❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ❊✐♥st❡❧❧✉♥❣ ❞❡s st❛t✐♦♥är❡♥ ❩✉st❛♥❞s ✐st ❤❡✐❦❡❧ ✉♥❞ ❧❛❜✐❧✿ ❊✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥
③✉ ❤♦❤❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✇ä❝❤st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧✱ ❡✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥ ③✉ ✇❡♥✐❣ ✉♥❞
❞❛♥♥ ♥✐♠♠t s✐❡ ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ❛❜✳

✶✸✵



❊r③✇✉♥❣❡♥❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✳ ❱♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ✇❡r❞❡ ❡✐♥ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡str♦♠

IE = −γGmẋ cos(ωt+ δ)

③✉❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛s ♠❛❣ ❛✉❢ ❡rst❡♥ ❇❧✐❝❦ ✇✐❡ ❡✐♥ ◆✉❧❧s✉♠♠❡♥s♣✐❡❧ ❛✉ss❡❤❡♥ ✉♥❞ ✇är❡ ❡s ❛✉❝❤✱
✇❡♥♥ ẋ ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✇är❡✳ ❉❡♥♥ ❞❛♥♥ ✇ür❞❡ ❡✐♥❡ ❤❛❧❜❡ P❡r✐♦❞❡ ❧❛♥❣ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt
✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ♥ä❝❤st❡♥ ❤❛❧❜❡♥ P❡r✐♦❞❡ ❣❡♥❛✉s♦✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐❡❞❡r ❛❜❣❡❢ü❤rt✳ ❆❜❡r ẋ ✐st ❡✐♥❡
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ ❞❛s ä♥❞❡rt ❛❧❧❡s✳ ❍✐❡r s♦❧❧ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ✉♥t❡rs✉❝❤t
✇❡r❞❡♥✱ ✉♥t❡r ❞❡r s✐❝❤ ❡✐♥❡ st❛t✐♦♥är❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t

x(t) = xs cosωt

❡✐♥st❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s ❧ässt s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡s ❛❧s ❆♥s❛t③ ✐♥
❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ẍ+ 2γDẋ+ ω2
0x = γG cos(ωt+ δ) ✭✶✹✳✷✼✮

❡✐♥s❡t③t ✉♥❞ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ♦❜ ❡s ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❆♥s❛t③ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❣✐❜t✳

❲❡❣❡♥ cos(ωt+δ) = cos δ cosωt−sin δ sinωt ✭❲✐♥❦❡❧❛❞❞✐t✐♦♥st❤❡♦r❡♠✮ ✉♥❞ ✇❡✐❧ ❑♦s✐♥✉s✲
✉♥❞ ❙✐♥✉s❢✉♥❦t✐♦♥ ❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ ❣❡✇✐♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

(ω2
0 − ω2)xs = γG cos δ

2γDωxs = γG sin δ

▼✐t cos2 δ + sin2 δ = 1 ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ st❛t✐♦♥är❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡

xs =
γG

√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γDω)2

✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣

tan δ =
2γDω

(ω2
0 − ω2)

.

❊s ❣✐❜t ❛❧s♦ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❡ st❛t✐♦♥är❡ ▲ös✉♥❣✳ ■♥ ❆❜❜✳ ✹✷ s✐♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ❑✉r✈❡♥ ❢ür ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡ P❛r❛♠❡t❡r γD/ω0 ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ xs ✉♥❞
❞❡s P❤❛s❡♥✇✐♥❦❡❧s δ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ω ③❡✐❣❡♥✳ ❇❡✐ ω = ω0 ❧✐❡❣t ❞❡r ❘❡s♦♥❛♥③❢❛❧❧
✈♦r✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❡✐❧t ❞❡♠ ❞❡♠ ❖s③✐❧❧❛t♦r st❡ts
✉♠ δ ✈♦r❛✉s ❜③✇✳ ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❤✐♥❦t ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ st❡ts ✉♠ δ ❤✐♥t❡r❤❡r✳ ■♥ ❘❡s♦♥❛♥③
✐st ❞❡r P❤❛s❡♥✇✐♥❦❡❧ st❡ts ✾✵➦ ❜③✇✳ π/2✳

❋ür ❞✐❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

IE = −γGmẋ cos(ωt+ δ) = γGmωxs sinωt [sin δ sinωt− cos δ cosωt]

■♠ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧ ✐st ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❇❡✐tr❛❣ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡ ✭∝ sinωt cosωt =
1
2 sin 2ωt✮ ♥✉❧❧✱ ❞✳❤✳ ü❜❡r ❡✐♥❡ P❡r✐♦❞❡ ❣❡♠✐tt❡❧t ✇✐r❞ ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐❡

✶✸✶



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✷✿ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r st❛t✐♦♥är❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ xs ✉♥❞ ❞❡r P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ δ ❛❧s
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❡①t❡r♥❡♥ ❋r❡q✉❡♥③ ω ❢ür ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s✇❡rt❡✳

❛❜❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❇❧✐♥❞❧❡✐st✉♥❣✳ ❉❡r ❡rst❡ ❇❡✐tr❛❣ (∝ sin2 ωt =
1
2 − 1

2 cos(2ωt)) ✐st ❤✐♥❣❡❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ P❡r✐♦❞❡ ❣❡♠✐tt❡❧t ✉♥❣❧❡✐❝❤ ♥✉❧❧ ✉♥❞ st❡❧❧t ❞❡♥ t❛t✲
sä❝❤❧✐❝❤❡♥ ✇✐r❦s❛♠❡♥ ❩✉str♦♠ ❛♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❛r✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ❞❡♠ ❖s③✐❧❧❛t♦r ③✉❣❡❢ü❤rt❡
❲✐r❦❧❡✐st✉♥❣ PE ✳ ■♠ st❛t✐♦♥är❡♥ ❋❛❧❧ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡ P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ δ ❣❡r❛❞❡ s♦
❡✐♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❥❡❞❡r P❡r✐♦❞❡ ❞✐❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡r❧✐tt❡♥❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ Pv

❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❊♥❡r❣✐❡③✉str♦♠ ❜③✇✳ ❞✐❡ ③✉strö♠❡♥❞❡ ❲✐r❦❧❡✐st✉♥❣ PE = IE ❣❡r❛✲
❞❡ ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt ✇✐r❞✳ ❆♠ P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❡r③✇✉♥❣❡♥❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ✐st ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt✱
❞❛ss ❞✐❡ ❊✐♥st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❇❛❧❛♥❝❡ s❡❧❜str❡❣✉❧✐❡r❡♥❞ ❡r❢♦❧❣t ✉♥❞ ❞✐❡ st❛t✐♦♥är❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡
❣❡❣❡♥ü❜❡r ❙tör✉♥❣❡♥ st❛❜✐❧ ✐st✳

✶✹✳✸✳✺✳ ●❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥

❆❧s ❦♦♥❦r❡t❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ③✇❡✐ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ s❡✐❡♥ ③✇❡✐
❲❛❣❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❣❧❡✐❝❤❡r ▼❛ss❡ m ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❙✐❡ s❡✐❡♥ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ❋❡❞❡r♥ ❣❧❡✐✲
❝❤❡r ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡ k ❛♥ ✐❤r❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts♣♦s✐t✐♦♥ ❣❡❜✉♥❞❡♥ ✉♥❞ ü❜❡r ❡✐♥❡
s❝❤✇❛❝❤❡ ❋❡❞❡r ♠✐t ❞❡r ✈✐❡❧ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡♥ κ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❦♦♣♣❡❧t✳ ❉✐❡s❡
❙✐t✉❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥
❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲❛❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞r❡✐ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❋❡❞❡r♥ ❡✐♥❣❡❤❡♥✳ ❲❡♥♥
♠❛♥ ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❣✐❧t

E0 =
1

2
mẋ2A +

1

2
mẋ2B +

1

2
kx2A +

1

2
kx2B +

1

2
κ(xA − xB)

2 ✭✶✹✳✷✽✮

♠✐t ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ E0✳ ❍✐❡r s✐♥❞ xA✉♥❞ xB ❞✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
❲❛❣❡♥ ❛✉s ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡♥✲ ✉♥❞ ❉✐✛❡✲
r❡♥③❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥

ξ1 =
1√
2
(xA + xB)

ξ2 =
1√
2
(xA − xB)

✶✸✷



❡✐♥❢ü❤rt✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ●❧✳ ✶✹✳✷✽ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ✉♠s❝❤r❡✐❜❡♥✿

E0 =
1

2
mξ̇21 +

1

2
kξ21 +

1

2
mξ̇22 +

1

2
(k + 2κ)ξ22

❉✉r❝❤ ❜❧♦ÿ❡s ❍✐♥s❝❤❛✉❡♥ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♥ ③✇❡✐❡r ✉♥❛❜✲
❤ä♥❣✐❣❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❡♥ ω1 =

√

k/m ✉♥❞ ω2 =
√

(k + 2κ)/m ❞❛rst❡❧❧t✳
❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞❡r❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ s♦❢♦rt ❛♥❣❡❜❡♥✿

ξ1(t) = ξ10 cosω1t

ξ2(t) = ξ20 cosω2t

❉✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ξ10 ✉♥❞ ξ20 s✐♥❞ ❞❛❜❡✐ ❛✉s ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳
❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✳❇✳

xA(t) =
1√
2
[ξ1(t) + ξ2(t)] =

1

2
(xA0 + xB0) cosω1t+

1

2
(x10 − x20) cosω2t

❍✐❡r s✐♥❞ xA0 ✉♥❞ xB0 ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❛✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ❋❛❧❧✱ ❞❛ss ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ♥✉r ❞❡r
❡rst❡ ❲❛❣❡♥ ♠✐t xA0 = x0 ❛✉s❣❡❧❡♥❦t ✉♥❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ✐♥ s❡✐♥❡r ❘✉❤❡❧❛❣❡ ✐st✱ ❞✳❤✳ xB0 = 0✱
❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

xA(t) =
1

2
x0 [cosω1t+ cosω2t] = x0 cos∆ωt cosωt ✭✶✹✳✷✾✮

xB(t) =
1

2
x0 [cosω1t− cosω2t] = x0 sin∆ωt sinωt ✭✶✹✳✸✵✮

❍✐❡r❜❡✐ ✐st ∆ω = 1
2(ω2 − ω1)✳ ■♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t s✐❡❤t ❞❛s s♦ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞❡r ❡rst❡ ❲❛❣❡♥

✇✐❡ ❡✐♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ♠✐t ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③ ω = 1
2(ω1 + ω2) s❝❤✇✐♥❣t✱

✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ③✉❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ä♥❞❡rt✳ ❉❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥
▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐r❞ ❛❧s ❙❝❤✇❡❜✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❋ür s❝❤✇❛❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣
✭κ ≪ k✮ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡

EA =
1

2
mẋ2A +

1

2
kx2A ≈ 1

2
kx20 cos

2∆ωt = k
(x0
2

)2
(1 + cosΩt) ✭✶✹✳✸✶✮

❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❆ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ♠✐t ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③❢r❡q✉❡♥③ Ω = ω2 − ω1 = 2∆ω✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛❧s
❙❝❤✇❡❜✉♥❣s❢r❡q✉❡♥③ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❱❡r❧ä✉❢❡ ✈♦♥ xA(t) ✉♥❞ xB(t) s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

✶✺✳ ❑r❛❢t

✶✺✳✶✳ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡ss❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧
❛✉s ❡✐♥❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin(ẋ) = mẋ2/2 ✉♥❞ ❡✐♥❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Epot(x)
❜❡st❡❤t✳ ❉✐❡ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x s♦❧❧ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✐❡ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ s❡✐♥ ✭✉♥❞ ♥✐❝❤t
❡t✇❛ ❡✐♥❡ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ϕ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ P❡♥❞❡❧✮ ✉♥❞

✶✸✸



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✸✿ ❉✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ x1(t) ✭●❧✳ ✶✹✳✷✾✮ ✉♥❞ x2(t) ✭●❧✳ ✶✹✳✸✵✮ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡
EA ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❆ ✭●❧✳ ✶✹✳✸✶✮ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t t ✭x0 = 1, ω =
7 s−1, ∆ω = 0.5 s−1✮✳ ❉✐❡ ❡✐♥❤ü❧❧❡♥❞❡ ❙❝❤✇❡❜✉♥❣s❦✉r✈❡ ✐st ❣❡str✐❝❤❡❧t
❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ẋ s♦❧❧ ❡✐♥❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ s❡✐♥✳ ❙✐❡ s♦❧❧
❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s✱ ❞❛s ❢ür ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐✲
♦♥ ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤ ✐st✳ ❉❛s ✐st ❞❛s ❤✐❡r ❣❡✇ä❤❧t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥
❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ Pv s♦❧❧ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉✲ ♦❞❡r ❛❜✢✐❡ÿ❡♥❞❡r ❊♥❡r❣✐❡str♦♠ IE ❜❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡s ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ✒P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✏ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧s
▲❡✐st✉♥❣s❜✐❧❛♥③✿

d

dt
Ekin(ẋ) = − d

dt
Epot(x)− IE − Pv . ✭✶✺✳✶✮

❯♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✉♥❞ ♠✐t p = mẋ ❢♦❧❣t✿

ṗẋ = −dEpot

dx
ẋ− Pv − IE ✭✶✺✳✷✮

❉✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ s②st❡♠✐♥t❡r♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ x ❜❡③✐❡❤❡♥❞❡ ●röÿ❡

Fkons(x) = −dEpot(x)

dx
✭✶✺✳✸✮

✶✸✹



✇✐r❞ ❛❧s ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❑r❛❢t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡s❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❤❛t ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●r✉♥❞✿
❲❡♥♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ✭❑❛♣✳ ✶✹✳✸✳✶✮✱ ♥✉r ❦♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈❡ ❑rä❢t❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❞❛♥♥ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ❛✉s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡st❡✲
❤❡♥❞❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥ ❜③✇✳ ❦♦♥s❡r✈✐❡rt✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

IE = −Fextẋ ✭✶✺✳✹✮

❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❡①t❡r♥❡ ❑r❛❢t ✉♥❞ ❞✉r❝❤

Pv = −FRv ✭✶✺✳✺✮

❡✐♥❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❦r❛❢t✳ ❋ür ❡✐♥ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✷✳✸✾ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❡✐✲
❜✉♥❣s❦r❛❢t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ③✉

FR = −ma1v .

❘❡✐❜✉♥❣s❦rä❢t❡ s✐♥❞ st❡ts ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ③✉r ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❉✐ss✐✲
♣❛t✐♦♥ ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤❡♥ ▼❡❞✐✉♠s ❣❡r✐❝❤t❡t✳ ❉✐❡ ä✉ÿ❡r❡ ❑r❛❢t ✐st ❦❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ x ❞❡s ❙②st❡♠s✳ ❙✐❡ ❤❛t ♠✐t ❞❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ♥✐❝❤ts ③✉ t✉♥✳
❙✐❡ ✐st ä✉ÿ❡r❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥✳ ■♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ▼❡✲
❝❤❛♥✐❦ ♥✐♠♠t ♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡✐♥✳ ■♠ st❛t✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧
✭ẋ = 0 ❜③✇✳ v = 0✮ tr✐tt ✇❡❞❡r ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡str♦♠ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ ❛✉❢
✕ ❡❣❛❧ ✇✐❡ ❣r♦ÿ ❞✐❡ ❡①t❡r♥❡♥ ❑rä❢t❡ ♦❞❡r ❞✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❦rä❢t❡ s❡✐♥ ♠ö❣❡♥✳

❉✐❡ ❛✉s ●❧✳ ✶✺✳✷ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

ṗẋ = (Fkons + FR + Fext)ẋ

✐st ❢ür ❛❧❧❡ ẋ ❡r❢ü❧❧❜❛r✱ ✇❡♥♥

ṗ = Fkons + FR + Fext = F . ✭✶✺✳✻✮

❉✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s ✐st ❛❧s♦ ❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥❡r ❑r❛❢t F ✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡
❞❡r ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥ ✭❡①t❡r♥❡♥✮ ❑rä❢t❡ s♦✇✐❡ ❞❡r ❘❡✐❜✉♥❣s❦rä❢t❡
✐st✳ ❙✐♥❞ ❡①t❡r♥❡ ❑r❛❢t ✉♥❞ ❘❡✐❜✉♥❣s❦r❛❢t ♥✉❧❧ ✭❞✳❤✳ Pv + IE = 0✮✱ ❞❛♥♥ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛✉s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡
✐st ❞❛♥♥ ❦♦♥st❛♥t✳

❉✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❑rä❢t❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❜r✐♥❣t ❡s ♠✐t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❡♥ ❑rä❢t❡♥ ❡✐♥❡ ❊r❜✲
s❝❤❛❢t ✐♥ ❞❡♥ ❙❝❤♦ÿ ❢ä❧❧t✿ ❙✐❡ ❡r❜❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐❡ ❆❞❞✐t✐♦♥s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤
❛❧s♦ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♦❞❡r ❞✐❡ ③✉❣❡✢♦ss❡♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊✐♥③❡❧❜❡✐✲
trä❣❡♥ ❛❞❞✐t✐✈ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✱ ❞❛♥♥ s❡t③❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑rä❢t❡ ❛✉s ❞❡♥ ❊✐♥③❡❧❜❡✐trä❣❡♥
❛❞❞✐t✐✈ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❣✐❧t ❞❛s ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❑rä❢t❡✳ ❲❡♥♥ k ❑r❛❢t❜❡✐trä❣❡ ❜❡✐tr❛❣❡♥✱ ❞❛♥♥
s✉♠♠✐❡r❡♥ s✐❝❤ k ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❑r❛❢t❜❡✐trä❣❡ ③✉ ❡✐♥❡r r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t F ✿

ṗ =
k

∑

i=1

Fi = F ✭✶✺✳✼✮

✶✸✺



●❧✳ ✶✺✳✼ ✐st ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❞rü❝❦t ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❙✐❝❤t
❞❡r ❘♦❧❧❡ ❞❡r ❑r❛❢t ❛✉s✿ ❙✐❡ ✐st ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣sä♥❞❡r✉♥❣ ❜③✇✳ ■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣✳
❉❛s ✐st ✐♠ ◆❛❝❤❤✐♥❡✐♥ ❞❡r ●r✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡s ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥s ❜❡✐ ❞❡r ❉❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ❞❡r ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥ ❑rä❢t❡ ✐♥ ●❧✳ ✶✺✳✸✳ ■♥ ✐❤r❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❣✐♥❣❡♥ ❞✐❡ ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐✲
s❝❤❡♥ ❆✉s❞rü❝❦❡ ❢ür ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ■♠♣✉❧s ❡✐♥✳ ❲❡♥♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥
❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❇❡tr❛❣ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ c ❧✐❡❣t✱ ❧✐❡❢❡rt
●❧✳ ✶✺✳✼ ❞❛❤❡r ❢❛❧s❝❤❡ ❘❡s✉❧t❛t❡✳ ❆❜❡r ❢ür ❞✐❡ ✒❆❧❧t❛❣s♣❤②s✐❦✏✱ ❞✳❤✳ ❢ür ❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐ts❜❡r❡✐❝❤ ✉♥s❡r❡r ❆❧❧t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡
❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ◆ä❤❡r✉♥❣✳ ❉✐❡ ▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t ❞❡r ❑r❛❢t ❤❡✐ÿt ◆❡✇t♦♥✿

1Newton = 1N = 1 kg m/s2 . ✭✶✺✳✽✮

❙❡t③t ♠❛♥ p = mẋ ✐♥ ●❧✳ ✹✶✳✶ ❢ür ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ▼❛ss❡ m ❡✐♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

mẍ = F . ✭✶✺✳✾✮

❊rst ❞❡r ❯♠st❛♥❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ a = ẍ ✐♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ v = ẋ → 0
❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✵✳✻ ③✉ ❡✐♥❡r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✇✐r❞✱ ❢ür ③✇❡✐ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ❙ ✉♥❞ ❙✬ ❛❧s♦
♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡

a ≈ a′ ✭✶✺✳✶✵✮

❣✐❧t✱ ❢ü❤rt ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✒❑r❛❢t ❣❧❡✐❝❤ ▼❛ss❡ ♠❛❧ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✏✱

F = ma , ✭✶✺✳✶✶✮

✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ❣ü❧t✐❣❡♥ ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ♠✐t ❡✐♥❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❑r❛❢t ~F ✇✐r❞✳ ❯♠ ❡s ❣❛♥③ ❦❧❛r ③✉ s❛❣❡♥✿ ◆✉r ❢ür
❦❧❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✐st ●❧✳ ✶✺✳✶✶ ❡✐♥ ✭♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✮ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ●❡s❡t③✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡s ♥✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉ t✉♥ ❤❛t✱ s♦♥❞❡r♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠
❛✉s N ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❛♥♥ ❛❞❞✐❡rt ♠❛♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛✉❢ ✉♥❞
❡r❤ä❧t s♦ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❛s
♠✐t ❛❧❧❡♥ ü❜r✐❣❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t✱ s♦ ❛❣✐❡r❡♥ ❞✐❡s❡ ❛❧s ❡①t❡r♥❡ ❑rä❢t❡✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❦❡♥
s✐❝❤ ❞✐❡ ❩✉✲ ✉♥❞ ❆❜✢üss❡ ❞✐❡s❡r ✒ä✉ÿ❡r❡♥✏ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ N ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥✲
❞❡r ③✉s❝❤✐❡❜❡♥✱ ✐♥ ❙✉♠♠❡ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❛✉s✱ ❞❡♥♥ ❢ür ❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥s②st❡♠ s✉♠♠✐❡r❡♥ s✐❝❤
♣♦s✐t✐✈❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉✢üss❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❚❡✐❧❝❤❡♥ j ♠✐t ❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛♥ ❞✐❡s❡s
❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡strö♠❡ ③✉ ♥✉❧❧✳ ❉❛❤❡r ❣✐❧t ❢ür ❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥s②st❡♠✿

ṗ =
N
∑

j=1

ṗj =
N
∑

j=1

Fj ,

✇♦❜❡✐ Fj ❤✐❡r ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❛s j✲t❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✇✐r❦❡♥❞❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❑rä❢t❡ ✐st✳

✶✸✻



✶✺✳✷✳ ❆❝t✐♦ ✉♥❞ r❡❛❝t✐♦

❊s s❡✐ G ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ♠✐t s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❛✉s s❡✐♥❡r ✭ä✉ÿ❡✲
r❡♥✮ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ✭❑❛♣✳ ✶✶✳✻✮✱
✇ür❞❡ ❡s ③✉❧❛ss❡♥✱ ❞❛ss ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ä✉ÿ❡r❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠✇❛♥❞❡❧t ✉♥❞
✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ❉✐❡ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣✱ ✈❡r❤✐♥❞❡rt ❞✐❡s❡♥ ✒▼ü♥❝❤❤❛✉s❡♥✲❚r✐❝❦✏✶✺✱ ❞✳❤✳ s❝❤❧✐❡ÿt
❡✐♥❡♥ s♦❧❝❤❡♥ Pr♦③❡ss ❛✉s✳

❊✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❞❛❤❡r ♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ✭♠✐♥❞❡st❡♥s✮ ③✇❡✐
❙②st❡♠❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠ G ❜❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ A ✉♥❞ B ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❚❡✐❧s②s✲
t❡♠ A s❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ä♥❞❡rt✱ ✐♥❞❡♠ ❞✐❡ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣ dpA
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣ dpB ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠s B ❛✉s❣❡❣❧✐❝❤❡♥ ✇✐r❞✳ ❲✐r❞ ❞✐❡
■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣ ✈♦♥ A ❣❡♠äÿ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

ṗA = F

❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑r❛❢t F ❜❡✇✐r❦t✱ s♦ ♠✉ss ❡s ❡✐♥ ♠✐t A ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡s ❙②st❡♠ B ❣❡❜❡♥✱
❞❡ss❡♥ ■♠♣✉❧s s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ✐♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛♥❣r❡✐❢❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t ä♥❞❡rt✿

ṗB = −F

s♦ ❞❛ss ❢ür ❞❛s ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡
●❡s❛♠ts②st❡♠ G ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣

ṗA + ṗB = 0

◆❡✇t♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜ ❞✐❡s❡s ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♣r✐♥③✐♣ ❞✉r❝❤ ❛❝t✐♦ ❣❧❡✐❝❤ r❡❛❝t✐♦✳

❲❡♥♥ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ A ✉♥❞ B ♠✐t ❞❡♥ ▼❛ss❡♥ mA

✉♥❞ mB ❜❡st❡❤t✱ ✐st ❥❡❞❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠ dEkin,A = pAdpA/mA

♠✐t ❡✐♥❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s ✉♠ dpA ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❉❛s ❙②st❡♠ B ❦♦♠♠t ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❞❛❤❡r ③✇❛♥❣s❧ä✉✜❣ ✐♥s ❙♣✐❡❧✳ ■♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❣✐❧t st❡ts pA = −pB
✉♥❞ ♠✐t dEkin,B = pBdpB/mB ❢♦❧❣t dEkin,B/dEkin,A = mA/mB✳ ❋❛❧❧s ❞✐❡ ▼❛ss❡ mB

❣❡❣❡♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣❡❤t✱ ❜r❛✉❝❤t ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❇ ✐♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ♠✐t
❛♥❞❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❙②st❡♠ ❇ ❧✐❡❢❡rt ❞❛♥♥ ♥✉r ❞❡♥
❜❡♥öt✐❣t❡♥ ■♠♣✉❧s✱ s♣✐❡❧t ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ❛❜❡r ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳

▼ü♥❝❤❤❛✉s❡♥✲Pr♦❜❧❡♠❡✳ ❉❛s ❙②st❡♠ A ❣❡❜❡ ❡✐♥❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❆♥t❡✐❧ dEpot s❡✐♥❡r
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜✳ ❉❡r❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞✱ ♠✐t ❞❡♠ s✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❆♥t❡✐❧ dEkin,A ❡✐❣❡♥❡r
❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠✇❛♥❞❡❧♥ ❦❛♥♥✱ ✐st

η =
dEkin,A

dEpot
=

dEkin,A

dEkin,A + dEkin,B
=

1

1 +mA/mB
.

✶✺■♥ ❡✐♥❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ▲ü❣❡♥❣❡s❝❤✐❝❤t❡ s♦❧❧ s✐❝❤ ❇❛r♦♥ ▼ü♥❝❤❤❛✉s❡♥ ❛♠ ❡✐❣❡♥❡♥ ❙❝❤♦♣❢ ❛✉s ❞❡♠ ❙✉♠♣❢
❣❡③♦❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳

✶✸✼



❋ürmB → 0✱ ❛❧s♦ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡✱ ✇❡♥♥ ❦❡✐♥❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♣❛rt♥❡r ❇ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✱ ✇✐r❞
❞❡r ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ♥✉❧❧✳ ❉❛❤❡r ✈❡r❜✐❡t❡t ❞❡r ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❞❡♥ ✒▼ü♥❝❤❤❛✉s❡♥✲
❚r✐❝❦✏✱ ♦❜✇♦❤❧ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✐❤♥ ✐♠ Pr✐♥③✐♣ ③✉❧❛ss❡♥ ✇ür❞❡✳

■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✹✳✸✳✶ ✇✉r❞❡ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r s❡✐♥❡
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ✐♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ③✉rü❝❦ ✉♠✇❛♥❞❡❧♥ ❦❛♥♥✱ ❛❧s♦
✐♥ ❜❡✐❞❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ✈♦♥ 100%✳ ❉❛s ✐st ♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥
❞❡r ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❙②st❡♠ B ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t✱ ❞❡ss❡♥ ▼❛ss❡
mB ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ ✐st✳ ❉❛♥♥ ✇✐r❞ ③✇❛r ■♠♣✉❧s ❛♥ B ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✱ ❛❜❡r ❦❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✹✳✸✳✶ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡r ●r❡♥③❢❛❧❧ st✐❧❧s❝❤✇❡✐❣❡♥❞ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱
✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ r❡✐♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥ ✇✐❧❧✳

❈❊❘◆✲Pr♦❜❧❡♠❡✳ ❉❛s ❙②st❡♠ A ❣❡❜❡ ❡✐♥❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❆♥t❡✐❧ dEkin,A s❡✐♥❡r ❦✐♥❡t✐✲
s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜✳ ❉❡r ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞✱ ♠✐t ❞❡♠ ❡s s✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❆♥t❡✐❧ dEpot ❛♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r
❊♥❡r❣✐❡ ✉♠✇❛♥❞❡❧♥ ❦❛♥♥✱ ✐st

η =
dEpot

dEkin,A
=

dEkin,A − dEkin,B

dEkin,A
= 1− mA

mB
.

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠✐t ❤♦❤❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥ ❚❛r❣❡tt❡✐❧❝❤❡♥ s❝❤✐❡ÿt✱
st❡❤t ♥✉r ❞❡r ❆♥t❡✐❧ η ❢ür ❡✐♥❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✐♥ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳ ❊✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡r
❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ η > 0 ✐st ♥✉r s♦ ❧❛♥❣❡ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇✐❡ mB > mA ❣✐❧t✳

✶✻✳ ❆r❜❡✐t

❲❡♥♥ ❡✐♥❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
③✉strö♠t✱ s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❊♥❡r❣✐❡

∆W = −
tf
ˆ

ti

IE(t)dt ✭✶✻✳✶✮

❛❧s ✭♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡✮ ❆r❜❡✐t✳ ❍✐❡r ✐st ti ❞❡r ❩❡✐t♣✉♥❦t✱ ❛♥ ❞❡♠ ❞❡r Pr♦③❡ss ❜❡❣❛♥♥ ✉♥❞ tf
❞❡r ❩❡✐t♣✉♥❦t✱ ❛♥ ❞❡♠ ❡r ❡♥❞❡t❡✳ ■♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣
✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠✐t ✐❤r❡♥ ❖rts✲ ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x ✉♥❞ ẋ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❦❛♥♥
♠❛♥ ●❧✳ ✶✺✳✹ ❡✐♥s❡t③❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t

∆W =

tf
ˆ

ti

Fext(t) ẋ(t) dt =

xf
ˆ

xi

Fext · dx , ✭✶✻✳✷✮

✇♦❜❡✐ xi = x(ti) ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ✉♥❞ xf = x(tf ) ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s ✐st✳
❉✐❡ ❆r❜❡✐t tr✐tt ❤✐❡r ❛❧s ❲❡❣✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡r ❡①t❡r♥❡♥ ❑r❛❢t ❛✉❢✳ ❲✐r❞ ❆r❜❡✐t ③✉❣❡❢ü❤rt✱ s♦
ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt❡
❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❛s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r
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❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t✿ ❏❡❞❡ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ♦❞❡r ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ❣❡s❝❤✐❡❤t ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t✳ ❉❛s ✐st ♦❤♥❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ✐♥
❜❡✐❞❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❛❧s♦ r❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❆❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ä♥❞❡r♥✱
♠üss❡♥ ♥✐❝❤t ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r✇❡✐s❡ ❖rt ♦❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❤❡r❤❛❧t❡♥✳ ❏❡❞❡ ❛♥❞❡r❡ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ t✉t ❡s ❛✉❝❤✳

✶✼✳ ❉❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❡s ▼✐♥✐♠✉♠s ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

❲❡♥♥ ❦❡✐♥❡ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥ ❡s ✈❡r❤✐♥❞❡r♥✱ ❦❛♥♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠s ✐✳❆✳ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ■st ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❙②st❡♠
✈♦r❤❛♥❞❡♥✱ s♦ ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s✱ ❞❛ss ❙②st❡♠t❡✐❧❡ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t
✐✳❆✳ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s✈♦r❣❛♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ❊✐♥❜❛❤♥str❛ÿ❡✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡
❞✐ss✐♣✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❢ür ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❉❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❦❛♥♥
s♦ ❧❛♥❣❡ st❛tt✜♥❞❡♥✱ ❜✐s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❤❡rrs❝❤t✳ ❉❛♠✐t ♠❡✐♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞❡r
❩✉st❛♥❞ st❛t✐♦♥är ✇✐r❞ ✉♥❞ s✐❝❤ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ♠❡❤r ❛❜s♣✐❡❧❡♥✳ ■♠
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐❤r st❛t✐♦♥är❡s ▼✐♥✐♠✉♠✳

Pr✐♥③✐♣ ✈♦♠ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
▼❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ✐❤r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❉✐s✲
s✐♣❛t✐♦♥ s♦ ❧❛♥❣❡✱ ❜✐s ❡s ❦❡✐♥❡ ❡r❧❛✉❜t❡ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣ ♠❡❤r ❣✐❜t✱ ♠✐t
❞❡r ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥t❡✳
❉✐❡ st❛❜✐❧❡ ❊♥❞❧❛❣❡✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠
❛♥♥✐♠♠t✱ ✐st ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✳

❉❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♠ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡st✐♠♠t✳ ❊r ✐st ❣❡❣❡♥ ❙tör✉♥❣❡♥ st❛❜✐❧✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❞✉r❝❤ ❡①t❡r♥❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ✐♥ ❡✐♥❡♥ ◆✐❝❤t❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞
✈❡rs❡t③t✱ s♦ ❦❡❤rt ❡s ❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥✐❣❡r ❩❡✐t ✇✐❡❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ③✉rü❝❦✳ ❉✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❢ü❤rt ❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❩❡✐t ❡✐♥✱ ❞✐❡
✐♥ ❞❡♥ ●r✉♥❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ s♦ ♥✐❝❤t ❛✉❢tr✐tt✿ ❉✐❡ ❱♦r❣ä♥✲
❣❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ s✐❝❤ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t st❡ts s♦✱ ❞❛ss ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐✲
s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❤❛❜❡♥✱
❞✐❡ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❤♦❝❤ ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞❛s ▼✐♥✐♠✉♠ ♠✐t ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ♠❡t❛st❛❜✐❧✱ ❞✳❤✳ ❡s ✐st ♥✐❝❤t ♠❡❤r st❛❜✐❧✱ ✇❡♥♥ ❛❧❧③✉ ❣r♦ÿ❡ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❞❡r
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❊✐♥ ❙②st❡♠ ❆ s❡✐ ❡✐♥ ❲❛❣❡♥ ❞❡r ▼❛ss❡ m✱ ❞❡ss❡♥ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✉r ❛✉s ❞❡r
❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡mv2/2 s❡✐♥❡r ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠ ❇
❜❡st❡❤t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ❧✐❡❣t ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡♠✐♥✐♠✉♠ ✈♦r✱ ✇❡♥♥
v = 0✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞❡r ❲❛❣❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❇ ③✉r ❘✉❤❡ ❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st✳ ❊s ✐st ❡✐♥❡ ❢❡✐♥❡
■r♦♥✐❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆r✐st♦t❡❧✐s❝❤❡ P❤②s✐❦ ❞✐❡ ❆❧❧t❛❣s❜❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✈ö❧❧✐❣ ③✉tr❡✛❡♥❞
❜❡s❝❤r❡✐❜t✿ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❑ör♣❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ✉♥❞ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ❜❡✇❡❣❡♥ s♦❧❧✱ s♦ ✐st
✉♥s❡r❡ ❆❧❧t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❛ss ❞❡♠ ❑ör♣❡r ❞❛③✉ stä♥❞✐❣ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥

✶✸✾



♠✉ss ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ä✉ÿ❡r❡ ❑r❛❢t ❛✉❢ ❞❡♥ ❑ör♣❡r ✇✐r❦❡♥ ♠✉ss✳ ❖❤♥❡ ❞✐❡s❡ ❑r❛❢t ❤ört
❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛❧s❜❛❧❞ s❝❤♦♥ ❛✉❢✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❞❡r ▼❛ss❡ m ❧✐❡❣❡ ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤✇❡r❡✲
♣❛r❛♠❡t❡r g ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡♥ k ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

Epot(x) = mgx+
1

2
kx2

✈♦r✳ ■♥❞❡♠ x ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ ✇✐r❞✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡r❡✲❊♥❡r❣✐❡
mgx ✐♠♠❡r ✇❡✐t❡r ❛❜♥❡❤♠❡♥✱ ❛❜❡r ❥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡r x ✇✐r❞✱ ❞❡st♦ stär❦❡r ✇ä❝❤st ❞✐❡
❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❋❡❞❡r ❛♥✳ ❉❡r ❲❡rt x0 ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ x ❞❡s ❙②st❡♠s✱
❜❡✐ ❞❡♠ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ◆✉❧❧s❡t③❡♥ ❞❡r
❡rst❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣✿

dEpot

dx
= mg + kx = 0 .

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❢ür ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✿ x0 = −mg/k✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ❘✉❤❡❧❛❣❡✱
❜❡✐ ❞❡r ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ x ♠❡❤r st❛tt✜♥❞❡t✳ ❉✐❡
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❜❡trä❣t Epot(x0) = −(mg)2/2k ✉♥❞
❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✇❡✐t❡r ✈❡r♠✐♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥✳

✶✹✵



✶✽✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡

❉✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✇✐r❞ ❤✐❡r ✐♥ ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ✭❛❧❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✲
❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ c✱ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡♥ ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ mc2✮ ✉♥❞
✐♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠ ✭❑❛♣✳ ✹✻✳✶✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦
✇❡r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ●r✉♥❞❜❡❣r✐✛❡ ❤❡r❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✳❇✳ ❢ür ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✇✐❝❤✲
t✐❣ s✐♥❞✳

✶✽✳✶✳ ▼❛t❡r✐❡♠♦❞❡❧❧❡

▼❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ❜③✇✳ ❚❡✐❧s②st❡✲
♠❡♥✱ ❞✐❡ ♠❡✐st ✐❤r❡rs❡✐ts ✇❡✐t❡r t❡✐❧❜❛r s✐♥❞✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s
▼❛❦r♦s②st❡♠ ✐st ✉♥s❡r ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠✳ ❊s ❜❡st❡❤t ❛✉s ❞❡r ❙♦♥♥❡✱ ❞❡r ❊r❞❡✱ ❑❧❡✐♥♣❧❛♥❡t❡♥
✇✐❡ ❈❡r❡s✱ ❑♦♠❡t❡♥✱ ✐♥t❡r♣❧❛♥❡t❛r✐s❝❤❡♠ ❙t❛✉❜ ✉s✇✳ ❉❛s s✐♥❞ s❝❤♦♥ ③✐❡♠❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❖❜✲
❥❡❦t❡✳ ❆❜❡r ✐♥ ❥❡❞❡s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✇✐❡❞❡r ❤✐♥❡✐♥③♦♦♠❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s ❚❡✐❧s②st❡♠ ✇✐❡❞❡r✉♠
❛❧s ❞❛s ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡ ▼❛❦r♦s②st❡♠ ❛♥s❡❤❡♥✳ ❊s ❜❡st❡❤t ✇✐❡❞❡r ❛✉s ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉s ❞❡r ❆t♠♦s♣❤är❡✱ ❇❡r❣❡♥✱ ▼❡❡r❡♥✱ ●❛s❡♥✱ ❙t❡✐♥❡♥✱ ❇är❡♥ ✉s✇✳ ❉❛s s✐♥❞
❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ③✐❡♠❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❖❜❥❡❦t❡✳ ❉❛ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✇✐❡❞❡r ❤✐♥❡✐♥③♦♦♠❡♥✳ ❆✉❢ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r
❊❜❡♥❡ ❞❡s ❩♦♦♠❡♥s ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ✇✐r ❞❛❜❡✐ ❛✉❢ ❡✐♥ ▼❛❦r♦s②st❡♠
st♦ÿ❡♥✱ ❞❡ss❡♥ ❚❡✐❧❡ s❝❤❡✐♥❜❛r ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ▼❛♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ❡s
❞❛♥♥ ❛❧s ❑♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❞✳❤✳ ❛❧s ❡✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ♦❢t ✕ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤ ✕ t❡✐❧❜❛r❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s
❙②st❡♠✳ ❯♥s❡r ❩✐❡❧ ✇✐r❞ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ s❡✐♥✱ ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡s ✉♥❞
❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡s ▼❛❦r♦s②st❡♠s ③✉ ❡t❛❜❧✐❡r❡♥✳

❆✉s ❞❡♠ ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❤❡r❛✉s③♦♦♠❡♥✳ ❉❛♥♥ ✇✐r❞ ❞❛s ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠
✕ s♦ ❣❡✇❛❧t✐❣ ❣r♦ÿ ❡s ❛✉❝❤ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥ ♠❛❣ ✕ ❛✉❢ ❞❡r ❣❛❧❛❦t✐s❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ③✉
❡✐♥❡♠ str✉❦t✉r❧♦s❡♥ P✉♥❦t✱ ❡rst r❡❝❤t ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊❜❡♥❡ ✈♦♥ ●❛❧❛①✐❡♥❤❛✉❢❡♥ ✉♥❞
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❑♦s♠♦s ❤❡r❛✉s③♦♦♠t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❡①tr❡♠❡r ■❞❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤
✇❡✐t ❤❡r❛✉s③♦♦♠t✱ ❞❛♥♥ ❣❡♥ü❣t ❡✐♥ P✉♥❦t ❛❧s ❛❞äq✉❛t❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❙②st❡♠s✳ ●❡♥❛✉❡r
❣❡s❛❣t✱ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞❛s ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♠ ❑♦s♠♦s ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤
❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡s▼❛ss❡♥♣✉♥❦ts✳ ❉✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠
❛✉❢ ❞✐❡s❡r ❊❜❡♥❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✱ ✐st s❡✐♥❡ ▼❛ss❡ m ❜③✇✳ s❡✐♥❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U = mc2✳

❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❡r❡♥ ✐♥♥❡r❡ ❙tr✉❦t✉r ♥✐❝❤t ❛✉✢ös❜❛r ✐st ♦❞❡r ♥✐❝❤t ✐♥t❡r❡ss✐❡rt✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❛❧s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ✐❤r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ s♣❡③✐✜③✐❡rt✳
❉❛③✉ ❣❡❤ör❡♥ ③✳❇✳ ▼❛ss❡✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ✭❑❛♣✳ ✸✺✳✸✮ ♦❞❡r ❊✐❣❡♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s ✭❑❛♣✳
✹✻✳✶✮✳ ❉❡r ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❛❧❧❡✐♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❣❡♥ü❣t✱ ✐st
❡✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s✳ ❲❡♥♥ ❢ür ❡✐♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
▲❛❞✉♥❣ ③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❣❡♥ü❣t✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r P✉♥❦t❧❛❞✉♥❣✳

❘❡❛❧❡ ▼❛t❡r✐❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ▼❛t❡r✐❡♠♦❞❡❧❧❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

❉❛s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥♠♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❞❛s ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥
❊①tr❡♠♣♦❧❡ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡♠♦❞❡❧❧❡ ❞❡r P❤②s✐❦✳

✶✹✶



❉✐❡s❡r ❚❡✐❧✱ ❞❡r ❚❡✐❧ ✶✽✱ ❣❡❤t ✈♦♠ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❛✉s✳ ▼❛t❡r✐❡ ✇✉r❞❡
❜✐s ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛❧s ❡t✇❛s ❑♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡s ❛♥❣❡s❡❤❡♥✱ ❞❛s ❜❡❧✐❡✲
❜✐❣ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❉✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss ▼❛t❡r✐❡ ❛✉s ❞✐s❦r❡t❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❡t✇❛
▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ♦❞❡r ❆t♦♠❡♥✱ ❛✉❢❣❡❜❛✉t s❡✐♥ ❦ö♥♥t❡✱ ✇✉r❞❡ ❞❛♠❛❧s ✈♦♥ ❞❡r ❣r♦ÿ❡♥ ▼❡❤r❤❡✐t
❞❡r P❤②s✐❦❡r ❛❜❣❡❧❡❤♥t✳ ❍❡✉t❡ ❦♦♠♠t ❞❡♠ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ s❡❧❜st✲
✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♥✉r ❞❡r ❙t❛t✉s ❡✐♥❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ③✉✳ ❆❜❡r s✐❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❆❧❧t❛❣s❡r❢❛❤r✉♥❣
❞❡s ▼❡♥s❝❤❡♥ ✉♥❞ ✐st ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ r❡❝❤t
❜r❛✉❝❤❜❛r✳ ❉✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♣❤②s✐❦ ✐st ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ P❤②s✐❦✳ ❙✐❡ ✈❡r❜❧❡✐❜t ✐♠
❉❡s❦r✐♣t✐✈❡♥ ✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤t ♥✐❝❤t ③✉ ❡r❣rü♥❞❡♥✱ ✇❛r✉♠ ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ s♦ s✐♥❞✱ ✇✐❡ s✐❡
s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♣❤②s✐❦ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✭❚❡✐❧ ■❱✮ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥✲
❞❡♥ ✈♦r♥❡❤♠❧✐❝❤ ✐♥ ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ✭❛❧❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥
❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ c✱ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡♥ ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ mc2✮ ✉♥❞ ✐♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠
✭❑❛♣✳ ✹✻✳✶✮ ♣räs❡♥t✐❡rt✳

❊✐♥❡ ❡rst❡ ❣r♦❜❡ ❊✐♥t❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ❞❡♥ ✈✐❡r ❛♥t✐❦❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥
❊r❞❡✱ ❲❛ss❡r✱ ▲✉❢t ✉♥❞ ❋❡✉❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆ttr✐❜✉t❡ ❢❡st✱ ✢üss✐❣✱ ❣❛s❢ör♠✐❣ ♦❞❡r ♣❧❛s♠❛❛r✲
t✐❣ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❡rst❡♥ ❞r❡✐ s✐♥❞ ■❤♥❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❆❧❧t❛❣s❧❡❜❡♥ ❣❡❧ä✉✜❣✳ ❉❛s s✐♥❞ ❞✐❡ ❞r❡✐
❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❆❣❣r❡❣❛t③✉stä♥❞❡✳ ❋❡st❦ör♣❡r ✉♥❞ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❢❛sst ♠❛♥ ③✉r
❑♦♥❞❡♥s✐❡rt❡♥ ▼❛t❡r✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✐❤r❡ ✭♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✮ ❇❡✐❜❡❤❛❧t✉♥❣
❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ❜③✇✳ ❞✐❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ●❛s❡♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❜❡t♦✲
♥❡♥ ✇✐❧❧✳ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ●❛s❡ ❢❛sst ♠❛♥ ③✉ ❞❡♥ ❋❧✉✐❞❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡❤❡r
❞✐❡ ❋❧✐❡ÿ❢ä❤✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❯♥❜❡stä♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋♦r♠ ❤❡r❛✉sstr❡✐❝❤❡♥ ♠ö❝❤t❡✳

❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡ ▼❛t❡r✐❡

{

❋❡st❦ör♣❡r
❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥

}

❋❧✉✐❞❡
●❛s❡

❯♠ ❞✐❡s❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❡ ❛❧s ✐s♦tr♦♣✳ ❉❛s
▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ✐s♦tr♦♣❡♥ ▼❛t❡r✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❢ür ❛❧❧❡ ●❛s❡✱ ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥
❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ s❡❤r ✈✐❡❧❡ ❋❡st❦ör♣❡r✳✶✻

▼❡✐st ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❡ ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ❛✉❝❤ ❛❧s ❤♦♠♦❣❡♥ ✈♦r❛✉ss❡t③❡♥✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❤❡r❛✉sstr❡✐❝❤❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ▼❛t❡r✐❡ ✭❜③✇✳ ❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡
❙t♦✛✮ ❤♦♠♦❣❡♥ ✐st✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❡r P❤❛s❡✳ ❉❛s ❲♦rt ✒P❤❛s❡✏ ❤❛t ✐♥ ❩✉s❛♠✲
♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ▼❛t❡r✐❡ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❛❧s ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✹✳✸✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r
✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡ s♣r✐❝❤t✱ s♦ ♠❡✐♥t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❡✐♥❡s ✢üss✐❣❡♥ ❙t♦✛❡s✳

✶✽✳✷✳ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✉♥❞ ❉✐❝❤t❡

❙t♦✛♠❡♥❣❡✳ ▼❛t❡r✐❡ tr✐tt ✉♥s ✐♥ ❋♦r♠ ❝❤❡♠✐s❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❙t♦✛❡ ❡♥t❣❡❣❡♥✳ ❯♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❙t♦✛❡ ❤❛❜❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ st♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡s❡ ③✉
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❙t♦❢❢♠❡♥❣❡✳ ❙✐❡ ✐st s❡❧❜st✈❡r✲
stä♥❞❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡✳ ❉✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❙t♦✛❡s ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥

✶✻❆♥✐s♦tr♦♣❡ ▼❛t❡r✐❡ ✭③✳❇✳ ❑r✐st❛❧❧❡ ♦❞❡r ❋❧üss✐❣❦r✐st❛❧❧❡✮ ✇✐r❞ ❡rst ✐♠ ❞r✐tt❡♥ ❇❛♥❞ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡♥öt✐❣t ❞❛❢ür ❞✐❡ ❚❡♥s♦rr❡❝❤♥✉♥❣✳

✶✹✷



✇✐r ✈♦r❧ä✉✜❣ ❞✉r❝❤ s❡✐♥❡ ▼❛ss❡✳✶✼ ❉❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ▼❛ss❡ tr✐tt s♦♠✐t ✐♥ ❞r❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐✲
❝❤❡♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣❡♥ ❛✉❢✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❛❧s ▼❛ÿ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞❡r ✒❣r❛✈✐t❛t✐✈❡♥ ▲❛❞✉♥❣✏
✉♥❞ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡✳ ❉❛s ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ■♥str✉♠❡♥t ③✉r ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥❜❡st✐♠♠✉♥❣ ❜③✇✳
③✉♠ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤ ✐st ❞✐❡ ❲❛❛❣❡ ✭❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❑ü❝❤❡♥✇❛❛❣❡✮✳

❉✐❝❤t❡✳ ❉✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▼❛ss❡ m ❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s ❦❛♥♥ s❡❤r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛ V ❡✐♥✲
♥❡❤♠❡♥✳ ❉❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s

ρ =
m

V
✭✶✽✳✶✮

✐st ❞❛s ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ✒❉✐❝❤t✐❣❦❡✐t✏ ❤♦♠♦❣❡♥❡r ▼❛t❡r✐❡ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❛❧s s♣❡③✐❢✐s❝❤❡ ❉✐❝❤t❡
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s ❲♦rt ✒s♣❡③✐✜s❝❤✏ ✇❡✐st ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❡✐♥❡ st♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡
❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ✐st✳ ❋❛❧❧s ❡✐♥ ❑ör♣❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥ ✐st✱ st❡❧❧t ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ▼❛ss❡ ✉♥❞
❱♦❧✉♠❡♥ s❡✐♥❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❛r✳

✶✽✳✸✳ ❆✉❢tr✐❡❜

■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✷✳✹✳✷ ❞✉r❝❤❧✐❡❢ ❡✐♥ ❲❛❣❡♥ ❲ ❞❡r ▼❛ss❡ mW ❞✐❡ ❍ö❤❡♥❞✐✛❡r❡♥③ ∆h =
hi−hf ✳ ❉❡r ❲❛❣❡♥ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ V = m/ρW
❡✐♥♥✐♠♠t✱ ✇♦❜❡✐ ρW ❞✐❡ ✭♠✐tt❧❡r❡✮ ❉✐❝❤t❡ ❞❡s ❲❛❣❡♥s ✐st✳ ❉✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ✐♠ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✳
◆✉♥ ✐st ❡s ❛❜❡r ♥✐❝❤t s♦✱ ❞❛ss ❞❡r ❲❛❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ hi ❡✐♥ ▲♦❝❤ ❞❡r ●röÿ❡ s❡✐♥❡s
❡✐❣❡♥❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥s V ✐♠ ❛♥s♦♥st❡♥ ❧✉❢t❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❘❛✉♠ ❤✐♥t❡r❧ässt ✉♥❞ ❞❛s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡
▲✉❢t✈♦❧✉♠❡♥ V ✇❡❣❣❡❤❡①t ✇✐r❞✱ ❞❛s ❡r ❛♠ ❊♥❞❡ ❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ hf ❡✐♥♥✐♠♠t✱ s♦♥❞❡r♥
✐♠ ●❡❣❡♥③✉❣ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ▲✉❢t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥ V ✇✐❡ ❞❡r ❲❛❣❡♥
❡✐♥♥✐♠♠t ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ▼❛ss❡mL = ρLV ❤❛t✱ ❛✉❢ ❞✐❡ ❍ö❤❡ hi ❛♥❣❡❤♦❜❡♥✳ ❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❛❤❡r ✉♠

∆Epot = −mW g∆h+mLg∆h = (ρL − ρW )V g∆h .

❉✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❛❧s♦ ✉♠ ρLg∆h ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s s✐❡ ❡s ✐♠ ❧✉❢t❧❡❡r❡♥
❘❛✉♠ ✇är❡✳ ❉✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ✇✐r❞ ❛❧s ❆✉❢tr✐❡❜ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ▼✐♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧❧❡♥ ❙❝❤✇❡r❡❡♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ♠✐t ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ✱ ❞❡r ✐♥ ❡✐♥ ❋❧✉✐❞ ❡✐♥t❛✉❝❤t✱ ✉♠
❞✐❡ ❞✐❡s❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❋❧✉✐❞s✱ ✇✐r❞ ❛❧s❆r❝❤✐♠❡❞✐s❝❤❡s Pr✐♥③✐♣
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊s ✐st s♦❣❛r s♦✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ✉♥❞ s♦♠✐t s❡✐✲
♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t s♦❣❛r ❡r❤ö❤t✱ ✇❡♥♥ ❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❋❧✉✐❞ ❛✉❢st❡✐❣t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛♥♥✱ ✇❡♥♥
s❡✐♥❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❉✐❝❤t❡ ❦❧❡✐♥❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ❋❧✉✐❞s✳

✶✽✳✹✳ ❊❧❛st✐③✐tät

❊✐♥ ❑ör♣❡r ❜❡s✐t③t ❡✐♥❡ ●❡st❛❧t✱ ❞✐❡ ❢ür ✐❤♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤ ✉♥❞ st❛t✐♦♥är ✐st✱ ✇❡♥♥
♠❛♥ ✐❤♥ ✐♥ ❘✉❤❡ ❧ässt✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ✐♠ ❇❛❞❡③✐♠♠❡r ✭❆❜❜✳ ✹✹❛✮ ❞rü❝❦t✱
ä♥❞❡rt s✐❡ ✐❤r❡ ●❡st❛❧t✱ ❞♦❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✐♥ ❘✉❤❡ ❧ässt✱ ♥✐♠♠t s✐❡ ♥❛❝❤

✶✼❉✐❡ ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❡r❢♦❧❣t ❡rst ✐♥ ❑❛♣✳ ✸✹✳✸✳

✶✹✸



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✹✿ ✭❛✮ ❘❡✈❡rs✐❜❡❧ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡❧❛st✐s❝❤ ❞❡❢♦r♠✐❡r❜❛r❡ ✭❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡✮ ◗✉✐❡ts❝❤✲
❊♥t❡✳ ✭❜✮ ❯♥❣❡s❝❤❡rt❡s ❑❛rt❡♥❞❡❝❦ ♠✐t ❙❝❤❡r✇✐♥❦❡❧ α = 0✳ ✭❝✮ ❯♠ ❡✐♥❡♥
❲✐♥❦❡❧ α ≈ 25➦ ❣❡s❝❤❡rt❡s ❑❛rt❡♥❞❡❝❦✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❣❡③❡✐❣t❡ ❙❝❤❡r❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✐st ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✉♥❞ s♦♠✐t ♣❧❛st✐s❝❤✳ P❤②s✐❦ ✐st ❚r✉♠♣❢✿ ❑ö♥✐❣❡✱ ❉❛♠❡♥ ✉♥❞
❇✉❜❡♥ ❞✐❡s❡r ❚❛r♦❦✲❑❛rt❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ Pr♦❢❡ss♦r❡♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ❢ür P❤②s✐❦
❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ▲❥✉❜❧❥❛♥❛✳

❡✐♥❡r ❲❡✐❧❡ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ●❡st❛❧t ❛♥✱ ❞✐❡ s✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❤❛tt❡✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ●❡st❛❧t✱ ❞✐❡
s✐❡ ✐♠ st❛t✐♦♥är❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❜③✇✳ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❤❛t ✭●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✮ ✉♥❞
✇♦r❛♥ ❥❡❞❡r s✐❡ s♦❢♦rt ❛❧s ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ❡r❦❡♥♥t✳

❊❧❛st✐③✐tät ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ r❡✈❡rs✐❜❧❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✳ ■rr❡✈❡r✲
s✐❜❧❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡♥ ❙t❛♣❡❧ ❙♣✐❡❧❦❛rt❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳
✹✹❝ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❧❛❣❡ ✐♥ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✹❞ ❣❡③❡✐❣t❡ ❊♥❞❧❛❣❡ ü❜❡r❢ü❤rt✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ♣❧❛s✲
t✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
✉♥t❡rs✉❝❤t✳

❇❡✐ ❡✐♥❡r ❋❡❞❡r ♠✉ss ♠❛♥✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❞✐s❦✉t✐❡rt✱ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❢ü❤r❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✲●❡st❛❧t ä♥❞❡r♥ ♠ö❝❤t❡ ✭❑❛♣✳ ✶✷✳✹✳✶✮✳ ❉✐❡ ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡ k ✐♠ ❍♦♦❦❡✲
s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ✭❑❛♣✳ ✶✷✳✹✳✶✮ ✐st ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s
❊❧❛st✐③✐tät ✈♦♥ ❋❡❞❡r♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❋❡❞❡r✳
❇❡✐ ❞❡r ❋❡❞❡r ♥✐♠♠t ♠❛♥ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✐❤r❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ❛✉s ❞❡r ❘✉❤❡❧❛❣❡ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉✐❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡ ❜③✇✳ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡r ❋❡❞❡r ✐st ❞❛s P❛r❛✲
❞❡❜❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠✱ ✇❡✐❧ ❡s s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ s♦ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❧ässt✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡ ❢ür ❞✐❡ ●❡st❛❧tä♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r r❡❛❧❡♥ ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡
❛✉❢st❡❧❧❡♥ ✇✐❧❧✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ❡✐♥❡ ③✐❡♠❧✐❝❤ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡ ❙❛❝❤❡ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ③✉♠
❡✐♥❡♥ ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❡ ❛✉❢ ✈✐❡❧❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆rt❡♥ ❞❡❢♦r♠✐❡r❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❡s✲
❤❛❧❜ ✈♦♥ ✈♦r♥ ❤❡r❡✐♥ ♥✐❝❤t ❦❧❛r ✐st✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✇är❡✳ ❩✇❡✐t❡♥s
✐st ✐❤r❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✇❛r ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞ ❡❧❛st✐s❝❤ ❛❜❡r ❞♦❝❤ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ❦❧❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ♣❧❛s✲
t✐s❝❤✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❊♥t❡♥❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❢❣❡✇❛♥❞t ❤❛t✱
♥✐❝❤t ♠❡❤r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉rü❝❦❜❡❦♦♠♠❡♥✳ ❩✉♠ ❞r✐tt❡♥ ❜❡st❡❤t ❡✐♥❡ ❑♦♠♣❧✐❦❛t✐♦♥ ❞❛r✐♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❊♥t❡ ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡st❡❤t✳ ❊s s♦❧❧ ❤✐❡r ❞❛✲
❤❡r ❣❛r ♥✐❝❤t ❡rst ✈❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❡t✇❛s ❙❝❤✇✐❡r✐❣❡s ✇✐❡ ❡✐♥❡ r❡❛❧❡ ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡
③✉ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡s❡s ❇✉❝❤ ✐st ❡✐♥❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ P❤②s✐❦✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ s♦❧❧❡♥

✶✹✹



❤✐❡r ♥✉r ❡✐♥✐❣❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❙t❛♥❞❛r❞❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ♥❡❜st ✐❤r❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✿ ❉❡❤♥✉♥❣ ✭❜③✇✳ ❙t❛✉❝❤✉♥❣✮✱ ❙❝❤❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❚♦rs✐♦♥✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡
r❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏❡❞❡ ❞❛✈♦♥ ❦ö♥♥t❡ ❛❧s ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡r ✭r❡✈❡rs✐❜❧❡r✮
♦❞❡r ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ♣❧❛st✐s❝❤❡r ✭♥✐❝❤t✲r❡✈❡rs✐❜❧❡r✮ ●r❡♥③❢❛❧❧ r❡❛❧✐s✐❡rt s❡✐♥ ♦❞❡r ✐r❣❡♥❞✇♦
❞❛③✇✐s❝❤❡♥ ❧✐❡❣❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✉♥❞ ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ▼♦❞❡❧❧❡ ❢ür
✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ▼❡❞✐❡♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✲
③✉st❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ✐s♦tr♦♣ s✐♥❞✳

✶✽✳✹✳✶✳ ❉❡❤♥✉♥❣

❆♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❦♦♠♠t ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡r ❙t❛❜❡s ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙t❛❜❛❝❤s❡ r❛♥ ❛♥
❞✐❡ ❋❡❞❡r❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ x−❆❝❤s❡ ❡✐♥❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②s✲
t❡♠s ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉ ❉❡❤♥✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❧❡❣❡♥✳ ▼✐t x s❡✐ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❙t❛❜❡s ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❇❡✐ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ♠✉ss ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛♥♥ ❛❧s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❙t❛❜ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✐st✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉r ❋❡❞❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ s✐❡✱ ✐♥❞❡♠
♠❛♥ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ∆x ♦❞❡r ❜❡ss❡r ♥♦❝❤ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ε = ∆x/x
❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✇ä❤❧t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛♥♥✐♠♠t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❡✐✲
♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❙t❛❜ ❛✉❢ ❞❛s ❣❛♥③❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈♦❧✉♠❡♥ V0 ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣ ✈❡rt❡✐❧t ✉♥❞
❞✐❡s❡♥ ❋❛❦t♦r ❤❡r❛✉s③✐❡❤t✱ ❞❛♥♥ ✇ä❤❧t ♠❛♥

Epot(ε) =
1

2
V0Eε2

❛❧s ❍♦♦❦❡s❝❤❡s ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧✳ ❉✐❡s ❞❡✜♥✐❡rt ❞✐❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡E✱ ❞✐❡ ♠❛♥
❛❧s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ✈♦♥ ❊✐s❡♥ ❧✐❡❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ E ≈ 1011 J/m3✳

❊✐♥❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❣❡❤t ✐♠♠❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❑♦♥tr❛❦t✐♦♥ ❞❡r ◗✉❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❤❡r✳ ❋ür ✐s♦tr♦♣❡
▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✐st ❥❡❞❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❉❡❤♥✉♥❣s❛❝❤s❡ ❣❧❡✐❝❤✇❡rt✐❣✱ ✉♥❞ ♠❛♥ ❦❛♥♥
❡♥t❧❛♥❣ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r ❞❛✈♦♥ ❞✐❡ y✲❆❝❤s❡ ❧❡❣❡♥✳ ❉✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡
◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥ ∆y/y ❡r✇❡✐s❡♥ s✐❝❤ ❛❧s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✿

∆y

y
= −µ

∆x

x
✭✶✽✳✷✮

❉❡r ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❋❛❦t♦r µ ❤❡✐ÿt P♦✐ss♦♥③❛❤❧✳

✶✽✳✹✳✷✳ ❘❡✐♥❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣❡♥

❋ür ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❣✐❜t ❡s ③✇❡✐ ✇✐❝❤t✐❣❡ ●r❡♥③❢ä❧❧❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♥ ❡✐♥❡r r❡✐♥❡♥
❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♥ ❡✐♥❡r r❡✐♥❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣✳ ❘❡✐♥❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣❡♥
s✐♥❞ ●❡st❛❧tsä♥❞❡r✉♥❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ✇✐❡ ♠❛♥
❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ r❡❛❧✐s✐❡rt✱ ✇✐r❞ ♠❛♥ ♥ä❤❡r ❛♥ ❞❡♠
❡✐♥❡♥ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❧✐❡❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐✲
❜✉♥❣ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✿ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❚❛✉❝❤❡r ❞✐❡ ◗✉✐❡ts❝❤✲❊♥t❡ ③✉♠ ▼❡❡r❡s❜♦❞❡♥ ♠✐t♥✐♠♠t✱ ✐st
❞✐❡ r❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❛s ❛❞äq✉❛t❡r❡ ▼♦❞❡❧❧✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐❤r ❞❡♥ ❍❛❧s ✈❡r❞r❡❤t✱
❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ✉♠ ❡✐♥❡ ❚♦rs✐♦♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡❤❡r ✉♠ ❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ❋♦r♠✲
ä♥❞❡r✉♥❣✳

✶✹✺



❙❝❤❡r✉♥❣✳ ❆❧s ❙❝❤❡r✲❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❙❝❤❡r✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✹❝ ❣❡③❡✐❣t❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❛❣❡ ✭❙❝❤❡r✇✐♥❦❡❧ α = 0✮ ✐♥ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✹❞
❣❡③❡✐❣t❡ ❊♥❞❧❛❣❡ ✭❙❝❤❡r✇✐♥❦❡❧ α ≈ 25➦✮ ü❜❡r❢ü❤rt✳ ❊s ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤
✉♠ ❞❡♥ ❚②♣✉s ❡✐♥❡r r❡✐♥❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ♦❤♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❤❛♥❞❡❧t✳ ❊r❢♦❧❣t ❞✐❡
❙❝❤❡r✉♥❣ ❡❧❛st✐s❝❤✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❙❝❤❡r✇✐♥❦❡❧ α ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✇ä❤❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡
❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞♣♦t❡♥③r❡✐❤❡ ✉♠ α = 0 ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❉❛ ❡s ♥✐❝❤t ❛✉❢
❞✐❡ ❙❝❤❡rr✐❝❤t✉♥❣ ❛♥❦♦♠♠t✱ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♥✉r ❣❡r❛❞❡ P♦t❡♥③❡♥ ✈♦♥
α ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ▼❡✐st ❣❡♥ü❣t ❞❛s ❡rst❡ ●❧✐❡❞

Epot(α) =
1

2
V0Gα2 ✭✶✽✳✸✮

❞✐❡s❡r ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣✱ ✉♠ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ③✉
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❡r ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❋❛❦t♦r G ❤❡✐ÿt ❙❝❤❡r♠♦❞✉❧✳

❚♦rs✐♦♥✳ ❊✐♥ ❉r❛❤t ❤❛❜❡ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ h ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❘❛❞✐✉s r✳ ❲❡♥♥ ❖❜❡r✲ ✉♥❞ ❯♥t❡rs❡✐t❡
✉♠ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ϕ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❞r❡❤t s✐♥❞✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❆rt ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❧s ❚♦rs✐♦♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❚♦rs✐♦♥ st❡❧❧t ❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❛r✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r
❙❝❤❡r✉♥❣ ❜❧❡✐❜t ❛❜❡r ♥✐❝❤t ♥✉r ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡
AG = 2π(r2+ rh) ❞❡s ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡rs✳ ❉❛ ❡s ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ ❛♥❦♦♠♠t✱
tr❡t❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞♣♦t❡♥③r❡✐❤❡ ♥✉r ❣❡r❛❞❡
P♦t❡♥③❡♥ ✈♦♥ ϕ ❛✉❢✳ ■♥ ❡rst❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ✐st ❞❛♥♥ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤

Epot(ϕ) =
1

2
V0kTϕ

2 ✭✶✽✳✹✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❚♦rs✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ kT ❞❛rst❡❧❧❜❛r✳

■❞❡❛❧❡ ❋❧✉✐❞❡✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❙❝❤❡r♠♦❞✉❧ G ✉♥❞ ❞✐❡ ❚♦rs✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ kT ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥
▼❡❞✐✉♠s ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✱ ✐st ❥❡❞❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ♦❤♥❡ ❊♥❡r❣✐❡❦♦st❡♥ ✭❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r
●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡✱ ❆❜s❝❤♥✐tt✳ ✶✽✳✼✳✶✮ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ✐st ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠
❱♦❧✉♠❡♥ ❢ür ❥❡❣❧✐❝❤❡ ❋♦r♠ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✳ ❙♦❧❝❤❡ ▼❡❞✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ✐❞❡❛❧❡ ❋❧✉✐❞❡
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

✶✽✳✺✳ ❊❧❛st✐s❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥

❆✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❣❡❤t ❡s ✉♠ ❊❧❛st✐③✐tät✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥
❱♦❧✉♠❡♥❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✐st ✐❤♥❡♥ ❡✐♥ ❣❡s♦♥❞❡rt❡s ❑❛♣✐t❡❧ ❣❡✇✐❞♠❡t✳

✶✽✳✺✳✶✳ ❉r✉❝❦

❉❛ ✐❞❡❛❧❡ ❋❧✉✐❞❡ ✐❤r❡ ❋♦r♠ ❡♥❡r❣✐❡♥❡✉tr❛❧ ä♥❞❡r♥ ❦ö♥♥❡♥✱ s✐♥❞ ❤✐❡r ❱♦❧✉♠❡♥❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③✐❣ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ●❡st❛❧ts❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✳ ❋ür ❋❡st❦ör✲
♣❡r ❧✐❡❣❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♥✉r ❞❛♥♥ r❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥

✶✹✻



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✺✿ ✭❛✮ ❉r✉❝❦❛✉s❣❧❡✐❝❤✳ ✭❜✮ ❊❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❆r❜❡✐t ✭❝✮ ❲❡❣✲❑r❛❢t✲
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

✇✐♥❦❡❧✲ ✉♥❞ ✈❡r❤ä❧t♥✐str❡✉ s✐♥❞✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❡✐♥ ✐❞❡❛✲
❧❡s ❋❧✉✐❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✉♥❞ ③✇❛r ❛❧s ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠✱ ❞❡ss❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡
❛❧❧❡✐♥ ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ❛❜❤ä♥❣t✱ ❞✳❤✳ Epot = Epot(V )✳ ❉❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐st

dEpot =
dEpot

dV
dV = −p dV ✭✶✽✳✺✮

❉✐❡ ❤✐❡r❞✉r❝❤ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ♥❡✉❡ ●röÿ❡

p = p(V ) = −dEpot(V )

dV
✭✶✽✳✻✮

✇✐r❞ ❛❧s ❉r✉❝❦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❡r ❉r✉❝❦ ✐st s❡❧❜st ✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛✲
r✐❛❜❧❡♥✱ ❛❧s♦ ❤✐❡r ❛❧❧❡✐♥ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s V ✳ ❉❛ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥ ❙❦❛❧❛r❡ s✐♥❞✱ ✐st ❛✉❝❤
❞❡r ❉r✉❝❦ ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r❡ ●röÿ❡✳ ❉✐❡ ❙■✲❊✐♥❤❡✐t ❞❡s ❉r✉❝❦s ✐st P❛s❝❛❧✿

[p] = 1Pascal = 1Pa = 1 J/m3 . ✭✶✽✳✼✮

❉❡r ▲✉❢t❞r✉❝❦ ❧✐❡❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✉♥❣❡❢ä❤r ❜❡✐ 1 bar = 105 Pa = 1000 hPa ✭✶✵✵✵ ❍❡❦t♦✲
♣❛s❝❛❧✮✳ ❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ●❧✳ ✶✺✳✸ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❡♥ ❉r✉❝❦ ❛❧s ❡✐♥❡ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡
❑r❛❢t ❛✉✛❛ss❡♥ ❦❛♥♥✳

✶✽✳✺✳✷✳ ❉r✉❝❦❛✉s❣❧❡✐❝❤

❩✇❡✐ ❋❧✉✐❞❡ ❆ ✉♥❞ ❇ ♠ö❣❡♥ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ♠✐t
❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥

V = VA + VB

✶✹✼



❜✐❧❞❡♥✳ ❉✐❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛ VA ✉♥❞ VB s❡✐❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❑♦❧❜❡♥ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡tr❡♥♥t ✭❆❜❜✳
✹✺❛✮✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ Epot ❞❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s ✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♥
✈♦♥ ❆ ✉♥❞ ❇✱ ❞✳❤✳

Epot = Epot,A + Epot,B .

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❑♦❧❜❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❜t✱ s♦ ✇✐r❞ ❡✐♥❡s ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ✈❡r❣röÿ❡rt ✉♥❞ ❞❛s
❛♥❞❡r❡ ✉♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡tr❛❣ ✈❡r❦❧❡✐♥❡rt✳ ❲❡❣❡♥ dVA = −dVB ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣
❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s

dEpot = dEpot,A + dEpot,B = −pAdVA − pBdVB = (pB − pA)dVA .

■st pA > pB ✉♥❞ ✈❡r❣röÿ❡rt s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ VA✱ ❞❛♥♥ ❣✐❜t ❞❛s ❙②st❡♠ ● ❡♥t✇❡❞❡r ü❜❡r
❞❡♥ ❑♦❧❜❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜✱ ❧❡✐st❡t ❛❧s♦ ❆r❜❡✐t✱ ♦❞❡r ❡s ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥❞❡
❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡r❡♥✳ ■st ❞❛s ❙②st❡♠ ● ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✱ s♦ ✐st ♥✉r ❡✐♥❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥
❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉❛♥♥ ❞❛r❢ ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ❑♦❧❜❡♥s
♥✉r s♦ ❧❛♥❣❡ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❜✐s ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✳ ❉❛s ✐st
❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✼✮✳ ■♠ ▼✐♥✐♠✉♠ ✐st dEpot = 0 ❢ür dVA 6=
0 ✉♥❞ ❞❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❡r ❉r✉❝❦ ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❛✉s❣❡❣❧✐❝❤❡♥ ✐st
✭❉r✉❝❦❛✉s❣❧❡✐❝❤✮✿

pA = pB . ✭✶✽✳✽✮

Ü❜❡rträ❣t ♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ ●❡❞❛♥❦❡♥❣❛♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ ❛❧s ●❛♥③❡s✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❑♦♥s❡✲
q✉❡♥③✱ ❞❛ss ❞❡r ❉r✉❝❦ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ü❜❡r❛❧❧ ❣❧❡✐❝❤ ✐st✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠
s✐❝❤ ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡✜♥❞❡t✳

✶✽✳✺✳✸✳ ❲❡❣✲❑r❛❢t✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❊✐♥ ❋❧✉✐❞ s❡✐ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❩②❧✐♥❞❡r ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✉♥❞ ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✳ ❆❜✲
❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑♦❧❜❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ A s❡✐❡♥ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❲ä♥❞❡ st❛rr✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❑♦❧❜❡♥ ✉♠ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❙tr❡❝❦❡ dx ✐♥ ❞❡♥ ❩②❧✐♥❞❡r ❤✐♥❡✐♥❞rü❝❦t✱
❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❋❧✉✐❞s ✉♠ dEpot = −pdV = pA dx✳ ❉❛③✉ ♠✉ss ✈♦♥
❛✉ÿ❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❣❡✢♦ss❡♥ s❡✐♥✳ ■♠ r❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ✭❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥✮ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ❛♠
❙②st❡♠ ❣❡❧❡✐st❡t❡ ❆r❜❡✐t

dW = Fext dx = dEpot ✭✶✽✳✾✮

❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✐❡ ❩✉❢✉❤r ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❦❛♥♥
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑r❛❢t Fext ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❑♦❧❜❡♥✢ä❝❤❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ü❜❡r ❞✐❡
❙tr❡❝❦❡ dx ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❦s❛♠ ❣❡✇❡s❡♥ ✐st✳ ❉❛ ❡①t❡r♥❡ ❑r❛❢t✱ ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r✲
♠❛❧❡ ❞❡s ❑♦❧❜❡♥s ✉♥❞ ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞✱ ❦❛♥♥ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠
❛❧s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ✈♦♠ ❑♦❧❜❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ❋❧✉✐❞ ❛✉s❣❡ü❜t❡ ❑r❛❢t

Fext = pA , ✭✶✽✳✶✵✮

✐st ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✉♥❞ ✇✐r❦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉ ✐❤r ❜③✇✳ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡
✭❆❜❜✳ ✹✺❜✮✳

✶✹✽



▼❛♥ ❦❛♥♥ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ③✇❡✐t❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❑♦❧❜❡♥ ✈❡rs❡❤❡♥❡ Ö✛♥✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❩②❧✐♥❞❡r ❛♥✲
s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❋❧✉✐❞ ❛❧s ❆r❜❡✐ts♠❡❞✐✉♠ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✭❆❜❜✳ ✹✺❝✮✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ Pr♦③❡ss
s♦ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss ü❜❡r ❞✐❡s❡♥ ❑♦❧❜❡♥ ❣❡r❛❞❡ s♦ ✈✐❡❧ ❆r❜❡✐t dWf = −Ffdxf ✈♦♠ ❋❧✉✐❞ ♥❛❝❤
❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ✇✐❡ ❡s ❛♥ ❆r❜❡✐t dWi = Fidxi ü❜❡r ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❑♦❧❜❡♥ ❛✉❢❣❡✲
♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✱ ❞❛♥♥ ❤❛t s✐❝❤ ❞❡r ❩✉st❛♥❞ ❞❡s ❋❧✉✐❞s ♥✐❝❤t ✈❡rä♥❞❡rt✳ ❉❛s ❋❧✉✐❞ ❤❛t ❡✐♥❡♥
❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❛✉s❣❡❢ü❤rt✿ ❞✐❡ ③✉❡rst ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t dWi ❤❛t s❡✐♥❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
❡r❤ö❤t ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✉r❞❡ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ❞✉r❝❤ ❆❜❣❛❜❡ ❞❡r ❆r❜❡✐t dWf

✇✐❡❞❡r ❤❡r❣❡st❡❧❧t✳ ❙♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡s ❆r❜❡✐ts♠❡✲
❞✐✉♠s s✐♥❞ ♥❛❝❤ ❆❜s❝❤❧✉ss ❞❡s ❩②❦❧✉s ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❣❡❜❧✐❡❜❡♥✳ ▼✐t ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣
dV = Af dxf +Ai dxi ❢♦❧❣t

Ff/Fi = −dxi/dxf = Af/Ai . ✭✶✽✳✶✶✮

❉✐❡ ❛♠ ❋❧✉✐❞ ❛♥❣r❡✐❢❡♥❞❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥ ❑rä❢t❡ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐s
✇✐❡ ❞✐❡ ❑♦❧❜❡♥✢ä❝❤❡♥✳ ■st ❞✐❡ ❡✐♥❣❛♥❣ss❡✐t✐❣❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ❞❡s ❑♦❧❜❡♥s ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s
❞✐❡ ❛✉s❣❛♥❣ss❡✐t✐❣❡✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❛✉s❣❛♥❣ss❡✐t✐❣❡ ❑r❛❢t ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❡✐♥❣❛♥❣ss❡✐t✐❣❡✳ ■♥
ä❤♥❧✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ✇✐❡ ❞✐❡s❡r ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡r❡♥ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥ ✇✐❡ ❍❡❜❡❧✱ s❝❤✐❡❢❡ ❊❜❡♥❡ ♦❞❡r ❋❧❛s❝❤❡♥③ü❣❡ ❛❧s ❑r❛❢t✲
❲❡❣✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r❡♥✳ ❉✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❛♥❣❡st❡❧❧t❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✐st s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ st❛r❦
✐❞❡❛❧✐s✐❡rt✱ ❞✳❤✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❞❡r ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡r ❱❡r❜❧❡✐❜ ❞❡r ❡①t❡r♥ ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠
❋❧✉✐❞ ❜❧✐❡❜❡♥ ✉♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳

❯♠ ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❦❧❡✐♥ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ ♠✉ss ❞❡r Pr♦③❡ss ✉✳❛✳ q✉❛s✐st❛t✐s❝❤ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt
✇❡r❞❡♥✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ♠✉ss ❞❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss s❡❤r ❧❛♥❣s❛♠ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❧ässt✱ s♦ ❞❛ss
❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❦❧❡✐♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳

✶✽✳✺✳✹✳ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät

❊✐♥ ▼❡❞✐✉♠ s❡✐ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❉r✉❝❦ p ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣✳
❊✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❯♠❣❡❜✉♥❣s❞r✉❝❦s ✉♠ dp r✉❢t ❡✐♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥✲
❞❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s ✉♠ dV/V ❤❡r✈♦r✳ ■♠ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐st ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♠❡✐st
❡✐♥ ❧✐♥❡❛r❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✿

dV

V
= −κdp .

❉✐❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ●röÿ❡

κ = − 1

V

dV

dp
. ✭✶✽✳✶✷✮

❤❡✐ÿt❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät✳ ❲❡♥♥ ③✇❡✐ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❯♠❣❡❜✉♥❣s✲
❞r✉❝❦s ❛✉s❣❡s❡t③t s✐♥❞✱ s♦ ✐st ❞❛s❥❡♥✐❣❡ ❦♦♠♣r❡ss✐❜❧❡r✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❣röÿ❡r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❱♦❧✉✲
♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥tr✐tt✳ ❚②♣✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳
✻ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳

✶✹✾



❚❛❜❡❧❧❡ ✻✿ ❚②♣✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät
❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät

●❛s❡ ✭✉♥t❡r ◆♦r♠❛❧❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✮ 10−5 Pa−1

❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ 10−10 Pa−1

❋❡st❦ör♣❡r 10−11 Pa−1

●❛s❡ ä♥❞❡r♥ ✐❤r ❱♦❧✉♠❡♥ ✉♠ ❝❛✳ 10 ppm ♣r♦ P❛s❝❛❧✳ ❉✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✒♣♣♠✏ ❜❡❞❡✉t❡t
✒♣❛rts ♣❡r ♠✐❧❧✐♦♥✏✱ ❛❧s♦ ✒❡✐♥ ▼✐❧❧✐♦♥st❡❧✏ ✉♥❞ ❡s ✐st 1 ppm = 10−3✪✘ = 10−4%✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡
❩❡✐❝❤❡♥ ✪✘ ✉♥❞ % ❢ür Pr♦♠✐❧❧❡ ❜③✇✳ Pr♦③❡♥t st❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡r
▼❛t❡r✐❡ ✐st ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❞❡r ●❛s❡✳ ❇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ❉r✉❝❦ä♥❞❡r✉♥❣ ✐st ✐❤r❡ r❡❧❛t✐✈❡
❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✐st ✉♠ ✺✲✻ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ❦❧❡✐♥❡r✳ ❋ür ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡ ▼❛t❡r✐❡ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞❛❤❡r ♦❢t ✈♦♠ st❛r❦ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❧❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t
♦❞❡r ❡✐♥❡s ✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❧❡♥ ❋❡st❦ör♣❡rs ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❜❡✐ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r
③✇❛r st❡ts ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡✱ ❛❜❡r ❡①tr❡♠ ❦❧❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❜❧❡✐❜t✳ ❉✐❡
❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✒✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❡❧✏ ✐st ❧❡✐❞❡r ❡t✇❛s ♠✐ss✈❡rstä♥❞❧✐❝❤✳ ■♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ▼❛t❡r✐❡
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❦❡✐♥❡s✇❡❣s ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s
❑ör♣❡rs ❜③✇✳ ❋❧✉✐❞s ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇✐r❞✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❞✐❡ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣
❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s✳

❉✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❤ä♥❣❡♥ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❢ür ●❛s❡ ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ✉♥t❡r ✇❡❧❝❤❡♥
❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✸✵✳✶ ✉♥❞ ✸✶✮✳ ❉❡r ❑❡❤r✇❡rt

K =
1

κ
= −V

dp

dV
✭✶✽✳✶✸✮

❤❡✐ÿt ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧✳

❲❡♥♥ ♥✉r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✈♦♥ ❇❡❧❛♥❣ s✐♥❞✱ ❣✐❧t ✇❡❣❡♥ ●❧✳ ✶✽✳✻

K = V0
d2Epot

dV 2
, ✭✶✽✳✶✹✮

✇♦❜❡✐ V0 ❞❛s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈♦❧✉♠❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ Epot(V ) = Epot(V0+∆V )
❤ä♥❣t ♥✉r ✈♦♥ ❞❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ∆V ✈♦♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈♦❧✉♠❡♥ ❛❜✳ ❉✉r❝❤ ③✇❡✐♠❛❧✐❣❡
■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s ●❧✳ ✶✽✳✶✹ ❞❛♥♥

Epot(∆V ) =
1

2

K

V0
∆V 2 =

1

2
V0K

(

∆V

V0

)2

. ✭✶✽✳✶✺✮

❉✐❡s❡s ●❡s❡t③ ❤❛t ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋♦r♠ ✇✐❡ ❞✐❡ ❊❧❛st✐③✐täts❣❡s❡t③❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✽✳✹ ✈♦r❣❡st❡❧❧t
✇✉r❞❡♥✳

✶✽✳✻✳ ❊♥t❤❛❧♣✐❡

❉✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✐st ❡✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✳ ❙✐❡ ✐st ✐♥s❜❡s♦♥❞❡✲
r❡ ❢ür ❞✐❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❙trö♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ✭s✳ ✒❘♦♠❛♥♦s P❤②s✐❦❦✉rs ✷ ✮✳

✶✺✵



❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t ✭V = 0✮ ❞❡r ▼❛ss❡ m ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❑ör✲
♣❡r✱ ❞❡r ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ▼❛ss❡ m ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ V ❡✐♥♥✐♠♠t✱ s♦ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ❜❡✐❞❡ ❣❡♥❛✉ ❞✐❡
❣❧❡✐❝❤❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U = mc2✳ ❲❡♥♥ s✐❡ ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❯♠✲
❣❡❜✉♥❣ ❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ♠✉ss ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡
❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡❞❡✉t❡t ❤✐❡r✱ ❞❛ss ❜❡✐❞❡ ❖❜❥❡❦t❡ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❉r✉❝❦
✇✐❡ ✐❤r❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❤❛❜❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st ❞✐❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ Pr♦✲
❞✉❦t ❛✉s ❞✐❡s❡♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❞r✉❝❦ p ✉♥❞ ❞❡♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✈♦❧✉♠❡♥ V ✳ ❋ür ❡✐♥❡♥
▼❛ss❡♥♣✉♥❦t ✐st ❞✐❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ s♦♠✐t ♥✉❧❧✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t ❛❜❡r
③✉ ❡✐♥❡♠ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❑ör♣❡r ✒❛✉❢❜❧äst✏✱ ✐st s✐❡ pV ✳ ❯♠ ✐r❣❡♥❞❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ ❜③✇✳ ❡✐♥❡♥
❑ör♣❡r ❞❡r ▼❛ss❡ m ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ♠✉ss ♠❛♥ ❛❧s♦
❞✐❡ ✐❤♠ ③✉st❡❤❡♥❞❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉③ü❣❧✐❝❤ s❡✐♥❡r ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ pV ❜❡r❡✐tst❡❧❧❡♥✳
❯♠ ❞❡♠ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ③✉ tr❛❣❡♥✱ ❢ü❤rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡

H = U + pV ✭✶✽✳✶✻✮

❛❧s ♥❡✉❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❡✐♥✳ ❉✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❇✐❧❞✉♥❣s✲
❡♥❡r❣✐❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r✱ ❡✐♥❡♥ ❙t♦✛ ♦❞❡r ❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ ✐♠ ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❞❡r
❯♠❣❡❜✉♥❣✳

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣s❞r✉❝❦ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✈♦♥ p ❛✉❢ p+ dp ä♥❞❡rt ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✇❡✲
❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥ ♥♦❝❤ ▼❛ss❡ ❞❡s ❑ör♣❡rs ä♥❞❡r♥✱ s♦ ♠✉ss ♠❛♥ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡
❊♥❡r❣✐❡ dW = V dp ③✉❢ü❤r❡♥✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❡✐♥s❡❤❡♥✿ ▼❛♥ ❧ässt ❞❡♥
❑ör♣❡r ❜❡✐♠ ❉r✉❝❦ p ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t s❝❤r✉♠♣❢❡♥✱ ä♥❞❡rt ❞❡♥ ❉r✉❝❦ ❛✉❢ p+ dp
✉♥❞ ❜❧äst ✐❤♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ V ❛✉❢✳ ❉✐❡ ❇✐❧❛♥③ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❞rä♥✲
❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ✐st ❞❛♥♥ (p + dp)V − pV = V dp✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠
❉r✉❝❦ ✈♦♥ V ❛✉❢ V + dV ä♥❞❡rt✱ ❡r❣✐❜t ❞✐❡ ❛♥❛❧♦❣❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡
❊♥❡r❣✐❡ dW = pdV ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳

❲✐r❞ ❡✐♥❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ dW ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt✱ s♦ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
✐♥ ❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❖❢t ✇✐r❞ s✐❡ ❛❜❡r ♥✉r t❡✐❧✇❡✐s❡
✐♥ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡s❡t③t✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♦❢t ❛✉❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r
❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st ♦❞❡r ✇❡✐❧ ❞❛❜❡✐ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❉r✉❝❦ä♥❞❡r✉♥❣
✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ st❛tt✜♥❞❡t✳ ❉❛♥♥ ♠✉ss ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡s❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❛✉❢❦♦♠♠❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❢ür
❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❣❡r❛❞❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ s❡✐♥❡r
❊♥t❤❛❧♣✐❡✿

dH = dU + d(pV ) = dU + pdV + V dp = dW . ✭✶✽✳✶✼✮

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ✉♥❞ ♥✉r ❡✐♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ Epot

s✐❝❤ ä♥❞❡rt✱ ❞❛♥♥ ❣✐❧t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t dW ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡✲
ä♥❞❡r✉♥❣ ✐st✿

dH = dEpot + pdV + V dp = dW . ✭✶✽✳✶✽✮

❆✉❝❤ ❤✐❡r ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐trä❣❡ pdV + V dp ❡✐♥❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③ ❞❡r
❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ s✐♥❞✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ❡✐♥ ❊✛❡❦t ❞❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✉♥❞
❤❛❜❡♥ ♥✐❝❤ts ♠✐t ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s s❡❧❜st ③✉ t✉♥✳ ❉❛s ✐st ❛♥❛❧♦❣ ③✉♠
❊✛❡❦t ❞❡s ❆✉❢tr✐❡❜s ✭❑❛♣✳ ✶✽✳✷✮✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✉r ❛✉s ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥

✶✺✶



❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s ❜❡st❡❤t ✉♥❞ ❞❛❤❡r dEpot = −pdV ✐st✱ s♦ ä♥❞❡rt ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥
❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r dW s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❩✉❢✉❤r δW ✈♦♥ ❆r❜❡✐t
✉♠

δW = dH = −pdV + pdV + V dp = V dp ,

❞❡♥♥ ❡✐♥❡rs❡✐ts ✇✐r❞ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s ✉♠ −pdV ✈❡r❣röÿ❡rt✱ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts
♠✉ss ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t ✈♦♥ +pdV ③✉r ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❣❡❧❡✐st❡t ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❞❛ss
s✐❝❤ ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t ✐♥ ❡✐♥❡r ❉r✉❝❦❡r❤ö❤✉♥❣ ✉♠ dp ❜❡✐ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❦♦♥st❛♥t❡♠
❱♦❧✉♠❡♥ V ❛✉s✇✐r❦t✳

✶✽✳✼✳ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥♣❤ä♥♦♠❡♥❡

✶✽✳✼✳✶✳ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡

❉❛s ❇❡s♦♥❞❡r❡ ❛♥ ❞❡r ❚♦rs✐♦♥ ❡✐♥❡s ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡rs ✐st✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t ♥✉r ❞❛s ❱♦✲
❧✉♠❡♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜t✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ s❡✐♥❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❜③✇✳ ❣❡♥❛✉❡r ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡✱ ❞✐❡
✐❤♥ ✈♦♥ s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛❜❣r❡♥③t✿ s❡✐♥❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ✳ ❋❧✉✐❞❡ ❡r✇❡✐s❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❛❧s
▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✐ ❚♦rs✐♦♥ ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✳ ❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s
✐❞❡❛❧❡♥ ❋❧✉✐❞s ✐st ❞✉r❝❤ kT = 0 ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ♠❛♥ ✇❡❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡
AG ✈❡rä♥❞❡rt✱ ❞✐❡ ❡s ✈♦♥ s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛❜❣r❡♥③t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ ❋❧üss✐❣❦❡✐ts✲
♦❞❡r ●❛ss❝❤✐❝❤t❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❞r❡❤❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❛③✉ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢✇❡♥❞❡♥
♠✉ss✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ AG ä♥❞❡rt✱ s♦ tr✐tt ❡✐♥ ❞❛③✉ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧❡r ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢✳ ❲❡♥♥ a ✉♥❞ b ❞✐❡ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥❣r❡♥③❡♥❞❡♥
▼❡❞✐❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ♠❛♥ AG ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❡r❛♥③✐❡❤t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤

Epot(AG) = εabAG ✭✶✽✳✶✾✮

❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ εab ✇✐r❞ ❛❧s s♣❡③✐❢✐s❝❤❡ ●r❡♥③❢❧ä❝❤❡♥❡♥❡r✲
❣✐❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❤❛t ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ [εab] = [J/m2]✳ ❙✐❡ ✐st ♥✐❝❤t ❢ür ❡✐♥
▼❛t❡r✐❛❧ s♣❡③✐✜s❝❤ ✇✐❡ ❞❛s ③✳❇✳ ❢ür ❞❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ♦❞❡r ❞❡♥ ❚♦rs✐♦♥s♠♦❞✉❧ G
❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥❣r❡♥③❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ a ✉♥❞ b ❛❜✳
■st εab ♣♦s✐t✐✈✱ ❦♦st❡t ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r
❛♥❣r❡♥③❡♥❞❡♥ ❙t♦✛❡ ✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ✐❤r❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ③✉ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥✳ ■st εab ♥❡❣❛✲
t✐✈✱ ✈❡rs✉❝❤❡♥ ❞✐❡ ❙t♦✛❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ③✉ ❜✐❧❞❡♥ ✉♥❞ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r
③✉ ❤❛❢t❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡s tr✐tt ❆❞❤äs✐♦♥ ❛✉❢✳

✢✉✐❞✲✢✉✐❞✳ ◆✉r ✇❡♥♥ ǫfg ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❋❧✉✐❞❡♥ f
✉♥❞ g ❡✐♥❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❛✉s❜✐❧❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❋❛❧❧ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❡✐♥❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐✲
❣❡♥ ❆✉✢ös✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❡♥ ❋❧✉✐❞s ✐♥ ❞❛s ❛♥❞❡r❡✿ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✐s❝❤❡♥ s✐❝❤ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥
♦❞❡r ●❛s❡ ♦❞❡r s✐❡ ❜✐❧❞❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣✳ ❲❡♥♥ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ✢üss✐❣❡ ✉♥❞
❣❛s❢ör♠✐❣❡ P❤❛s❡ ❞❡s ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙t♦✛s ❤❛♥❞❡❧t✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ✢üss✐❣❡ P❤❛s❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
✈❡r❞❛♠♣❢❡♥✳

✶✺✷



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✻✿ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡r ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡♥ ✈♦♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐ts❧❛♠❡❧✲
❧❡♥✳ ❉✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❉r❛❤tr❛❤♠❡♥ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥✳

❲❡♥♥ ǫfg ♣♦s✐t✐✈ ✐st ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧❡♥✱ ♥❡❤♠❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐✲
t❡♥ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡✐♥✳ ❉✐❡ t②♣✐s❝❤❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ▼✐♥✐✲
♠❛❧✢ä❝❤❡♥ ❜❡✐ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭❆♥❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❋❧üss✐❣❦❡✐t ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❉r❛❤t✲
r❛❤♠❡♥✮ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❋❧üss✐❣❦❡✐ts❧❛♠❡❧❧❡♥ ❧❡✐❝❤t ❞❡♠♦♥str✐❡r❡♥✱ ❞❡r❡♥ ✢✉✐❞✲✢✉✐❞✲
●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❜❡✐ ❙❡✐❢❡♥✇❛ss❡r r❡❞✉③✐❡rt ✐st ✭❆❜❜✳ ✹✻✮✳ ■♥ ❋❧✉✐❞✉♠❣❡❜✉♥❣
str❡❜❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❡✐♥❡ ❑✉❣❡❧❣❡st❛❧t ❛♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❑✉❣❡❧ ❜❡✐ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞✐❡
❣❡r✐♥❣st❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛❧❧❡r ❑ör♣❡r❢♦r♠❡♥ ❤❛t✳ ❑♦♠♠❡♥ ❘❡✐❜✉♥❣s✲ ✉♥❞ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦rä❢t❡
✐♥s ❙♣✐❡❧✱ ✇❡✐❝❤t ❞✐❡ ❋♦r♠ ❡✐♥❡s ❋❧üss✐❣❦❡✐tstr♦♣❢❡♥s ✈♦♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧❣❡st❛❧t ♠❡❤r ♦❞❡r ✇❡✲
♥✐❣❡r ❛❜✳ ❉✐❡ ❑✉❣❡❧❣❡st❛❧t ✈♦♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐tstr♦♣❢❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❜❡s♦♥❞❡rs s❝❤ö♥ ❞✉r❝❤ ♥✐❝❤t
♠✐s❝❤❜❛r❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❉✐❝❤t❡ ❞❡♠♦♥str✐❡r❡♥✳

✢✉✐❞✲❢❡st✳ ❉✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ εfs ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠ ❋❧✉✐❞ f ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❋❡st❦ör♣❡r
s ✭s♦❧✐❞✮ ❦❛♥♥ ❥❡t③t ♥✐❝❤t ♥✉r ♣♦s✐t✐✈✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ s❡✐♥✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❡✐♥ ❋❧✉✐❞ ❣❡✲
✇ö❤♥❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❋❡st❦ör♣❡r ❛✉✢öst✳ ■st s✐❡ ♣♦s✐t✐✈✱ ❞❛♥♥ tr❡t❡♥ ❢ür ❞❛s ❋❧✉✐❞
ä❤♥❧✐❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✇✐❡ ❢ür ❋❧✉✐❞✲❋❧✉✐❞✲●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❛✉❢ ✕ ③✉♠❛❧ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ♥✉r ❡✐♥
❚❡✐❧ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ♠✐t ❞❡♠ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r ❣❡❜✐❧❞❡t ✇✐r❞ ✉♥❞ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡r ❚❡✐❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠
❛♥❞❡r❡♥ ❋❧✉✐❞✳ ❋ä❧❧t ❡✐♥ ❙♣r✐t③❡r ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ❇♦❞❡♥✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ❡s t❡✐❧✇❡✐s❡ ❡✐♥❡
●r❡♥③✢ä❝❤❡ ♠✐t ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ ✉♥❞ t❡✐❧✇❡✐s❡ ♠✐t ❞❡r ▲✉❢t✳❉❛ ❞❛s ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r ❛❜❡r tr♦t③✲
❞❡♠ ü❜❡r❛❧❧ ✈♦♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡❜❡♥ ✐st✱ ❜✐❧❞❡t ❡s
❑ü❣❡❧❝❤❡♥ ❛✉s✳

▼❡✐st❡♥s ✐st ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ♥❡❣❛t✐✈✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡ ❖❜❡r✲
✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡rs ✐♥ ❡✐♥ ❋❧✉✐❞ ❡✐♥❣❡t❛✉❝❤t ✇❛r✱ ❞❛♥♥ ❤❛❢t❡t ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡✐♥❡
❞ü♥♥❡ ❋❧✉✐❞s❝❤✐❝❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t s♦ ❡✐♥❢❛❝❤ ❡♥t❢❡r♥❡♥ ❧ässt✳ ❊✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱
❞❛s ❞❡♥♥♦❝❤ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❡♥ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r ③✉ ❡r❤✐t③❡♥ ✉♥❞ s♦ ❞❛s ❋❧✉✐❞
❛❜❞❛♠♣❢❡♥ ③✉ ❧❛ss❡♥✳ ❉❛s ♠❛❝❤t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❆♣♣❛r❛t✉r ❡✐♥
❯❧tr❛❤♦❝❤✈❛❦✉✉♠ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ♠ö❝❤t❡✳

✶✺✸



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✼✿ ✭❛✮ ❋ür ♥❡❣❛t✐✈❡s εfs ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❙t❡✐❣❤ö❤❡ ♠✐t ❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❑❛♣✐❧❧❛r✲
❞✉r❝❤♠❡ss❡r ③✉✳ ❉✐❡ ❙t❡✐❣❤ö❤❡ ✐st ✉♠❣❡❦❡❤rt ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❘❛❞✐✉s r
✭0.8mm,1.3mm✱ 3.0mm✱ 4.2mm ✉♥❞ 14.5mm✮✳ ✭❜✮ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡r
❑❛♣✐❧❧❛r❞❡♣r❡ss✐♦♥ ❢ür ♣♦s✐t✐✈❡s εfs ❛♥ ❞❡r ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r✲●❧❛s✲●r❡♥③✢ä❝❤❡✳

❇❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❞ü♥♥❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐tss❝❤✐❝❤t ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ●❧❛s♣❧❛tt❡♥✱ ❞❛♥♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
❞✐❡ P❧❛tt❡♥ ♥✉r s❝❤✇❡r ❞✉r❝❤ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r P❧❛tt❡♥✢ä❝❤❡ ✇✐r❦❡♥❞❡ ❑rä❢t❡ tr❡♥♥❡♥✳ ❊s
✐st ❛❜❡r ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ s✐❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛❜s❝❤❡rt✱ ❞❡♥♥ ❞❡r ❙❝❤❡r♠♦❞✉❧ ✈♦♥ ❋❧✉✐❞❡♥ ✐st ♥✉❧❧✳
❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ●r❡♥③s❝❤✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ●❛s ❜✐❧❞❡t ✭●r❡♥③✢ä❝❤❡♥✲
❡♥❡r❣✐❡ εfg✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❡st❦ör♣❡r ✭●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ εfs✮✱ ❞❛♥♥ ❦♦♠♠t
❡s ③✉r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❇❡♥❡t③✉♥❣ ❞❡s ❋❡st❦ör♣❡rs✱ ✇❡♥♥ εfs + εfg < 0✳

❉✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦♥❦✉rr✐❡r❡♥✱
❛❜❡r ❛✉❝❤ ♠✐t ❛♥❞❡r❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥✿ ■♥ ❑❛♣✐❧❧❛r❡♥ ✈♦♠ ❘❛❞✐✉s r st❡✐❣t
❞✐❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐tssä✉❧❡ s♦ ❧❛♥❣❡ ❛♥ ❜✐s ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❍ö❤❡ h ❞✐❡ ❑♦st❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❛✉❢③✉✇❡♥❞❡♥❞❡
❣r❛✈✐t❛t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t dV = A dh = πr2 dh
❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ h ❣❡r❛❞❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ●❡✇✐♥♥ ❛♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡
✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t dAG = 2πr dh✮ ✐st✳ ■♠ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❣✐❧t✿

ρgh dV + εfs dAG = 0

❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙t❡✐❣❤ö❤❡

h = −2εfs
ρgr

✭✶✽✳✷✵✮

❉✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ εfs ❧ässt s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❜❡st✐♠♠❡♥ ✭❆❜❜✳ ✹✼❛✮✳ ■st εfs
♣♦s✐t✐✈ ✇✐❡ ❢ür ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r✲●❧❛s✱ ✇✐r❞ h ♥❡❣❛t✐✈ ✉♥❞ ❡s ❦♦♠♠t ③✉r ❑❛✲
♣✐❧❧❛r❞❡♣r❡ss✐♦♥ ✭❆❜❜✳ ✹✼❜✮✳

✶✺✹



✶✽✳✼✳✷✳ ❍❛❢t✉♥❣

❉❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ❍❛❢t✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡s ❞❡r ä✉ÿ❡rst s❡❧t❡♥❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡✱ ✇♦ ❞❡r ❇❡❣r✐✛
❞❡r ❑r❛❢t t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ✐st✳ ❊s s❡✐❡♥ ③✇❡✐ ❢❡st❡ P❧❛tt❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱
❞❡r❡♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥❣r❡♥③❡♥❞❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥❣röÿ❡ A ❤❛❜❡♥✳ ❉❛ ❡✐♥ ❢❡st❡r ❑ör♣❡r
✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❋❧✉✐❞ ❡①tr❡♠ st❛rr ✐st✱ ❦❛♥♥ s✐❝❤ s❡✐♥❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t s♦
♦❤♥❡ ✇❡✐t❡r❡s ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ③✇❡✐t❡♥ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡rs ❛♥♣❛ss❡♥✳ ❋❡r♥❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥
♥✉r ✈♦♥ ❊❜❡♥❡♥ s♣r❡❝❤❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡ ✉♥s ♥❛❝❤ ▼❛ÿ❣❛❜❡ ❞❡r t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❡r✲
s❝❤❡✐♥❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛s s✐♥❞ ❦❡✐♥❡ ♣❧❛♥❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ✐♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥✳ ❉❛♠✐t s♦❧❧ ❣❡s❛❣t
s❡✐♥✱ ❞❛ss ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ✐✳❆✳ ❦❡✐♥❡ ♣❡r❢❡❦t❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡
✈♦r❧✐❡❣t✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❣r♦ÿ❡ ❆♥str❡♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r♥✐♠♠t ✉♥❞ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❞❡r ❜❡✐✲
❞❡♥ ❋❡stst♦✛❡♥ ❡①tr❡♠ ♣❧❛♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❡①tr❡♠ ❣❡r✐♥❣❡ ❘❛✉❤❡✐t ❤✐♥ ♣♦❧✐❡rt✱ s♦ ❡r✇❡✐s❡♥ s✐❝❤
❞✐❡ ❞✉r❝❤ s♦❧❝❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥ ❡r③✐❡❧❜❛r❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ♠✐❦r♦s❦♦✲
♣✐s❝❤❡♥ ❙❦❛❧❛ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❛❧s s❡❤r r❛✉ ✉♥❞ ❧❛ss❡♥ ❦❡✐♥❡♥ ❑♦♥t❛❦t ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥
❇❡r❡✐❝❤ A ❞❡r ❣❡❣❡♥ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ③✉✳ ■♠ ❘❡❣❡❧❢❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ❞❡s
t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❢❡st✲❢❡st✲❑♦♥t❛❦ts ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r♥ ❢❛st ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥✿
AG ≪ A. ❖❜✇♦❤❧ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ εAB ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r♥ ❆
✉♥❞ ❇ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣r♦ÿ ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈ ✐st✱ ❢ü❤rt ❞✐❡s❡r ❯♠st❛♥❞ ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❞❤äs✐♦♥
③✇✐s❝❤❡♥ ✐❤♥❡♥ ♥✉r ❣❡r✐♥❣ ✐st✳ Ü❜❡r ❞❡♥ ❣röÿt❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ A − AG ≈ A✱
s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ♠✐t ❞❡r ❞❛③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ▲✉❢t✳ ❉❛ ❞✐❡
❑♦❤äs✐♦♥ ✈♦♥ ●❛s ❥❡❞♦❝❤ ❡①tr❡♠ ❦❧❡✐♥ ✐st ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ❙❝❤❡r❦rä❢t❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ trä❣t ❞✐❡ ▲✉❢t
♥✐❝❤t ③✉r ❍❛❢t✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑ör♣❡r ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✐✳ ❊s ❣✐❜t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙tr❛t❡❣✐❡♥✱
✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❍❛❢t✉♥❣ ③✇❡✐❡r ❢❡st❡r ❑ör♣❡r♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜❡ss❡r♥ ❧ässt✿

✶✳ ▼❛♥ ❜r✐♥❣t ❡✐♥❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊❜❡♥❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s♣❡✲
③✐✜s❝❤❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ③✉ ❜❡✐❞❡♥ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r♥ ❤❛t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐♦♥ ✈♦♥
❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ●❛s❡♥ ❡①tr❡♠ ❣r♦ÿ ✐st✱ ✐st ❡s s❝❤✇✐❡r✐❣✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊❜❡✲
♥❡♥ ♥✉♥ ✐♥ ❞❡r ③✉ ✐❤♥❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r ③✉ ③✐❡❤❡♥✳ ❍✐♥❣❡❣❡♥
✐st ❡s ❧❡✐❝❤t✱ ❆ ✉♥❞ ❇ ❞✉r❝❤ ❆❜s❝❤❡r❡♥ ✐♥ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ③✉ tr❡♥♥❡♥✱ ✇❡✐❧
❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❦❡✐♥❡ ❙❝❤❡r❢❡st✐❣❦❡✐t ❤❛❜❡♥✳

✷✳ ▼❛♥ ❜r✐♥❣t ❡✐♥❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡✐❞❡ ❊❜❡♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❊❜❡♥❡♥ ❞❡r ❋❧ä✲
❝❤❡ A ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡♥❡t③t✱ ✉♥❞ ❧ässt ❞✐❡s❡ ❡rst❛rr❡♥✳ ❉❛♥♥ ✐st AG ≈ A✳ ❉❛s ✐st
❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ■❞❡❡ ❜❡✐♠ ❑❧❡❜❡♥✱ ▲öt❡♥ ✉♥❞ ❙❝❤✇❡✐ÿ❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊❜❡✲
♥❡♥ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r tr❡♥♥❡♥ ✇✐❧❧✱ ♠✉ss ♥✉♥ ❛✉❝❤ ✐♥ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡ ❑r❛❢t
❛✉❢❣❡✇❛♥❞t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❇❡tr❛❣ ❡✐♥❡ ❦r✐t✐s❝❤❡ ❙❝❤✇❡❧❧❡

Fcrit = µKAG ≈ µKA ✭✶✽✳✷✶✮

ü❜❡rst❡✐❣t✳ ❉❡r ❲❡rt ❞❡s ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ µK ❤ä♥❣t ❡✐♥❡rs❡✐ts ✈♦♥ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r✲
❦✉♥❣ ❞❡s ❑❧❡❜st♦✛s ♠✐t ❞❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❛❜ ✭❆❞❤äs✐♦♥✮ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✈♦♠
✐♥♥❡r❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛❧t ❞❡s ❑❧❡❜st♦✛s ✭❑♦❤äs✐♦♥✮✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ✐st ❞✐❡ ❑♦❤äs✐♦♥✱
❛❧s♦ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛❧t ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❋❡st❦ör♣❡rs ❆✱ ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s ❞✐❡ ❆❞❤äs✐✲
♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❢t❡♥❞❡♥ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r ❆ ✉♥❞ ❇ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐♦♥
❞❡s ❑❧❡❜st♦✛s✳ ❉❛♥♥ ❦♦♠♠t ❡s ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❆ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇r✉❝❤ ❜❡✈♦r ❞❡r ❇❡tr❛❣
Fcrit ❞❡r ▼✐♥❞❡st❦r❛❢t ❢ür ❞✐❡ ❚r❡♥♥✉♥❣ ✈♦♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥
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❡✐♥❡ ✉♥❡r✇ü♥s❝❤t❡ ❑❧❡❜✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❜❡✐♠ ❇r❛t❡♥ ✈♦r❦♦♠♠t✱ ❦❛♥♥
♠❛♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❚❡✢♦♥❜❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r P❢❛♥♥❡ ❞❛❣❡❣❡♥ ✈♦rs❡❤❡♥✱ ✇❡✐❧ ❢ür ❞✐❡
♠❡✐st❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ♠✐t ❚❡✢♦♥ s❡❤r
❦❧❡✐♥ ✐st✳

✸✳ ❉✐❡ ✇✐r❦s❛♠❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❞✉r❝❤ ✈❡r❣röÿ❡r♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❊❜❡✲
♥❡♥ ❞❡r ❑ör♣❡r ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ♣r❡sst✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❑r❛❢t❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ F⊥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
③✉ ❞❡♥ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ✇✐r❦❡♥ ❧ässt✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤ ✜♥❞❡t ♠❛♥✱ ❞❛ss
✐♥ ❡✐♥❡♠ ✇❡✐t❡♥ ❲❡rt❡❜❡r❡✐❝❤ ❣✐❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✇✐r❦s❛♠❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ❡✐♥❡rs❡✐ts
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❋❧ä❝❤❡ A ❛♥✇ä❝❤st ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ③✉r ♣r♦ ❋❧ä❝❤❡♥❡✐♥❤❡✐t ✇✐r❦✲
s❛♠❡♥ ◆♦r♠❛❧❦r❛❢t ✭❛❧s♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ F⊥/A✮ ❛♥✇ä❝❤st✳ ■♥s❣❡s❛♠t ❣✐❧t ❛❧s♦
AG ∝ A(F⊥/A) ∝ F⊥✳ ■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ✇ä❝❤st ❞✐❡ ❦r✐t✐s❝❤❡ ❑r❛❢ts❝❤✇❡❧❧❡ ❞❡r Pr❡ss✲
❤❛❢t✉♥❣

Fcrit = µHF⊥ ✭✶✽✳✷✷✮

❛❧❧❡✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠✐t F⊥✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ❞❡r ❇❡tr❛❣ F =
∣

∣

∣

~F
∣

∣

∣
❡✐♥❡r ❛♥ ❞❡♥ P❧❛tt❡♥

❛♥❣r❡✐❢❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❡r ❦r✐t✐s❝❤❡ ❲❡rt ✐st✱ ❛❧s♦ F < Fcrit✱ ♣❛ss✐❡rt ❣❛r
♥✐❝❤ts✳ ❋ür F ≥ Fcrit r❡✐ÿt ❞✐❡ ❆❞❤äs✐♦♥ ❛❜ ✉♥❞ ❡s s❡t③t ✐✳❆✳ ❡✐♥❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡
❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥✳✶✽

❉❡r ❲❡rt ❞❡s ❍❛❢t❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ µH ✐st ❡✐♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❡r ✈♦♥ ❞❡♥
❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ❞❡r ❊✐♥✇✐r❦✉♥❣s❞❛✉❡r ✉♥❞ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❜❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t
❛❜❤ä♥❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑r❛❢t F⊥ ✇✐❡❞❡r ✈❡rr✐♥❣❡rt✱ ❞❛♥♥ ❣❡❤t ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧
Fcrit ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡❧❛st✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t❡ ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ③✉rü❝❦✳ ❉❛s ✐st ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r s♦✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡①tr❡♠ ❣✉t ♣♦❧✐❡rt❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❩✉s❛♠♠❡♥❞rü❝❦❡♥
✐♥ s❡❤r ❣✉t❡♥ ❑♦♥t❛❦t ❜r✐♥❣t✱ ❞❛♥♥ ❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡ s♦ ❡r③✐❡❧t❡ ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡ ✉♥t❡r
❯♠stä♥❞❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ③✉rü❝❦✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥ ✇✐❡❞❡r ❡♥t❧❛st❡t✳

✶✽✳✼✳✸✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥

❉❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❚❡r♠✐♥✉s t❡❝❤♥✐❝✉s ✒❘❡✐❜✉♥❣✏ ❤❛t ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t ♠✐t ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛
✒r❡✐❜❡♥✏ ③✉ t✉♥ ❤❛t✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❜❡✐❞❡ ❲♦rt❡ ✐♠ ❉❡✉ts❝❤❡♥ ✈❡r❢ü❤r❡r✐s❝❤ ä❤♥❧✐❝❤ ❦❧✐♥❣❡♥
✉♥❞ ❞❡r t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❘❡✐❜✉♥❣ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❡t②♠♦❧♦❣✐s❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛ ❞❡s
❘❡✐❜❡♥s ❤❡r✈♦r❣❡❣❛♥❣❡♥ ✐st✳✶✾ ❆❧s ❋❛❝❤❜❡❣r✐✛ ❞❡r ❚r✐❜♦❧♦❣✐❡ ❜❡③✐❡❤t ❡r s✐❝❤ ❛✉❢ ❥❡❞❡
❆rt ✉♥❞ ❲❡✐s❡✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ③✇❡✐ ❙t♦✛❡ ✐♥ ❡♥❣❡♥ ❑♦♥t❛❦t ❜r✐♥❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡r ❡♥❣❡ ❑♦♥t❛❦t
❦❛♥♥ ③✇❛r ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❘❡✐❜❡♥ ③✉st❛♥❞❡ ❦♦♠♠❡♥✱ ♠✉ss ❛❜❡r ♥✐❝❤t✳ ❘❡✐❜✉♥❣ ✭✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡s
❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❋❛❝❤❜❡❣r✐✛s✮ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡s ❆♥♣r❡ss❡♥
③✇❡✐❡r ❙t♦✛❡ r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❩✉ ❞❡♥ tr✐❜♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ❣❡❤ör❡♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❣❡r❛❞❡ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡ ❍❛❢t✉♥❣ ✉♥❞
❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❡❧❡❦tr✐③✐tät✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✸✺✳✶ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇✐r❞✳

✶✽❉❛s ✐st ♥✐❝❤ts ❯♥❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡s✱ ✇✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ③❡✐❣t✿ ❙t❡❧❧❡♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r ❞❡r ▼❛ss❡ m
❛✉❢ ❞❡♥ ❚✐s❝❤✱ ❤ä♥❣❡♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡ ❋❡❞❡r ❛♥ ✉♥❞ ✈❡rs✉❝❤❡♥ ❙✐❡✱ ✐❤♥ ❞❛♠✐t ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ③✉ ③✐❡❤❡♥✳ ❆✉❝❤
❤✐❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✉♥ä❝❤st ❛♥ ❞❡r ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♥ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❞❡r ❋❡❞❡r ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡
❑r❛❢t F = kx ❛♥❣r❡✐❢t✱ ❛❜❡r ❡s ♣❛ss✐❡rt ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✐❝❤ts✳ ❊rst ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑r❛❢t F ❞❡♥ ❲❡rt Fcrit = mg
ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t✱ s❡t③t ❡✐♥❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥✳

✶✾■♠ ❊♥❣❧✐s❝❤❡♥ ✐st ❞❛s ③✳❇✳ ♥✐❝❤t s♦✿ ❘❡✐❜❡♥ ❤❡✐ÿt ✒t♦ r✉❜✏ ❜③✇✳ ✒t♦ ❣r✐♥❞✏ ✉♥❞ ❘❡✐❜✉♥❣ ✒❢r✐❝t✐♦♥✏✳

✶✺✻



❉✐❡s❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❞❡♠♦♥str✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
❜❡st❡❤t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❢ü❤rt s✐❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳
❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐st ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ✇ä❝❤st
♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❇❡tr❛❣ |v| ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✷✳✺✮✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠
❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧❡♥ ❞r❡✐ t②♣✐s❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❦✉r③ ❛♥❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
❜❡✐ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣t❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣✳ ❆❧s ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❢❛❧❧ ❞✐s❦✉t✐❡r❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ❢❡st❡ P❧❛tt❡ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ A✱
❞✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ♣❧❛♥❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡rs ♠✐t ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v
❣❧❡✐t❡t✳ ❉❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❊♥❡r❣✐❡✈❡r❧✉st Iv = Ėv ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❜③✇✳ ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣
Pv = Ėv ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡ AG ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❢❡st❡♥ ❑ör♣❡r♥ ❛❜
✉♥❞ ❞✐❡s❡ ✐st ✇✐❡❞❡r✉♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❑r❛❢t F⊥✱ ❞✐❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r P❧❛tt❡ ✇✐r❦t ✭s✳
❑❛♣✳ ✶✽✳✼✳✷✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ✜♥❞❡t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ r✐❝❤t✉♥❣s✉✲
♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ |v| ❛♥✇ä❝❤st ✉♥❞ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

Pv = −µGF⊥ |v| ✭✶✽✳✷✸✮

❉❛s ▼✐♥✉s③❡✐❝❤❡♥ ✇❡✐st ❛✉❢ ❞✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✷✵ ❞✉r❝❤●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣
❤✐♥✳ ❉❡r ●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣s❦♦❡❢❢✐③✐❡♥t µG ❤ä♥❣t ♥✐❝❤t ♥✉r ✈♦♥ ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❛❜✱ ❛✉s
❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❜❡st❡❤❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❜❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t✱ ③✳❇✳
✈♦♥ ❞❡r ❘❛✉❤❡✐t ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥✳

❱✐s❦♦s✐tät✳ Ü❜❡r ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ❜❡✜♥❞❡ s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❋❧✉✐❞s❝❤✐❝❤t ❞❡r ❉✐❝❦❡ d✳ ❉❛r❛✉❢ ❣❧❡✐t❡
❡✐♥❡ P❧❛tt❡ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ A ♠✐t ❡✐♥❡♠ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣ v r❡❧❛t✐✈ ③✉r r✉❤❡♥❞❡♥ ❊❜❡✲
♥❡✳ ▼❛♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ❞❛❜❡✐✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛❜♥✐♠♠t✳ ❲❡♥♥
♠❛♥ s✐❡ ❦♦♥st❛♥t ❤❛❧t❡♥ ✇✐❧❧✱ ♠✉ss ♠❛♥ ❞❡r P❧❛tt❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❣❡r❛❞❡ s♦ ✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡
♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ③✉❢ü❤r❡♥✱ ✇✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ ✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤t✳ ❉❛③✉
❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✳❇✳ ❞❡r P❧❛tt❡ ❡✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❡①t❡r♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ P ③✉❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ s♦ ❞✐❡
❱❡r❧✉st❧❡✐st✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❊s ❡r❣✐❜t s✐❝❤

Pv = −η
A
d
v2 ✭✶✽✳✷✹✮

❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ η ✐st ❡✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●röÿ❡ ❞❡s ❋❧✉✐❞s ✉♥❞ ❤❡✐ÿt
❱✐s❦♦s✐tät✳✷✶

❊✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r ▼♦❞❡❧❧❢❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s
r ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❋❧✉✐❞ ❞❡r ❱✐s❦♦s✐tät η✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❋❧✉✐❞ ❡rr❡✐❝❤t
❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❋❧✉✐❞ ✉♥❞ ❑✉❣❡❧ ✐♥ ❡✐♥✐❣❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ d ∝ r ✈♦♥ ❞❡r
❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❑✉❣❡❧③❡♥tr✉♠s ❞❡♥ ▼❛①✐♠❛❧✇❡rt v✳ ❉✐❡ ❡✛❡❦t✐✈ ✇✐r❦s❛♠❡ ❋❧ä❝❤❡
❞❡r ❑✉❣❡❧ s❦❛❧✐❡rt ♠✐t A ∝ r2 ✉♥❞ ❞❛❤❡r Pv ∝ −η(r2/r)v2✳ ❆✉s ❡✐♥❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣✱ ❞✐❡ s❡❤r

✷✵❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❞❡s ❊♥❞③✉st❛♥❞s✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❜❡✐❞❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ✇✐❡❞❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r
r✉❤❡♥✳

✷✶❉✐❡s s♦❧❧ ✈♦r❧ä✉✜❣ ❛❧s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❱✐s❦♦s✐tät ❡✐♥❡s ❋❧✉✐❞s ❣❡♥ü❣❡♥✳ ❉❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥
❘❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ❋❧✉✐❞s ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✳ ❄❄ ❣❡♥❛✉❡r ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

✶✺✼



❛✉❢✇ä♥❞✐❣ ✐st ✉♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ♣räs❡♥t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧ ✭❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ③✳❇✳ ✐♥ ❬✶✶❪✮✱
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ ❞❡♥ ❲❡rt 6π ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❛s ❙t♦❦❡ss❝❤❡
❘❡✐❜✉♥❣s❣❡s❡t③

Pv = −6πrηv2 ✭✶✽✳✷✺✮

❢ür ❦✉❣❡❧❢ör♠✐❣❡ ❑ör♣❡r✳

❑✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ✐♥ ❋❧✉✐❞❡♥ ♠✐t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r
❦❧❡✐♥❡r ❱✐s❦♦s✐tät ❜❡✇❡❣t✱ tr✐tt ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡ ✐♠♠❡r ❞❡✉t❧✐❝❤❡r
✇❡r❞❡♥❞❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛✉❢✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤ ③❡✐❣t s✐❝❤ ♦❢t✱ ❞❛ss s✐❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✲
✢ä❝❤❡ AØ ✐st✱ ❞✐❡ ❞❛s ❖❜❥❡❦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❛r❜✐❡t❡t✳
❉❛s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ●❡s❡t③ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

Pv =
1

2
cWAØ ρv2 |v| ✭✶✽✳✷✻✮

❛✉❢s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ρ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❡s ❋❧✉✐❞s ✉♥❞ 1
2cW ❡✐♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛✲

❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ ✐st✳ ❉❡r cW ✲❲❡rt ❤ä♥❣t ✈♦♠ Pr♦✜❧ ❜③✇✳ ❞❡r ❋♦r♠ ❞❡s ❖❜❥❡❦ts ❛❜ ✉♥❞
♠✉ss ✐✳❆✳ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

✶✾✳ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r ✭▼✸✮

✶✾✳✶✳ P❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

P❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x, y) ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ✉♥❞ y ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉❛s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❦❛♥♥ ❧❡✐❝❤t ❛✉❢ ❞❡♥ ❋❛❧❧
♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r ❛✉s❣❡❞❡❤♥t ✇❡r❞❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ y = y0 ❦♦♥st❛♥t ❤ä❧t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ f ❛✉❝❤ ❛❧s ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ♥✉r ❡✐♥❡r
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉✛❛ss❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ x✱ ✉♥❞ s♦ ✇✐❡ ü❜❧✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ❞✐❡
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ x✿

(

∂f

∂x

)

y0

=
df(x, y0)

dx

❙✐❡ ✐st ❞✉r❝❤ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ✒∂✏ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳

❉✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ df ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x, y) ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ (x0, y0) ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✭✉♥t❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥
❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥✮ ❞✉r❝❤ ❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧

df =

(

∂f

∂x

)

y0

dx+

(

∂f

∂y

)

x0

dy , ✭✶✾✳✶✮

❞❛s s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❡♥
(

∂f
∂x

)

y0
dx ✉♥❞

(

∂f
∂y

)

x0

dy ③✉s❛♠♠❡♥✲

s❡t③t✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ü❜❡r❛❧❧ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ s♦ st❡❧❧t

df =

(

∂f

∂x

)

y

dx+

(

∂f

∂y

)

x

dy . ✭✶✾✳✷✮

✶✺✽



❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❛r✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ◆♦t❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❜❡✐ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❛❧s ■♥❞❡① ❜❡✐ ❞❡♥ r✉♥❞❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳✷✷

✶✾✳✷✳ P♦t❡♥t✐❛❧

❋❛❧❧s ❢ür ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ df ❡①✐st✐❡rt✱ ✇✐r❞ ❡s ❛✉❝❤ ❛❧s P♦t❡♥t✐❛❧
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s P♦t❡♥t✐❛❧

f =

ˆ

df + C ✭✶✾✳✸✮

✐st ❜✐s ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ C ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❇❡❣r✐✛s
❞❡r ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r✳ ❉❛s P♦t❡♥t✐❛❧

f = f(x, y) =

(x,y)
ˆ

(x0,y0)

df ✭✶✾✳✹✮

❤❛t ❞❛❜❡✐ ❢ür ❥❡❞❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❲❡❣ ✐♥ ❡✐♥❡r ❦♦♠♣❛❦t❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s♠❡♥❣❡ s❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥
❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt✳ ❊s ✐st ❛❧s♦ ✇❡❣✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✱ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ s❡✐♥❡ ❙t❛rt✈❛r✐❛❜❧❡♥ x0 ✉♥❞ y0
❜❡st✐♠♠t✳

✷✵✳ ❙②st❡♠❡ ♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥

■♥ ❞❡♥ ✈♦r❛♥❣❡❣❛♥❣❡♥❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ❤❛❜❡♥ ✇✐r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ s♦✇✐❡ ❣❡❡✐❣✲
♥❡t❡ P❛r❛♠❡t❡r ❦❡♥♥❡♥❣❡❧❡r♥t✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♠❛♥ s✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ❞✐❡
❞✉r❝❤ ●❧✳ ✶✽✳✶✾ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ✱
❞❡r s✐❡ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❉✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✐st ❛❜❡r ♥✉r ❡✐♥❡r ❞❡r ✈✐❡❧❡♥ ♠ö❣❧✐✲
❝❤❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s
❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❇✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❤❛❜❡♥ ✇✐r s♦ ❣❡t❛♥ ❛❧s ♦❜ ♠❛♥ ❥❡❞❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡
✐s♦❧✐❡rt ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s ✐st ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ❦♦♥✲
st❛♥t ❤ä❧t✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ s♦ ❛❧s ♦❜ s✐❡ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♥✉r ❡✐♥❡r ❡✐♥③✐❣❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐st✳ ■♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐st ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❛✲
r✐❛❜❧❡r✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦ö♥♥t❡ ❡s ❡✐♥❡ ❛❞äq✉❛t❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠
❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤ ♠❛❝❤❡♥✱ ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❛✉❢③✉st❡❧❧❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s
▼❡❞✐✉♠s ✈♦♥ s❡✐♥❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ AG ✱ s❡✐♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ✉♥❞ s❡✐♥❡♠ ❙❝❤❡r✇✐♥❦❡❧ α ❛❜✲
❤ä♥❣t✱ ❛❧s♦ U = U(AG, V, α)❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❞r❡✐ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ s❡✐♥✳ ❉❛s s♦❧❧
❤✐❡r ♥✉♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❡✐♥❡♠ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❤ätt❡ ♠❛♥ str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ P❛r❛♠❡✲
t❡r ③✉ ❡r❢❛ss❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✇♦❧❧t❡✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s
✐st ❞❛s ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳ ■♥ ✉♥s❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ❡✐♥✐❣❡ ✇❡♥✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡

✷✷❲❡♥♥ ❦❧❛r ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✐ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡s❡
❑❧❛♠♠❡r♥ ❛✉❝❤ ✇❡❣❧❛ss❡♥✳

✶✺✾



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✽✿ ✭❛✮ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ✭P❤❛s❡♥r❛✉♠❞✐❛❣r❛♠♠ ❜③✇✳ ①✲♣✲❉✐❛❣r❛♠♠✮✮ ❡✐✲
♥❡s Pr♦③❡ss❡s✱ ❞❡r ✐♥ ❆ ❜❡❣✐♥♥t ✉♥❞ ✐♥ ❇ ❡♥❞❡t✳ ✭❜✮ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠
❢ür ❡✐♥❡♥ ✈♦♥ ❆ ü❜❡r ❇ ♥❛❝❤ ❆ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥❞❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss✳ ❆♠ ❊♥✲
❞❡ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ✇✐❡❞❡r ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt✱
❞❡♥ s✐❡ ✈♦r❤❡r ❤❛tt❡♥✳ ✭❝✮ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥
❖s③✐❧❧❛t♦rs ❢ür ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ E0✳

❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ✉♥❞ ❞❛s ❤❡✐ÿt ✇✐❡❞❡r✉♠✱ ❞❛ss ❢❛st ❛❧❧❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐s ❛✉❢ ❡❜❡♥ ❞✐❡s❡
✇❡♥✐❣❡♥ ❆✉s♥❛❤♠❡♥ ✐❣♥♦r✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭■♠ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ ❜❧❡✐❜❡♥ ❛❧s♦ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤
✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ P❛r❛♠❡t❡r ✉♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✦✮✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇✐r❞ ❡✐♥ P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❢❛❝❤
✐❣♥♦r✐❡rt✱ ✇❡♥♥ s❡✐♥❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ s♦ ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✱ ❞❛ss s✐❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❞✉r❝❤❢ü❤r❜❛r❡♥ ▼❡s✲
s✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❙❝❤r❛♥❦❡ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❧✐❡❣t✳ ❋ür ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ③✐❡❤t
♠❛♥ ❛❧s♦ ✐✳❆✳ ❡✐♥❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ f ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✐♥ ❇❡✲
tr❛❝❤t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❢ür ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s Pr♦❜❧❡♠ ❛❧s r❡❧❡✈❛♥t ❡r❦❛♥♥t ❤❛t ✉♥❞ ❞✐❡ ♠❛♥
❛✉❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❡♥ ✉♥❞✴♦❞❡r ♠❡ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡
P❛r❛♠❡t❡r z1, . . . zf ❧❡❣❡♥ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠s ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❢❡st✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡
❊♥❡r❣✐❡

U = U(z1, . . . zf )
✐st ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❢✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡s❡r f ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜③✇✳ ❩✉st❛♥❞s❦♦✲
♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ü❜r✐❣❡♥ f − 1 ❛♥❞❡r❡♥
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ f − 1❛♥❞❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❢❡st❤❛❧t❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞
❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❛♥♥ ❛❧❧❡✐♥❡ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❥❡✲
❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ s♦❧❧ ❛❧s♦ ✈ö❧❧✐❣ ❢r❡✐ ✉♥❞ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r
❛♥❞❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ s❡✐♥✳ ❏❡❞❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ❋r❡✐✲
❤❡✐ts❣r❛❞ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠s ❞❛r✳ ❊✐♥ ❙❛t③ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r ❜✐❧❞❡t ❞❡♥
❩✉st❛♥❞sr❛✉♠✱ ❞✳✐✳ ❞❡r ❘❛✉♠ ❛❧❧❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡r ❩✉stä♥❞❡✳

❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠s ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ f ❞❡r
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s✳

✷✵✳✶✳ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠❡

❉✐❡ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡s ❡✐♥❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ❩✉stä♥❞❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❦❛♥♥
♠❛♥ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❆rt ✈♦♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❣r❛♣❤✐s❝❤ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❥❡❞❡r

✶✻✵



❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✐st ✭❆❜❜✳ ✹✽❛✮✳ ❉❛s ✐st ❞❛s ❩✉✲
st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠✳ ■st s♣❡③✐❡❧❧ ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡
❞✐❡ ■♠♣✉❧s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ p✱ s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛s ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ❛✉❝❤ ❛❧s P❤❛s❡♥✲
r❛✉♠❞✐❛❣r❛♠♠✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ✐♠ P✉♥❦t ❆ ❜❡❣✐♥♥❡♥❞❡r Pr♦③❡ss ü❜❡r ♠❡❤r❡r❡ ❙t❛t✐♦♥❡♥
✐♠ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ❢ü❤rt ✉♥❞ ❞❛♥♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ✐♠ P✉♥❦t ❆ ❡♥❞❡t✱ s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ✐❤♥ ❛❧s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ✭❆❜❜✳ ✹✽❜✮✳ ◆❛❝❤ ❉✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ❡✐♥❡s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s ❤❛t ❡✐♥
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡
✇✐❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s✳ ❙♦♠✐t ❤❛t ❞❛s ❙②st❡♠ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s ❣❡♥❛✉s♦✈✐❡❧
❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ✇✐❡ ❡s ✇✐❡❞❡r ❛♥ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥
❤❛t✳ ❊✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❛✈♦♥ ✐st ❞❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ✇✐❡ ❡r
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ✭❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥✮ ❖s③✐❧❧❛t♦r ✈♦r❧❛❣✳ ❉✐❡
❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ✐st ❦♦♥st❛♥t ✭dU = 0)✳ ❲❡❣❡♥

E0 =
1

2m
p2 +

k

2
x2

✐st ❞❛s P❤❛s❡♥r❛✉♠❞✐❛❣r❛♠♠ ❜③✇✳ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ❞✐❡s❡s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s ❡✐♥❡ ❊❧❧✐♣s❡
✭❆❜❜✳ ✹✽❝✮✳

✷✵✳✷✳ ❊①t❡♥s✐✈❡ ✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡♥

❏❡❞❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ✈✐❡❧❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥
❜③✇✳ ❦❛♥♥ ❛✉s ✈✐❡❧❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t ❣❡❞❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❙❡❧❜st ✇❡♥♥ ♠❛♥
s♦ ✇❡✐t ✐♥ ▼❛t❡r✐❡ ❤✐♥❡✐♥③♦♦♠t✱ ❞❛ss s✐❡ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥ ❡rs❝❤❡✐♥t✱ ✐st ❡✐♥ ❙tü❝❦ ❞✐❡✲
s❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❡ ✐✳❆✳ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❡✐♥ ▼❛❦r♦s②st❡♠ ✉♥❞ ❣❡❞❛♥❦❧✐❝❤ ✐♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡
③❡r❧❡❣❜❛r❀ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧s ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❞❛r❢ ❞✐❡s❡ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ✉♥❡♥❞✲
❧✐❝❤ ✇❡✐t ❢♦rt❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❞❛s ❚❡✐❧s②st❡♠ ❞❡♥ ❙t❛t✉s ❡✐♥❡s ▼❛❦r♦s②st❡♠s
✈❡r❧✐❡rt✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ❦♦♥t✐♥✉✉♠s♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ✐st ❤✐❡r✐♥ ❞❛s ❡①tr❡♠❡ ●❡❣❡♥♠♦❞❡❧❧
❞❡s ▼❛ss❡♥♣✉♥❦ts✿ ❊✐♥ P✉♥❦t ❤❛t ❦❡✐♥❡ ❚❡✐❧❡ ✉♥❞ ❡✐♥ ❑♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡r❡♥ ü❜❡r❛❜③ä❤❧❜❛r
✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡✳

❙❡✐ ● ❡✐♥ ❙②st❡♠✱ ❞❛s s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ❊✐♥❡
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ X ❤❛❜❡ ❢ür ❚❡✐❧s②st❡♠ ❆ ❞❡♥ ❲❡rt XA✱ ❢ür ❇ ❞❡♥ ❲❡rt XB ✉♥❞ ❢ür
❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❞❡♥ ❲❡rt XG✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞❡r ❲❡rt ❢ür ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❣❡♠äÿ

XG = XA +XB ✭✷✵✳✶✮

❛❞❞✐t✐✈ ❛✉s ❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ❞❡r ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ●röÿ❡ X ❡✐♥❡ ❡①✲
t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡✳ ■st X ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞✐❡ ●❧✳ ✷✵✳✶ ❡r❢ü❧❧t✱ s♦ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥
❡✐♥❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ❜③✇✳ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ●röÿ❡♥ ❜✐❧❞❡t✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ③✇❡✐ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥s ❱❡r❤ä❧t♥✐s
s❡t③t✱ ❛❧s♦ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤❡✐♥❛♥❞❡r ❞✐✈✐❞✐❡rt✱ s♦ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❛❧s ✐♥t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡♥ ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t✳ ❙✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥✱ s♦ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥✳

❇❡st❡❤t ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③✐❣❡♥ ❙t♦✛✱ ❞✳❤✳ ✐st ❡r ❝❤❡♠✐s❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥✱
s♦ s✐♥❞ s❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✭❑❛♣✳ ✶✽✳✷✮✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥

✶✻✶



st♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❜③✇✳ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●röÿ❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡
●röÿ❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❞✐✈✐❞✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ●röÿ❡♥ s✐♥❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡♥✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧
❢ür ❡✐♥❡ s♦ ❦♦♥str✉✐❡rt❡✱ ❢ür ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ●röÿ❡✱ ✐st ✐❤r s♣❡③✐❢✐s❝❤❡s
❱♦❧✉♠❡♥ vV/m = 1/ρ✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r r❡③✐♣r♦❦❡♥ ❉✐❝❤t❡ ✐st✳ ❉❛s s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥
✐st ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❛✉s ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ V ✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ❡✐♥♥✐♠♠t ③✉r ▼❛ss❡ m ❞❡s
▼❡❞✐✉♠s✱ ✇❡❧❝❤❡s ❤✐❡r ❞❛s ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✐st✳

❇❡✐s♣✐❡❧❡✿ ❊♥❡r❣✐❡ E ✉♥❞ ■♠♣✉❧s p ✇✉r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❛❧s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❊r✲
❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❦♦♥st✐t✉✐❡rt ✉♥❞ s✐♥❞ ❞❛❤❡r ✈♦♥ ◆❛t✉r ❛✉s ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡♥✳ ❉✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡✱ ❞❡♥♥ ✇❡♥♥ ❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆
❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t vA ❤❛t ✉♥❞ ❡✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❇ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t vB✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❛✉s ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s ✐✳❆✳ ♥✐❝❤t ❞✐❡
❙✉♠♠❡ ❞✐❡s❡r ❜❡✐❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥✳ ◆✐♠♠t ❚❡✐❧s②st❡♠ ❆ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ VA ❡✐♥
✉♥❞ ❇ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ VB✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ●❡s❛♠t✈♦❧✉♠❡♥ VG = VA+VB✳ ❉❛s ❱♦❧✉♠❡♥
✐st ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡✱ ❛❜❡r ✐✳❆✳ ❦❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ●❡s❛♠t✲
✈♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss
ä♥❞❡r♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣ −pdV ❡✐♥❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ dU = −pdV ❞❡r
✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ s♦✇♦❤❧ dU ❛❧s ❛✉❝❤ dV ❡①t❡♥s✐✈✳ ❉❡r ❉r✉❝❦
p ✐st ❡✐♥❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡✳

✷✵✳✸✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

❉✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1, . . . zf ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❧❡❣❡♥ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐✲
s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❢❡st✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U(z1, . . . , zf ) st❡ts
❡✐♥❡♥ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡♥ ❲❡rt ❤❛t✳ ❊r ❤ä♥❣t ♥✐❝❤t ✈♦♠ ❲❡❣ ❜③✇✳ Pr♦③❡ss ❛❜✱ ü❜❡r ❞❡♥ ♠❛♥
③✉♠ ❩✉st❛♥❞ ❣❡❧❛♥❣t ✐st✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st U ✐st s♦♠✐t ❡✐♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✾✮
✉♥❞ ❤❛t ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dU =
∂U
∂z1

dz1 + · · ·+ ∂U
∂zf

dzf .

❆✉❝❤ ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥

Zj = Zj(z1, . . . , zf ) =
∂U(z1, . . . , zf )

∂zj
✭✷✵✳✷✮

st❡❧❧❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛r✿ ❍ä✉✜❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❞❡r ✉r✲
s♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉✢ös❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ zi✳ ❉✐❡s❡ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡ ✐st ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ zi = zi(z1, . . . , zi−1, Zj , zi+1, . . . , zf )✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ✐♥ ❞✐❡
✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥s❡t③t✱ ❞❛♥♥ ❤ä♥❣t ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐❡❞❡r ✈♦♥ f ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥
❛❜✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s zi ♥✉♥ ❞✉r❝❤ Zj ❡rs❡t③t ✇♦r❞❡♥ ✐st✳ ❉❛s ❦❛♥♥ s✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✈❡r✇✐rr❡♥✲
❞❡♥ ❉s❝❤✉♥❣❡❧ ❛♥ ♥❡✉❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉s✇❛❝❤s❡♥✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥
❞✐❡s❡r ♥❡✉❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐❡❞❡r ♥❡✉❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❦r❡✐❡r❡♥✳

❯♠ ♥✉♥ ❡✐♥ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❡s ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ss②st❡♠ ③✉ s❝❤❛✛❡♥✱ ❢ü❤rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✲
❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥✳ ❉❛♠✐t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ st❛♥❞❛r❞✐s✐❡rt❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣

✶✻✷



❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉rü❝❦t ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U = U(z1, . . . zf ) ✐♥ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞❢♦r♠
❛✉s✱ s♦ s✐♥❞ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1, . . . zf ❛❧❧❡r f ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡s ❙②st❡♠s s♦ ❛✉s❣❡✲
✇ä❤❧t✱ ❞❛ss s✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ s✐♥❞✳ ❉✐❡ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❛✉s ❞❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐✲
t✉♥❣❡♥ ✭●❧✳ ✷✵✳✷✮ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ s✐♥❞ ❞❛♥♥ ❛❧❧❡s❛♠t ❦❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡♥
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t s✐❡ ❛❧s ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ❜③✇✳ ✐♥t❡♥s✐✲
✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ✐st ❥❡❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡
❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t✳

❲❛r✉♠ t✉t ♠❛♥ ❞❛s❄ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ V ❡✐♥❡s ▼❡❞✐✉♠s ❛❧s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ♠✐t f ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠
U = U(V, z2 . . . zf )✳ ❲❡♥♥ ♠❡❤r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❧s ♥✉r ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✐♠ ❙♣✐❡❧ s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❉r✉❝❦s✱ ✇✐❡ s✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✽✳✺✳✶ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡✐♥❞❡✉t✐❣✳
❯♠ ❞✐❡ ❊✐♥❞❡✉t✐❣❦❡✐t ✇✐❡❞❡r ❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✱ ✈❡r❡✐♥❜❛rt ♠❛♥✱ ❞❡♥ ❉r✉❝❦ p ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥
❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✿

p = p(V, z2 . . . zf ) = −
(

∂U
∂V

)

z2...zf

✭✷✵✳✸✮

❉❡r ❉r✉❝❦ ✐st ❛❧s♦ ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ❡①t❡♥✲
s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡s❡ ❜❡✐ ❞❡r ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥
✇❡r❞❡♥✳

❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ✒❉r✉❝❦✏ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❋♦r♠✉✲
❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ❡✐♥✐❣❡ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♥✐❝❤t ❡①t❡♥s✐✈
s✐♥❞✳ ◆✉r ✐st ❞✐❡s❡r ✒❉r✉❝❦✏ ❞❛♥♥ ❡❜❡♥ ♥✐❝❤t ❞❡r ❉r✉❝❦✳ ❉✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥✲
♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♠✐t ❞❡r ❡✐♥ ●❡rüst ❛✉s ❦❧❛r ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❇❡❣r✐✛❡♥ ❢ür
❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠❡ ❡t❛❜❧✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞✐❡ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳
❙✐❡ ❜r✐♥❣t ❖r❞♥✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥ ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✐♠♠❡r ü♣♣✐❣❡r ✇✉❝❤❡r♥❞❡♥
❉s❝❤✉♥❣❡❧✳

✷✵✳✹✳ ❑♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡

❲❛s ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ ❲♦rt ✒❦♦♥❥✉❣✐❡rt✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❑❛♣✳ ✷✳✷ ❡r❧ä✉t❡rt✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s♣r✐❝❤t✱ s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❡✐♥ P❛❛r ✈♦♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ✇❡❝❤s❡❧s❡✐t✐❣❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥✳ ❉✐❡
▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡s✱ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✳ ❉❛r❛✉❢ s♦❧❧
❤✐❡r ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐♠ ❉❡t❛✐❧ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ■♥t❡r❡ss✐❡rt❡ s❡✐ ❤✐❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ❆♥❤❛♥❣
✈❡r✇✐❡s❡♥ ✭❑❛♣✳ ❊✮✳ ❍✐❡r s♦❧❧ ♥✉r ❞✐❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r
s❦✐③③❡♥❤❛❢t ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✿

❉✐❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡❧❧t ❡✐♥❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❋✉♥❦t✐♦✲
♥❡♥ ✭❜③✇✳ P♦t❡♥t✐❛❧❡♥✮ ❤❡r✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥
❋✉♥❦t✐♦♥ ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ●röÿ❡ ✐st✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❜❡st❡❤t✱
❞❛♥♥ ❜✐❧❞❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡s
P❛❛r✳

✶✻✸



❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ■♠ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥✳ ❉❛s ✐st ③✳❇✳
❜❡✐ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

U(p, x) = U0 +
p2

2m
+

1

2
kx2

❡✐♥❡s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❞❡r ❋❛❧❧✳ ▼❛♥ ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤
❞❡r ■♠♣✉❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

v =
∂U
∂p

= p/m = v(p) .

❙✉❜st✐t✉✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡
❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡✿

U(v, x) = U0 +
1

2
mv2 +

1

2
kx2 .

❉✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡r❣✐❜t

p =
∂U
∂v

= mv = p(v) .

■♠♣✉❧s ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t st❡❧❧❡♥ ❤✐❡r ❡✐♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡s P❛❛r ✈♦♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛✲
❜❧❡♥ ❞❛r✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ■♠♣✉❧s ❞✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✐st✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ❉❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❜❡st❡❤❡ ♥✉r ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③✐❣❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❛s ✐♠
❣❡✇ä❤❧t❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②rst❡♠ ❞❡♥ ■♠♣✉❧s p ❤❛t✳ ■♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡ E ❤❛❜❡♥
✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡ ✐♠ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ E(p) =
√

m2c4 + p2c2 s❡✐ ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❛♠✐t ❛❧❧❡✐♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s
■♠♣✉❧s❡s✳ ❉❛s ✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st

dE = Z(p)dp .

❉❛ ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ p ✈♦r❧✐❡❣t✱ ✐st ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤
❞❡r ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

Z =
dE

dp
=

pc
√

m2c4 + c2p2
.

❉✐❡ ●röÿ❡ Z ✐st ✇✐❡❞❡r✉♠ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠✐t ●❧✳ ✶✶✳✶✻✱ s♦ ❡r✲
❦❡♥♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss Z ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✐st✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❡♥ ■♠♣✉❧s ❞✉r❝❤
❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉s❞rü❝❦t ✉♥❞ ✐♥ ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥s❡t③t✱ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❜✐❧❞❡♥ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❤✐❡r ■♠♣✉❧s ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t ❡✐♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡s ❱❛r✐❛❜❧❡♥♣❛❛r ❜✐❧❞❡♥✳ ❉❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❦❛♥♥ ✐♥ ❞❡r
❋♦r♠

dE = vdp

♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

v(p) =
dE

dp

❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐ p ❞✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉♥❞ v ❞✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡
✐st✳

✶✻✹



❆❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❣❡❤ör❡♥ ❡♥t✇❡❞❡r ③✉ ❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ③✉ ❞❡♥ ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ✐✳❆✳ ❞✉r❝❤ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♦❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❋ür ❋♦r♠❡♥ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ s✐♥❞ ❞❛s ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ▲❛❣❡✲ ♦❞❡r P♦s✐✲
t✐♦♥s✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❛❧s ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❞❡r ✇✐❡ ③✳❇✳
❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ V ❛❧s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❧❧❡r ❋♦r♠❡♥ ❦✐✲
♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡♥ s✐♥❞ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ♣r✐♠är ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ s♦❧❝❤❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱
✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ v = ẋ✳ ❑✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ s✐♥❞✱ ✇✐❡ ❞❡r
◆❛♠❡ s❝❤♦♥ s❛❣t✱ ❚rä❣❡r ❞❡r ❑✐♥❡t✐❦✳ ❉✐❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ♦❤♥❡ s✐❡ ❦❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖rt ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ü❜❡rtr❛❣❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡✲
r❡✳ ❩❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ♥✉r ✉♥t❡r ❇❡t❡✐❧✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥
❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❧❛✉❢❡♥✳ ❆♥st❡❧❧❡ ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❞❛③✉ ❦♦♥❥✉❣✐❡r✲
t❡♥ ■♠♣✉❧s ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢③✉st❡❧❧❡♥✳ ❇❡✐❞❡s ❤❛t ❱♦r✲ ✉♥❞
◆❛❝❤t❡✐❧❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❦❡r ③✐❡❤❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡ ✈♦r✱ ✇❡✐❧ ❢ür ❡①✲
t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ❦❧❛r ✐st✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❛✉s ❞❡♥
❲❡rt❡♥ ❞❡r ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ❡r❣✐❜t✳ ❋ür ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t♦r s♣✐❡❧❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣rö✲
ÿ❡ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❘♦❧❧❡✱ ✇❡✐❧ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❛❧s ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P♦s✐t✐♦♥s✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r s✐♥❞✳

●❡❤t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✈♦♥ ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡
❛✉s✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ st❡ts ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡
③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ s❡✐ ✐♥ ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞✉r❝❤ U(V ) ♠✐t ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥
❛❧s ❡①t❡♥s✐✈❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ ❤❛t ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts✲
❣r❛❞✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❧✐❡❢❡rt ❞❡♥ ❉r✉❝❦

p = −dU
dV

❛❧s ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳
❋ür ❞❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✽✳✻ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss

dH = V dp .

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ s♣❡③✐❡❧❧ s♦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❞❛ss ❞❡r ❉r✉❝❦ p ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ✐st✱ s♦ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

dH
dp

= V .

❉❛♠✐t ❡r✇❡✐s❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U(V ) ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ H(p) ❛❧s ✇❡❝❤s❡❧s❡✐✲
t✐❣ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ s✐♥❞✳ ▼❛♥
❦❛♥♥ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞
✭s✳ ❑❛♣✳ ❊✮✳

✷✵✳✺✳ ❲❛r✉♠ ✉♥❞ ✇✐❡ ✇❡r❞❡♥ ♥❡✉❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❄

❊✐♥ ❙②st❡♠ s♦❧❧ ③✉♥ä❝❤st ❞✉r❝❤ f = n ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ s❡✐♥
✉♥❞ s♦♠✐t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U(z1, . . . , zn)✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ❡♥t❞❡❝❦t✱ ❞❛ss ♥❡❜❡♥

✶✻✺



❞✐❡s❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1, . . . , zn ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥
❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡✱ ❞❛♠✐t ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❡r❢❛sst❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ✐♠ ❙②st❡♠ s❝❤❧✉♠✲
♠❡rt✱ s♦ ❡r❣ä♥③t ♠❛♥ ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ zn+1✳ ❉❡♠
❙②st❡♠ ✇❡r❞❡♥ ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ♥✉♥ f = n + 1 ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ③✉❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞✳❤✳ s❡✐♥❡
✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡

U = U(z1, . . . , zn, zn+1)

✐st ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ n+ 1 ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1, . . . , zn+1✳ ❆✉s ❑♦♥s✐st❡♥③❣rü♥❞❡♥
❣❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❛✉s ✉♥❞ ❧❡❣t ❞✐❡ ♥❡✉❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ zn+1 = zf ❛❧s
❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❢❡st✳ ❉❡r ❇❡✐tr❛❣ ❞❡s ♥❡✉❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞s ③✉♠ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
dU ✐st

Zfdzf ✭✷✵✳✹✮

♠✐t ❞❡r ③✉ zf ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥

Zf =
∂U(z1, . . . , zn, zf )

∂zf
.

❊①✐st❡♥③ ✉♥❞ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s ♥❡✉❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡s ❦ö♥✲
♥❡♥ ♠❡✐st ❛✉s ❞❡♠ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ n ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❡rs❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ◆❛❝❤✲
❢♦❧❣❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞r❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ♥❡✉❡r ✭♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r✮ ❊♥❡r❣✐❡✲
❜❡✐trä❣❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✱ ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣
✉♥❞ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✳ ❆❧s ❥❡✇❡✐❧s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❢ü❤rt ♠❛♥ ❞✐❡
❊♥tr♦♣✐❡ S✱ ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ n ❜③✇✳ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ q ❡✐♥✳

✶✻✻



❚❡✐❧ ■❱✳

P❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡

❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦

❉✐❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡✲
♠❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤ ✐♥ ✐❤r❡♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠ ✭❑❛♣✳ ✶✶✳✺✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❞❡r ▼❛ss❡ m ✐st s♦♠✐t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r r❡❧❛t✐✈✐s✲
t✐s❝❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U = mc2✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞❛s ❲♦rt ✒✐♥♥❡r❡✏
♦❢t ✇❡❣❧❛ss❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ✈♦♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❣❡✲
s♣r♦❝❤❡♥✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✇✐r❞ ▼❛t❡r✐❡ ❛❧s ❡✐♥
❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡s ▼❡❞✐✉♠ ❛✉❢❣❡❢❛sst ✉♥❞ ❞❛s ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ ✭❑❛♣✳ ✶✽✳✶✮ ③✉❣r✉♥❞❡
❣❡❧❡❣t✳

✷✶✳ ❉✐❡ ❍❛✉♣tsät③❡ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤❜❡r❡❝❤t✐❣t ♥❡❜❡♥
❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ tr✐tt ✉♥❞ ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ③✉♠ t❤❡r♠♦✲
❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❡r❣ä♥③t✳ ❉❛s ❱♦r❣❡❤❡♥ ✐st ❞❛s ▼✉st❡r❜❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❊✐♥✲
❢ü❤r✉♥❣ ♥❡✉❡r ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞ s✐❝❤ s♣ät❡r ♥♦❝❤ ❛♥ ✈✐❡❧❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r
❲❡✐s❡ ✇✐❡❞❡r❤♦❧❡♥ ✭❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ✉s✇✳✮✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t s❡✐
❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡s ③✉♥ä❝❤st n ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡
P❛r❛♠❡t❡r ❜③✇✳ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡③✉st❛♥❞s ❞❡s ❙②st❡♠s ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳ ❉✐❡s❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐✲
s❝❤❡♥ ❜③✇✳ ✒s✐❝❤t❜❛r❡♥✏ P❛r❛♠❡t❡r r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ f = n ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❋r❡✐✲
❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✳ ■♥ ❑❛♣✳ ✶✹✳✸ ✇✉r❞❡ ③✳❇✳ ❢ür r❡❛❧❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡
s❝❤✇✐♥❣❡♥❞❡ ❙②st❡♠❡ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠ ❡♥t✇♦r❢❡♥✱ ❞❛s ♥✉r ❛✉s f = 2 ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥
♠✐t ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x ✉♥❞ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ẋ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❊s ❡rs❝❤❡✐♥t
✉♥❣❧❛✉❜❧✐❝❤ ✉♥❞ ❢❛st s❝❤♦♥ ❛rr♦❣❛♥t✱ ✇❡♥♥ P❤②s✐❦❡r ❜❡❤❛✉♣t❡♥✱ s✐❡ ❦ö♥♥t❡♥ ❡✐♥ r❡❛❧❡s
♥❛t✉r❣❡❣❡❜❡♥❡s ❖❜❥❡❦t ♠✐t ❛❧❧ s❡✐♥❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❛✉❢ ♥✉r ③✇❡✐ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡
❛❜❜✐❧❞❡♥✳ ❯♥❞ ❞❡♥♥♦❝❤ s✐♥❞ s✐❡ ❞❛♠✐t ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤✳ ❆❜❡r ✇✐r ❤❛❜❡♥ ❛✉❝❤ ❜❡r❡✐ts ❣❡s❡❤❡♥✱
❞❛ss ❞❛s ♥✐❝❤t ♣❡r❢❡❦t ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt✱ ❞❡♥♥ ❡s tr❡t❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✒❊♥❡r❣✐❡✈❡r❧✉st❡✏ ❛✉❢✱ ❞✐❡
♠❛♥ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t ✐r❣❡♥❞✇❛♥♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✐❣♥♦r✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳

❍ä❧t ♠❛♥ ❛♠ ▼♦❞❡❧❧ ❢❡st✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❛❧s ♦✛❡♥❡ ❙②st❡♠❡ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡
❞✐ss✐♣✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❜❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t
❡✐♥♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ❞❛♥❛❝❤ tr❛❝❤t❡♥✱ ❞❛s ♦✛❡♥❡ ❙②st❡♠ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠ ③✉
✈❡r✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿt✳ ❉❛③✉ ♠✉ss
♠❛♥ ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥❡♥ ♥❡✉❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞
❤✐♥③✉❢ü❣❡♥✳ ❉❡r ♥❡✉❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ s♦❧❧ ❛❧s t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

●❡♥❛✉ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ✐st ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❙❛♠♠❡❧❜❡❣r✐✛ ❢ür ❡✐♥❡ ❣✐❣❛♥t✐s❝❤ ❣r♦ÿ❡

✶✻✼



❩❛❤❧ ❛♥ ✇✐♥③✐❣ ❦❧❡✐♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥✱ ❢ür ❞✐❡ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡ ✒s✐❝❤t❜❛r❡♥✏ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛✲
❜❧❡♥ ❛♥❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❙✐❡ ✐st ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ s❡❤r ✈✐❡❧❡r ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡✲
❜❡✐trä❣❡✱ ❞❡r❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ s♦ ✇✐♥③✐❣ ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥
❊❜❡♥❡ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡r❢❛ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ✇✐r❦❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ▲❛✉❢❡
❞❡r ❩❡✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ❛✉s✳ ❖❜✇♦❤❧ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✐♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ✈❡r✲
♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❡ ❞❡♥♥♦❝❤ ❞❡♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ❛♥ ❞❡r ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
❞❡r n ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡♥ ❊✛❡❦t ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ✇❡✐❧ ❡①tr❡♠ ✈✐❡❧❡ ✭✐♠ ❑♦♥✲
t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡✮ ❞✐❡s❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧ ♥✐❝❤t ❢❛ss❜❛r❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❛♥ ❞❡r
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜❡t❡✐❧✐❣t s✐♥❞✳

■♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋❛❧❧ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ♠❛♥ ❛❧❧❡ ❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t ❡r❢❛ss❜❛r❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥
❡✐♥③✐❣❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✱ ❞❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✱ ✉♥❞ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✐❤♥ ✐♥ ❞❡r ❋✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ S✱ ❞❡r ♠❛♥
❞❡♥ ◆❛♠❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ❣✐❜t✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❜❡st❡❤t ❛❧s♦ ❛✉s ❞❡r ♥❡✉❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ S ✉♥❞ ❞❡♥
n ❛♥❞❡r❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ z1, z2, . . . , zn✱ ❛❧s♦ ❛✉s ✐♥s❣❡s❛♠t f = n + 1
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥✿

U = U(S, z1, z2, . . . , zn) . ✭✷✶✳✶✮

❉✐❡ ③✉r ❊♥tr♦♣✐❡ S ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡

T = T (S, z1, z2, . . .) =

(

∂U
∂S

)

z1,z2,...

✭✷✶✳✷✮

❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❊✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤

dU = TdS +
∂U
∂z1

dz1 +
∂U
∂z2

dz2 + . . .+
∂U
∂zn

dzn ✭✷✶✳✸✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ♠✐t ❞❡♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣ TdS ③✉♠ ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✳

▼✐t ❞❡r ❩✉s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡r ♥❡✉❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ✉♥❞ ✐❤r❡r ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❧❧❡✐♥ ✐st ❡s ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❣❡t❛♥✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦✉♠
❞✐ss✐♣❛t✐✈❡r Pr♦③❡ss❡ ✐st✱ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ③✉ s❡✐♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠
✭dU = 0✮ ♠✐t ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③

TdS +
∂U
∂z1

dz1 +
∂U
∂z2

dz2 + . . .+
∂U
∂zn

dzn = 0 ✭✷✶✳✹✮

❜❡tr❛❝❤t❡t✱ s♦ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❛❞✉r❝❤ ✈♦♥ ❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡❢♦r♠❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✐❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❤❛t✱ ❡✐♥❡ ä✉ÿ❡rst s❡❧❜stsü❝❤t✐❣❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠
③✉ s❡✐♥✿ s✐❡ ♥✐♠♠t ✈♦♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ❛✉❢✱ ❣✐❜t ❛❜❡r ♥✐❝❤ts ③✉rü❝❦✿ ❙✐❡ ✐st
s♦③✉s❛❣❡♥ ❞❡r ❉❛❣♦❜❡rt ❉✉❝❦ ❛❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥✳

❩❡♥tr❛❧❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✐st ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❛♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥
❙②st❡♠❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ✉♥❞ ❞✐❡ ❆✉s❛r❜❡✐t✉♥❣ ✐❤r❡r ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥✳
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■♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❣❡❤t ❡s ❛❧s♦ ❡✐♥❡rs❡✐ts ❞❛r✲
✉♠✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❞✉r❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞❛ss ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❛s ❡♥❡r✲
❣❡t✐s❝❤❡ ●❡❣❡♥❦♦♥t♦ ❞❛③✉ ❧✐❡❢❡rt✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ s♦❧❝❤❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ♥✐♠♠t ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ③✉✳ ❉❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡ ❱♦r❣❛♥❣✱ ❞❛ss ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ t♦t❛❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉♥✐♠♠t
✉♥❞ ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥
✇❡r❞❡♥ ♠üsst❡✱ ✇✐r❞ ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ♥✐❝❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ❉❛s ♠❛❝❤t ❞✐❡ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät
❛✉s ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣st❛ts❛❝❤❡ ❢ür ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ♠✉ss ♥✉♥ ♥♦❝❤ ♠♦❞❡❧❧✲
♠äÿ✐❣ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❣❡❤t ✈❡r❜❧ü✛❡♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤✳ ❉❛ ü❜❡r ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ❜✐s
❤✐❡r ❤✐♥ ♥✐❝❤ts ❢❡st❣❡❧❡❣t ✐st✱ s❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss T ♣♦s✐t✐✈ ✐st✳ ❉❛s ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡
❆♥✇❛❝❤s❡♥ ❞❡s t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣s TdS ✐st ❢♦❧❣❧✐❝❤ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s ✇❡✐t❡r❡
❆♥♥❛❤♠❡ s❡t③t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ♥✐❝❤t ❛❜♥❡❤♠❡♥ ❞❛r❢✱ ❞✳❤✳
❞❛ss ✐♥ ❛❧❧❡♥ Pr♦③❡ss❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❢ür ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠❡ ❜❡♦❜❛❝❤✲
t❡t✱ dS ≥ 0 ❣✐❧t✳ ❉❛s ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❜❡r✉❤t s♦♠✐t ❛✉❢ ❡✐♥❡r
❛①✐♦♠❛t✐s❝❤❡ ❇❛s✐s✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ ❍❛✉♣tsät③❡ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦
❢♦r♠✉❧✐❡rt ✐st✿

❍❛✉♣tsät③❡ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦

✶✳ ❊①✐st❡♥③ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
❯♠ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ♠✉ss

♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ❡✐♥❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♣♦st✉❧✐❡rt ✇❡r✲
❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s ❞✐ss✐♣✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❦♦♥t✐❡rt✳

✷✳ ❱❡r❜♦t ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡
❉✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❤❡✐ÿt ❊♥tr♦♣✐❡✳ ■♥ ❛❜✲

❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ✈❡r❜♦t❡♥✳

✸✳ P♦s✐t✐✈✐tät ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r
❉✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❤❡✐ÿt ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❙✐❡

✐st ❛❧s ♣♦s✐t✐✈❡ ●röÿ❡ ❞❡✜♥✐❡rt✳

❉✐❡ ❉❡❦❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡r P♦s✐t✐✈✐tät ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐st ❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ▼❛♥ ❤ätt❡ ❞✐❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❝❤ ❛❧s ♥❡❣❛t✐✈❡ ●röÿ❡ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❛❜❡r ❞❛♥♥ ❤ätt❡ ♠❛♥ ❢ür ❞❡♥
③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡③✉♥❛❤♠❡ ✈❡r❜✐❡t❡♥ ♠üss❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ P♦s✐t✐✈✐tät ❞❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r ❦♦♥✈❡♥t✐♦♥s❣❡♠äÿ ❣❡s❡t③t ✐st✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ❱❡r❜♦t ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡ ❞❛s
③❡♥tr❛❧❡ ❆①✐♦♠ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✐st✱ ❞❡♥♥ ❡s ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ❞✐❡ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät✱ ❞✐❡ ♠❛♥
❛♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❞❡r f ♥✐❝❤t✲
t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥ ❞❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ TdS ❛❜❣✐❜t ✉♥❞
●❧✳ ✷✶✳✹ ❡r❢ü❧❧t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ✇❡❣❡♥ dS ≥ 0 ❡✐♥ ③✉❧äss✐❣❡r Pr♦③❡ss✳ ❉❛ ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r
❊♥tr♦♣✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ✈❡r❜♦t❡♥ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s❣❡♠äÿ
♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡ Pr♦③❡ss ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❛❜❧❛✉❢❡♥✿ ❑❡✐♥❡ ❞❡r f ♥✐❝❤tt❤❡r♠✐✲
s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ❦❛♥♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ③✉rü❝❦❣❡✇✐♥♥❡♥✦

✶✻✾



❉❡r Pr♦③❡ss ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐st ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞r❡✐ ❍❛✉♣tsät③❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❝❤
❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧✳

❲❡♥♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠ ● ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ st❛tt✜♥❞❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t ✭✐s❡♥tr♦♣❡ Pr♦③❡ss❡✮✱ s♦ s✐♥❞ s✐❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ r❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❙✐❡
❦ö♥♥❡♥ ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ✐♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛❜❧❛✉❢❡♥✳ ❊♥❡r❣✐❡✲
ü❜❡rtr❛❣✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ✐♥ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ s✐♥❞ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ✐♥ ❞❡r
❡✐♥❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❲✐r❞ ❥❡❞♦❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ s♦ ❛❜❣❡✲
❣❡❜❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❛❜❡✐ ❛♥✇ä❝❤st✱ s♦ ✐st ❞❡r ❘ü❝❦✇❡❣ ✈❡r❜❛✉t✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡
♥✐❝❤t ❛❜♥❡❤♠❡♥ ❞❛r❢✳

❉✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❆❜❧❛✉❢s ❡✐♥❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡s st❡ts ❡✐♥
✇❡♥✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳ ■♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r
❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥ ❆♥✇❛❝❤s❡♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ③✉rü❝❦❣❡❢ü❤rt✳
❉❡r ❆❜✢✉ss ✈♦♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❦t s♦ ✇✐❡ ❡✐♥❡ ❆rt
▼❡❤r✇❡rtst❡✉❡r ❛✉❢ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❆✉s ❧❡✐❞✈♦❧❧❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ ♠✐t ❋✐♥❛♥③ä♠t❡r♥ ✐st ❥❛
❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❡s ③✉♠ ❲❡s❡♥ ❞❡r ❙t❡✉❡r ❣❡❤ört✱ ❞❛ss ♠❛♥ ●❡❧❞ ❛♥ ❞❛s ❋✐♥❛♥③❛♠t ③❛❤❧t✱
❛❜❡r ♥✐❝❤t ✈♦♠ ❋✐♥❛♥③❛♠t ❜❡❦♦♠♠t✳ ❉❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✐st ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧✳

❲❡r ❛✉❝❤ ✐♠♠❡r s✐❝❤ ❜❡✇❡❣t✱ ✇✐rts❝❤❛❢t❡t✱ ✇❡❞❡r r❛st❡t ♥♦❝❤ r✉❤t✱ ❞❡r ③❛❤❧t ❙t❡✉❡r✳ ❲❡r
s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡✇❡❣t✱ ♥✐❝❤t✳ ❙t❡✉❡r♥ ③❛❤❧t ♠❛♥ ♥✉r s♦ ❧❛♥❣❡✱ ✇✐❡ ♠❛♥✱ ❥✉♥❣ ✉♥❞ ❞②♥❛♠✐s❝❤✱
❛✉❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✇✐rts❝❤❛❢t❧✐❝❤ tät✐❣ s❡✐♥ ❦❛♥♥✳ ❆♥❛❧♦❣ ❧❛✉❢❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ♥✉r
s♦ ❧❛♥❣❡✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ä♥❞❡r♥ ❦ö♥♥❡♥ ❜③✇✳ s♦ ❧❛♥❣❡✱ ✇✐❡ ❞✐❡
Pr♦③❡ss❞②♥❛♠✐❦ ♥✐❝❤t ③✉♠ ❙t✐❧❧st❛♥❞ ❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st✳ ❲❡♥♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛❜❡r ✐r❣❡♥❞✇❡❧✲
❝❤❡ ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥✱ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✱ ❞❛❢ür s♦r❣❡♥✱
❞❛ss ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ♠❡❤r ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥✱ ❞❛♥♥ ❡rr❡✐❝❤t ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ s❡✐♥❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥ ❩✉st❛♥❞✿ ❊s ✇✐r❞
❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠❡❤r ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s❡r ③❡✐t❧✐❝❤
st❛t✐♦♥är❡ ❩✉st❛♥❞ ✇✐r❞ ❛❧s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❚❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❦ö♥♥❡♥ ♥✉r s♦ ❧❛♥❣❡ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❜✐s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r
❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥✱ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✱ ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❛♥✲
❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✳ ❊s ✐st ❛❧s♦ ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ③✉ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❞❛s
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✱ ♦❞❡r ③✉ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❞✐❡ ♥❛❝❤ ▼❛ÿ❣❛❜❡
❞❡r ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐♠ ❙♣♦rtst✉❞✐♦ ❡✐♥❡♥ ❇❛❧❧ ✐♥ ❞❡r ❍❛♥❞ ❤ä❧t✱ ❤❛t ❞✐❡s❡r ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❊♥❡r❣✐❡✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✐❤♥ ❧♦s❧ässt✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ t❡✐❧✇❡✐s❡ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t
✉♥❞ t❡✐❧✇❡✐s❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt✳ ❞❛ ♠❛♥ ❞❛s ❙♣♦rtst✉❞✐♦ ❣❡tr♦st ❛❧s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❜❡✲
tr❛❝❤t❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❞❡r
❱❡r❧✉st ❛♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ❜✐✲
❧❛♥③✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❆♥✇❛❝❤s❡♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡
♠♦❞❡❧❧✐❡rt✳ ❊s ❧❛✉❢❡♥ s♦ ❧❛♥❣❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❛❜✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ✐♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ③✉rü❝❦ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇✐r❞ ✉♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ st❡ts ❡✐♥
✇❡♥✐❣ ❞❛✈♦♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ü❜❡r❢ü❤rt ✇✐r❞✱ ❜✐s ❞❡r ❇❛❧❧ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r
❣❡✇✐ss❡♥ ❩❡✐t s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ ③✉r ❘✉❤❡ ❣❡❦♦♠♠❡♥ ✐st ✉♥❞ ❛❧❧❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡
✉♥❞ ❞❛♠✐t s✐❝❤t❜❛r❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉❢❤ört✳ ❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❛♠ ❊♥❞❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡✐♥ st❛t✐♦♥är❡r
❩✉st❛♥❞ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉❛s ✐st ❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ✉♥t❡r ❞❡r ❣❡❣❡✲

✶✼✵



❜❡♥❡♥ ❘❡str✐❦t✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❇♦❞❡♥ ❡r③✇✐♥❣t✳ ❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ❙♣♦rtst✉❞✐♦ ✐st ❞❛♥♥
♠❛①✐♠❛❧✳

❊s s❡✐ ♥✉♥ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✉♥t❡r ❞❡♥ ✈♦r❣❡❣❡❜❡✲
♥❡♥ ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ❡rr❡✐❝❤t ✇✉r❞❡ ✉♥❞ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ✈♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠❡❤r ❢❡stst❡❧❧t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ③✉ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❡✐♥❡ ❞❡r ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥
❢ür ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉❢❤❡❜t✱ ❞❛♥♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡❞❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ Pr♦✲
③❡ss❡ ❛✉✢❡❜❡♥ ✉♥❞ s♦ ❧❛♥❣❡ ✇❡✐t❡r❧❛✉❢❡♥✱ ❜✐s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥
❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ✇✐❡❞❡r ✐❤r ▼❛①✐♠✉♠ ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✳ ❉❛s ❞✉r❝❤ dS = 0✳ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t❡
❊♥tr♦♣✐❡♠❛①✐♠✉♠ ✐st ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞❛s ♥❡✉❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✲
✇✐❝❤t ✉♥t❡r ❞❡r ▼❛ÿ❣❛❜❡ ❞❡r ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ❡rr❡✐❝❤t ✇♦r❞❡♥ ✐st✳

❲❡♥♥ ❞❡r ❇♦❞❡♥ ❞❡s ❙♣♦rtst✉❞✐♦s ❡✐♥❡ ❋❛❧❧tür ③✉ ❡✐♥❡♠ ❑❡❧❧❡rr❛✉♠ ❤❛t ✭s♦ ❡t✇❛s ❤❛✲
❜❡♥ ③✉❣❡❣❡❜❡♥❡r♠❛ÿ❡♥ ❞✐❡ ✇❡♥✐❣st❡♥ ❙♣♦rtst✉❞✐♦s✮✱ ❞❛♥♥ st❡❧❧t ❞❛s Ö✛♥❡♥ ❞❡r ❋❛❧❧tür
❞✐❡ ❆✉❢❤❡❜✉♥❣ ❞❡r ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ❘❡str✐❦t✐♦♥ ❞❛r✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ Ö✛♥❡♥ ✇✐r❞ s✐❝❤ ❞❡r ❇❛❧❧ ✇✐❡✲
❞❡r ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❞❡r ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
✭✈♦♥ ❞❡r ✇✐❡❞❡r ❡✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡③✇❛❝❦t ❜③✇✳ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✮ ✇✐❡❞❡r ❧♦s❣❡❤❡♥✳
❊r ✇✐r❞ s♦ ❧❛♥❣❡ ✉♥t❡r ❆♥✇❛❝❤s❡♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❜✐s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❙♣♦rt✲
st✉❞✐♦s ❡✐♥ ♥❡✉❡s ▼❛①✐♠✉♠ ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✳ ■♠ ♥❡✉❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t
✇✐r❞ ❞❡r ❇❛❧❧ ❛✉❢ ❞❡♠ ❑❡❧❧❡r❜♦❞❡♥ ❞❡s ❙t✉❞✐♦s ❧✐❡❣❡♥ ✉♥❞ ❞♦rt r✉❤❡♥✱ ✇❡✐❧ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡✲
r❡ ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❛❧s ❘❡str✐❦t✐♦♥ ✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❑❡❧❧❡r❜♦❞❡♥ ✉♥t❡r❜✉♥❞❡♥
✐st✳ ❉✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✐st ❛✉❝❤ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ✐♠
❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙♣♦rtst✉❞✐♦✱ ♥✉r ❡❜❡♥ ❛✉❢ ✈✐❡❧❡ ✒✉♥s✐❝❤t❜❛r❡✏ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✈❡rt❡✐❧t✳

✷✷✳ P❤②s✐❦❡r ✉♥❞ ✐❤r❡ ❱❡r❜♦tst❛❢❡❧♥

❚②♣✐s❝❤❡ ❱❡r❜♦t❡ ❞❡r P❤②s✐❦ s✐♥❞ ♦❢t s♦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇✐❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦✲
❞②♥❛♠✐❦✳ ❊✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❱❡r❜♦t❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣ssät③❡ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✲
♦❞❡r ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ s✐❡ ♣♦s✐t✐✈ ❢♦r♠✉❧✐❡rt s✐♥❞✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ♥ä♠❧✐❝❤
❛✉❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥✿ ❛❧❧❡ ❱♦r❣ä♥❣❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♦❞❡r ❞❡r ■♠♣✉❧s ❡✐♥❡s ❛❜✲
❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ♥✐❝❤t ❡r❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✱ s✐♥❞ ✈❡r❜♦t❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ s♣ät❡r ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡
❊r❤❛❧t✉♥❣ssät③❡ ❦❡♥♥❡♥❧❡r♥❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ♦❞❡r ▲❡♣t♦♥❡♥③❛❤❧❡r❤❛❧✲
t✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐♠ ●r✉♥❞❡ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ❣❡✇✐ss❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❞✉r❝❤ ❱❡r❜♦t❡ ❛✉ss❝❤❧✐❡✲
ÿ❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ♥✐❝❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳

❲♦❤❡r ✇✐ss❡♥ ❞✐❡ P❤②s✐❦❡r ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ s♦ ❣❡♥❛✉✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ ✈❡r❜♦t❡♥
s✐♥❞❄ ❲♦❤❡r ✇❡✐ÿ ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s ✈♦♥ ❲♦❧❢❣❛♥❣ P❛✉❧✐ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡ P❛✉❧✐✈❡r❜♦t ❛❜s♦❧✉t❡
●ü❧t✐❣❦❡✐t ❤❛t❄ ◆✉♥✱ ❞✐❡ P❤②s✐❦❡r ✇✐ss❡♥ ❞❛s ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❊s s✐♥❞ ❍②♣♦t❤❡s❡♥✳ ❆❜❡r
❡s s✐♥❞ s♦❧❝❤❡✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❜✐s❧❛♥❣ ♥♦❝❤ ♥✐❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡✱ ❞❛ss ❡s ❛✉❝❤ ♥✉r ❡✐♥❡♥
❡✐♥③✐❣❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ❣✐❜t✱ ❞❡r ✐❤♥❡♥ ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✳ ■❤r❡ ●❧❛✉❜✇ür❞✐❣❦❡✐t ✇ä❝❤st ♠✐t ❞❡♠
●❡✇✐❝❤t ❞❡r P❤②s✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r ❚ät✐❣❦❡✐t ❞❡r ✈✐❡❧❡♥ P❤②s✐❦❡r ❛✉❢ ❞❡r ❲❡❧t✱
✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡s❡ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ tä❣❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ Prü❢st❛♥❞ st❡❧❧❡♥✳

❯♥❞ ❞♦❝❤ ✐st ❡s ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ✈♦r❣❡❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❛✉❢tr❛t✱
❞✐❡ ❡✐♥❡r ❞✐❡s❡r ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ✇✐❞❡rs♣r❛❝❤✱ ♦❜✇♦❤❧ ❣❛♥③❡ P❤②s✐❦❡r❣❡♥❡r❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❏❛❤r✲
③❡❤♥t❡ ❛♥ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡s ❱❡r❜♦ts ❣❡❣❧❛✉❜t ❤❛❜❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡r ❲❛❤r❤❡✐t ❞❡r

✶✼✶



❱❡r❜♦ts❤②♣♦t❤❡s❡ ü❜❡r③❡✉❣t ✇❛r❡♥✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤✐❡r❢ür ✐st ❞✐❡ P❛r✐täts❡r❤❛❧t✉♥❣✳ ▼❛♥
❣✐♥❣ ❜✐s ▼✐tt❡ ❞❡s ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ✭✦✮ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❡s❡t③❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤
❣❡❣❡♥ü❜❡r ❘❛✉♠s♣✐❡❣❡❧✉♥❣❡♥ s✐♥❞✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐✲
s❝❤❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❙♣✐❡❣❡❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ♠❛♥ ✐❤♥ ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡✐s❡ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r
❛✉✣♥❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ❡r ✐♠ ❙♣✐❡❣❡❧ ❛✉ss✐❡❤t✳ ❉✐❡ P❤②s✐❦❡r✐♥ ❈❤✐❡♥✲❙❤✐✉♥❣ ❲✉ ❦♦♥♥t❡ ❥❡✲
❞♦❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❢ür ❱♦r❣ä♥❣❡ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♥✐❝❤t
r✐❝❤t✐❣ ✐st✳

❲❡♥♥ P❤②s✐❦❡r ❛✉❝❤ ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❆✉s♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✐❤r❡r ❛❧s ❱❡r❜♦t❡ ❢♦r♠✉❧✐❡r✲
t❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛♥♥ ❣❡❜❡♥ s✐❡ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ s❝❤❧✐❝❤t ✉♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤ ❛✉❢ ♦❞❡r
s❝❤rä♥❦❡♥ ❞❡♥ ●ü❧t✐❣❦❡✐ts❜❡r❡✐❝❤ ❡✐♥✳ ❱❡r❜♦t❡ ♠✉ss ♠❛♥ ♦❤♥❡❤✐♥ ✐♠♠❡r ♠✐t ❞❡♠ ❇❡✐✲
♣❛❝❦③❡tt❡❧ ❧❡s❡♥✿ ❉❛s ❱❡r❜♦t ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡ ❣✐❧t ♥✉r ❢ür ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠❡✦
❆✉❢ ❞❡♠ ♥❡✉❡♥ ❇❡✐♣❛❝❦③❡tt❡❧ ❢ür ❞✐❡ P❛r✐täts❡r❤❛❧t✉♥❣ st❡❤t ❤❡✉t❡✿ ❆❧❧❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r✲
❦✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❞✐❡ P❛r✐täts❡r❤❛❧t✉♥❣ ✕ ♠✐t ❆✉s♥❛❤♠❡ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✳
P❤②s✐❦❡r ❣❧❛✉❜❡♥ ❛♥ ✐❤r❡ ❍②♣♦t❤❡s❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t s♦✱ ✇✐❡ ❡✐♥ r❡❧✐❣✐ös❡r ▼❡♥s❝❤ ❢❡❧s❡♥❢❡st
s❡✐♥❡♠ ●❧❛✉❜❡♥ ❛♥❤ä♥❣t✱ ✇❡✐❧ ❡r ❡✐♥❡r ü❜❡r❧✐❡❢❡rt❡♥ ❙❝❤r✐❢t ❛❜s♦❧✉t❡s ❱❡rtr❛✉❡♥ s❝❤❡♥❦t✳
P❤②s✐❦❡r s✐♥❞ s✐❝❤ ❜❡✇✉sst✱ ❞❛ss s✐❡ ❙✉❝❤❡♥❞❡ s✐♥❞✳ ❙✐❡ ❧❛ss❡♥ ❞✐❡ ❋❛❧s✐✜③✐❡r❜❛r❦❡✐t ✐❤r❡r
❍②♣♦t❤❡s❡♥ ③✉✳ ■❤r ✒●❧❛✉❜❡✏ ✐st ❡✐♥ ✈♦r❧ä✉✜❣❡r✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❜❡ss❡r❡ ❊✐♥s✐❝❤t❡♥ ✉♠❣❡st♦ÿ❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ●❡♥❛✉ ❞❛s ♠❛❝❤t ❞✐❡ P❤②s✐❦ ③✉ ❡✐♥❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❘❡❧✐❣✐♦♥ ♥✐❝❤t✳

❆❜❡r ✇✐❡ ❣❡❤t ♠❛♥ ♠✐t ❱♦r❣ä♥❣❡♥ ✉♠✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❱❡r❜♦t❡ ❞❡r P❤②s✐❦ ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡✲
s❝❤❧♦ss❡♥ s✐♥❞❄ ❍✐❡r s❝❤❧ä❣t ❞❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❘❡❝❤ts✈❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r P❤②s✐❦❡r ③✉✿ ❲❛s ♥✐❝❤t
✈❡r❜♦t❡♥ ✐st✱ ✐st ❡r❧❛✉❜t✦ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❜❡st✐♠♠t❡ Pr♦③❡ss❡ ❦❡✐♥ ❱❡r❜♦t ❛✉ss♣r✐❝❤t✱ ❞❛♥♥
❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳
❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❲❡❧t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡ ◆✐❝❤t✲❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät ✈♦♥
Pr♦③❡ss❡♥ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❜❡✐♠ ❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r✳ ❉✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❉ä♠♣✲
❢✉♥❣ ♠✐t t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❚r✐❝❦s ✈❡r❦❧❡✐♥❡r♥ ❦❛♥♥✳ ❙✐❡ ❤ä♥❣t ❣❡✇✐ss❡r♠❛✲
ÿ❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ■♥❣❡♥✐❡✉rs❦✉♥st ❛❜✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❦❡✐♥❡ ✉♥t❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ ✈♦♥ ✈♦r♥❡ ❤❡r❡✐♥
❛♥❣❡❜❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡r s✐❝❤❡r ✐st✱ ❞❛ss s✐❡ ♥✐❝❤t ✉♥t❡rs❝❤r✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥t❡✳ ❙♦♠✐t ♠✉ss ❛❧❧❡s
❜✐s ❤✐♥ ③✉♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡s ✉♥❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs ③✉ ❞❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❣❡③ä❤❧t ✇❡r✲
❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳ ●❡♥❛✉s♦ ✈❡r❤ä❧t ❡s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ r❡✈❡rs✐❜❧❡♥
Pr♦③❡ss❡♥ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦✿ ❙✐❡ s✐♥❞ ❞❡r ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡r ❡r❧❛✉❜t❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡♥❦✲
❜❛r❡♥ Pr♦③❡ss❡✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ s✐❡ ✐♠ ❘❡❣❡❧❢❛❧❧ ♥✐❝❤t ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❙✐❡ st❡❤❡♥ ❢ür t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡
❙❝❤❧üss❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✱ ❞❡♥♥ ✈❡r❜♦t❡♥ s✐♥❞ s✐❡ ♥✐❝❤t✳

■♥t❡r❡ss❛♥t❡r✇❡✐s❡ r❡❛❧✐s✐❡rt ❞✐❡ ◆❛t✉r t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❢❛st ✐♠♠❡r ❞❛s✱ ✇❛s ♥✐❝❤t ✈❡r❜♦t❡♥ ✐st✳
❆❧s ❞✐❡ P❤②s✐❦❡r ❚s✉♥❣✲❉❛♦ ▲❡❡ ✉♥❞ ❈❤❡♥ ◆✐♥❣ ❨❛♥❣ ❡r❦❛♥♥t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ P❛r✐täts❡r✲
❤❛❧t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♥✐❝❤t ③✇✐♥❣❡♥❞ ✇❛r✱ ❞❛ ❤✐❡ÿ ❞❛s ♥✉r✱ ❞❛ss s♦
❡✐♥ Pr♦③❡ss ❞❡♥❦♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❛❜❡r ❜❡❞❡✉t❡t❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t✱ ❞❛ss ❡r ✈♦♥ ❞❡r ◆❛t✉r
t❛tsä❝❤❧✐❝❤ r❡❛❧✐s✐❡rt ✐st✳ ❉❛s ❜❡✇✐❡s ❡rst ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡r P❤②s✐❦❡r✐♥ ❲✉✳ ❉❡♥ ◆♦✲
❜❡❧♣r❡✐s ❣❛❜ ❡s ❥❡❞♦❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❚❤❡♦r❡t✐❦❡r✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ✉♥s ✈♦♥ ❞❡r ❉❡♥❦s❝❤r❛♥❦❡ ❞❡r
P❛r✐täts❡r❤❛❧t✉♥❣ ❜❡❢r❡✐t ❤❛tt❡♥✳

▼✐t ❞❡r ❱❡r❜♦tst❛❢❡❧ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ✷✳ ❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦✲
❞②♥❛♠✐❦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✐st✱ ❤❛t ❡s ❡✐♥❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❇❡✇❛♥❞t♥✐s✿ ❲✐❡ ❙✐❡ s♣ät❡r ♥♦❝❤ ❧❡r♥❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ❣✐❜t ❡s s♦ ❡✐♥ ❱❡r❜♦t str❡♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❊s ✐st ❡✐♥❡ ❛❞✲❤♦❝✲
❍②♣♦t❤❡s❡✱ ✉♠ ❞✐❡ ü❜❡r✇ä❧t✐❣❡♥❞❡ ❩❛❤❧ ❛♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣s❜❡r✐❝❤t❡♥ ③✉r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r
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❆❧❧t❛❣s✲ ✉♥❞ ❑ü❝❤❡♥♣❤②s✐❦ ③✉ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✳ ❊s ✐st ❡✐♥❡ ❛❞✲❤♦❝✲❍②♣♦t❤❡s❡ ❢ür ❞✐❡ ❊r❢❛❤✲
r✉♥❣ ❛♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ✕ ❥❡ ❣röÿ❡r ❞❡st♦ ❜❡ss❡r ✕ ❙②st❡♠❡♥✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡
❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❞❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❍❛✉♣tsät③❡ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
❉❡♥❦♠♦❞❡❧❧s ❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✐♥ ❞❡r ❚❛t ✐♥ ❤❡r✈♦rr❛❣❡♥❞❡r ❲❡✐s❡
❞✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ♠✐t ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥✳

✷✸✳ ❆r❜❡✐t ✉♥❞ ❲är♠❡

▼✐t ❞❡r ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ♠üss❡♥ ✈✐❡❧❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ♥❛❝❤❣❡s❝❤är❢t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐st ♥✉♥ ❞❡r ❉r✉❝❦ ✭❑❛♣✳ ✷✵✳✸✮ ♥✉♥ ❞✉r❝❤

p = p(S, V, z2 . . . zn) = −
(

∂U
∂V

)

S,z2...zn

✭✷✸✳✶✮

❞❡✜♥✐❡rt ✭♠✐t z1 = V ✮✱ ❞✳❤✳ ❛❧s ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦✲
❧✉♠❡♥ ❢ür ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡✳ ❉❛ss ❞❡r ❉r✉❝❦ ✐✳❆✳ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡✐♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✐st✱ ❧✐❡❣t ❛♥
♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❡✳ ❙✐❡ ✐✳❆✳
s❡❤r ❦♦♠♣❧❡①❡ ❯rs❛❝❤❡♥✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❉r✉❝❦s ✈♦♥ ❞❡♥ ❛❧s r❡❧❡✈❛♥t
❡r❦❛♥♥t❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ tr♦t③ ❞❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❋♦rts❝❤r✐tt❡ ❞❡r ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s ✐♥
❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r③❡❤♥t❡♥ ♠❡✐st ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

❋ür ♦✛❡♥❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡✱ ❛❧s♦ ❙②st❡♠❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣
❛✉st❛✉s❝❤❡♥✱ ♠✉ss ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❛✉❝❤ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❆r❜❡✐t W ❛✉s ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✭❑❛♣✳
✶✻✮ ♥❛❝❤❣❡s❝❤är❢t ✇❡r❞❡♥✿ ❉✐❡ ❆❜❣❛❜❡ ❜③✇✳ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ♦✛❡♥❡s
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ st❡❧❧t ♥✉r ❞❛♥♥ r❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t W ❞❛r✱ ✇❡♥♥ ❜❡✐ ❞❡♠ Pr♦③❡ss
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✦

■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✐st ❞✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❢ür ♦✛❡♥❡
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ♥✐❝❤t ✈❡r❜♦t❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ♦✛❡♥❡s ❙②st❡♠ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❛✉✲
ÿ❡♥ ❛❜❣✐❜t ♦❞❡r ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❛✉❢♥✐♠♠t ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ♥✉r s❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❊♥tr♦♣✐❡
✉♥❞ s♦♥st ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ä♥❞❡rt✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❲är♠❡ ③✉✲
❣❡❢ü❤rt ❜③✇✳ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❲är♠❡ ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙②♠❜♦❧ Q ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❲✐❡ s❝❤♦♥ ❣❡s❛❣t✱ s♣r✐❝❤t ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❍❛✉♣ts❛t③ ü❜❡r ♦✛❡♥❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡
❦❡✐♥❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❛✉ss♣r✐❝❤t ✭❡r ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ♥✉r ❛✉❢ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙②st❡♠❡✦✮✳ ❉❛❤❡r
❦❛♥♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ♥✐❝❤t ♥✉r ③✉♥❡❤♠❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❲är♠❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉✢✐❡ÿt✱
s♦♥❞❡r♥ s✐❡ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❛❜♥❡❤♠❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❲är♠❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜✢✐❡ÿt✦

❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ♦✛❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ♥✐♠♠t ③✉✱ ✐♥❞❡♠ ✐❤♠ ❆r❜❡✐t ♦❞❡r ❲är♠❡
③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ❙✐❡ ♥✐♠♠t ❛❜✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❆r❜❡✐t ❧❡✐st❡t ♦❞❡r ✇❡♥♥ ❡s ❲är♠❡
❛❜❣✐❜t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❲är♠❡ ✉♥❞ ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ➘♥❞❡r✉♥❣

dU = TdS + Z1dz1 + . . .+ Zfdzn = δQ+ δW ✭✷✸✳✷✮

❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✐♥ ❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧s
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TdS = δQ , ✭✷✸✳✸✮

✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ❩✉❢✉❤r ✈♦♥ ❲är♠❡ ✈❡r✉rs❛❝❤t ✇✐r❞✱ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♥
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧s

Z1dz1 + . . .+ Zfdzn = δW , ✭✷✸✳✹✮

✇❡❧❝❤❡s ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✉❢✉❤r ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡✐♥❡s t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✈❡rr✐♥❣❡r♥ s♦❧❧✱ s♦ ❣❡❤t ❞❛s ♥✉r ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥s♣✐❡❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠
③✇❡✐t❡♥ ❙②st❡♠✱ ❞❡ss❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ♠✐♥❞❡st❡♥s ✉♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡tr❛❣ ③✉♥✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❊♥tr♦✲
♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ dS ❞❡s ❡rst❡♥ ❙②st❡♠s ✐st ❞❛♥♥ ♥❡❣❛t✐✈✳ ❉❛ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐♠♠❡r ♣♦s✐t✐✈
✐st✱ ♠✉ss ❞❛s ❡rst❡ ❙②st❡♠ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r✇❡✐s❡ ❞❛❜❡✐ ❛✉❝❤ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡❜❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛s
✐st ❞✐❡ ❛❧s ❲är♠❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡✳

◆✉♥ ✐st ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❦❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥
❙②st❡♠ s❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❆♥❢❛♥❣s✇❡rt Sα ③✉ ❡✐♥❡♠ ❊♥❞✇❡rt✷✸ Sω ä♥❞❡rt ✉♥❞ ❛❧❧❡
❛♥❞❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜❡♥✱ ❞❛♥♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❲är♠❡
❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❛✉✜♥t❡❣r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿

Q =

Sω
ˆ

Sα

T (S) dS .

Pr♦③❡ss❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❲är♠❡ ✉♥t❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❛❞✐❛❜❛t✐✲
s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ♥✉r ❡✐♥❡ ❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥
ä♥❞❡rt✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ♠✐t z ❜❡③❡✐❝❤♥❡t s❡✐♥ s♦❧❧✱ s♦ ✐st ✐❤r❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ Z
❛❧❧❡✐♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ z✳ ❉❛♥♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t ❞✉r❝❤ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧

W =

zω
ˆ

zα

Z(z) dz . ✭✷✸✳✺✮

❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ ❆✉s❞rü❝❦❡ s✐♥❞ ❦♦♥❦r❡t❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ●❧✳ ✷✸✳✺✱ ❞✳❤✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡
❞❛❢ür✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❆r❜❡✐t ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥

✷✸❉❡r ❇✉❝❤st❛❜❡ ω ✐st ❞❡r ❧❡t③t❡ ❇✉❝❤st❛❜❡ ✐♠ ♠✐t α, β . . . ❜③✇✳ ✒❛❧❢❛✱❜❡t❛✏ ❜❡❣✐♥♥❡♥❞❡♥ ❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡♥
❆❧❢❛ ❜❡t✳

✶✼✹



✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✿

W =

xω
ˆ

xα

F dx

W =

V ω
ˆ

Vα

p dV

W =

pω
ˆ

pα

v dp

❍✐❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t F ❡✐♥❡ ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❑r❛❢t ✭③✳❇✳ ❞✐❡ ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ❋❡❞❡r❦r❛❢t F = kx✮ ✉♥❞
dx ❡✐♥❡ ❲❡❣ä♥❞❡r✉♥❣✱ p ❞❡♥ ❉r✉❝❦ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ✉♥❞ dV ❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥✲
ä♥❞❡r✉♥❣✱ v ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ dp ❡✐♥❡ ■♠♣✉❧sä♥❞❡r✉♥❣✳

✷✹✳ ❉❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦

❯♠ ❞❡♥ ❊✐♥st✐❡❣ ✐♥ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❢ür P❤②s✐❦❛♥❢ä♥❣❡r ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ s❝❤✇✐❡r✐❣ ③✉ ♠❛✲
❝❤❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ♠❡✐st ❛♥❤❛♥❞ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ❞✐❡ ♥✉r ❛✉s
③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡♥ ③✉r ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❜❡st❡❤❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠
❢ür ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✉♥✈❡r③✐❝❤t❜❛r❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ✉♥❞ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♠
❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡✳

❉❛ Pr♦③❡ss❡ ❞❡s ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤s ③✇✐s❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ❜③✇✳ ③✇✐s❝❤❡♥
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❛❧s ▼✐tt❧❡r ❢✉♥❣✐❡r❡♥❞❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐❝❤t ③✉st❛♥✲
❞❡ ❦ä♠❡♥✱ ♠❛❣ ❡s ③✉♥ä❝❤st ✈❡r✇✉♥❞❡r♥✱ ✇❛r✉♠ ♥✐❝❤t ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥ ❇❡✐tr❛❣
③✉r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❥❡❞♦❝❤ ③✉r ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r✲
❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✐♠ q✉❛s✐st❛t✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠
♠❛♥ ❛♥♥✐♠♠t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ Pr♦③❡ss❡ s♦ ❧❛♥❣s❛♠ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❞❛ss ✈♦rü❜❡r❣❡❤❡♥❞ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡
❇❡✐trä❣❡ ③✉r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❯♠sät③❡♥ ❛♥❞❡r❡r ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥
✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳

■♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✇ä❤❧t ♠❛♥ ❛❧s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✲
❜❡✐tr❛❣ ❞✐❡ ✈♦❧✉♠❡♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✽✳✺✮✳ ❉❛ ❞❛s ❢ür ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❋❧✉✐❞❡♥ ❡✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ ✐st✱ ✐st ❞✐❡s❡s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡
❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❤②s✐❦ ✉♥❞ ❞✐❡ ❈❤❡♠✐❡✳ ❍❛t
♠❛♥ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❛♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡s st❛r❦ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s ✈❡rst❛♥❞❡♥✱
s♦ s✐♥❞ ❞✐❡ ❞❛❜❡✐ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❧❡✐❝❤t ❛✉❢ ❦♦♠♣❧❡①❡r❡ ❋ä❧❧❡ ü❜❡rtr❛❣❜❛r✳ ❉❛s
❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❣❡❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ S ✉♥❞ ❱♦✲
❧✉♠❡♥ V ❛✉s✱ ❜③✇✳ ✈♦♥ ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠

U = U(S, V ) . ✭✷✹✳✶✮

♠✐t ❞❡♠ t♦t❛❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dU =

(

∂U
∂S

)

V

dS +

(

∂U
∂V

)

S

dV = δQ+ δW ✭✷✹✳✷✮

✶✼✺



♠✐t ❞❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❡♥

δQ =

(

∂U
∂S

)

V

dS

✉♥❞

δW =

(

∂U
∂V

)

S

dV . ✭✷✹✳✸✮

❉✐❡ ③✉ ❞❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞❡r ❉r✉❝❦✿

T = T (S, V ) =

(

∂U
∂S

)

V

✭✷✹✳✹✮

p = p(S, V ) = −
(

∂U
∂V

)

S

. ✭✷✹✳✺✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥s❣❡♠äÿ s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ●röÿ❡♥✳

❲❡♥♥ ▼❛t❡r✐❡ st❛❜✐❧ s❡✐♥ s♦❧❧✱ s♦ ♠✉ss ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✐ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s
❛♥✇❛❝❤s❡♥✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s ✇ür❞❡ ▼❛t❡r✐❡ ✉♥t❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡r ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥ ❞✐❡
❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r❡s ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✒✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✏✳ ❉❛❤❡r
✐st ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

(

∂U
∂V

)

S
♥❡❣❛t✐✈✳ ❉❛s ✐st ❞❡r ●r✉♥❞ ❢ür ❞❛s ✐♥ ●❧✳ ✷✹✳✺ ❡①♣❧✐③✐t

❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱
❧❛✉t❡t ❞✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧✿

dU = TdS − pdV = δQ+ δQ ✭✷✹✳✻✮

♠✐t

δQ = TdS

δW = −pdV

❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✇✐❡ ✷✹✳✺ ✉♥❞ ✷✹✳✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥
✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ✉♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❤❡rst❡❧❧❡♥✱ ❤❡✐ÿ❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳
❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠❡✐st ❞❛③✉ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✱ ❡✐♥❡♥ ❙❛t③ ✈♦♥ f ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥
❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❜③✇✳ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❙❛t③ ✈♦♥
f ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✳

■♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ st❡❧❧❡♥ s✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❞r❡✐ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥
❤❡r✳ ■♥ ●❧✳ ✷✹✳✹ ✉♥❞ ●❧✳ ✷✹✳✺ ✇✐r❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ✭✐♥t❡♥s✐✈❡✮ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛❧s
❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s ③✇❡✐ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ✭❡①t❡♥s✐✈❡♥✮ ❩✉st❛♥❞s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t✳

■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ●❧✳ ✷✹✳✹ ♥❛❝❤ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❛✉✢ös❡♥ ✉♥❞ ●❧✳ ✷✹✳✺ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦✲
❧✉♠❡♥✳ ❉❛♠✐t ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

S = S(T, V ) ✭✷✹✳✼✮

V = V (S, p) ✭✷✹✳✽✮

✶✼✻



❙❡t③t ♠❛♥ ●❧✳ ✷✹✳✼ ✐♥ ●❧✳ ✷✹✳✺ ❡✐♥✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r
t❛✉s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

T = T (V, p) , ✭✷✹✳✾✮

✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ❱♦❧✉♠❡♥ ✉♥❞ ❉r✉❝❦ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❇❡✲
❦❛♥♥t❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❋♦r♠ s✐♥❞ ❞✐❡ ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s ❩✉st❛♥❞s✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✸✵✳✷✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ●❛s❡s✳

▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❉r✉❝❦ t❛✉s❝❤❡♥✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ♥ä♠❧✐❝❤
●❧✳ ✷✹✳✽ ✐♥ ❞✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦r♠ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥s❡t③t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡
❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

U = U(S, V (S, p)) = U(S, p) .
❙✐❡ ✐st ❞❛♥♥ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ S ✉♥❞ p ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❙♦❧✲
❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ä♥❞❡r♥ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♥✐❝❤ts ❛♥ ❞❡r ❩❛❤❧ ❞❡r ❋r❡✐✲
❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❜③✇✳ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❢ür ❡✐♥❡ ❙②st❡♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳

✷✺✳ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t

■♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❧❛✉❢❡♥ s♦ ❧❛♥❣❡ Pr♦③❡ss❡ ❛❜✱ ❜✐s ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ✐st✱ ❞✳❤✳ ❜✐s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♠❛①✐✲
♠❛❧ ✐st✳ ❊✐♥ ❜❡r❡✐ts ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡r ❲❡❣ ③✉♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡st❡❤t
❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ✐♠ ❙②st❡♠ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈ ✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇✐r❞✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ❦❡✐♥❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ✐♠ ❙②st❡♠ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡r ❊♥❡r❣✐❡ r❡q✉✐r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❧❡t③t❡♥❞s ü❜❡r ❞❡♥
❩✇✐s❝❤❡♥s❝❤r✐tt ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✐♥ t❤❡r♠✐✲
s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇✐r❞✱ ✇❛s ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✇ä❝❤st✱ ✐❤r
❛❜❡r ✐♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r❜♦t❡♥ ✐st✱ ❛❜③✉♥❡❤♠❡♥✳ ❉❛s ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts
✐♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ t❤❡♠❛t✐s✐❡rt❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣st❛ts❛❝❤❡ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡✳

❍✐❡r s♦❧❧ ♥✉♥ ❡✐♥ ③✇❡✐t❡r ❲❡❣ ③✉♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡
✇✐r ❣❧❡✐❝❤ s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❦❛♥♥ ❡r ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛✉s ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❜❡st❡❤t✱
✇❡❧❝❤❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ✐❤♥❡♥ ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡✲
❛✉st❛✉s❝❤ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳ ❉❛s ❇❡s♦♥❞❡r❡ ❞❛❜❡✐ ✐st✱ ❞❛ss ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ Pr♦③❡ss ü❜❡r❤❛✉♣t ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧❡♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st ♠ö❣❧✐❝❤❡
▼♦❞❡❧❧s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❤✐❡r st✉❞✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ●❡s❛♠t✲
s②st❡♠ ●✱ ❞❛s ♥✉r ❛✉s ③✇❡✐ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ♠✐t ❞❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
TA ❜③✇✳ TB ❜❡st❡❤t✳ ❩✇✐s❝❤❡♥ ✐❤♥❡♥ s❡✐ ♥✉r ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡
♠ö❣❧✐❝❤✳ ❱♦♥ ❆ ✇❡r❞❡ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❲är♠❡ δQA ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✭δQA ♥❡❣❛t✐✈✮ ♦❞❡r ❛✉❢✲
❣❡♥♦♠♠❡♥ ✭δQA ♣♦s✐t✐✈✮ ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡s ❣❡❧t❡ ❢ür ❞❛s ❚❡✐❧s②st❡♠ ❇✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s
● ❛❜❡r ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❣✐❧t

dU = δQA + δQB = TAdSA + TBdSB = 0 ✭✷✺✳✶✮

✶✼✼



❋ür ❞✐❡ ❤✐❡r ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥ Pr♦③❡ss❡ ♠✉ss ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ S ✈♦♥ ● ③✉❞❡♠
❛♥✇❛❝❤s❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡ S ♠✉ss ♣♦s✐t✐✈ s❡✐♥✿

dS = dSA + dSB > 0 .

❆✉s ❜❡✐❞❡♠ ❢♦❧❣t
(

1− TA

TB

)

dSA > 0 .

■st TA > TB✱ s♦ ❦❛♥♥ ❆ ♥✉r ❲är♠❡ ❛❜❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❢ür TA < TB ✐st ♥✉r ❞❡r ✉♠❣❡✲
❦❡❤rt❡ ❱♦r❣❛♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ♠❛❝❤t ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❦❧❛r❡ ❆♥s❛❣❡✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❙②st❡♠
❆ ✐♥ ❲är♠❡❦♦♥t❛❦t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❇ s✐❝❤ s♦ ❧❛♥❣❡ ✉♥t❡r ❲är♠❡❛❜❣❛❜❡ ✐rr❡✈❡rs✐✲
❜❡❧ ❢♦rt❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ s❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❤ö❤❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ✈♦♥ ❇✳ ❙♦❜❛❧❞ s✐❝❤ ❞✐❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❛♥❣❡❣❧✐❝❤❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ✐st ❦❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡r ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥
❲är♠❡ ♠❡❤r ♠ö❣❧✐❝❤✳ ■st TA = TB✱ s♦ ❢♦❧❣t ❛✉s ●❧✳ ✷✺✳✶✱ ❞❛ss dS = dSA + dSB = 0✳
❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐st s♦♠✐t ♠❛①✐♠❛❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙②st❡♠❡ s✐♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ✐♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✳ ❉✐❡s❡r ❩✉st❛♥❞ ✐st ③❡✐t❧✐❝❤ st❛t✐♦♥är✱ ❞✳❤✳ ❡r ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r✳

❲❛s ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❣❡s❝❤✐❡❤t ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❛✉❝❤✳ ❊s ✐st ❞❛❤❡r ♥✉r
❡✐♥❡ ❋r❛❣❡ ❞❡r ❩❡✐t✱ ❜✐s s✐❝❤ ❞❛s t❤❡r♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡✐ ❲är♠❡❦♦♥t❛❦t ❡✐♥❣❡st❡❧❧t
❤❛t✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧❛♥❛❧②s❡ ❜❡s❛❣t s❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❢ür ③✇❡✐ ❙②st❡♠❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❲är✲
♠❡❦♦♥t❛❦t s✐♥❞✱ ✐r❣❡♥❞✇❛♥♥ ❡✐♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❡✐♥st❡❧❧❡♥ ✇✐r❞✳ ❩✇❛r ❣✐❜t ✉♥s
❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❛✉ss❛❣❡ ❦❡✐♥❡ ❆✉s❦✉♥❢t ❞❛rü❜❡r✱ ✇✐❡ s❝❤♥❡❧❧ ♦❞❡r ✇✐❡ ❧❛♥❣s❛♠ ❞❡r Pr♦③❡ss
❛❜❧ä✉❢t✱ ❛❜❡r s✐❡ r❡✐❝❤t ❛✉s✱ ✉♠ ❛❧s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r♠❡ss✉♥❣ ③✉
❞✐❡♥❡♥✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ❧❛✉t❡♥ ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡r ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥✿

❑ö♥♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ♥✉r Pr♦③❡ss❡ st❛tt✜♥❞❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❲är♠❡ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛♥♥

❼ ✐st ❞✐❡ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❜③✇✳ ❊♥tr♦♣✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ♠✐t ❤ö❤❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳

❼ str❡❜❡♥ ❞✐❡ ❙②st❡♠❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❡✐♥❡♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ③✉✱
❜❡✐ ❞❡♠ ✐❤r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✳

❲❡♥♥ ❲är♠❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ r❡✐♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ✭✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥✮ Pr♦③❡ss ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑ör♣❡r ③✉
❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✢✐❡ÿt✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❑ör♣❡r✱ ✈♦♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❲är♠❡ ❛❜✢✐❡ÿt✱ ❛❧s ❞❡♥
❤❡✐ÿ❡♥ ❑ör♣❡r ✉♥❞ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❛❧s ❞❡♥ ❦❛❧t❡♥ ❑ör♣❡r✳

❊✐♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s✱ ❞❛s ❛✉s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❜❡st❡❤t✱ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ❤❛t ❦❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ❦❡✐♥❡ ❛♥❣❡❜❡♥✳ ❙✐❡ ✐st ♥✐❝❤t
❞❡✜♥✐❡rt✳ ❋ür ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐st ❞✐❡ ❙❛❝❤❧❛❣❡ ❛♥❞❡rs✳ ❉❛ s✐❡ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡ ✐st✱ ✐st
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡♥ ❞❡r ❚❡✐❧s②st❡♠❡✳ ❆✉❝❤
✇❡♥♥ ♥♦❝❤ ❦❡✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❤❡rrs❝❤t✱ ✐st ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡✐♥❡s ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧❡♥
❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s ♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥❡♠

✶✼✽



SG = SA + SB .

■♠ ◆✐❝❤t❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t s✐♥❞ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡♥ ✈♦♥ ● st❡ts ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ◗✉❡rstr✐❝❤ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❡♥tr♦♣✐❡

S̄G = max(SG)

✐st ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❊♥tr♦♣✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ r❡✐♥❡♥ ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❉❡♠ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ❧ässt s✐❝❤ ❡rst ✐♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r
③✉♦r❞♥❡♥✿ ❉❛ ♥✉♥ ü❜❡r❛❧❧ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❤❡rrs❝❤t✱ ❞✳❤✳ ❤✐❡r TA = TB✱ ✉♥❞ ❞❛♠✐t
❛✉❝❤ ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥ ❣❡✇♦r❞❡♥ ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ● ❣❧❡✐❝❤
❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤tst❡♠♣❡r❛t✉r s❡t③❡♥✱ ❞✳❤✳

TG := TA = TB .

✷✻✳ ❚❤❡r♠♦♠❡tr✐❡

▼❡ss❡♥ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼❛ÿst❛❜✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❞❡r ▼❡ss✇❡rt ❛❜❣❡❧❡s❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼❛ÿstä❜❡ ❢ür ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r✳ ❲❡♥♥
❡✐♥ ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t s♦ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞✱ ❞❛ss ③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡✐❞❡♥
❲är♠❡ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❞❛s ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❲❡✐❧❡ s❝❤❧✐❡ÿ✲
❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥ ❲❡rt ❛♥③❡✐❣t✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ✈♦♥ ✐❤♠ ❛♥❣❡③❡✐❣t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞
❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ❖❜❥❡❦ts ❣❧❡✐❝❤✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r♠❡ss✉♥❣ ❜③✇✳ ❞❡r
❚❤❡r♠♦♠❡tr✐❡ ✐st ❧❛♥❣✳ ❉✐❡ ä❧t❡st❡ ✉♥s ❜❡❦❛♥♥t❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ❚❤❡r♠♦♠❡t❡rs
♠✐t ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛ st❛♠♠t ✈♦♥ ●❛❧❡♥♦s ✈♦♥ P❡r❣❛♠♦♥ ✭✷✳ ❏❤✳✮✳ ❙❡✐♥❡ ❜❡❞❡✉t❡♥✲
❞❡♥ ♠❡❞✐③✐♥✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦❡ ✇✉r❞❡♥ ✐♠ ❝❤r✐st❧✐❝❤❡♥ ❊✉r♦♣❛ ✈❡r♥✐❝❤t❡t✱ ✐♠ ❛r❛❜✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠
✇✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦t ✉♥❞ ❦♦♠♠❡♥ ❡rst ❡✐♥ ❏❛❤rt❛✉s❡♥❞ s♣ät❡r ✐♠ ❆❜❡♥❞❧❛♥❞ ❞❡r ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡
③✉r ❊♥t❢❛❧t✉♥❣✳ ❉✐❡ ❚❤❡r♠♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ◆❡✉③❡✐t ❜❡❣✐♥♥t ♠✐t ❞❡r ❲✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦✉♥❣ ❞❡s
❚❤❡r♠♦♠❡t❡rs ❞✉r❝❤ ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐✳

✷✻✳✶✳ Pr❛❦t✐s❝❤❡ ❚❤❡r♠♦♠❡tr✐❡✳

●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡r❣❧❡✐❝❤s ❞❡r ♣r❛❦t✐s❝❤❡♥ ❚❤❡r♠♦♠❡tr✐❡ ✐st ❞❛s s✐❝❤ ✐♥ t❤❡r♠✐✲
s❝❤❡♠ ❑♦♥t❛❦t st❡ts ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❩❡✐t ❡✐♥st❡❧❧❡♥❞❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ▼❡ss♦❜❥❡❦t ✉♥❞ ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ♠❡ss❜❛r❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●röÿ❡♥ ❛❧s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥❡s
❋❧✉✐❞s ✇✐❡ ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r ♦❞❡r ❆❧❦♦❤♦❧✱ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ✈♦♥ P❧❛t✐♥✲▼❡ss✇✐❞❡r✲
stä♥❞❡♥ ♦❞❡r ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦s♣❛♥♥✉♥❣ ✈♦♥ ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥t❡♥✳ ❆✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ❞✐❡s❡r P❤ä♥♦✲
♠❡♥❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣❡ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳ ❆♥③❡✐❣❡❣❡rät❡ ❢ür ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ▼✐t
❡✐♥❡♠ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛✲
t✉r ❣❧❡✐❝❤ ❣❡❜❧✐❡❜❡♥✱ ③✉✲ ♦❞❡r ❛❜❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❛❧s
❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❡ss❣röÿ❡ s❡❧❜st ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥✲
❞❡r✉♥❣ ❞❡♠ ●r❛❞ ♥❛❝❤ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳ ✉♠ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ❡✐♥❡

✶✼✾



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✾✿ ❘é❛✉♠✉r✲❙❦❛❧❛ ✭❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ❈❡❧s✐✉s✲❙❦❛❧❛ ✭r❡❝❤ts✮ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s✲
t❤❡r♠♦♠❡t❡r ✐♥ ❲✐❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❡♥ ❤❛❜❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✲
❧✐❝❤❡ ❊✐♥t❡✐❧✉♥❣ ❛❜❡r ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✜①♣✉♥❦t ❞❡✜✲
♥✐❡rt❡♥ ◆✉❧❧♣✉♥❦t✳

❚❡♠♣❡r❛t✉r ♠❡❤r ♦❞❡r ✇❡♥✐❣❡r st❛r❦ ❣❡ä♥❞❡rt ❤❛t✳ ❇❡s♦♥❞❡rs ❣ü♥st✐❣ ✐st ❡s✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥
❢ür s♦❧❝❤❡ ●r❛❞✲❚❤❡r♠♦♠❡t❡r ❡✐♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r ❤❡r❛♥③✐❡❤t✱ ❞❡r ❡✐♥❡ ♠♦♥♦t♦♥❡
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐st✳

❉✐❡ ❡rst❡♥ ●r❛❞✲❚❤❡r♠♦♠❡t❡r ❜❡r✉❤t❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋❧✉✐❞❡♥ ♠✐t ❞❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ▲öst ♠❛♥ ●❧✳ ✷✹✳✾ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❛✉❢✱ s♦ ✐st

V = V (T, p) . ✭✷✻✳✶✮

❙♦r❣t ♠❛♥ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞❡r ❉r✉❝❦ ❛✉❢ ❡✐♥ ❋❧✉✐❞ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✱ ✐st ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❢♦❧❣✲
❧✐❝❤ ❛❧❧❡✐♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ❞✳❤✳ ✐♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ✐st V = V (T )✳ ▼✐t
③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡❤♥t s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✐♠ ❘❡❣❡❧❢❛❧❧ ❛✉s✳ ❆❧s ✈❡r❧äss❧✐❝❤❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r ❢ür ❞❡♥ ❆❧❧t❛❣ ❤❛t s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥❛✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡s
◗✉❡❝❦s✐❧❜❡rs ❜❡✐ ❆t♠♦s♣❤är❡♥❞r✉❝❦ ❜❡✇ä❤rt✳ ❋ür ❞❡♥ ❛❧❧t❛❣s✲ ✉♥❞ ❦ü❝❤❡♥r❡❧❡✈❛♥t❡♥
❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤ ✐st ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥❛✉s❞❡❤♥✉♥❣
❞❡s ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡rs ✉♥❞ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ✐♥ ❡①③❡❧❧❡♥t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❧✐♥❡❛r ✉♥❞ ❦❛♥♥
❞✉r❝❤

∆V

V
≈ γth∆T ✭✷✻✳✷✮

♠✐t ❡✐♥❡♠ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❋❛❦t♦r γth ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ●❧✳ ✷✻✳✷ ✐st ❛✉❝❤
❢ür ✈✐❡❧❡ ❛♥❞❡r❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ü❜❡r ❣❡✇✐ss❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤❡ ❡✐♥❡ t❛✉❣❧✐❝❤❡ ◆ä❤❡r✉♥❣✱
✇♦❜❡✐ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t γth ❡✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●röÿ❡
❞❛rst❡❧❧t✳

❍✐st♦r✐s❝❤ ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ s♦❧❝❤❡ ●r❛❞♠❛ÿ✲❚❤❡r♠♦♠❡t❡r ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥ ✉♥❞ ♣r❛❦✲
t✐s❝❤ ♠❡✐st ❛❧s ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣st❤❡r♠♦♠❡t❡r r❡❛❧✐s✐❡rt✳ ■♠ ❲✐❡♥ ❞❡r ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✇❡♥❞❡ ✇❛✲
r❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣st❤❡r♠♦♠❡t❡r ✐♥ ●❡❜r❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ●r❛❞ ❞❡r ❚❡♠✲
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♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ❈❡❧s✐✉s✲❙❦❛❧❛ ✉♥❞ ❞❡r ❘é❛✉♠✉r✲❙❦❛❧❛ ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥
✭❆❜❜✳ ✹✾✮✳

❚❤❡r♠♦s❦♦♣❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❜❡r ❡rst ❞❛❞✉r❝❤ ③✉ ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r♥ ✐♠ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❙✐♥♥❡✱ ❞❛ss
s✐❡ ❞✉r❝❤ ❑❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥ ❊✐❝❤❜ür♦s ❛♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✐♥❤❡✐t ❑❡❧✈✐♥ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❊rst ❞❛♥♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥ s✐❡ ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ♥✐❝❤t ♥✉r ❞❡♠ ●r❛❞❡
♥❛❝❤✱ s♦♥❞❡r♥ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T s❡❧❜st ❛♥✳

✷✻✳✷✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✐♥❤❡✐t

❇❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ❈✱ ❞❛s ❡✐♥❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❛✉s❢ü❤rt ✭❈ st❡❤t ❤✐❡r ❢ür ✒❝②❝❧✐❝✏
❜③✇✳ ❈❛r♥♦t✮✳ ❩✉♥ä❝❤st s♦❧❧ ❡s ✐♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❆ ❜❡✐ ❡✐♥❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ❡✐♥❡ ❲är♠❡ QA ❛✉❢♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛♥♥ s❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✉r❝❤ ❩✉st❛♥❞sä♥✲
❞❡r✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ❜r✐♥❣❡♥ ✉♥❞ ✐♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❇ ❜❡✐ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ❡✐♥❡ ❲är♠❡ QB ❛❜❣❡❜❡♥✳ ❩✉♠ ❙❝❤❧✉ss s♦❧❧
❞❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❞✉r❝❤ ❛❧❧❢ä❧❧✐❣❡ ✇❡✐t❡r❡ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✈♦❧❧❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❱♦❧✉♠❡♥
V ✉♥❞ ❊♥tr♦♣✐❡ S ❤❛❜❡♥ ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s ❛❧s♦ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ✇✐❡ ❛♠ ❆♥✲
❢❛♥❣✳ ❉❛ss ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❛♠ ❊♥❞❡ ❣❧❡✐❝❤ ✐st✱ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❆❜♠❡ss❡♥ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱
✉♥❞ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ✐st ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ❣❧❡✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r
T = T (S, V ) ❣❧❡✐❝❤ ✐st✳ ❯♠ ❞❛s ③✉ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❡♥✱ ❣❡♥ü❣t ❡✐♥ ✭✉♥❦❛❧✐❜r✐❡rt❡s✮ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣✳

❉✉r❝❤ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♠ ∆SA = QA/TA✳✷✹ ❉❛rü❜❡r
❤✐♥❛✉s ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✉r❝❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ✉♠ ∆Si ❡r❤ö❤❡♥✳ ■♥ ❡✐♥❡♠
❑r❡✐s♣r♦③❡ss ♠üss❡♥ ❜❡✐❞❡ ❊♥tr♦♣✐❡❡r❤ö❤✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡❡r♥✐❡❞r✐❣✉♥❣ ∆SB

rü❝❦❣ä♥❣✐❣ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❲är♠❡ QB = TB∆SB ❜❡✐ ❞❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ❛✉❢tr✐tt✳ ❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡❜✐❧❛♥③ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❧❛✉t❡t ❞❛❤❡r✿

∆SA +∆SB +∆Si = 0 .

❩✉♠✐♥❞❡st ❢ür ❞✐❡ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ tr❡t❡♥ ✇❡✲
❣❡♥ T = T (S, V ) = const. ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r✇❡✐s❡ ❛✉❝❤ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❛✉❢✳ ■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥
❦❛♥♥ ❈ ❛✉❝❤ ❆r❜❡✐t ❧❡✐st❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡ W ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥
❛❜❣❡❜❡♥ ✭W ♥❡❣❛t✐✈✮✳ ❉❛ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛♠ ❊♥❞❡ ❡✐♥❡s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ✐st
✇✐❡ ❛♠ ❆♥❢❛♥❣✱ ✐st ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ♥✉❧❧✱ ❞✳❤✳

QA +QB +W = TA∆SA + TB∆SB +W = 0

❆✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢♦❧❣t

(TA − TB)∆SA − TB∆Si +W = 0 .

✷✹❩✉r ❑❧❛rst❡❧❧✉♥❣✿ ❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✒✢✐❡ÿt✏ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥✳ ❲❛s ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
❙②st❡♠ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✢✐❡ÿt✱ ✐st ❞✐❡ ❲är♠❡✳ ❲❡♥♥ ❛❜❡r ❲är♠❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❆ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠
❇ ✢✐❡ÿt✱ ❤❛t ❞❛s ③✉r ❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♥ ❆ ✈❡rr✐♥❣❡rt ✉♥❞ ✐♥ ❇ ❡r❤ö❤t✳
❉❡s❤❛❧❜ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ✐♥ ❑❛♣✳ ✸✻ ❦♦♥s❡q✉❡♥t❡r✇❡✐s❡ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡str♦♠ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
❊♥tr♦♣✐❡str♦♠ s♣r❡❝❤❡♥✳

✶✽✶



❆r❜❡✐t ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ♥✉r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❧❛♥❣❡ (TA−TB)∆SA−TB∆Si ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ✉♥❞
❞❛❤❡r ✐st ❞❛s ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ TA > TB✳ ❋❡r♥❡r ❦❛♥♥ ✉♠ s♦ ♠❡❤r ❆r❜❡✐t
❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡st♦ ❦❧❡✐♥❡r ∆Si ✐st✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❣❡❧❡✐st❡t❡ ❆r❜❡✐t
✐st ❞❛♥♥ ♠❛①✐♠❛❧✱ ✇❡♥♥ ❞❛❜❡✐ ❣❛r ❦❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ♣r♦❞✉③✐❡rt ✇✐r❞✱ ✇❡♥♥
❛❧s♦ ❞❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ✐♠ r❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ❙♦❧❝❤❡ ✐❞❡❛❧❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡
❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❈❛r♥♦ts❝❤❡ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛s ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡r✲
t❡ ❛♥ ❈❛r♥♦ts❝❤❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡♥ ✐st✱ ❞❛ss ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s

W

QA
=

TB

TA
− 1 ✭✷✻✳✸✮

❞❡r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❆r❜❡✐t ③✉r ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❲är♠❡ ♥✉r ✈♦♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
❛❜❤ä♥❣t✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❲är♠❡ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ❜③✇✳ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✳

❲❡♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❆ ❡✐♥❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ QA ❛❜❣✐❜t✱ s♦ ä♥❞❡rt s✐❝❤ s❡✐♥ ❩✉st❛♥❞✳ ❊s s❡✐
♥✉♥ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss s❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❛♥♥ ❦♦♠♠t ❡s ♥✉r ③✉
❡✐♥❡r ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡✳ ❙✐❡ ✇ür❞❡ ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡✇✐r❦❡♥✳ ❉❛♠✐t ❞❛s ♥✐❝❤t
❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ♠✉ss ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡ ❞❡s ❙②st❡♠ ❆ ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ Pr♦③❡ss
❦♦♠♣❡♥s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❊♥tr♦♣✐❡③✉♥❛❤♠❡ ❜❡✇✐r❦t✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞❛❞✉r❝❤ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞❡♠ ❙②st❡♠ ❆ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❆r❜❡✐t ③✉❢ü❤rt ✉♥❞ s✐❡ ❞❛r✐♥
❞✐ss✐♣✐❡r❡♥ ❧ässt✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛❞✉r❝❤ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❛❧s ❙②st❡♠
❆ ❡✐♥❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r ❇❡❤ä❧t❡r ♠✐t ❲❛ss❡r ♥✐♠♠t✱ ✐♥ ❞❡♠ ❡✐♥ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❛♥❣❡tr✐❡❜❡♥❡r
❘ü❤r❡r ❧ä✉❢t ✉♥❞ ❞❡r ✐♥ ❲är♠❡❦♦♥t❛❦t ♠✐t ❞❡♠ ❙②st❡♠ ❈ st❡❤t✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r
✈♦♥ ❆ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞✱ ✐st ❞✐❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t WA ✭♣♦s✐t✐✈✮ ❣❧❡✐❝❤
❞❡r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❲är♠❡✱ ❛❧s♦ WA = QA✳ ■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ❣✐❧t ♥✉♥

TA =
WA

WA −W
TB .

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ❦❡♥♥t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ❞✉r❝❤
r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼❡ss❣röÿ❡♥ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t WA ✉♥❞
W ✳ ❉❛s ✐st ●r✉♥❞✐❞❡❡ ③✉r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛ ✐♥ ❞❡r
❊✐♥❤❡✐t ❑❡❧✈✐♥✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥ ♠✉ss ♥✉r ♥♦❝❤ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ✜♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s
s❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ❜❡✐ ❩✉❢✉❤r ✈♦♥ ❲är♠❡ ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt ✭✇❛s ♠❛♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✉r❝❤
❡✐♥ ✉♥❦❛❧✐❜r✐❡rt❡s ❚❤❡r♠♦s❦♦♣ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✮✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ❡r❤ä❧t ❞✐❡
❑❡❧✈✐♥✲❙❦❛❧❛ ✐❤r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✜①♣✉♥❦t✳

❊s ❣✐❜t ♠❡❤r❡r❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛❢ür ❣❡❡✐❣♥❡t s✐♥❞✳ ▼❛♥ ❤❛t s✐❝❤ ❞❛❢ür ❡♥ts❝❤✐❡❞❡♥✱
❞❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✜①♣✉♥❦t ❞❡r ❑❡❧✈✐♥✲❙❦❛❧❛ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❇❛❞ ③✉ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❡✐♥ ●❡✲
♠✐s❝❤ ✈♦♥ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥ ❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s✱ ❡✐♥❡r ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥✱ ❡✐♥❡r ✢üss✐❣❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❢❡st❡♥
P❤❛s❡✱ ✐♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t st❡❤❡♥✳ ❆✉❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✉♥❦❛❧✐❜r✐❡rt❡♥ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣
❧ässt s✐❝❤ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ♥❛❝❤✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤tst❡♠♣❡r❛t✉r ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✱
✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♠ ●❡♠✐s❝❤ ❛✉s ❞r❡✐ ❦♦❡①✐st✐❡r❡♥❞❡♥ P❤❛s❡♥ ❲är♠❡ ③✉❢ü❤rt✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡
❲är♠❡③✉❢✉❤r ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ♥ä♠❧✐❝❤ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡♥❛♥t❡✐❧❡ ❞❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ P❤❛s❡♥✳
❉✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤tst❡♠♣❡r❛t✉r TIII ❢ür ❞✐❡ ❑♦❡①✐st❡♥③ ❞r❡✐❡r P❤❛s❡♥
✇✐r❞ ❛❧s ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛ ❞❡r ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤ ✐st✱ ♠✉ss ♠❛♥
✐❤♥ ❢ür ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❑❡❧✈✐♥✲❙❦❛❧❛ ❡✐♥ ❣❡♥❛✉ s♣❡③✐✜③✐❡rt❡s ❘❡❢❡r❡♥③♠❡❞✐✉♠ ❢❡st❧❡❣❡♥✳

✶✽✷



❉✐❡s ✐st ❞❛s ❲✐❡♥❡r ❙t❛♥❞❛r❞✲❖③❡❛♥✲❲❛ss❡rs✱ ❞❡ss❡♥ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ♠✐t TIII = 273.16K
❞❡✜♥✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ❉❡r ✉♥❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❤❛t ❤✐st♦r✐s❝❤❡ ●rü♥❞❡✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❈❛r♥♦ts❝❤❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ♠✐t ❡✐♥❡♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❇
r❡❛❧✐s✐❡rt✱ ❞❡ss❡♥ ❇❡③✉❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t TB = TIII = 273.16K ❞❡s
❲✐❡♥❡r ❘❡❢❡r❡♥③♠❡❞✐✉♠s ❢❡st❣❡❧❡❣t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❲är✲
♠❡♠❡♥❣❡ QB ✜①✐❡rt ✐st ✭❣❡♥❛✉ ❞❛s ♠❡✐♥t ♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✜①♣✉♥❦t✮✱ ❞❛♥♥
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ❛✉s ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ✈♦♥ WA ✉♥❞ W ✉♥❞ s♦♠✐t ❧❡t③t❧✐❝❤ ❛✉s
❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ✭✉♥❞ ❞❛♠✐t ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r❡r✮ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r✳
❉❛♠✐t ✐st ❞❛s ❙■✲▼❛ÿ ❑❡❧✈✐♥

[T ] = 1Kelvin = 1K

③✉r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ r❡❛❧✐s✐❡rt✳

❉❛s ❜✐s ❤✐❡r ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ✐st ❞✐❡ ❡①❛❦t❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ Pr♦③❡❞✉r ❢ür ❞✐❡ ▼❡s✲
s✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ❑❡❧✈✐♥✳ ❊s ❧ässt s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ♠✐t ❞❡r ❊①♣❡rt✐s❡
✉♥❞ ▼❡sst❡❝❤♥✐❦ ♥❛t✐♦♥❛❧❡r ❊✐❝❤❜ür♦s r❡❛❧✐s✐❡r❡♥ ✉♥❞ ✐st ❞❛❤❡r ♥✐❝❤t ❛❧❧t❛❣st❛✉❣❧✐❝❤✳
▼❛♥ ❦❛♥♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞❡♠ ❲❡rt ❞❡s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦rs ❡✐♥❡s ❚❤❡r♠♦s❦♦♣s✱ ❞❛s ♠✐t ❞❡♠
❙②st❡♠ ❆ ✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♠ ❑♦♥t❛❦t ✐st ❞❡♥ ❲❡rt TA ✐♥ ❑❡❧✈✐♥ ③✉♦r❞♥❡♥ ✉♥❞ s♦ ❛✉s
❥❡❞❡♠ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣ ❡✐♥ ✐♥ ❑❡❧✈✐♥ ❣❡❡✐❝❤t❡s ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r ♠❛❝❤❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥
❡✐♥ ▼❡ss✇✐❞❡rst❛♥❞ ❛❧s ❚❤❡r♠♦s❦♦♣ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐ s❡✐♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞s✇❡rt
❛❧s ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥❞✐❦❛t♦r ❞✐❡♥t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞s✇❡rt❡ ♠✐t ❞❡♠ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥
❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛✉❢ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❦❛❧✐❜r✐❡rt✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡s ❚❤❡r♠♦s❦♦♣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r✳

❇❡✐ ❞❡r ♦❜✐❣❡♥ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ❙❝❤✐❧❞❡r✉♥❣✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡✜♥✐❡rt ✇✐r❞✱
♠❛❣ ❞❡r ❊✐♥❞r✉❝❦ ❡♥tst❡❤❡♥✱ ❞❛ss ♥✉r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ TA ❡✐♥ ▼❡ss✇❡rt ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥✱ ❞✐❡ ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB s✐♥❞✳ ●❧✳ ✷✻✳✸ ③❡✐❣t ❥❡❞♦❝❤✱ ❞❛ss ✐♠ ❋❛❧❧ TA < TB

❞✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❛r✐♥ ❜❡st❡❤t✱ ❞❛ss ❞❛s ❙②st❡♠ ❈ ❜❡✐♠ ❈❛r♥♦t✲Pr♦③❡ss ❆r❜❡✐t W
❛✉❢♥❡❤♠❡♥ ♠✉ss ❛♥st❛tt ❛❜③✉❣❡❜❡♥✱ ✇❡✐❧ W ❢ür TA < TB ♣♦s✐t✐✈ ✇✐r❞✳

❈❡❧s✐✉ss❦❛❧❛✳ ◆❡❜❡♥ ❞✐❡s❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛ ✐st ✐♠ ❆❧❧t❛❣ ♥♦❝❤
❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛ ✐♥ ●❡❜r❛✉❝❤✱ ❞❡r❡♥ ◆✉❧❧♣✉♥❦t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T = 273.15K ❡♥t✲
s♣r✐❝❤t✳ ❋ür ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛♥❣❛❜❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❙■✲❦♦♥❢♦r♠❡♥ ❈❡❧s✐✉s✲❙❦❛❧❛ ✇✐r❞ ❛❧s
❊✐♥❤❡✐t ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ●r❛❞ ❈❡❧s✐✉s ✭➦❈✮ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇✉❝❤ ❞❛s ●röÿ❡♥s②♠❜♦❧ ϑC ✈❡r✲
✇❡♥❞❡t✳ ▼❛♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ❞❡♥ ●r❛❞✲❲❡rt ❞❡r ❈❡❧s✐✉ss❦❛❧❛ ❛❧s♦ ❛✉s ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ❣❡♠äÿ

ϑC = (T − 273.15K)➦❈/K .

❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ❜❡✐ ❞❡r ❲❛ss❡r ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ✈❡r❡✐♥❜❛rt❡♥ ◆♦r✲
♠❛❧❞r✉❝❦ p0 ❣❡❢r✐❡rt ❜③✇✳ s✐❡❞❡t✱ ❜❡trä❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ∆T ≈ 100.00K ❜③✇✳ ∆ϑC =
100.00 ➦❈✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt❡ ❢ür ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❆♥❣❛❜❡ ✐♥
❈❡❧s✐✉s✲●r❛❞❡♥ s✐♥❞ ❣❧❡✐❝❤✳ ❇❡✐❞❡ ❆♥❣❛❜❡♥ s✐♥❞ äq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❉❡r ◆♦r♠❛❧❞r✉❝❦ ❜❡trä❣t
p0 ≈ 1.0 bar = 1.0 · 105 Pa✳
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✷✼✳ ❘❡✈✐s✐♦♥ ✈♦♥ ❇❡❣r✐✛❡♥ ❛✉s ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦

✷✼✳✶✳ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t

❉❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❦❡✐♥❡r ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡♥ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣✳
✷✺✳ ●❛s❡ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❚❛t ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ✐❤r ❱♦❧✉♠❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✈❡r❣röÿ❡r♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✷✽✳✸✮✳

❊s s❡✐ ♥✉♥ ❡✐♥ ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡st❡❤❡♥❞❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ● ✐♠
t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❛❧❧❡ ❣❧❡✐❝❤✳ ❉✐ss✐♣❛✲
t✐✈❡ Pr♦③❡ss❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ s✐♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳ ❲❡❧❝❤❡♥ ❉r✉❝❦
❤❛t ❞✐❡s❡s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ●❄ ❉❛s ✐st ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ✉♥❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❡♥♥ ❞❡r
❉r✉❝❦ ✐st ❡✐♥❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧✈♦❧✉♠✐♥❛ VA ✉♥❞ VB ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥❞❡ ●❡s❛♠t✈♦❧✉✲
♠❡♥ V = VA + VB ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ✉♥t❡r✇✐r❢t✱ ❞❛ss ❡s ❦♦♥st❛♥t s❡✐♥ s♦❧❧✱ ❞❛♥♥ ❤❛t ❞❛s
❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❡✐♥❡s ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③❡s ✉♥❞ ❛✉❝❤ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❋♦❧❣❡♥✱ ❞✐❡ ♥✉♥ ❤❡r❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t
✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❣✐❧t dVA = −dVB ✉♥❞ s♦♠✐t ❣✐❧t ❢ür ❞❡♥
❊♥❡r❣✐❡❛✉st❛✉s❝❤ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s

TGdSG + (pB − pA)dVA = 0

❙♦ ❧❛♥❣❡ pA > pB ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❱❡r❣röÿ❡r✉♥❣ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ✈♦♥ ❙②st❡♠ A ✉♥❞ ❡✐♥❡
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ✈♦♥ B ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ (pB − pA)dVA

✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥ ③✉❧äss✐❣❡r Pr♦③❡ss✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ SG

❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❛♥✇ä❝❤st✳ ❉❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❤ört ❛✉❢✱ s♦❜❛❧❞ ❡s ♠✐t pA = pB ③✉♠ ❉r✉❝❦✲
❛✉s❣❧❡✐❝❤ ❦♦♠♠t✳ ❉✐❡ ✐♠ ❙②st❡♠ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❤❛t ❞❛♥♥ ✐❤r ▼✐♥✐♠✉♠
❡rr❡✐❝❤t✱ ❞❡♥♥ ❡s ❣✐❜t ❞❛♥♥ ❦❡✐♥❡ Pr♦③❡ss❡ ♠❡❤r✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ s✐❡ ✇❡✐t❡r ✈❡rr✐♥❣❡rt ✇❡r✲
❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭✈❣❧✳ ♠✐t ❑❛♣✳ ✶✼✮✳ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ str❡❜❡♥ ❡✐♥❡♠ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r
❊♥tr♦♣✐❡ ③✉✳ ❉❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ✇✐r❞ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❡rr❡✐❝❤t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❛❧❧❡
❚❡✐❧s②st❡♠❡✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✱ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ❢ür ❞✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡♥
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ä♥❞❡r♥ ❞ür❢❡♥✳ ❉❡r s✐❝❤ ❞❛♠✐t ❡✐♥st❡❧❧❡♥❞❡ st❛✲
t✐♦♥är❡ ❩✉st❛♥❞ ✐st ❤✐❡r ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❞❡s ❉r✉❝❦s✳ ■♠
❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ✐st ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❞❛❤❡r ❡rr❡✐❝❤t✱ ✇❡♥♥
ü❜❡r❛❧❧ s♦✇♦❤❧ ❣❧❡✐❝❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❞❡rs❡❧❜❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❞r✉❝❦

pG = pA = pB

❤❡rrs❝❤❡♥✳ ■♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ◆✐❝❤t❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤tss②st❡♠ ✐st ❞❡r ❉r✉❝❦ ❞❡s ●❡s❛♠ts②s✲
t❡♠s ✉♥❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❚❡✐❧✈♦❧✉♠✐♥❛ ✐st✳ ❊rst
✐♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❤❛t ❞❡r ❉r✉❝❦ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❡✐♥❡♥ ❲❡rt✱
♥ä♠❧✐❝❤ pG✳

✷✼✳✷✳ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✐♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧

❉✐❡ ❊r❣ä♥③✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U ✉♠ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✐❡❤t ❡✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡
❊r❣ä♥③✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ H = U + pV ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✽✳✻✮ ♥❛❝❤ s✐❝❤✳ ❋ü❤rt ♠❛♥ ❡✐♥❡♠

✷✺❋ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✐st ❞❛s ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛♥❞❡rs ✭❑❛♣✳ ✸✺✳✸✮✳

✶✽✹



❖❜❥❡❦t✱ ❞❛s s✐❝❤ ✐♠ ❉r✉❝❦❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❜❡✜♥❞❡t✱ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❡✐♥❡
✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t δW ♦❞❡r ❲är♠❡ δQ ③✉✱ s♦ ä♥❞❡rt s✐❝❤ s❡✐♥❡
❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✉♠

dH = dU + d(pV ) = δQ+ δW , ✭✷✼✳✶✮

✇❡✐❧ s♦✇♦❤❧ s❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥❡ ✭✐♥♥❡r❡✮ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✉♠ dU ❛♥✇ä❝❤st ❛❧s ❛✉❝❤ s❡✐✲
♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣✱ ♥ä♠❧✐❝❤ s❡✐♥❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ✉♠
d(pV ) = pdV + V dp✳ ❉✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✐st ♥✉r ❞❛♥♥ ❣❧❡✐❝❤ ❥❡♥❡r ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥
❊♥❡r❣✐❡✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ✇❡❞❡r ❉r✉❝❦ ♥♦❝❤ ❱♦❧✉♠❡♥ ä♥❞❡r♥✳

❇❡✐ ❞❡r ❆✉❢st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❣❡❤t ♠❛♥ ③✉♥ä❝❤st ✈♦♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
❛✉s✱ ✇❡✐❧ ❢ür s✐❡ ❡✐♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❣✐❧t✳ ■♥ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✐st st❡ts ✐♥ ❣❡✇✐ss❡♥ ▼❛ÿ❡ ❡✐♥
✇❡♥✐❣ ❊♥❡r❣✐❡ s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ♠✐t ✈❡r♣❛❝❦t✳ ❙✐❡ ✐st ❞❛❤❡r ❦❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ✉♥❞
❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ s✐♥♥✈♦❧❧❡ ●röÿ❡ ❢ür ✐s♦❧✐❡rt❡ ❙②st❡♠❡✱ ❛❜❡r ✇✐❝❤t✐❣ ❢ür ❥❡❞❡s r❡❛❧❡ ❙②st❡♠ ❞❛s
✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐st✳ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ s✐♥❞ r❡✐♥❡
✒■♥♥❡♥♣♦❧✐t✐❦✏✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ r❡✐♥ ✐♥t❡r♥❡ ❆♥❣❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ❞❡s ❙②st❡♠s✱ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥
❛✉❝❤ ♥✐❝❤ts ü❜❡r ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ③✉ s❛❣❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❛♥❣✐❜t✳ ❉✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✐♥❦❧✉❞✐❡rt
❞✐❡ ✒❆✉ÿ❡♥♣♦❧✐t✐❦✏ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ♠üss❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❆♥❣❛❜❡ ✈♦♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡♥ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣s❜❡✲
❞✐♥❣✉♥❣❡♥ st❡ts ♠✐ts♣❡③✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❚❛❜❡❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣
❝❤❡♠✐s❝❤❡r ❙t♦✛❡ ♠❡✐st ✉♥t❡r ❙t❛♥❞❛r❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ■♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ✐st ❞❛s
♠❡✐st ϑC = 0 ➦❈✉♥❞ p ≈ 1 bar✱ ✐♥ ❞❡r ❈❤❡♠✐❡ ♠❡✐st ϑC = 25 ➦❈✉♥❞ p = 1bar✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞
✈♦♥ s♦❧❝❤❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞❡♥t❤❛❧♣✐❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡♥ ❢ür ❛♥❞❡r❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣s❜❡❞✐♥✲
❣✉♥❣❡♥ ❛✉sr❡❝❤♥❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❣❡ä♥❞❡rt❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ st❡❧❧t✳
❉❛s ✐st ❦❡✐♥ Pr♦❜❧❡♠✱ ❞❡♥♥ s♦✇♦❤❧ p ❛❧s ❛✉❝❤ V s✐♥❞ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ✉♥❞
❞❛♠✐t ✐st ❛✉❝❤ ✐❤r Pr♦❞✉❦t✱ ❞✐❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ pV ✱ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡✳ ❊s ✐st ❞❛❤❡r
❡❣❛❧ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡♠ ❲❡❣❡ ❞❡r ❊♥❞③✉st❛♥❞ ❜③✇✳ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳
❲❡❣❡♥ ❞❡r ❲❡❣✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t s✐♥❞ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊♥t✲
❤❛❧♣✐❡ ③✇❛r P♦t❡♥t✐❛❧❡ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✾✳✷✮✱ ❛❜❡r ✕ ✇✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t ✕
❦❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s✿ ❞✐❡s❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ä♥❞❡r♥✱
❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✈❡rä♥❞❡rt✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞❡r ❉r✉❝❦ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣
ä♥❞❡rt ✭❞❛s st❡❝❦t ✐♥ ❞❡♠ ❚❡r♠ V dp ❢ür ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡✮✳ ❉❛✲
♠✐t ✐st ❣❡r❡❝❤t❢❡rt✐❣t✱ ❞✐❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✷✼✳✶ ❛❧s
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ③✉ s❝❤r❡✐❜❡♥✿

dH = dU + pdV + V dp = TdS + V dp . ✭✷✼✳✷✮

■st ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❉r✉❝❦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❛❧s♦
H = H(S, p)✱ s♦ ❤❛t s✐❡ ❞❛s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dH = TdS + V dp =

(

∂H
∂S

)

p

dS +

(

∂H
∂p

)

S

dp . ✭✷✼✳✸✮

✶✽✺



✉♥❞ s♦♠✐t ❣✐❧t

T (S, p) =

(

∂H
∂S

)

p

V (S, p) =

(

∂H
∂p

)

S

✷✽✳ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥

▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♠üss❡♥ ✐✳❆✳ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❡r❢♦rs❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r s♦❧❧❡♥ ❛❧s ❇❡✐s♣✐❡❧
t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ γth ✭❑❛♣✳ ✷✽✳✷✮✱ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät❡♥ cp ✉♥❞ cV
s♦✇✐❡ ❞❡r ❏♦✉❧❡s❝❤❡ ❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✭❑❛♣✳ ✷✽✳✸✮ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐✲
s❝❤❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ●röÿ❡♥ s✐♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❆✉❢st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r
❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐❝❤t✐❣ ✭❑❛♣✳ ✸✵✮✳

✷✽✳✶✳ ◆♦♠❡♥❦❧❛t✉r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡r Pr♦③❡ss❡

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡♥ ♦✛❡♥❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✐♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❜❡✲
tr❛❝❤t❡t✱ ❞✐❡ ❲är♠❡ ✉♥❞✴♦❞❡r ❆r❜❡✐t ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉st❛✉s❝❤❡♥✳ ❏❡❞❡♥ s♦❧❝❤❡♥
Pr♦③❡ss ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛❧s ❆❜❢♦❧❣❡ ✈♦♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ Pr♦③❡sss❝❤r✐tt❡♥ ✈♦rst❡❧❧❡♥✳ ❇❡✐
❥❡❞❡♠ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ δQ ✉♥❞✴♦❞❡r ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐ts♠❡♥❣❡ δW ✉♥t❡r
❜❡st✐♠♠t❡♥ Pr♦③❡ss❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✐♥ ✈✐❡r ❚②♣❡♥ ❡✐♥t❡✐❧❡♥ ❦❛♥♥✿

Pr♦③❡sst②♣ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ Pr♦③❡sst②♣ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣

✐s❡♥tr♦♣ dS = 0 ✐s♦t❤❡r♠ dT = 0

✐s♦❝❤♦r dV = 0 ✐s♦❜❛r dp = 0

■♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ✐st ❡✐♥ ✐s❡♥tr♦♣❡r Pr♦③❡ss ③✉❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡r Pr♦③❡ss✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥
Pr♦③❡ss✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❦❡✐♥ ❲är♠❡❛✉st❛✉s❝❤ st❛tt✜♥❞❡t✱ ✉♥❞ ❡✐♥ ✐s♦❝❤♦r❡r Pr♦③❡ss ③✉❣❧❡✐❝❤
❡✐♥ ❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡r Pr♦③❡ss✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥ Pr♦③❡ss✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❦❡✐♥ ❆r❜❡✐ts❛✉st❛✉s❝❤ st❛tt✜♥❞❡t✳

✷✽✳✷✳ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣

❉❡r ✐s♦❜❛r❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥❛✉s❞❡❤♥✉♥❣ ✐st ❞✉r❝❤

γth(T, V ) =
1

V

(

∂V

∂T

)

p

✭✷✽✳✶✮

❞❡✜♥✐❡rt✳ ❊r ✐st ✐✳❆✳ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s✳ ◆♦r♠❛❧❡r✇❡✐s❡
✐st γth ♣♦s✐t✐✈✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ♥✐♠♠t ♠✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ③✉✳ ❚②♣✐s❝❤❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡
❢ür ❞✐❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✼ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ■♥ ❡✐♥❡♠
❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤ ✉♠ 4 ➦❈ ❤❡r✉♠ tr✐tt ❢ür ❲❛ss❡r ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡ ❆♥♦♠❛❧✐❡ ❛✉❢✿ ❍✐❡r ✇✐r❞
γth ♥❡❣❛t✐✈✳

✶✽✻



❚❛❜❡❧❧❡ ✼✿ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡s ✐s♦❜❛r❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ γth ❢ür ❢❡s✲
t❡✱ ✢üss✐❣❡ ✉♥❞ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ ❑ör♣❡r ✉♥t❡r ◆♦r♠❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❜❡✐ ❛t♠♦✲
s♣❤är✐s❝❤❡♠ ▲✉❢t❞r✉❝❦ ✭p ≈ 1 bar ≈ 1 · 105 Pa✮ ✉♥❞ 0 ➦❈✳

❆❣❣r❡❣❛ts③✉st❛♥❞ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t γth ✉♥t❡r ◆♦r♠❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

❢❡st 10−5K−1

✢üss✐❣ 1× 10−3K−1

❣❛s❢ör♠✐❣ 3× 10−3K−1

❋ür ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐st ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ◆ä❤❡r✉♥❣

∆V ≈ V γth∆T

♠✐t ❡✐♥❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ γth ❡✐♥❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ür ❞❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥✲ ✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣✱ ✇❛s ③✳❇✳ ❢ür ❞❛s ◗✉❡❝❦✲
s✐❧❜❡rt❤❡r♠♦♠❡t❡r ❣❡♥✉t③t ✇✐r❞ ✭s✳ ●❧✳ ✷✻✳✷✮✳ ❋ür ●❛s❡✱ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡♠♣✐r✐s❝❤

γth(T, V ) ≈ (1− Vmin/V )
1

T
✭✷✽✳✷✮

♠✐t ❡✐♥❡♠ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r Vmin✳ ❋ür s❡❤r ❣r♦ÿ❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛✱ ❞✳❤✳ V ≫ Vmin

♥✐♠♠t ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t ③✉♥ä❝❤st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ 1/T ❛❜✳ ■♥ ❞✐❡✲
s❡♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ♥✐♠♠t ❞❛s r❡❧❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ∆V/V ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r r❡❧❛t✐✈❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r
∆T/T ❛❜✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ✐♥ ❞✐❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ Vmin ❦♦♠♠t✱ s✐♥❦t ❞❡r
❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t γth r❛s❝❤❡r✳ ❋ür V = Vmin ✇✐r❞ ❡r ♥✉❧❧✱ ❞✳❤✳ Vmin st❡❧❧t ❞❛s
❦❧❡✐♥st♠ö❣❧✐❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❛r✱ ❛✉❢ ❞❛s s✐❝❤ ❡✐♥ ❋❧✉✐❞ ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✲
③✐❡❤❡♥ ❦❛♥♥✳

✷✽✳✸✳ ❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✉♥❞ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät❡♥

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✹✳✹ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r ❡rs❡t③❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡

U = U(S(T, V ), V ) = U(T, V ) ✭✷✽✳✸✮

❧✐❡❣t ❞❛♥♥ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥ ✈♦r✳ ❇✐❧❞❡t
♠❛♥ ❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dU =

(

∂U(T, V )

∂T

)

V

dT +

(

∂U(T, V )

∂V

)

T

dV , ✭✷✽✳✹✮

s♦ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥

Υ =

(

∂U(T, V )

∂V

)

T

✶✽✼



❛❧s ❏♦✉❧❡s❝❤❡♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡❢❢✐③✐❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥

ΓV =

(

∂U(T, V )

∂T

)

V

✭✷✽✳✺✮

❛❧s ✐s♦❝❤♦r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät✳

❇❡✐ ✐s♦❜❛r❡r Pr♦③❡ss❢ü❤r✉♥❣ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s✳ ■♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t
s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ♠✉ss ❞✐❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❛r❜❡✐t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❤❡r ❣❡❤t ♠❛♥
❢ür ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ✐s♦❜❛r❡♥ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ✈♦♥ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ H(T, p) ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥
✈♦♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❉r✉❝❦ ❛✉s✳ ❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✈♦♥ H(T, p)✱

dH =

(

∂H
∂T

)

p

dT +

(

∂H
∂p

)

T

dp , ✭✷✽✳✻✮

s♦ st❡❧❧t ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t

Γp =

(

∂H(T, V )

∂T

)

p

✭✷✽✳✼✮

❢ür ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❉r✉❝❦ ✭dp = 0✮ ❞✐❡ ✐s♦❜❛r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ❞❛r✳

❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät❡♥ s✐♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●röÿ❡♥✳ ❋ür ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❙t♦✛❡
s✐♥❞ s✐❡ ✇✐❡ ❛❧❧❡ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✷✵✳✷✮✳ ❉✐✈✐❞✐❡rt
♠❛♥ s✐❡ ❞❛❤❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ m✱ ❤✐❡r ✐♥ ✐❤r❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛❧s ✈♦r❧ä✉✜❣❡s ▼❛ÿ ❞❡r ❙t♦✛✲
♠❡♥❣❡✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ st♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●röÿ❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ s♣❡③✐❢✐s❝❤❡ ✐s♦❝❤♦r❡ ❲är✲
♠❡❦❛♣❛③✐tät

cV =
ΓV

m
. ✭✷✽✳✽✮

❜③✇✳ ❞✐❡ s♣❡③✐❢✐s❝❤❡ ✐s♦❜❛r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät

cp =
Γp

m
. ✭✷✽✳✾✮

■s♦❝❤♦r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät✳ ❲✐r❞ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ③✉❣❡✲
❢ü❤rt✱ s♦ ❦❛♥♥ ❞❛s ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s ♥✉r ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✳
◆❛❝❤ ●❧✳ ✷✽✳✹ r❡s✉❧t✐❡rt ❞✐❡ ❩✉❢✉❤r ❡✐♥❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❲är♠❡ δQV ✐♥ ❡✐♥❡r ❊r❤ö❤✉♥❣
❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠

dU = ΓV dT = δQV .

❉❡r ■♥❞❡① V s♦❧❧ ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲är♠❡ δQV ❜❡✐ ❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥
③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ✐s♦❝❤♦r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät

ΓV =
δQV

dT
✭✷✽✳✶✵✮

❞❛❞✉r❝❤ ♠❡ss❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❲är♠❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡✲
st✐♠♠t ✉♥❞ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❜✐❧❞❡t✳ ❊✐♥ ❲är♠❡s♣❡✐❝❤❡r ❤❛t ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❲är♠❡❦❛♣❛✲
③✐tät✱ ✇❡♥♥ ❡r s❡❤r ✈✐❡❧ ❲är♠❡ ❛✉❢♥❡❤♠❡♥ ♦❞❡r ❛❜❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥ ✭δQV ✮✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss s✐❝❤
❞❛❞✉r❝❤ s❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ♠❡r❦❧✐❝❤ ä♥❞❡rt (dT )✳

✶✽✽



❏♦✉❧❡s❝❤❡r ❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t✳ ❯♠ ❞❡♥ ❏♦✉❧❡s❝❤❡♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❢ür ●❛✲
s❡ ③✉ ♠❡ss❡♥✱ ❜❡st✐♠♠t ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❢r❡✐❡♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥✲
❞❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ❙②st❡♠s✳ ❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❇❡❤ä❧t❡r r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱
❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❱❡♥t✐❧ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ s♦ ✐s♦❧✐❡rt s✐♥❞✱ ❞❛ss ✇❡❞❡r ❆r✲
❜❡✐t ♥♦❝❤ ❲är♠❡ ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉st❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥ ❇❡❤ä❧t❡r ❡♥t❤ä❧t ❞❛s
●❛s✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❛♥❞❡r❡ ❡✈❛❦✉✐❡rt ✐st✳ ◆✉♥ ö✛♥❡t ♠❛♥ ❞❛s ❱❡♥t✐❧ ✉♥❞ ❧ässt ❞❛s ●❛s ❢r❡✐
❡①♣❛♥❞✐❡r❡♥✳ ❉❛ ❞❛s ❙②st❡♠ ✐s♦❧✐❡rt ✐st✱ ❣✐❧t

dU = mcV dT +ΥdV = 0 . ✭✷✽✳✶✶✮

❇❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät cV ❞❡s ●❛s❡s ❢♦❧❣t ❞❡r ❏♦✉❧❡s❝❤❡ ❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t
❞✉r❝❤ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ∆V ✉♥❞ ❞❡r ❜❡✐♠ ❱❡rs✉❝❤ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ∆T ✿

Υ ≈ mcV ∆T

∆V
. ✭✷✽✳✶✷✮

❊♠♣✐r✐s❝❤ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣

Υ ≈ aρ2 ✭✷✽✳✶✸✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❦♦♥st❛♥t❡♥ a ✉♥❞ ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ρ = m/V ✳ ❋ür st❛r❦ ✈❡r✲
❞ü♥♥t❡ ●❛s❡ ✭ρ → 0✮ ❣❡❤t ❞❡r ❏♦✉❧❡s❝❤❡ ❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ❣❡❣❡♥ ♥✉❧❧✳

■s♦❜❛r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät✳ ❉✐❡ ✐s♦❜❛r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät Γp ✇✐r❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡♠❡ss❡♥✱ ❞❛ss
♠❛♥ ❡✐♥❡ ❲är♠❡ δQp ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦ ✭dp = 0✮ ③✉❢ü❤rt ✉♥❞ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣ dT ♠✐sst✳ ▼✐t ●❧✳ ✷✼✳✶ ✉♥❞ ●❧✳ ✷✽✳✻ ❢♦❧❣t

dH = ΓpdT = δQp , ✭✷✽✳✶✹✮

✉♥❞ s♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ✐s♦❜❛r❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät

Γp =
δQp

dT
, ✭✷✽✳✶✺✮

❡✐♥❢❛❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ▼❡ss❣röÿ❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❲är♠❡ ❡✐♥❡rs❡✐ts
❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡r❤ö❤❡♥ ♠✉ss ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❞✐❡ ❱❡r❞rä♥❣✉♥❣s❛r❜❡✐t ❣❡❣❡♥ ❞❡♥
❦♦♥st❛♥t❡♥ ❉r✉❝❦ ❧❡✐st❡♥ ♠✉ss✱ ✐st Γp ≥ ΓV ✳

❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät❡♥ ❋ür ●❛s❡ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ü❜❡r
❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤

cp − cV ≈ ❦♦♥st❛♥t > 0 ✭✷✽✳✶✻✮

✉♥❞ ❢ür ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡ ▼❛t❡r✐❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧

cp − cV ≈ 0 .

✶✽✾



✷✾✳ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ✐♥ ❲är♠❡

❲✐r ❜❧✐❝❦❡♥ ❤✐❡r ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❛✉❢ ❞❛s ❆✉s❣❛♥❣s♣r♦❜❧❡♠ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ③✉rü❝❦✱ ✇❡❧❝❤❡s
✐♥ ❑❛♣✳ ✷✶ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣s ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥
❍❛✉♣ts❛t③❡s ❢ür ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❣❡❧öst ✇✉r❞❡✳ ❲✐❡ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ♥✉♥ ✐♠ ▲✐❝❤t❡
❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❡❣r✐✛❡ ❞❛r❄

❉❛s ❋❡✉❡r❜♦❤r❡♥ ✐st ❡✐♥❡ s❝❤♦♥ s❡✐t ❯r③❡✐t❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ✉♠ ❞✉r❝❤ ❘❡✐❜✉♥❣
❡✐♥ ❋❡✉❡r ③✉ ❡♥t③ü♥❞❡♥✳ ❏❡❞❡r✱ ❞❡r ♠❛❧ ❡✐♥❡♥ st✉♠♣❢❡♥ ❇♦❤r❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❇♦❤r♠❛s❝❤✐♥❡
❜❡tr✐❡❜❡♥ ❤❛t✱ ✇❡✐ÿ✱ ❞❛ss ❡r ❣❧ü❤❡♥❞ ❤❡✐ÿ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ●r❛❢ ❘✉♠❢♦r❞✱ ❡✐♥ ❙♣✐♦♥✱ P❤②s✐❦❡r
✉♥❞ ❙♦③✐❛❧r❡❢♦r♠❡r ✭❆r♠❡♥❤ä✉s❡r✱ ❘✉♠❢♦r❞✲❙✉♣♣❡✮ ✐♠ ✶✽✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✱ ✇❛r ❞❡r ❡rst❡✱
❞❡r ❛✉s ❞❡r ❲är♠❡❛❜❣❛❜❡ ❜❡✐♠ ❑❛♥♦♥❡♥❜♦❤r❡♥ ③✉ ❞❡♠ ❙❝❤❧✉ss ❦❛♠✱ ❞❛ss ❲är♠❡ ❡✐♥❡
❋♦r♠ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ s❡✐♥ ♠✉ss✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ st✉♠♣❢❡ ❇♦❤r❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❦t❡ ♥ä♠❧✐❝❤
❡✐♥ ❑❛♥♦♥❡♥❜♦❤r❡r ✇✐❡ ❡✐♥❡ ▼❛s❝❤✐♥❡✱ ❞✐❡ ❋♦rt❧❛✉❢❡♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢♥❛❤♠✱
❛❧s♦ ❆r❜❡✐t✱ ✉♥❞ ❲är♠❡ ❛❜❣❛❜✳ ❉❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ P❤ä♥♦♠❡♥ ✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥
✈♦♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢tr✐tt✱ ✇❡♥♥ ❚❡✐❧❡ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❡✐♥❡
❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳

▼✐tt❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ❏❛♠❡s Pr❡s❝♦tt ❏♦✉❧❡ ❞✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥ q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈✿ ❊r ❜❡tr✐❡❜ ❞❛③✉ ❡✐♥❡♥ ❘ü❤r❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡❤ä❧t❡r ♠✐t ❲❛ss❡r✱ ❞❡r ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❛♥❣❡tr✐❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ä✉ÿ❡r❡♥ ❆♥tr✐❡❜ss②st❡♠s
❦❛♥♥ ❛♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❞❡s ä✉ÿ❡r❡♥ ❙②st❡♠s ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❣❡✲
♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❲❛ss❡r ❞✉r❝❤ ❘ü❤r❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱
✇✐r❞ ❡r❢❛❤r✉♥❣s❣❡♠äÿ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✉♥❞ ❡r❤ö❤t s♦♠✐t ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❲❛ss❡r❜❡❤ä❧t❡rs ✉♥❞
s♦♠✐t ❞❡ss❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❲❡♥♥ ❆r❜❡✐t ③✉❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ ③✉❣❧❡✐❝❤ ✈♦❧❧stä♥✲
❞✐❣ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡s❡r ❱♦r❣❛♥❣ äq✉✐✈❛❧❡♥t ③✉ ❡✐♥❡r ❩✉❢✉❤r ✈♦♥ ❲är♠❡✳ ❉✐❡
③✉❣❡❢ü❤rt❡ ✉♥❞ ✐♠ ❇❡❤ä❧t❡r ❞✐ss✐♣✐❡rt❡ ❆r❜❡✐t ❦❛♥♥ ❞❡r ❲❛ss❡r❜❡❤ä❧t❡r ✉✳❛✳ ❛❧s ❲är✲
♠❡ ❛❜❣❡❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧ ❲är♠❡ ❛❜❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ ✇✐❡ ❛♥ ❆r❜❡✐t ③✉❣❡❢ü❤rt ✉♥❞
❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ❞❛♥♥ ✈❡r❜❧❡✐❜t ❞❛s ❙②st❡♠ ✭❞❡r ❲❛ss❡r❜❡❤ä❧t❡r✮ ✐♥ ❡✐♥❡♠ st❛t✐♦♥är❡♥
❩✉st❛♥❞✿ ❉✐❡ ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✉r❝❤ ❲är♠❡❛❜❣❛❜❡ ✇✐r❞ ❛✉s❣❡❣❧✐❝❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠
❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✒♥❛❝❤♣r♦❞✉③✐❡rt✏ ✇✐r❞✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❲❛ss❡r❜❡❤ä❧t❡r t❤❡r♠✐s❝❤ ✐s♦❧✐❡rt✱ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❛✉❝❤
❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ✉♥❞ ③✇❛r ❣❡♥❛✉s♦✱ ❛❧s ♦❜ ✐❤♠ ❲är♠❡ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇ür❞❡✳ ■♠ ❏♦✉❧❡s❝❤❡♥
❊①♣❡r✐♠❡♥t ❣✐❜t ❞❡r ❘ü❤r❡r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❆r❜❡✐t δW ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥
❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥ ❞❛s ❲❛ss❡r ❛❜✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ❞✐ss✐♣✐❡rt✱ ❣❡♥❡r✐❡rt ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❡r❤ö❤t
❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ✢ü❝❤t✐❣❡♥ ❩✇✐s❝❤❡♥s❝❤r✐tt ❞❡s ❯♠s❛t③❡s
✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛✉s❧ässt✱ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❆r❜❡✐t ✐♥
t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡s❡t③t✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❲❛ss❡r❜❡❤ä❧t❡r ♦✛❡♥ ✐st ✉♥❞ ❞❡r Pr♦③❡ss s♦♠✐t
❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦ ❛❜❧ä✉❢t✱ ❣✐❧t✿

δW
Dissipation−−−−−−−→ δQ = TdS = dH = ΓpdT .

❉❡r P❢❡✐❧ st❡❧❧t ❤✐❡r ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥ Pr♦③❡ss ❞❡r
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❛r✱ s♦ ❞❛ss ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡♥ ❩✉❢✉❤r ✈♦♥ ❲är♠❡ äq✉✐✈❛❧❡♥t
✇är❡ ✭δQ = δW ✮✳ ❏♦✉❧❡ ❢❛♥❞ ❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✈♦♥ 1 kg

✶✾✵



❲❛ss❡r ✉♠ ∆T = 1K ❡r❤ö❤t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❘ü❤r❛r❜❡✐t ✈♦♥ ∆W = 4.2 kJ ✈❡rr✐❝❤t❡t✳
❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss 1 kg ❲❛ss❡r ❡✐♥❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ✈♦♥ Γp = 4.2 kJ/K ❤❛t ❜③✇✳ ❡✐♥❡
s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät cp = 4.2 kJ/kgK✳

❉❡r ❚✐t❡❧ ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✒❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ✐♥ ❲är♠❡✏ st❡❧❧t ❞❡♥ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t
♥✐❝❤t ❣❛♥③ ❦♦rr❡❦t ❞❛r✳ ❊✐❣❡♥t❧✐❝❤ ✐st ❡s s♦✱ ❞❛ss ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❆r❜❡✐t ❣❡♥❛✉s♦ ✇✐r❦t ✇✐❡
❡✐♥❡ ❩✉❢✉❤r ✈♦♥ ❲är♠❡✱ ✇❡♥♥ s✐❡ s♦ ③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ ❞❛ss s✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳
❉❛s ❦❛♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❛❧s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡r ❘❡❧❛t✐✈❜❡✇❡❣✉♥❣
✈♦♥ ❚❡✐❧❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❛✉❢tr✐tt✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧s ❞❡s ❘ü❤r✈♦r❣❛♥❣s✳
❊s ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r
❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞✐❡s❡r ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❛♥ ❞❛s ❲❛ss❡r ü❜❡rträ❣t✱ ✐♥
❞❡♥ ❡r ❡✐♥t❛✉❝❤t✳

✸✵✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❋ür ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❉r✉❝❦ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ♠✐t ●❧✳ ✷✼✳✷ ✉♥❞ ✷✽✳✹

dH = ΓpdT = dU + pdV = ΓV dT +ΥdV + pdV .

✉♥❞ ❛✉s ●❧✳ ✷✽✳✶ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢❡r♥❡r✱ ❞❛ss dV = γthV dT ✉♥❞ s♦♠✐t

Γp − ΓV = (p+Υ) γthV

❜③✇✳

(p+Υ)
1

ρ
= (cp − cV )

1

γth
, ✭✸✵✳✶✮

✇♦❜❡✐ ❤✐❡r ρ = m/V ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ✐st✳ ❆❧❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❦♦♥st❛♥t❡♥✱ ❞✳❤✳ cp, cV ,Υ, γth
✉♥❞ ρ✱ s✐♥❞ ✐✳❆✳ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ✉♥❞ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s V ✱ s♦ ❞❛ss ●❧✳ ✸✵✳✶ ❞❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❡r ❞r❡✐ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ p, T ✉♥❞ V ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❛❧❧✲
❣❡♠❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür s♣❡③✐❡❧❧❡ ❙t♦✛❡
s✐♥❞ ❙♣❡③✐❛❧❢ä❧❧❡ ❞❛✈♦♥✳ ❊s s♦❧❧❡♥ ♥✉♥ ③✇❡✐ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

✸✵✳✶✳ ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❋❧✉✐❞❡

❙❡t③t ♠❛♥ ●❧✳ ✷✽✳✷ ✉♥❞ ●❧✳ ✷✽✳✶✸ ✐♥ ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✸✵✳✶✮ ❡✐♥✱ s♦
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

(p+ aρ2)(V − Vmin) = m(cp − cV )T , ✭✸✵✳✷✮

❞✐❡ ❛❧s ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❙✐❡ ✐st s♦✇♦❤❧ ❢ür
●❛s❡ ✇✐❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ▼♦❞❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ❣❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❩✉✲
st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❋❧✉✐❞❡✳ ❋ür ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣r♦ÿ❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ❦❛♥♥ ♠❛♥ Vmin ❣❡❣❡♥ V
✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥✳ ❉❛s ✐st ❢ür ●❛s❡ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ◆ä❤❡r✉♥❣✳ ❉✉r❝❤ ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥

✶✾✶



✈♦♥ ●❧✳ ✸✵✳✷ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❉r✉❝❦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ✭♥❛❝❤ ❡✐♥✐❣❡r ❘❡❝❤♥❡r❡✐✮ ❢ür ❞✐❡ ✐s♦t❤❡r♠❡
❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ✈♦♥ ●❛s❡♥

κT (p, ρ) = − 1

V

(

∂V

∂p

)

T

≈ 1

p− aρ2
. ✭✸✵✳✸✮

✸✵✳✷✳ ❉✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡r❞ü♥♥t❡r ●❛s❡

■♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✈❡r❞ü♥♥t❡r ●❛s❡✱ ❞✳❤✳ ❢ür ●❛s❡ ♠✐t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡r ❉✐❝❤t❡ ✭ρ → 0) ✉♥❞
✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡♠ ❊✐❣❡♥✈♦❧✉♠❡♥ ✭Vmin → 0✮✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ●❧♥✳ ✷✽✳✶✸✱ ✷✽✳✷ ✉♥❞
●❧✳ ✸✵✳✸ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❦♦♥st❛♥t❡♥

Υ =
(

∂U(T,V )
∂V

)

T
= 0

γth = + 1
V

(

∂V
∂T

)

p
=

1

T

κT = − 1
V

(

∂V
∂p

)

T
=

1

p
✭✸✵✳✹✮

❉✐❡ ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ●❧✳ ✸✵✳✷✱ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t s✐❝❤ ❞❛♠✐t ③✉r ❩✉st❛♥❞s✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣

pV = m(cp − cV )T ✭✸✵✳✺✮

✈❡r❞ü♥♥t❡r ●❛s❡✳

❋ür Υ = 0 ❢♦❧❣t ❢ür U(T, V ) ❛✉s ●❧✳ ✷✽✳✹ ❢❡r♥❡r✱ ❞❛ss

dU = mcV dT ,

❞✳❤✳ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ü❜❡r❤❛✉♣t ♥✐❝❤t ❛❜❤ä♥❣t ✉♥❞ s♦♠✐t ❛❧❧❡✐♥
❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ U(T, V ) = U(T ) ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐st✦ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡s ✇❡✐t❡r❡♥ ❞❡♥ ❡♠♣✐✲
r✐s❝❤❡♥ ❇❡❢✉♥❞ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲är♠❡♥ cV ✉♥❞ cp ❢ür ✈❡r❞ü♥♥t❡
●❛s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✇❡r❞❡♥✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✈❡r❞ü♥♥t❡r ●❛s❡
❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣

U(T ) = mcV T . ✭✸✵✳✻✮

♠✐t ●❧✳ ✸✵✳✺ ❢ür ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡

H = U + pV = mcpT .

✸✶✳ ❆❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡

❇❡✐ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ t❛✉s❝❤t ❡✐♥ ❙②st❡♠ ♥✉r ❆r❜❡✐t ♠✐t s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉s✱
✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❞✉r❝❤ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ▼❛ÿ♥❛❤♠❡♥ ✉♥t❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❲❡❣❡♥
δQ = 0 ❣✐❧t

✶✾✷



dU = TdS − pdV = ΓV dT +ΥdV = δW . ✭✸✶✳✶✮

■♠ r❡✈❡rs✐❜❧❡♥ ❜③✇✳ ✐s❡♥tr♦♣❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ♠✐t dS = 0 ✐st ♠✐t ❞❡r ❩✉❢✉❤r ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ❡✐♥❡
❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ③✉r ❋♦❧❣❡ ❤❛t✳ ❆✉s ●❧✳
✸✶✳✶ ✉♥❞ ●❧✳ ✸✵✳✶ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❤✐❡r❢ür✿

dT = − 1

ΓV
(p+Υ)dV = − 1

γth
(cp/cV − 1)

dV

V
. ✭✸✶✳✷✮

❋ür ●❛s❡ ❦❛♥♥ ❡s ❞✉r❝❤ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣r✐♠✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ③✉ ❡✐♥❡r ❜❡trä❝❤t✲
❧✐❝❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣ ❦♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t ✐st ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡s
♣♥❡✉♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡✉❡r③❡✉❣s ✉♥❞ ❞❡r ❩ü♥❞✉♥❣ ❞❡s ❉✐❡s❡❧♠♦t♦rs✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞✉r❝❤ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❞✐❡ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ ❑ü❤❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ●❛s❡s ❡r③✐❡❧❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❲är♠❡❛❜❣❛❜❡
❛♥ ❡✐♥❡ ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ♥✐❝❤t ♣❡r❢❡❦t ❛✉s❣❡s❝❤❛❧t❡t ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥✱ ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞❛③✉ ❡✐♥❡ s❝❤♥❡❧❧ ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡ Pr♦③❡ss❢ü❤r✉♥❣ ✭r❛s❝❤❡ ❑♦♠♣r✐♠✐❡✲
r✉♥❣ ❜③✇✳ ❊①♣❛♥s✐♦♥✮✳ ❙✐❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡r ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❢ü❤r✉♥❣✳

❙❡t③t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ●❧✳ ✸✶✳✷ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s ✈❡r❞ü♥♥t❡♥ ●❛s❡s ❡✐♥✱ s♦
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♠✐t γth = 1/T ✿

dT

T
= (1− cp/cV )

dV

V
,

❉✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜❡✐❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐t❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ lnT = (1 − cp/cV ) lnV + C ♠✐t
❡✐♥❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ C ✉♥❞ ❞❛r❛✉s ❞✐❡ ❆❞✐❛❜❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

TV cp/cV −1 = ❦♦♥st❛♥t ✭✸✶✳✸✮

❆❞✐❛❜❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞✐❡ ❆❜❢♦❧❣❡ ❞❡r ❩✉stä♥❞❡ ✈❡r❞ü♥♥t❡r ●❛s❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠
❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❢ür ❛♥❞❡r❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉❢st❡❧❧❡♥ ♠ö❝❤t❡✱
✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✐♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❛❧❧ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣
❞❡s ✈❡r❞ü♥♥t❡♥ ●❛s❡s✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✳ ❆✉s ●❧✳ ●❧✳ ✸✵✳✺
❢♦❧❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ T/V ∝ p✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐♥ ●❧✳ ✸✶✳✸ ❧❡✐❝❤t ❞✉r❝❤
❞❡♥ ❉r✉❝❦ s✉❜st✐t✉✐❡r❡♥✿

pV cp/cV = ❦♦♥st❛♥t ✭✸✶✳✹✮

❉✐✛❡r❡♥③✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♣❛rt✐❡❧❧ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❉r✉❝❦ ✭❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐st ❜❡✐ ❞❡r

❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t✮✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ V cp/cV +p
cp
cV

V cp/cV 1
V

(

∂V
∂p

)

S
=

0✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ✈❡r❞ü♥♥t❡r ●❛s❡✿

κS = − 1

V

(

∂V

∂p

)

S

= (cV/cp)
1

p
.

❙✐❡ ✐st ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❋❛❦t♦r (cV /cp) ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ✐s♦t❤❡r♠❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ✭●❧✳ ✸✵✳✹✮✳

✶✾✸



✸✷✳ ❲är♠❡♣✉♠♣❡♥ ✉♥❞ ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥

❱♦♥ ❞❡r ❍❛✉s❤❛❧tst❡❝❤♥✐❦ ❜✐s ③✉r ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡♥ Pr♦❞✉❦t✐♦♥ s✐♥❞ ♣r✐♠är ♥✉r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐✲
s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❜③✇✳ ❞❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ✈♦♥ ♣r❛❦t✐s❝❤❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ❇❡✐ ❥❡❞❡♠
●❡rät ♦❞❡r ▼♦t♦r ❣❡❤t ❡s ❞❛r✉♠✱ ❡✐♥❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❲✐r❦✉♥❣ ③✉ ❡r③✐❡❧❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❡t✲
✇❛s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ✒❙✐❝❤t❜❛r❡s✏ ❜③✇✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜❜❛r❡s ❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ✉♥❞ s♦♠✐t st❡❤❡♥ ❢ür ❞❡♥
▼❛s❝❤✐♥❡♥❜❛✉✐♥❣❡♥✐❡✉r ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ f ✒s✐❝❤t❜❛r❡♥✏ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥
✉♥❞ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❦✐♥❡t✐❦ ✐♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞✳

❲❡♥♥ ❙②st❡♠ ❆ ♠✐t ❙②st❡♠ ❇ ❲är♠❡ ❛✉st❛✉s❝❤t✱ s♦ ✐st ❞❛s ♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ❡s
✇❡❞❡r ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ♥♦❝❤ ❞❛s ❱❡r❜♦t ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡ ❢ür ❞❛s ❛✉s ❆ ✉♥❞ ❇
❜❡st❡❤❡♥❞❡ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ✈❡r❧❡t③t✳ ●✐❜t ❆ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❲är♠❡ δQ ❛❜ ✭♥❡❣❛t✐✈✮✱
s♦ ♠✉ss ❇ ❞✐❡ ❲är♠❡ −δQ ❛✉❢♥❡❤♠❡♥ ✭♣♦s✐t✐✈✮✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ❜❡✐ ❲är♠❡③✉❢✉❤r ❛♥ ❇
♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥ ❙♦❝❦❡❧❜❡tr❛❣ ✈♦♥ TBdSB = −TBdSA ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡
✐♥ ❇ ❛❜❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❆♥t❡✐❧ ❦♦♠♠t ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ✒❡♥t✇❡rt❡t✏ ✐♥ ❇ ❛♥ ✉♥❞
❦❛♥♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✐♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ✈♦♥ ❇ ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡✐❧ s♦♥st
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s s✐♥❦❡♥ ✇ür❞❡✳ ❉❛s ✐st ❛❜❡r ♥❛❝❤ ❞❡♠
③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ✈❡r❜♦t❡♥✳

❲✐r❞ ❞✐❡ ❲är♠❡ δQ = TAdSA ✈♦♥ ❆ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✱ s♦ ✐st ♥✉r ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❛♥ ❇
③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ −TAdSA ✉♥❞ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠ ✈♦♥ ❇ ❛❜❣❡❧❡❣t❡♥
❊♥❡r❣✐❡ TBdSB ≥ −TBdSA ❢r❡✐ ✈❡r❢ü❣❜❛r✱ ❞✳❤✳ ♥✉r ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡

(TA − TB)dSB ≥ −(TAdSA + TBdSB) ≥ 0 . ✭✸✷✳✶✮

❉✐❡ ❧❡t③t❡ ❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss ❇ ♠❛①✐♠❛❧ s♦ ✈✐❡❧
❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ❆ ❛❜❣✐❜t✳

❲❡♥♥ ❆ ❛♥ ❇ ❲är♠❡ ❛❜❣✐❜t ✉♥❞ s♦♠✐t ❊♥tr♦♣✐❡✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ✈♦♥ ❇ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡
❊♥tr♦♣✐❡ dSB ♣♦s✐t✐✈✳ ❆✉s ●❧✳ ✸✷✳✶ ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡r ❱♦r❣❛♥❣ ♥✉r ❞❛♥♥ ❡r❢♦❧❣❡♥ ❦❛♥♥✱
✇❡♥♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ❣röÿ❡r ♦❞❡r ❣❧❡✐❝❤ TB ✐st✳

❉✐✈✐❞✐❡rt ♠❛♥ ●❧✳ ✸✷✳✶ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲är♠❡ −δQ = −TAdSA✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❆ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣
❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡✱ s♦ ✐st ❞❡r ❇r✉❝❤t❡✐❧ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞❡r ♦❤♥❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❢r❡✐ ✈❡r❢ü❣❜❛r
✐st✱ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞

η = 1 +
TBdSB

TAdSA

✐♥ ❞❡♥ ●r❡♥③❡♥
0 ≤ η ≤ ηmax

❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❞❡r ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❛✉s
❆ ✐♥ ♥✐❝❤tt❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✈♦♥ ❇ ❞❡r ❈❛r♥♦ts❝❤❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞

ηmax =
(TA − TB)dSA

TdSA
= 1− TB

TA
. ✭✸✷✳✷✮

✐st✳ ❉✉r❝❤ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❊♥tr♦♣✐❡tr❛♥s♣♦rts ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡s❝❤♠ä❧❡rt✱ ❞✐❡
❛✉❢ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✈♦♥ ❇ ✈❡rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❛❤❡r

✶✾✹



✐st η ≤ ηmax✳ ❉❛rü❜❡r✱ ✇✐❡ ❞✐❡s❡ ❊♥❡r❣✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✈♦♥ ❇ ✈❡rt❡✐❧t✱ ♠❛✲
❝❤❡♥ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❍❛✉♣tsät③❡ ❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡✳ ❙✐❡ ❞❛r❢ ♠✐t
❣❧❡✐❝❤❡♠ ❘❡❝❤t ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ❇ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♦❞❡r ✐r❣❡♥❞✇✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ f ♥✐❝❤tt❤❡r♠✐✲
s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✈❡rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳

❲❡❧❝❤❡r ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❩✉stä♥❞❡ ✈♦♥ ❇ ❛♠ ❊♥❞❡ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞ ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❦❡✐♥❡r❧❡✐ ❇❡✲
s❝❤rä♥❦✉♥❣✳ ❉❡r s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❲är♠❡ δQ ❡✐♥st❡❧❧❡♥❞❡ ❊♥❞✲
③✉st❛♥❞ ✈♦♥ ❇ ❤ä♥❣t ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡♥ ❲❡❣ ♠❛♥ ③✉❧ässt✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡
➘♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥✐❣❡r ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✉r❝❤ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ▼❛ÿ♥❛❤♠❡♥ ❜❧♦❝❦✐❡r❡♥✳ ❉❡r
❊♥❞③✉st❛♥❞ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❲❛❤❧ ✈♦♥ ❍❡♠♠♥✐ss❡♥ ❜③✇✳ ❩✇❛♥❣s❜❡✲
❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❣❡st❡✉❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❲är♠❡♣✉♠♣❡♥ ✉♥❞❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥ s✐♥❞ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❧❛✉❢❡♥❞❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥✱ ❞✐❡
❲är♠❡ ✉♥❞ ❆r❜❡✐t ♠✐t ✐❤r❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉st❛✉s❝❤❡♥✳ ■❤r ❆r❜❡✐ts♠❡❞✐✉♠ ✕ ♠❡✐st ❡✐♥ ●❛s
✕ ❞✉r❝❤❧ä✉❢t ❞❛❜❡✐ ❞❡r ❘❡✐❤❡ ♥❛❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❩✉stä♥❞❡✳ ■♠ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ❞❡s ▼❡✲
❞✐✉♠s ❜③✇✳ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ❈ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡r P❢❛❞ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥✳ ▼❛s❝❤✐♥❡♥✱ ❞✐❡
✐♠ ③❡✐t❧✐❝❤ st❛t✐♦♥är❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ❧❛✉❢❡♥✱ ❦❡❤r❡♥ ♥❛❝❤ ❥❡❞❡♠ ❩②❦❧✉s ③✉♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞
③✉rü❝❦✳ ■♠ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ❧❡❣t ❞❛s ❆r❜❡✐ts♠❡❞✐✉♠ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡ ❢♦❧❣❧✐❝❤
❡✐♥❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❲❡❣ ③✉rü❝❦✱ ✇✐❡ ❡r ③✳❇✳ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✵ ❢ür ❞❡♥ ❙t✐r❧✐♥❣✲ ✉♥❞ ❖tt♦♠♦t♦r
❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ③✉❣❡✢♦s✲
s❡♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ s♦❧❝❤❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ♥✉❧❧ ✐st✱ ❞❡♥♥ ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡
❞❡s ❆r❜❡✐ts♠❡❞✐✉♠s ♠✉ss ❢ür ❡✐♥❡♥ ❩②❦❧✉s ❣❡❧t❡♥✿

∆U =

‰

dU = 0

❍✐❡r ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s ❙②♠❜♦❧
�

❡✐♥❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ P❢❛❞ ❞❡r ❩✉stä♥❞❡
❞❡s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s✳ ●❡♥❛✉s♦ ♠✉ss ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡ ❈ ❛❧❧❡ ✐❤r ③✉❣❡❢ü❤rt❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡♥ ✇✐❡❞❡r
❧♦s✇❡r❞❡♥✱ ❛❜❡r ③✉sät③❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❥❡♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ∆Sgen✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡ ✇ä❤r❡♥❞
❞❡s ❩②❦❧✉s ❞✉r❝❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡ ✐♥ ✐❤r❡♠ ■♥♥❡r❡♥ ❣❡♥❡r✐❡rt✳

❲är♠❡♣✉♠♣❡✿ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❲är♠❡♣✉♠♣❡ ✐st ❡s✱ ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r ❇ ❜❡✐ ❡✐♥❡r
♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ♣r♦ ❩②❦❧✉s ❡✐♥❡ ❲är♠❡ ∆QB = TB∆SB ③✉ ❡♥t♥❡❤✲
♠❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❲är♠❡ ∆QA = TA∆SB ❛♥ ❡✐♥ ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r ❆ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥
❚❡♠♣❡r❛t✉r TA > TB ❛❜③✉❣❡❜❡♥✳ ❇❡✐ ❜❡❣r❡♥③t❡r ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ❞❡r ❲är♠❡r❡✲
s❡r✈♦✐r❡ ✇✐r❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇❡✐t❡r ✈❡rr✐♥❣❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❤ö❤❡✲
r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇❡✐t❡r ❡r❤ö❤t✳ ❊s ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s ❦❡✐♥ ❡r❧❛✉❜t❡r Pr♦✲
③❡ss ✐st✱ ❞❡♥♥ ❡s ✇är❡ ❞✐❡ ❯♠❦❡❤r✉♥❣ ❞❡s ❜❡❦❛♥♥t❡r♠❛ÿ❡♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡♥ Pr♦③❡s✲
s❡s ❞❡s ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛✉s❣❧❡✐❝❤s✳ ❉❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ✢✐❡ÿt ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❩②❦❧✉s ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡
∆SB = ∆QB/TB ③✉✳ ❉✐❡s❡ ♠✉ss s✐❡ ③✉③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ❈ ❞✉r❝❤ ✐rr❡✈❡r✲
s✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡ ♣r♦❞✉③✐❡rt❡♥ ✭♣♦s✐t✐✈✮ ❊♥tr♦♣✐❡ ∆Si ✇✐❡❞❡r ❧♦s ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss
❣❡❧t❡♥ ∆SA = −(∆SB + ∆Si)✳ ❉❛♠✐t ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡ ✐❤r❡ ❊♥tr♦♣✐❡❜✐❧❛♥③ ❛✉❢ ❞✐❡s❡
❲❡✐s❡ ✐♥ ❖r❞♥✉♥❣ ❜r✐♥❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠✉ss ❙✐❡ ✇❡❣❡♥ |∆QA| > |∆QB| ♠❡❤r ❲är♠❡
❛❜❣❡❜❡♥ ❛❧s ✐❤r ✈♦♥ ❇ ❛✉s ③✉✢✐❡ÿt✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ✐st ❞❛s s♦ ❡rst ❡✐♥✲
♠❛❧ ♥✐❝❤t ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ▼ö❣❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❡s ❥❡❞♦❝❤✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ s♦ ✈✐❡❧ ❆r❜❡✐t
∆W ♣r♦ ❩②❦❧✉s ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ③✉✢✐❡ÿt✱ ❞❛ss s✐❡ ❞❡♥ ❋❡❤❧❜❡tr❛❣ ✐♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③

✶✾✺



❛✉s❣❧❡✐❝❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛♥♥ ❣✐❧t ✐♥s❣❡s❛♠t✿

∆SA +∆SB +∆Si = 0

∆QA +∆QB +∆W = 0

❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡✿ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡ ✐st ❡s✱ ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r
❆ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ♣r♦ ❩②❦❧✉s ❡✐♥❡ ❲är♠❡ ∆QA = TA∆SA ③✉ ❡♥t③✐❡❤❡♥
✉♥❞ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧ ❞❛✈♦♥ ❛❧s ❆r❜❡✐t ∆W ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜③✉❣❡❜❡♥✳✷✻ ❉✐❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡✲
♥❡ ❆r❜❡✐t ✐st ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡ ●röÿ❡✳ ❙✐❡ ❧ässt s✐❝❤ ö❦♦♥♦♠✐s❝❤ ♥✉t③❡♥✱
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❉❛♠♣✢♦❦♦♠♦t✐✈❡ ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ③✉ s❡t③❡♥ ♦❞❡r ✉♠ ❲❡r❦✲
③❡✉❣♠❛s❝❤✐♥❡♥ ❛♥③✉tr❡✐❜❡♥✳ ❉❡r ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ✐st ❞❡r ◗✉♦t✐❡♥t

η = − ∆W

∆QA
✭✸✷✳✸✮

❉❛s ▼✐♥✉s③❡✐❝❤❡♥ ✐♥ ●❧✳ ✸✷✳✸ rü❤rt ❞❛❤❡r✱ ❞❛ss ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❲är♠❡ ♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ ❛❜✲
❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆r❜❡✐t ♥❡❣❛t✐✈ ❣❡③ä❤❧t ✇✐r❞✳ ❊s ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s s♦ ♥✐❝❤t ❣❡❤t✱
❞❡♥♥ ♠❛♥ ♠✉ss ❥❛ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❩②❦❧✉s ❞✐❡ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ∆SA

✇✐❡❞❡r ❛✉s ✐❤r ❡♥t❢❡r♥❡♥ ✕ ③✉③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ✐♥ ✐❤r ❞✉r❝❤ ❛❧❧❢ä❧❧✐❣❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦③❡ss❡
❡r③❡✉❣t❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ∆Si✳ ❉❡r ✒❚r✐❝❦✏ ♠✐t ❞❡♠ ♠❛♥ ❞❛s ❩✐❡❧ ❞❡♥♥♦❝❤ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❦❛♥♥✱
❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r ❇ ③✉ ❜❡t❡✐❧✐❣❡♥✱ ❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ③✉ ❡♥t❢❡r✲
♥❡♥❞❡ ❊♥tr♦♣✐❡ −∆SB = ∆SA +∆Si ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡r ❲är♠❡♠❡♥❣❡ ∆QB = TB∆SB

❜❡✐ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ③✉s❝❤✐❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥❡ ❡rst❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛✲
s❝❤✐♥❡ ♥✉r ❞❛♥♥ ü❜❡r❤❛✉♣t ❆r❜❡✐t ❛❜❧✐❡❢❡r♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ TA > TB ✉♥❞ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡✱
❞❛ss ♥✉r ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡r ✉♥❞ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡r ❲är♠❡ ❛❧s ❆r❜❡✐t
−∆W = ∆QA +∆QB ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❣✐❧t✿

η = 1 +
∆QB

∆QA
= 1 +

TB∆SB

TA∆SA
= 1− TB

TA
− TB∆Si

TA∆SA
≤ 1− TB

TA
= ηmax ✭✸✷✳✹✮

❉❡♥ ❣röÿt❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✇❛s ♥✐❝❤t ✈❡r✇✉♥❞❡r❧✐❝❤ ✐st✱ ✇❡♥♥ ❞❡r
❑r❡✐s♣r♦③❡ss r❡✈❡rs✐❜❡❧ ❛❜❧ä✉❢t✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡s ❩②❦❧✉s ❦❡✐♥❡
③✉sät③❧✐❝❤❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❣❡♥❡r✐❡rt✱ ✇❡♥♥ ❛❧s♦ ∆Si = 0✳ ❉❛s ✐st ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❈❛r♥♦t✲
s❝❤❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❡✐♥❡r ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡ ♠✐t ❞❡♠ ❈❛r♥♦ts❝❤❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s✲
❣r❛❞ ηmax = 1 − TB/TA✳ ❊r ❤ä♥❣t ♥✉r ✈♦♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r❡ ❛❜✱ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❛❜❧ä✉❢t✳

❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠❡✐st s❡❤r ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ▼✐t ❞❡♠ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r
✉♥❞ ❞❡♠ ❖tt♦♠♦t♦r s♦❧❧❡♥ ❤✐❡r ③✇❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡ ❱✐❡rt❛❦t♠♦t♦r❡♥ ✈♦r❣❡✲
st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ♠❡✐♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥ ✈✐❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐✲
s❝❤❡ Pr♦③❡ss✲❙❝❤r✐tt❡ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❉✐❡ ❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❢ür ❞✐❡ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✵ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

✷✻❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲är♠❡❛✉❢♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❆ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r TA ✉♥❞ ❞✐❡ ✇❡✐t❡r ✉♥t❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ❲är♠❡❛❜❣❛❜❡ ❛♥ ❇ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB

❡r❢♦❧❣❡♥✳

✶✾✻



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✵✿ p− V ✲❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡r ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡ ✈♦♥ ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥✳ ✭❛✮ ❙t✐r✲
❧✐♥❣♠♦t♦r✳ ✭❜✮ ❖tt♦♠♦t♦r✳

❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r✳ ❊r ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❆r❜❡✐ts❣❛s✱ ❡✐♥❡♠ ❆r❜❡✐ts❦♦❧❜❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❘❡❣❡✲
♥❡r❛t♦r✱ ❞❡r ③✉r ❩✇✐s❝❤❡♥s♣❡✐❝❤❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❞✐❡♥t✳ ❲✐❡ ✐♠ p−V ✲❉✐❛❣r❛♠♠
❣❡③❡✐❣t ✭❆❜❜✳ ✺✵❛✮✱ ❜❡st❡❤t ❞❡r ❙t✐r❧✐♥❣✲Pr♦③❡ss ❛✉s ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ✈✐❡r ❆r❜❡✐tst❛❦✲
t❡♥✿

✶✳ ❱♦♠ ❩✉st❛♥❞ ✭T1, V1) ❛✉s❣❡❤❡♥❞✱ ❧ässt ♠❛♥ ❞❛s ❆r❜❡✐ts❣❛s ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r T1 ✐s♦t❤❡r♠ ✈♦♥ V1 ♥❛❝❤ V2 ❡①♣❛♥❞✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ ∆Q1 ✇✐r❞
❞❡♠ ❛✉❢ T1 ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ❲är♠❡❜❛❞✷✼ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❆r❜❡✐ts❦♦❧❜❡♥ ❧❡✐st❡t ✐♠
❖♣t✐♠❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t ∆W1 = −∆Q1✳

✷✳ ❉❛s ❆r❜❡✐ts❣❛s ✇✐r❞ ✐s♦❝❤♦r ❛✉❢ T2 ❛❜❣❡❦ü❤❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❲är♠❡ ∆Q2 = ∆U2

❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳

✸✳ ▼❛♥ ❦♦♠♣r✐♠✐❡rt ❞❛s ❆r❜❡✐ts❣❛s ❜❡✐ ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T2 ✐s♦t❤❡r♠ ✈♦♥
V2 ♥❛❝❤ V1✳ ❉❛❢ür ♠✉ss ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t ∆W2 = −∆Q3 ③✉❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳

✹✳ ❉❛s ❆r❜❡✐ts❣❛s ✇✐r❞ ✐s♦❝❤♦r ❛✉❢ T1 ❡r❤✐t③t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❲är♠❡ ∆Q2 = ∆U4

❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ✇✐❡❞❡r ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ✭T1, V1) ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞❡r ❩②❦❧✉s
❞❡s ❑r❡✐s♣r♦③❡ss❡s ✈♦❧❧❡♥❞❡t✳

❉❡r ❇❡tr✐❡❜ ❞❡s ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦rs s❡t③t ❜❧♦ÿ ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ③✇❡✐ ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r❡ ❛✉❢ ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦r❧✐❡❣❡♥✳ ■♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ Pr♦③❡sss❝❤r✐tt❡♥ ✷ ✉♥❞
✹ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ❲är♠❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❘❡❣❡♥❡r❛t♦r ✐❞❡❛❧ ③✇✐s❝❤❡♥✲
❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❤❡❜t s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❇✐❧❛♥③ ❢ür ❞❡♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss ❤❡r❛✉s✳ ❲ä❤r❡♥❞
❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ✐s♦t❤❡r♠❡♥ Pr♦③❡sss❝❤r✐tt❡ ✇✐r❞ ❞❡♠ ❲är♠❡❜❛❞ ♠✐t ❤ö❤❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡
❲är♠❡ ∆Q1 ❡♥t③♦❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❲är♠❡❜❛❞ ♠✐t ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✐❡ ❲är♠❡
∆Q2 ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ✐♥s❣❡s❛♠t ❞✐❡ ❆r❜❡✐t ∆W = ∆W1 +∆W2 ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳✷✽

■♠ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❞❡♥ ❈❛r♥♦ts❝❤❡♥
❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r ✐♠ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❩②❦❧✉s ❧❛✉❢❡♥
❧ässt✱ ✇✐r❞ ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t ✉♠ ❲är♠❡ ✈♦♠ ❦❛❧t❡♥ ③✉♠ ✇❛r♠❡♥ ❇❛❞ ③✉ ♣✉♠♣❡♥✱ ❞✳❤✳
❡r ❛r❜❡✐t❡t ❞❛♥♥ ❛❧s ❲är♠❡♣✉♠♣❡✳

✷✼❯♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡❜❛❞ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠✱ ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡ ♥✉r ❛❧s ❲är♠❡ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❛s
s♦ ❣r♦ÿ ✐st✱ ❞❛ss ❞❛❜❡✐ s❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜t✳ ❙♦ ❡t✇❛s ❣✐❜t ❡s ✐♥ ❞❡r
❘❡❛❧✐tät ♥❛tür❧✐❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❉❡r ❇❡❣r✐✛ ❲är♠❡❜❛❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❡✐♥ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧✳

✷✽∆W1 ✐st ♥❡❣❛t✐✈✱ ∆W2 ♣♦s✐t✐✈✱ ∆W ❛❧s♦ ♥❡❣❛t✐✈✱ ✇❡✐❧ ♥❡tt♦ ❆r❜❡✐t ✈♦♠ ●❛s ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✳

✶✾✼



❖tt♦♠♦t♦r✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉♠ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❲är♠❡③✉❢✉❤r ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥✱
s♦♥❞❡r♥ ❣❡s❝❤✐❡❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❱❡r❜r❡♥♥✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣ ✐♠ ■♥♥❡♥r❛✉♠ ❞❡s ❩②❧✐♥❞❡rs✳
❋❡r♥❡r ✇✐r❞ ❞❛s ❤❡✐ÿ❡ ●❛s ♥✐❝❤t ❛❜❣❡❦ü❤❧t ✉♥❞ ✇✐❡❞❡r ♥❡✉ ✈❡r❞✐❝❤t❡t✱ s♦♥❞❡r♥
❡✐♥❢❛❝❤ ❛✉s❣❡st♦ÿ❡♥✳ ❉❡r Pr♦③❡ss ✐st ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✵❜ s❦✐③③✐❡rt✳

✶✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❚❛❦t ✇✐r❞ ❞❛s ❆r❜❡✐ts❣❛s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜r❡♥♥✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣
✐s♦❝❤♦r ✈♦♥ T4 ❛✉❢ T1 ❡r❤✐t③t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✉♥❞ ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡r❤ö❤t✳

✷✳ ▼❛♥ ❧ässt ❞❛s ❤❡✐ÿ❡ ●❛s ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❛♥♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❤♦❤❡♥ ❉r✉❝❦ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤ ❡①✲
♣❛♥❞✐❡r❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❆r❜❡✐t ❣❡❧❡✐st❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❢ä❧❧t✳

✸✳ ❉❛s ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ r❡❝❤t ✇❛r♠❡ ●❛s ✇✐r❞ ü❜❡r ❡✐♥ ❱❡♥t✐❧ ❛✉s❣❡st♦ÿ❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ♥❡✉❡s
❦❛❧t❡s ●❛s✲▲✉❢t✲●❡♠✐s❝❤ ❜❡✐ T2 ✐s♦❝❤♦r ❡rs❡t③t✳

✹✳ ❉❛s ●❡♠✐s❝❤ ✇✐r❞ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤ ✈❡r❞✐❝❤t❡t✱ ❞✳❤✳ s❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ✇✐r❞ ✉♥t❡r ❆✉❢✇❡♥✲
❞✉♥❣ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ✈❡r❦❧❡✐♥❡rt✳ ❉❛③✉ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ✇❡❣❡♥ ❞❡s ❜❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❉r✉❝❦s ✇❡♥✐❣❡r ❆r❜❡✐t ❛❧s ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤r✐tt ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇✉r❞❡✳

❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡r❜r❡♥♥✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣ ✐♠ ❡rst❡♥ ❚❛❦t ✇✐r❞ ❥❡♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ♣r♦❞✉③✐❡rt✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤
❞❡♥ ❞r✐tt❡♥ ❚❛❦t ✇✐❡❞❡r ❛✉s❣❡st♦ÿ❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ❞❛♠✐t ❦❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ▼♦t♦r ✈❡r✲
❜❧❡✐❜t ✉♥❞ ❡✐♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss st❛tt✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛ ❖tt♦♠♦t♦r❡♥ r❡❝❤t s❝❤♥❡❧❧ ❧❛✉❢❡♥ s♦❧❧❡♥
✉♥❞ ❡s ❛✉❝❤ t✉♥✱ s✐♥❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ✉♥❞ ✈✐❡rt❡ ❚❛❦t ✐♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡
❱♦r❣ä♥❣❡ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✸✶✮✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❦❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ st❛tt✜♥❞❡t✳ ■♠ ❞r✐tt❡♥ ❚❛❦t
✈❡r③✐❝❤t❡t ♠❛♥ ❜❡✇✉sst ❛✉❢ ❞❡♥ ❧❛♥❣s❛♠❡♥ ❆❜❦ü❤❧✉♥❣s♣r♦③❡ss ❞✉r❝❤ ❲är♠❡❛❜❢✉❤r ✉♥❞
t❛✉s❝❤t ✇❛r♠❡s ●❛s ❡✐♥❢❛❝❤ ❣❡❣❡♥ ❦❛❧t❡s ●❛s ❛✉s✳ ▼✐t ❞❡♠ ❛✉str❡t❡♥❞❡♥ ✇❛r♠❡♥ ❆❜❣❛s
✇✐r❞ ❡✐♥❡ ✉♥❣❡♥✉t③t❡ ❲är♠❡♠❡♥❣❡ ∆Q2 s❛♠t ❞❡r ❞❛r✐♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ❛✉s❣❡✲
st♦ÿ❡♥✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❈❛r♥♦ts❝❤❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ♥✐❝❤t
❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐t❡rs♣❛r♥✐s ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❆❜❦ü❤❧✉♥❣s♣r♦③❡ss ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤
❞✐❡ s❝❤♥❡❧❧❡♥ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡sss❝❤r✐tt❡ ❡r③✐❡❧t ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ ❖tt♦♠♦t♦r ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡
❣röÿ❡r❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❛❧s ♠✐t ❞❡♠ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r✳ ❊✐♥ ▼❛s❝❤✐♥❡♥❜❛✉✐♥❣❡♥✐❡✉r ✇✐r❞ ✈❡rs✉❝❤❡♥✱
❤✐❡r ❡✐♥❡♥ ❣✉t❡♥ ❑♦♠♣r♦♠✐ss ③✇✐s❝❤❡♥ ▲❡✐st✉♥❣✱ ❊♥❡r❣✐❡❡✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ❙❝❤❛❞st♦✛❛✉sst♦ÿ
③✉ ✜♥❞❡♥✳

✸✸✳ ●✐❜❜s✲❊♥❡r❣✐❡

❆❜ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ü❜❡r ❞❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❤✐♥❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡♥ ❞❡s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s ♠ö❣❡ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❊♥❡r❣✐❡✲
❜❡✐tr❛❣ ❢ür ❞❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❙t♦✛ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❛❧s♦ ❡✐♥ ♥❡✉❡r ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣✳
❉❛❤❡r ♠✉ss ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡
❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✐t z ❜❡③❡✐❝❤♥❡t s❡✐ ✉♥❞ ✐❤r❡
✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ s❡✐ Z✱ s♦ ❞❛ss

dU = TdS − pdV + Zdz .

❩✉r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U = U(S, V, z) ✐st ❛❧s♦ ❡✐♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡r ✭❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✮ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐✲
tr❛❣ Zdz ❤✐♥③✉❣❡❦♦♠♠❡♥✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡r ✭❑❛♣✳ ✸✹✮ ♦❞❡r ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣ s❡✐♥ ✭❑❛♣✳ ✸✺✮✳ ❉❛ s✐❝❤ ❙②st❡♠❡ ✉♥t❡r r❡❛❧❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ st❡ts

✶✾✽



✐♥ ❑♦♥t❛❦t ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❜❡✜♥❞❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ H(S, p, z) = U + pV ❢ür ❞✐❡
Pr❛①✐s✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ▲❛❜♦r♣r❛①✐s✱ ❡✐♥❡ ✇❡✐t ✇✐❝❤t✐❣❡r❡ ●röÿ❡ ❛❧s ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡✳
❙✐❡ ❤❛t ❞❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dH = TdS + V dp+ Zdz . ✭✸✸✳✶✮

❉✐❡s❡s ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ♠✉ss ♠❛♥ ③✉r ●✐❜❜s✲❊♥❡r❣✐❡ ❜③✇✳ ❢r❡✐❡♥
❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❡r✇❡✐t❡r♥✱ ✇❡♥♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♥✉r ✉♥t❡r ❦♦♥✲
st❛♥t❡♠ ❯♠❣❡❜✉♥❣s❞r✉❝❦✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ✐♠ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣
st❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ●✐❜❜s✲❊♥❡r❣✐❡ G ✐st ❞❛s ❞✉r❝❤

G = H− TS ✭✸✸✳✷✮

❞❡✜♥✐❡rt❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ♠✐t ❞❡♠ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dG = dH− d(TS) = SdT + V dp+ Zdz . ✭✸✸✳✸✮

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●✐❜❜s✲❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ T, p ✉♥❞ z ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❛❧s♦
G = G(T, p, z)✱ s♦ ✐st

dG =

(

∂G
∂T

)

p,z

dT +

(

∂G
∂p

)

T,z

dp+

(

∂G
∂z

)

T,p

dz ✭✸✸✳✹✮

✉♥❞ ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ●❧✳ ✸✸✳✸ ③❡✐❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ❞❛ss

S =

(

∂G
∂T

)

p,z

.

❋ür Pr♦③❡ss❡✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r dT = 0 ✉♥❞ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦ ✭dp = 0✮
❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❛❧s♦ ③✳❇✳ ✐♠ ❉r✉❝❦✲ ✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣✱ r❡s✉❧t✐❡rt
❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ●✐❜❜s✲❊♥❡r❣✐❡ ❛❧❧❡✐♥❡ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ❞❡r ♥❡✉❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠✱ ❞✳❤✳

dG = dH− TdS = Zdz ✭✸✸✳✺✮

♠✐t

Z =

(

∂G
∂z

)

T,p

. ✭✸✸✳✻✮

✸✹✳ ❈❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

◆❡❜❡♥ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ Gchem ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ✇✐❝❤t✐❣❡s
❇❡✐s♣✐❡❧ ♥✐❝❤t✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥✳

✶✾✾



✸✹✳✶✳ ❍❡✐③✇❡rt

❉✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st s♦③✉s❛❣❡♥ ❡✐♥❡ ✐♥ ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙✉❜st❛♥③ ✒❡✐♥❣❡❢r♦r❡♥❡ ❊♥❡r✲
❣✐❡✏✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❙✉❜st❛♥③❡♥✱ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ s✐♥❞ ❚r❡✐❜st♦❢❢❡✱ ♠✐t ❞❡✲
♥❡♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❑r❛❢t❢❛❤r③❡✉❣ ❛♥tr❡✐❜t✱ ♦❞❡r ❇r❡♥♥st♦❢❢❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✈❡r❜r❡♥♥t✱ ✉♠ ❲är♠❡
③✉ ❣❡✇✐♥♥❡♥ ♦❞❡r ♠✐t ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❇r❡♥♥st♦✛③❡❧❧❡ ❜❡tr❡✐❜t✱ ✉♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉
❣❡✇✐♥♥❡♥✳ ❙✐❡ ❦♦♥st✐t✉✐❡rt ❡✐♥❡♥ ♥❡✉❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt
❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❡t✇❛s ♦❜❡r✢ä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

∆Gchem = Γchem∆m = ρΓchem∆V ✭✸✹✳✶✮

✐st ❞❡r ✉♠❣❡s❡t③t❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❞❡s ❇r❡♥♥✲ ❜③✇✳ ❚r❡✐❜st♦✛❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡ ❙✉❜st❛♥③ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ✉♥❞ ✇❡❣❡♥ m = ρV ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ V ❛♥❣❡❜❡♥✳ ❍✐❡r ✐st ρ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ Γchem ❞✐❡ ❢ür
❡✐♥❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❜③✇✳
❞❡r ❍❡✐③✇❡rt✳ ❇❡✐♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❯♠s❛t③ ❞❡r ü❜❧✐❝❤❡♥ ❚r❡✐❜st♦✛❡ ✭❇❡♥③✐♥✱ ❉✐❡s❡❧ ♦✳ä✳✮
♠✐t ▲✉❢t ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ Γchem ≈ 4 × 104 kJ/kg. ❉✐❡s❡ ❩❛❤❧ s♦❧❧ ❛❧s ❣r♦❜❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣
✈♦♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❢r❡✐✇❡r❞❡♥❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❡rst
❡✐♥♠❛❧ ❣❡♥ü❣❡♥✳

✸✹✳✷✳ ●r✉♥❞❣❡s❡t③❡ ❞❡r ❈❤❡♠✐❡

▼✐t ❞❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❑❡♥♥t♥✐ss❡ ❞❡r ❆❧❝❤❡♠✐❡ ❦r✐st❛❧❧✐s✐❡rt❡ s✐❝❤ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❞❡r
●❡❞❛♥❦❡ ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❤❡r❛✉s✳ ❉❛s s✐♥❞ ❙t♦✛❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❞❛♠❛❧✐✲
❣❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✐♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r❡r❡ ❙t♦✛❡ ③❡r❧❡❣❡♥ ❧✐❡ÿ❡♥✳ ❙❝❤♦♥ ❞✐❡s❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❧ässt ❡r❛❤♥❡♥✱ ✇✐❡ s❝❤✇❡r ❡s ✇❛r✱ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❛❧s s♦❧❝❤❡ ③✉ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✳ ❆❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❙t♦✛❡
s✐♥❞ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❊❧❡♠❡♥t❡✳ ❉❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✇✉r❞❡♥
s❝❤♦♥ ❜❛❧❞ ❙②♠❜♦❧❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t✳ ❍❡✉t❡ ♦r❞♥❡t ♠❛♥ ③✳❇✳ ❞❡♠ ❲❛ss❡rst♦✛ ❞❛s ❙②♠❜♦❧
❍ ✭❍②❞r♦❣❡♥✐✉♠✮✱ ❞❡♠ ❙❛✉❡rst♦✛ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ❖ ✭❖①②❣❡♥✐✉♠✮ ✉♥❞ ❞❡♠ ❙t✐❝❦st♦✛ ❞❛s
❙②♠❜♦❧ ◆ ✭◆✐tr♦❣❡♥✐✉♠✮ ③✉✳ ❉✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ s❝❤✉❢
❡✐♥❡ ❡rst❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡s ◆❛t✉r❣❡s❝❤❡❤❡♥s✱ ❛❜❡r ♥♦❝❤ ❦❡✐✲
♥❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✳ ❉✐❡ ❦❛♠ ❡rst ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❲❛❛❣❡ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥
❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✽✳✷✮✳ ❉❛❜❡✐ ❦♦♠♠t ③✉❣✉t❡✱ ❞❛ss ✐♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✐✳❆✳
♥✉r ❦❧❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡
●r❡♥③❢❛❧❧ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❉❡r ❜❡✐ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t❡
∆m/m ❧✐❡❣t ✐♥ ❡✐♥❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ ❝❛✳ 10−9✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ③✉ ❤ö❝❤st ❛✉❢✇ä♥❞✐✲
❣❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♠✐t ❛✉ÿ❡r❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ❤♦❤❡r ▼❛ss❡♥❛✉✢ös✉♥❣ ❣r❡✐❢t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t❡
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ❈❤❡♠✐❡ ü❜❧✐❝❤❡♥ ▼❡ss❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t ❢❡stst❡❧❧❜❛r ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥
❞❛❤❡r ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✐❣♥♦r✐❡rt✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ❈❤❡♠✐❡ s✐♥❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡✿

✶✳ ▲❛✈♦✐s✐❡rs❝❤❡s ●❡s❡t③ ❞❡r ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣✏

❉❡r ✈♦♥ ▲❛✈♦✐s✐❡r ✭✶✼✽✾✮ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡ ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✏ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠✲
♠❡ ❞❡r ▼❛ss❡♥ ❛❧❧❡r ❙t♦✛❡ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✳ ❲❡♥♥
s✐❝❤ ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣sst♦✛❡ ❆ ✉♥❞ ❇✱ ③✉ ❡✐♥❡♠ Pr♦❞✉❦t ● ✈❡r❜✐♥❞❡♥✱ s♦ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ▼❛ss❡

mG ≈ mA +mB ✭✸✹✳✷✮

✷✵✵



✐♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❡r❤❛❧t❡♥✳

✷✳ ●❡s❡t③ ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❡♥

❇❡✐ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ s❡t③❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙t♦✛❡ ✐♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ ▼❛ss❡♥✈❡r✲
❤ä❧t♥✐ss❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✉♠✳ ❊s ✈❡r❜✐♥❞❡♥ s✐❝❤ ③✳❇✳ 1 kg ❲❛ss❡rst♦✛ ✉♥❞ 35.45 kg ❈❤❧♦r ③✉
36.45 kg ❈❤❧♦r✇❛ss❡rst♦✛✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❞❡s ●❡s❡t③❡s ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ Pr♦♣♦r✲
t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ♥✐❝❤t ❣❛♥③③❛❤❧✐❣✳

✸✳ ❘❡❣❡❧ ❞❡r ♠✉❧t✐♣❧❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❡♥

❲❡♥♥ s✐❝❤ ♠❡❤r❡r❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥✲
t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✱ ❞❛♥♥ st❡❤❡♥ ❞❡r❡♥ ▼❛ss❡♥ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❦❧❡✐♥❡r ❣❛♥③❡r ❩❛❤❧❡♥✳ ❇❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ s✐♥❞ ♠❡❤r❡r❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡s ❙t✐❝❦st♦✛s ♠✐t ❙❛✉❡rst♦✛ ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞✐❡ ♠❛♥
❛❧s ❙t✐❝❦st♦✛♦①✐❞❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❢ü♥❢ ✇✐❝❤t✐❣❡r❡♥ ❙t✐❝❦st♦✛♦①✐❞❡
st❡ts ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙t✐❝❦st♦✛♠❛ss❡ ❜❡③✐❡❤t✱ ❞❛♥♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ❞❡r❡♥ ❙❛✉❡rst♦✛♠❛ss❡♥
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✇✐❡ 1 : 2 : 3 : 4 : 5✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡✲
s❡ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❛✉❡rst♦✛♠❛ss❡♥ ✐♥ ❡①❛❦t ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✳ ■♥
❤❡✉t✐❣❡r ◆♦t❛t✐♦♥ s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡s❤❛❧❜ ❛❧s N2O, NO, N2O3, NO2

✉♥❞ N2O5✳ ❉✐❡s❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❢ü♥❢ ❙t✐❝❦st♦✛♦①✐❞❡ ✇✉r❞❡ s♦ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss s✐❡ ③✉✲
❣❧❡✐❝❤ ❆✉s❦✉♥❢t ❞❛rü❜❡r ❣✐❜t✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♥ ▼❛ss❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ✐❤r❡♥ ❜❡✐❞❡♥
❊❧❡♠❡♥t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✳

✹✳ ❉❛s ❆✈♦❣❛❞r♦s❝❤❡ ●❡s❡t③

❆✈♦❣❛❞r♦ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ✈♦♥ ●❛s❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ●❛s❡ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❡♠ ❉r✉❝❦ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤t✱ ❞❛♥♥ st❡❤❡♥ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ❞❡r
❆✉s❣❛♥❣sst♦✛❡ s♦✇✐❡ ❞❡r ❊♥❞♣r♦❞✉❦t❡ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❯♠s❡t③✉♥❣ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❦❧❡✐♥❡r
❣❛♥③❡r ❩❛❤❧❡♥ ✭❆✈♦❣❛❞r♦s❝❤❡s ●❡s❡t③✮✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❲❛ss❡rst♦✛ ✉♥❞
❈❤❧♦r ③✉ ❈❤❧♦r✇❛ss❡rst♦✛ ✈❡r❜✐♥❞❡♥✱ ❞❛♥♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ✇✐❡ ✶✿✶ ✉♥❞ ✇❡♥♥
❲❛ss❡rst♦✛ ✉♥❞ ❙❛✉❡rst♦✛ s✐❝❤ ③✉ ❲❛ss❡r ✈❡r❜✐♥❞❡♥✱ ✇✐❡ ✶✿✷ ✭s✳ ❛✉❝❤ ❑❛♣✳ ✸✺✳✺✳✷✮✳

✸✹✳✸✳ ❉❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥❜❡❣r✐✛

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧s ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❧❡❣❡♥ ❞✐❡ ✈✐❡r ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ●❡✲
s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❙t♦✛❡ ❜❡✐ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❣❛♥③③❛❤✲
❧✐❣❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ ✐❤r❡r ❙t♦❢❢♠❡♥❣❡ n ✉♠s❡t③❡♥✳ ❉✐❡ stär❦st❡ ❙tüt③❡ ❞✐❡s❡r ❍②♣♦t❤❡s❡
✐st ③✇❡✐❢❡❧❧♦s ❞❛s ●❡s❡t③ ❞❡r ♠✉❧t✐♣❧❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❡♥✳

●❡s❡t③ ❞❡r ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡

❇❡✐ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ s❡t③❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡♥ ❞❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥
❙t♦✛❡ ✐♥ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ ✉♠✳

■♥ ❞✐❡s❡r ♥❡✉❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❤✐st♦r✐s❝❤ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❲❛❛❣❡ ❡r❢♦rs❝❤✲
t❡♥ ●❡s❡t③❡ ♥✉♥ ❛✉❝❤ ❞❛♥♥✱ ✇❡♥♥✱ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥♣❤②s✐❦✱ ❡♥♦r♠ ❣r♦ÿ❡ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t❡
❜❡✐ ❞❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❛❧s ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡✲
t❡ ▲❛✈♦✐s✐❡rs❝❤❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ❛❧s ❡✐♥ ●❡s❡t③ ü❜❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✉♠sät③❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt✱ ❞❛♥♥

✷✵✶



❡rü❜r✐❣t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♦❜❡♥ ❦✉r③ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ü❜❡r ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t✳ ■♠
❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❘ü❝❦❜❧✐❝❦ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ s♦❣❛r s❛❧♦♣♣ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥ ❣r♦ÿ❡s ▼✐ss✈❡rstä♥❞♥✐s
✇❛r✱ ❞✐❡ ▲❛✈♦✐s✐❡rs❝❤❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ❛❧s ✒▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣✏ ③✉ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ❜❡r✉❤t
❧❡t③t❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♠ ●❡s❡t③ ❞❡r ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡✳

❲✐r ❧ös❡♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❛❧s ✉♥s❡r ❜✐s ❤✐❡r❤✐♥ ✈♦r❧ä✉✜❣❡s ▼❛ÿ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✭s✳ ❑❛♣✳
✶✽✳✷✮ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❛✉s ❞❡♠ ●❡s❡t③ ❞❡r ♠✉❧t✐♣❧❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡✱ ❛❧s♦ ❝❤❡♠✐s❝❤ ❜❡✲
❣rü♥❞❡t❡ ▼❛ÿ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❛❜✳ ❆✉s ❞❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❣❡❤❡♥ ♥✉r ❱❡r❤ä❧t✲
♥✐ss❡ ❞✐❡s❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ❤❡r✈♦r✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s ❛❧s ▼❛ÿ
❢❡st❧❡❣❡♥✱ ❞❛s ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❯rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ✇❛r ❞❛s 1 g ❡❧❡♠❡♥t❛r❡r ❲❛ss❡rst♦✛✳
❍❡✉t❡ ❜❡③✐❡❤t ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉❢ 12C✳ ❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ▼♦❧✿

[n] = 1Mol .

▼❛ss❡ ✉♥❞ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛❡s s✐♥❞ ❡✐♥❛♥❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✿

m = nM ✭✸✹✳✸✮

❉❡♥ st♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❢❛❦t♦rM ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s♠♦❧❛r❡ ▼❛ss❡ ❜③✇✳
▼♦❧♠❛ss❡✳ ❋ür ❡❧❡♠❡♥t❛r❡♥ ❲❛ss❡rst♦✛ ✐st ❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❢❛❦t♦r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
M(H) =1.00 g/Mol ✉♥❞ ❢ür ❈❤❧♦r M(Cl) = 35.5 g/Mol✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥
③✉ ❈❤❧♦r✇❛ss❡rst♦✛ ✭HCl✮ s❡t③t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ n ❞❡s ❲❛ss❡rst♦✛s ♠✐t ❞❡r ❡①❛❦t
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ n ❞❡s ❈❤❧♦rs ③✉ ❡✐♥❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ n ❞❡s ❙t♦✛❡s ❍❈❧ ✉♠✱ ❛❧s♦ ✐♠
❱❡r❤ä❧t♥✐s ❍✿❈❧✿❍❈❧ ✈♦♥ ✶✿✶✿✶ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ✭❝❤❡♠✐s❝❤❡♥✮ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✱ ❛❜❡r ✐♠ ❱❡r❤ä❧t✲
♥✐s ✈♦♥ ✶✳✵✵ ✿ ✸✺✳✺ ✿ ✸✻✳✺ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✐❤r❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ❜③✇✳ ▼❛ss❡♥✳ ■♠
❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥❜❡❣r✐✛s
❛✉❢❣❡❢❛sst✳ ▼✐t ✐❤♠ ❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❡rst❛✉♥❧✐❝❤❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ü❜❡r ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥
❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✈♦♥ ●❛s❡♥✱ ✇❛s s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ③✉♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s
✐❞❡❛❧❡♥ ●❛s❡s ❢ü❤rt✳

✸✹✳✹✳ ❉❛s ✐❞❡❛❧❡ ●❛s

❋ür ❝❤❡♠✐s❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙t♦✛❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❦❡✐♥❡ ❡r❦❡♥♥❜❛r❡♥ ❘❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥
❢ür ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲är♠❡♥ cp ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦ ❜③✇✳ cV ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥✱
✉♥❞ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❢ür ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ cp− cv✳ ▼✐t ❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ m = nM ③✇✐s❝❤❡♥ ▼❛ss❡ m✱
❙t♦✛♠❡♥❣❡ n ✉♥❞ ▼♦❧♠❛ss❡ M ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲är♠❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥✲
❡✐♥❤❡✐t ✐♥ ❑✐❧♦❣r❛♠♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❈❤❡♠✐❦❡r♥ ❢❛✈♦r✐s✐❡rt❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ✐♥ ▼♦❧
✉♠r❡❝❤♥❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡▼♦❧✇är♠❡♥ CV = McV ✉♥❞ Cp = Mcp ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥
❜③✇✳ ❉r✉❝❦ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ③✉r ✈❡r❜❧ü✛❡♥❞❡♥ ❋❡stst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ Cp − CV ♠✐t
❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡r ❉✐❝❤t❡ ❞❡r ●❛s❡ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●r❡♥③✇❡rt

lim
ρ→0

(Cp − CV ) → R = 8.3 J/Mol ·K ✭✸✹✳✹✮

❦♦♥✈❡r❣✐❡r❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t ❞❡s ●❛s❡s✦ ▼❛♥
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡s❡♥ ●r❡♥③✇❡rt R ❞❛❤❡r ❛❧s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ●❛s❦♦♥st❛♥t❡✳ ❉✐❡s❡s ❡①tr❛✲
♣♦❧✐❡rt❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ●❛s❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✉r❝❤

pV = nRT ✭✸✹✳✺✮

✷✵✷



❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧❣❛s❡s ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❊s ✇✐r❞ ❛❧s ✐❞❡❛❧❡s ●❛s ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t✱ ✇❡✐❧ ✐♥ s❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❡✐♥❡ st♦✛s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♠❡❤r ❡✐♥❣❡❤❡♥✳
❉❛ss ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ r❡❛❧❡r ●❛s❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡r ❇❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t ✐♠
●r❡♥③❢❛❧❧ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✸✹✳✺ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐st ❡✐♥ ä✉ÿ❡rst
❡rst❛✉♥❧✐❝❤❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ③✉r ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ❛✉❢ ❞❡♥
●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡s ✈❡r❞ü♥♥t❡♥ ●❛s❡s ❤✐♥ ❡①tr❛♣♦❧✐❡rt✱ s♦ ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt ❞✐❡ ▼♦❧✇är♠❡ ✈♦♥ ❊❞❡❧✲
❣❛s❡♥ ✉♥❞ ▼❡t❛❧❧❣❛s❡♥ st♦✛✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✭✦✮ ❛✉❢ ❞❡♥ ❲❡rt

CV 0 =
3

2
R .

❉❡r ■♥❞❡① ✒✵✏ s♦❧❧ ❤✐❡r ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss ❤✐❡r ❞✐❡ ▼♦❧✇är♠❡ ❣❡♠❡✐♥t ✐st✱ ❞✐❡ ♠❛♥
❞❡♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ●❛s❡s ③✉s❝❤r❡✐❜t✳ ❋ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❢ür ✈❡r❞ü♥♥t❡ ●❛s❡ ❛❧❧❡✐♥
❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐st✱ ❢♦❧❣t ♠✐t ●❧✳ ✸✵✳✻ ❢ür ❡✐♥ ✐❞❡❛❧❡s ●❛s s♦♠✐t

U = mcV T = nCV 0T =
3

2
nRT . ✭✸✹✳✻✮

✸✹✳✺✳ ❈❤❡♠✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧

▼✐t ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡ n ❛❧s ❡①t❡♥s✐✈❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❜✐s❤❡r✐❣❡ ✐♠
❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠ ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ❡r❣ä♥③❡♥✿

dU = TdS − pdV + µdn . ✭✸✹✳✼✮

❉✐❡ ③✉r ❙✉❜st❛♥③♠❡♥❣❡ n ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡

µ =

(

∂U
∂n

)

S,p

✭✸✹✳✽✮

❤❡✐ÿt ❝❤❡♠✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧✳

▼✐t ●❧✳ ✸✹✳✼ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ü❜❡r❤❛✉♣t ♥✐❝❤ts ❛♥❢❛♥❣❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✈♦♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐trä❣❡♥✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss
❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ V ü❜❡r❤❛✉♣t ❦❡✐♥❡r ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ✉♥t❡r❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ S ♥✉r ❞✉r❝❤
❡✐♥❡♥ ❤❛❧❜❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❜❡s❝❤rä♥❦t ✐st✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ❞❛r❢ ❛♥✇❛❝❤s❡♥✳ ❉✐❡ ❙✉❜st❛♥③♠❡♥❣❡
❛❜❡r ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❡✐♥❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✿ ❙✉❜st❛♥③ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ✇❡❣③❛✉✲
❜❡r♥✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❙✉❜st❛♥③❡r❤❛❧t✉♥❣ ♥✉r dn = 0 ❣❡❧t❡♥ ❦❛♥♥✳

❉❡r ❡✐♥❢❛❝❤st ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❋❛❧❧✱ ❢ür ❞❡♥ ❞❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ü❜❡r❤❛✉♣t ✈♦♥ ❘❡❧❡✈❛♥③
✐st✱ ❧✐❡❣t ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ♠✐♥❞❡st❡♥s ③✇❡✐ ❙t♦✛❡ ❆ ✉♥❞ ❇ ❡①✐st✐❡r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❡✐♥❡
❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣

❆⇆❇

✷✵✸



❛✉s❢ü❤r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ❡❧❡♠❡♥t❛rst❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥✳ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r
❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❆rt ❧✐❡❣❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐ Ü❜❡r❣ä♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆❣❣r❡❣❛ts✲
③✉stä♥❞❡♥ ✭❢❡st✱ ✢üss✐❣✱ ❣❛s❢ör♠✐❣✮✱ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r❡♥ ✭③✳❇✳ ❢❡rr♦♠❛✲
❣♥❡t✐s❝❤❡s α−❊✐s❡♥ ✉♥❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡s γ−❊✐s❡♥✮ ♦❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❛❧❧♦tr♦✲
♣❡♥ ▼♦❞✐✜❦❛t✐♦♥❡♥ ✭③✳❇✳ ❙❛✉❡rst♦✛ ✉♥❞ ❖③♦♥✮ ✈♦r✳ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❙✉❜st❛♥③❡♥ s✐♥❞
❞❡s❤❛❧❜ ❡r❧❛✉❜t✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❙✉❜st❛♥③ s❡❧❜st ä♥❞❡r♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ✐❤r❡ ❋♦r♠✳ ❉✐❡ ✐♥
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❋♦r♠❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥ ❞❛❜❡✐ ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣

dnA = −dnB ✭✸✹✳✾✮

❞❡r ❙✉❜st❛♥③❡r❤❛❧t✉♥❣✳

❉❛s ❡✐♥❢❛❝❤st ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ❢ür ③✇❡✐ ❙t♦✛❡ ✐st ❛❧s♦

dU = TdSA + TdSB + pdVA + pdVB + µAdnA + µBdnB . ✭✸✹✳✶✵✮

❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥s♣❛rt♥❡r ❆ ✉♥❞ ❇ ✐✳❆✳ ✐♥ ✐♥♥✐❣❡♠ ❑♦♥t❛❦t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✲
✜♥❞❡♥✱ s✐♥❞ ❉r✉❝❦ ✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❛✉s ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ P❤❛s❡♥ ❣❧❡✐❝❤✳
▼✐t sA ✉♥❞ sB s❡✐❡♥ ♥✉♥ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ P❤❛s❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡ ✐st✱ ✐st ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡r P❤❛s❡♥ SA = sAnA

❜③✇✳ SB = sBnB✳ ❯♥t❡r ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✹✳✾ ❣✐❧t ❢ür ❡✐♥❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❙t♦✛✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣

dU = (TsA + µA)dnA + (TsB + µB)dnB + pdV . ✭✸✹✳✶✶✮

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ✭dV = 0✮ ❛❜❧❛✉❢❡♥ ❧❛ss❡♥
❦ö♥♥t❡✱ ✇är❡ dU ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ δQ + δW ✱ ❞✐❡ ❞❛s ❩✇❡✐♣❤❛s❡♥s②st❡♠ ♠✐t ❞❡r ❯♠✲
❣❡❜✉♥❣ ❤❛♥❞❡❧♥ ❦❛♥♥✱ ✐♥❞❡♠ ❡s ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✈♦♥ ❆ ä♥❞❡rt✳ ❈❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥
❧❛✉❢❡♥ ❛❜❡r ✐✳❆✳ ✐♥ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❆t♠♦s♣❤är❡ ❛❜ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✉♥t❡r ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦✳ ❉❛❤❡r
✐st ❡s ♣r❛①✐s♥ä❤❡r✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛♥st❛tt ●❧✳ ✸✹✳✶✶ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❢ür ❞✐❡
❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✿

dH = hAdnA +hBdnB + V dp = δQ+ δW , ✭✸✹✳✶✷✮

✇♦❜❡✐
hA = µA + TsA

❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❢ür ❞✐❡ P❤❛s❡ ❆ ✐st✳ ❉❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür hB ✐st ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞✳ ❋ür
❡✐♥❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ✉♥t❡r ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦ ✭dp = 0✮✱ ❜❡✐ ❞❡r ❡✐♥❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ∆nA ✉♠❣❡s❡t③t
✇✐r❞✱ ✐st ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣

∆H = (hA −hB)∆nA = ∆Q+∆W . ✭✸✹✳✶✸✮

❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡∆Q+∆W ✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ♦❞❡r ✈♦♥ ✐❤r ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥
✇✐r❞✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❡r ❙t♦✛ ❆ ✉♠ ∆nA ä♥❞❡rt✳ ❉✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣s✲ ❜③✇✳
❘❡❛❦t✐♦♥s❡♥t❤❛❧♣✐❡♥ hA ❜③✇✳ hB s✐♥❞ ❢ür ❙t❛♥❞❛r❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✷✼✳✷✮ t❛❜❡❧❧✐❡rt✳

●❧✳ ✸✹✳✶✸ ✐st ❢ür ❞✐❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ A → B ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ③✉ ❧❡s❡♥✿ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✈♦♥
❆ ✉♠ ∆nA ❛❜♥✐♠♠t ✭∆nA♥❡❣❛t✐✈✮✱ ❞❛♥♥ r❡s✉❧t✐❡rt ❞✐❡ ✒❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣✏ ❞✐❡s❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡

✷✵✹



✈♦♥ ❆ ✐♥ ❡✐♥❡r ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✉♠ hA∆nA✳ ❉✐❡ ♠✐t ❞❡r ❘❡❛❦t✐♦♥ ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡
✒❊r③❡✉❣✉♥❣✏ ✈♦♥ ❇ ✉♠ ∆nB = −∆nA ❧ässt ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✉♠ −hBd∆nA ❛♥✇❛❝❤s❡♥✳
❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s✲✴❊r③❡✉❣✉♥❣s♣r♦③❡ss ❤❛t s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✐♥s❣❡s❛♠t ✉♠ ∆H
❣❡ä♥❞❡rt✳ ❉✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ B → A ✐st ❞❛♥♥ ❣❡r❛❞❡
−∆H✳

❯♠ ❡✐♥❡♥ ❋❡st❦ör♣❡r ✭P❤❛s❡ ❆✮ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦ ③✉ s❝❤♠❡❧③❡♥ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t
✭P❤❛s❡ ❆✮ ③✉ ✈❡r❞❛♠♣❢❡♥✱ ♠✉ss ♠❛♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✸✹✳✶✸ ❡✐♥❡ ❞❡r ✉♠❣❡s❡t③t❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡
nA ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ hAB = hA − hB ❤❡✐ÿt ✐♠
❡rst❡♥ ❋❛❧❧ s♣❡③✐❢✐s❝❤❡ ❙❝❤♠❡❧③❡♥t❤❛❧♣✐❡ ✭❇ ✢üss✐❣❡ P❤❛s❡✮ ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ✭❇
❣❛s❢ör♠✐❣❡ P❤❛s❡✮ s♣❡③✐❢✐s❝❤❡ ❱❡r❞❛♠♣❢✉♥❣s❡♥t❤❛❧♣✐❡✳

✸✹✳✻✳ P❤❛s❡♥✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥

❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❙t♦✛❡♥ s♦❧❧ ❞✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥
③✇❡✐ ❆❣❣r❡❣❛ts③✉stä♥❞❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐ ❞❡r ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣
❞❡s ❲❛ss❡rs ✈♦♥ ❞❡r ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ✢üss✐❣❡ P❤❛s❡ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❡s P❤ä♥♦✲
♠❡♥s✱ ❞❛ss ③✇❡✐ P❤❛s❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ❜❡r❡✐ts ❛✉s ●❧✳ ✸✵✳✸✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥
❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡♠ ❉r✉❝❦ ✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞✐❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❡r❤ö❤t✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ✐s♦✲
t❤❡r♠❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❢ür p = aρ2 ✉♥❡♥❞❧✐❝❤✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❡r ▼❛t❡r✐❡③✉st❛♥❞✱
❤✐❡r ❞✐❡ ●❛s♣❤❛s❡✱ ✐♥st❛❜✐❧ ✇✐r❞ ✉♥❞ ❡✐♥ P❤❛s❡♥ü❜❡r❣❛♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ P❤❛s❡ ❛✉❢✲
tr✐tt✱ ❤✐❡r ③✉r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡✳ ❉✐❡ ✈❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✸✵✳✷✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜t s♦✇♦❤❧
❞✐❡ ✢üss✐❣❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ P❤❛s❡ ✐♥ ❛❦③❡♣t❛❜❧❡r ◆ä❤❡r✉♥❣✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✉♥t❡rs❝❤❡✐✲
❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r a✱ Vmin ✉♥❞ cp−cV ❢ür ❞✐❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❛s ●❛s ✐✳❆✳ ❡r❤❡❜❧✐❝❤✳
❋ür ●❛s❡ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ♦❜❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r Tcrit✱ ❞❡r ❦r✐✲
t✐s❝❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ❜③✇✳ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❉r✉❝❦s pcrit ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♥❡❣❛t✐✈
✇❡r❞❡♥✳ ❖❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❦r✐t✐s❝❤❡♥ P✉♥❦ts ✭Tcrit✱pcrit✮ ✐♠ T ✲p✲❩✉st❛♥❞s❞✐❛❣r❛♠♠ ❦❛♥♥
❦❡✐♥ P❤❛s❡♥ü❜❡r❣❛♥❣ ♠❡❤r st❛tt✜♥❞❡♥✳

❊s s❡✐ ♥✉♥ ❞❡r P❤❛s❡♥ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊✐s ✉♥❞ ✢üss✐❣❡♠ ❲❛ss❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❊✐s s♦❧❧
❞✐❡ P❤❛s❡ ❆ s❡✐♥ ✉♥❞ ✢üss✐❣❡s ❲❛ss❡r ❞✐❡ P❤❛s❡ ❇✳ ❉✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❇✐❧❞✉♥❣s❡♥t❤❛❧♣✐❡ hA

❢ür ❊✐s ✐st ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❢ür ✢üss✐❣❡s ❲❛ss❡r✱ ❞✳❤✳ hA < hB✳ ❉✐❡ ❙❝❤♠❡❧③❡♥t❤❛❧♣✐❡ ✐st ❞✐❡
❉✐✛❡r❡♥③ ❞✐❡s❡r ❜❡✐❞❡♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❇✐❧❞✉♥❣s❡♥t❤❛❧♣✐❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❊✐s s❝❤♠❡❧③❡♥ ✇✐❧❧✱ s♦
♠✉ss ♠❛♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✸✹✳✶✸ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞✳❤✳ ∆Q+∆W ♠✉ss ♣♦s✐t✐✈ s❡✐♥✳
❇❡✐♠ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ Pr♦③❡ss ✇✐r❞ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡ ❛❧s ❲är♠❡ ✉♥❞✴♦❞❡r ❆r❜❡✐t
♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳

◆✉♥ s♦❧❧ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡✈✐❡❧ ❞❛✈♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❧s ❆r❜❡✐t ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥
❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊♥tr♦♣✐❡ sA ✈♦♥ ❊✐s
♥✐❡❞r✐❣❡r ❛❧s ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊♥tr♦♣✐❡ sB ✈♦♥ ❲❛ss❡r ✐st✳ ❇❡✐♠ ❊rst❛rr✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣ ✇✐r❞
③✇❛r ❊♥❡r❣✐❡ ❢r❡✐✱ ❛❜❡r ❡s ♥✐♠♠t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❛❜✳ ❉❛s ❣❡❤t ♥✉r✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r
❛✉s ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡❛❜♥❛❤♠❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡ ❛♥ ❞✐❡
❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ✉♥❞ ③✇❛r ♠✐♥❞❡st❡♥s s♦ ✈✐❡❧✱ ✇✐❡ ✐♠ ❩✇❡✐♣❤❛s❡♥s②st❡♠ ❛♥
❊♥tr♦♣✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ B → A ❣❡♥❡r✐❡rt ✇✐r❞✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❊rst❛rr✉♥❣s♣r♦③❡ss ❜❡✐
❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T st❛tt✜♥❞❡t✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ hAB∆nA−T (sA−sB)∆nA

❛❧s ❆r❜❡✐t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡♥✐❣❡r ✐st ✐♠♠❡r ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡

✷✵✺



❞❡s ❩✇❡✐♣❤❛s❡♥s②st❡♠s ✉♥❞ s❡✐♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐♠♠❡r ❛♥✇❛❝❤s❡♥ ❞❛r❢✳ ❉✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t
❧ässt s✐❝❤ ❛♠ ❡❧❡❣❛♥t❡st❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●✐❜❜s✲❊♥❡r❣✐❡✿

∆G = (hAB − TsAB)∆nA ✭✸✹✳✶✹✮

♠✐t ❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ sAB = sA− sB ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✿ ❉✐❡ ❊rst❛rr✉♥❣ ❦❛♥♥ ♥✉r ❞❛♥♥
✒s♣♦♥t❛♥✏ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❞✳❤✳ ♦❤♥❡ ❱❡r❧❡t③✉♥❣ ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③❡s✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r
s♦ ♥✐❡❞r✐❣ ✐st✱ ❞❛ss hAB > TsAB ❣✐❧t✳ ◆✉r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❦❛♥♥ ❞❛s ❩✇❡✐♣❤❛s❡♥s②st❡♠ s♦
✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡❜❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❊rst❛rr✉♥❣ ❡r♥✐❡❞r✐❣t❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ❩✇❡✐♣❤❛s❡♥s②s✲
t❡♠s ❞✉r❝❤ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ❲är♠❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

■st ♥✉♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r s♦ ❤♦❝❤✱ ❞❛ss hAB < TsAB✱ s♦ ❦❛♥♥ ❞❛s ✐♥ t❤❡r✲
♠✐s❝❤❡♠ ❑♦♥t❛❦t ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ st❡❤❡♥❞❡ ❩✇❡✐♣❤❛s❡♥s②st❡♠ ❲är♠❡ ❛✉s ❞❡r ❯♠✲
❣❡❜✉♥❣ ❛❜③✐❡❤❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤♠❡❧③✈♦r❣❛♥❣ ❡✐♥❧❡✐t❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡s❡r ❡♥tr♦♣✐❡❣❡tr✐❡❜❡♥❡
❱♦r❣❛♥❣ ❦❛♥♥ ✒s♣♦♥t❛♥✏ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ❞❡♥♥ ❡r ✈❡r❧❡t③t ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦✲
❞②♥❛♠✐❦ ♥✐❝❤t✳

❉✐❡ ●✐❜❜s✲❊♥❡r❣✐❡ st❡❧❧t ❛❧s♦ ❡✐♥ ❦❧❛r❡s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❜❡r❡✐t✱ ✇❛♥♥ ❡✐♥❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❯♠✇❛♥❞✲
❧✉♥❣ s♣♦♥t❛♥ ❛❜❧ä✉❢t✱ ✇❛♥♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❤❡rrs❝❤t ✉♥❞ ✇❛♥♥ s✐❡ ❣❛r ♥✐❝❤t ❛❜❧ä✉❢t✿

∆G < 0 ❘❡❛❦t✐♦♥ ❧ä✉❢t s♣♦♥t❛♥ ❛❜

∆G = 0 ❈❤❡♠✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t

∆G > 0 ❘❡❛❦t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t ❛❜❧❛✉❢❡♥

❆✉s ●❧✳ ✸✹✳✶✹ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ✈✐❡r ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❆❜❧❛✉❢ ✈♦♥
P❤❛s❡♥ü❜❡r❣ä♥❣❡♥ ♦❞❡r ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥✿

∆G = ∆H− T∆S ∆S < 0 ∆S > 0

∆H < 0
❜❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r s♣♦♥t❛♥

✐♠♠❡r s♣♦♥t❛♥ ✭✐♥st❛❜✐❧✮
✭❡♥t❤❛❧♣✐❡❣❡tr✐❡❜❡♥✮

∆H > 0 ✉♥♠ö❣❧✐❝❤
❜❡✐ ❤♦❤❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r s♣♦♥t❛♥

✭❡♥tr♦♣✐❡❣❡tr✐❡❜❡♥✮

❉✐❡ ●✐❜❜s❡♥❡r❣✐❡

G = G(T, p, nA) = HA +HB − T (SA + SB) = hAnA +hBnB − T (sAnA + sBnB)

❡✐♥❡s ❩✇❡✐♣❤❛s❡♥s②st❡♠s ä♥❞❡rt s✐❝❤ ✭❢ür ✜①✐❡rt❡s T ✉♥❞ p✮ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤♠❡❧③✈♦r❣❛♥❣
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✐❤r❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡♥ ❣❡♠äÿ

∆G(T, p, nA) = (hAB − TsAB)∆nA = (µA − µB)∆nA . ✭✸✹✳✶✺✮

❍✐❡r s✐♥❞ hAB = hA − hB ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❙❝❤♠❡❧③❡♥t❤❛❧♣✐❡ ✉♥❞ sAB = sA − sB ❞✐❡
s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❙❝❤♠❡❧③❡♥tr♦♣✐❡✱ ✉♥❞ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡ ❢♦❧❣t ❛✉s ❡✐♥❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✸✳✺
❛✉❢ ❩✇❡✐♣❤❛s❡♥s②st❡♠❡ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦ ✉♥❞ ❦♦♥st❛♥t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ■♠ ●r❡♥③✲
❢❛❧❧ ❞❡r ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r s♣♦♥t❛♥❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❛♥ ❞❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✱ ❛❧s♦ ✐♠

✷✵✻



●r❡♥③❢❛❧❧∆G → 0✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❆✉s❞rü❝❦❡ ✐♥ ❞❡♥ r✉♥❞❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ✐♥ ●❧✳ ✸✹✳✶✺ ✈❡rs❝❤✇✐♥✲
❞❡♥✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t ③✉♠ ❡✐♥❡♥✱ ❞❛ss ✐♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❡✐♥❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡③✉♥❛❤♠❡

hAB∆nA = TsAB∆nA = ∆Q

❛❧❧❡✐♥ ❞✉r❝❤ ❩✉❢✉❤r ✈♦♥ ❲är♠❡ ✈♦❧❧③✐❡❤t✳ ❉✐❡ ❆r❜❡✐t ✐st ❤✐❡r ❛✉s ❞❡♠ ❙♣✐❡❧✳ ❋❡r♥❡r ❢♦❧❣t
❞❛ss

µA(T, p)− µB(T, p) = 0 . ✭✸✹✳✶✻✮

❲❡♥♥ ❆ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ❢❡st❡ P❤❛s❡ ✐st✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❙❝❤♠❡❧③❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ✢üss✐❣❡ P❤❛s❡ ❇ ü❜❡r✲
❣❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ s♦ ❣✐❜t ❡s ❢ür ❡✐♥❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉r✉❝❦ p ❡✐♥❡ ❣❛♥③ ❜❡st✐♠♠t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r
Tm✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ●❧✳ ✸✹✳✶✻ ❡r❢ü❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❤❡✐ÿt ❙❝❤♠❡❧③t❡♠♣❡✲
r❛t✉r✳ ❲✐r❞ s✐❡ ü❜❡rs❝❤r✐tt❡♥✱ ❣❡❤t ❆ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✐♥ ❇ ü❜❡r✱ ✇✐r❞ s✐❡ ✉♥t❡rs❝❤r✐tt❡♥✱
❡rst❛rrt P❤❛s❡ ❇ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉r P❤❛s❡ ❆✳ ❲✐❡ ❛✉s ●❧✳ ✸✹✳✶✻ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤♠❡❧③✲
t❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ Tm = Tm(p) ❞❡s ❉r✉❝❦s✳ ❉✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ p = p(Tm) ❤❡✐ÿt
❙❝❤♠❡❧③❦✉r✈❡✳ ❆✉s ❞❡♥ ❛♥❛❧♦❣❡♥ ●rü♥❞❡♥ ❣✐❜t ❡s ❢ür ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ✢üss✐✲
❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ P❤❛s❡ ❡✐♥❡ ❙✐❡❞❡❦✉r✈❡ ❛✉❢ ❞❡r ❜❡✐❞❡ P❤❛s❡♥ ❦♦❡①✐st✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❲❡♥♥ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥✱ ❢❡st✱ ✢üss✐❣ ✉♥❞ ❣❛s❢ör♠✐❣✱ ❦♦❡①✐st✐❡r❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ❞❛s
♥✉r ❛♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t st❛tt✜♥❞❡♥✱ ❞❡r ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ❑✉r✈❡♥ ❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st ❞❛s ♥✉r ❜❡✐
❡✐♥❡r ❣❛♥③ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❣❛♥③ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❉r✉❝❦ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉❛s ✐st
❞❡r ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t✳ ❉❛ ❢ür ❞❡♥ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ❦❡✐♥❡ ❋r❡✐❤❡✐t ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠❡❤r
❡①✐st✐❡rt✱ ✐st ❡r ❢ür ❞✐❡ ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rs❦❛❧❛ ❜❡s♦♥❞❡rs
❣❡❡✐❣♥❡t✳

❉❛ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ✇✐❡❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡♥ s✐♥❞✱ ❢ü❤rt ♠❛♥ ✇✐❡❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❱♦❧✉♠✐♥❛
vA ❜③✇✳ vB ❢ür ❆ ❜③✇✳ ❇ ❡✐♥✱ s♦ ❞❛ss VA + VB = vAnA + vBnB✳ ❉❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡r
❋✉♥❦t✐♦♥ ∆G(T, p, nA) ✐♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t µA = µB ✐st ❞❛♥♥

d∆G = (dhAB − TmsAB)∆nA = [−sABdTm + (vA − vB)dp]∆nA = 0 . ✭✸✹✳✶✼✮

❆✉s ❞✐❡s❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢♦❧❣t ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❞✐❡ ❈❧❛✉s✐✉s✲❈❧❛♣❡②r♦♥✲●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

dp

dTm
=

∆sAB

(vA − vB)
=

∆hAB

Tm(vA − vB)
✭✸✹✳✶✽✮

✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤♠❡❧③❦✉r✈❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❙✐❡ ✐st ❢ür ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ❢❡st✲✢üss✐❣ ✇❡✲
s❡♥t❧✐❝❤ st❡✐❧❡r ❛❧s ❢ür ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✢üss✐❣✲❣❛s❢ör♠✐❣✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❱♦❧✉♠✐♥❛
❞❡r ❢❡st❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡ ♥✉r ✇❡♥✐❣ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳

❉✐❡ ❑♦❡①✐st❡♥③❜❡r❡✐❝❤❡ ❞❡r ❢❡st❡♥✱ ✢üss✐❣❡♥ ✉♥❞ ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ P❤❛s❡ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠
♣✲❚✲❉✐❛❣r❛♠♠ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ✭❆❜❜✳ ✺✶✮✳ ❋♦❧❣t ♠❛♥ ❞❡r ❑♦❡①✐st❡♥③❣r❡♥③❡ ③✇✐s❝❤❡♥
✢üss✐❣❡r ✉♥❞ ❣❛s❢ör♠✐❣❡r P❤❛s❡ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ s♦ ❡♥❞❡t s✐❡ ❛♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥
P✉♥❦t✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät ❛♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❦ö♥♥❡♥ ❞♦rt ❡♥♦r♠❡ ❉✐❝❤✲
t❡s❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡s ▼❡❞✐✉♠ ❞❡♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t
♥ä❤❡rt✱ tr✐tt ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ s❡❤r st❛r❦❡ ▲✐❝❤tstr❡✉✉♥❣ ❛✉❢ ✭❦r✐t✐s❝❤❡ ❖♣❛❧❡s③❡♥③✮✳ ❖❜❡r❤❛❧❜
❞❡s ❦r✐t✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✈♦♥ ❡✐♥❡r ✢üss✐❣❡♥ ♦❞❡r ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ P❤❛s❡
s♣r❡❝❤❡♥✳ ❉❡r P✉♥❦t ❞❡s P❤❛s❡♥❞✐❛❣r❛♠♠s✱ ✐♥ ❞❡♠ ❛❧❧❡ ❑♦❡①✐st❡♥③❧✐♥✐❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❧❛✉✲
❢❡♥ ✐st ❞❡r❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t✳ ❍✐❡r ❦ö♥♥❡♥ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥ ✭❞✐❡ ❢❡st❡✱ ✢üss✐❣❡ ✉♥❞ ❣❛s❢ör♠✐❣❡✮
❦♦❡①✐st✐❡r❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✶✿ P❤❛s❡♥❞✐❛❣r❛♠♠✳ ❆✉❢❣❡tr❛❣❡♥ ✐st ❞❡r ❉r✉❝❦ p ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛✲
t✉r T ✳ ❙✉❜❧✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❞❡t ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❢❡st❡r ✉♥❞ ❣❛s❢ör♠✐❣❡r
P❤❛s❡ st❛tt✱ ❙❝❤♠❡❧③❡♥ ❛♥ ❞❡r ✢üss✐❣✲❢❡st❡♥ ✉♥❞ ❱❡r❞❛♠♣❢✉♥❣ ❜③✇✳ ❙✐❡❞❡♥
❛♥ ❞❡r ✢üss✐❣✲❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ ❩✇❡✐♣❤❛s❡♥❧✐♥✐❡✳ ▲❡t③t❡r❡ ❡♥❞❡t ✐♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥
P✉♥❦t ❜❡✐ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r Tcrit✳ ❆♠ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ❧✐❡❣❡♥ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥
❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✈♦r✳

✸✺✳ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

✸✺✳✶✳ ❊❧❡❦tr✐③✐tät

❉✐❡ ❚r✐❜♦❧♦❣✐❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t P❤ä♥♦♠❡♥❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❡♥❣ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❑♦♥✲
t❛❦t ❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r③✉ ❣❡❤ör❡♥ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ✭❑❛♣✳ ✶✽✳✼✳✶✮✱ ❞❛s ❍❛❢t❡♥
✭❑❛♣✳ ✶✽✳✼✳✷✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣ ✭❑❛♣✳ ✶✽✳✼✳✸✮✳ ❙✐❡ tr❡t❡♥ ♥✉r s♦ ❧❛♥❣❡ ✐♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣✱
✇✐❡ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ✐♥ ❡♥❣❡♠ ❑♦♥t❛❦t ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥✳ ❱♦r ♠❡❤r ❛❧s ✷✺✵✵ ❏❛❤r❡♥
❜❡r✐❝❤t❡t❡ ❚❤❛❧❡s ✈♦♥ ▼✐❧❡t ❥❡❞♦❝❤ ❡rst♠❛❧s✱ ❞❛ss ❛♥ ❣❡r✐❡❜❡♥❡♠ ❇❡r♥st❡✐♥ ❛✉❝❤ ♥❛❝❤
❞❡r ❚r❡♥♥✉♥❣ ❞❡s ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❦♦♥t❛❦ts ❡✐♥❡ ❢♦rt❞❛✉❡r♥❞❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✐r❞✳ ❙✐❡
ä✉ÿ❡rt s✐❝❤ ✉✳❛✳ ✐♥ ❡✐♥❡r ü❜❡r ❣r♦ÿ❡ ❉✐st❛♥③❡♥ ✇✐r❦s❛♠❡♥ ❆♥③✐❡❤✉♥❣ ❜③✇✳ ❆❜st♦ÿ✉♥❣
❛♥❞❡r❡r ●❡❣❡♥stä♥❞❡ ä✉ÿ❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ✇✉r❞❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❛❧t❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡♥ ❲♦rt
✒❊❧❡❦tr♦♥✏ ❢ür ❞❡♥ ❇❡r♥st❡✐♥ ❛❧s ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡t♦♥❡♥ ✇✐❧❧✱ ❞❛ss
s✐❡ ❞✉r❝❤ ❘❡✐❜✉♥❣ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇✉r❞❡✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❘❡✐❜✉♥❣s❡❧❡❦tr✐③✐tät ❜③✇✳
❚r✐❜♦❡❧❡❦tr✐③✐tät✳

❘❡✐❜t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ▲✉❢t❜❛❧❧♦♥ ❛♥ ❞❡r ❑❧❡✐❞✉♥❣ ♦❞❡r ❡✐♥❡♥ ●❧❛s✲ ♦❞❡r ❑✉♥stst♦✛st❛❜ ❛♥ ❡✐✲
♥❡♠ ❙tü❝❦ ❋❡❧❧✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♥ s♦ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ❲✐r❦✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❣r♦ÿ❡
❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥ ❛✉s❧ös❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❍✐♥s✐❝❤t ä❤♥❡❧t ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ❥❡❞♦❝❤
tr❡t❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛♥③✐❡❤❡♥❞❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❛❜st♦ÿ❡♥❞❡ ❲✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢✳ ●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ●❧❛sst❛❜ ❛✉s✱ ❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❡❧❧ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt ✇✉r❞❡✱ s♦ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr✐③✐tät
❛❧❧❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ❞❛♥❛❝❤ ❡✐♥t❡✐❧❡♥✱ ♦❜ s✐❡ ✈♦♠ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ●❧❛sst❛❜
❛❜❣❡st♦ÿ❡♥ ♦❞❡r ❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❞❡r ❡rst❡♥ ●r✉♣♣❡ ✇✐r❞ ❛❧s ♣♦s✐✲
t✐✈ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❛❧s ♥❡❣❛t✐✈ ❦❧❛ss✐✜③✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❣❡❤t ❛✉❢ ❇❡♥❥❛♠✐♥
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❉❡r P❤②s✐❦❡r ❋r❛♥❦❧✐♥
✭✶✼✵✻✲✶✼✾✵✮ ❢ü❤rt❡ ❞✐❡
❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ✒♣♦s✐t✐✈❡
❊❧❡❦tr✐③✐tät✏ ✉♥❞ ✒♥❡❣❛t✐✈❡
❊❧❡❦tr✐③✐tät✏ ❡✐♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✷✿ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❋r❛♥❦❧✐♥ ❛✉❢ ❞❡r ✶✵✵✲❉♦❧❧❛r✲◆♦t❡

❉✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ❣❡③❡✐❣t❡♥
❊❧❡❦tr♦♠❡t❡rs s✐♥❞ ❡✐♥ ✉♥❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡r ▼❡✲
t❛❧❧st❛❜✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡
❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❣❡❤❛❧t❡rt ✐st✳ ❉❛r❛♥ ✐st ❡✐♥
❦❧❡✐♥❡r ▼❡t❛❧❧③❡✐❣❡r ❞r❡❤❜❛r ❜❡❢❡st✐❣t✱ ❞❡s✲
s❡♥ ❆✉ss❝❤❧❛❣ ♠❛♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❙❦❛❧❛ ❛❜❧❡✲
s❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♥ s❡✐♥❡♠ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❤ä♥❣t ❞❡r ❩❡✐❣❡r ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❙❝❤✇❡r❦r❛❢t ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥✳ ❉❛s ❡♥ts♣r✐❝❤t
❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ♥✉❧❧ ❛✉❢ ❞❡r ❙❦❛❧❛✳ ◆❛❝❤
❊❧❡❦tr✐s✐❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡r ❆✉s✲
s❝❤❧❛❣ ❛♥❣❡③❡✐❣t✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✸✿ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣

❋r❛♥❦❧✐♥ ✭❆❜❜✳ ✺✷✮ ③✉rü❝❦✳✷✾

❊✐♥✐❣❡ ❆s♣❡❦t❡ ❞❡r ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ■♥str✉♠❡♥t ✉♥t❡r✲
s✉❝❤❡♥✱ ❞❡♠ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣✳ ❆❜❜✳ ✺✸ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❞❡r ✈✐❡❧❢ä❧t✐❣❡♥ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❧✐s✐❡✲
r✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✳ ❉❛s ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ s♣✐❡❧t ❢ür ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❆✉❢❦❧är✉♥❣ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r
P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❡✐♥❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✇✐❡ ❚❤❡r♠♦s❦♦♣❡ ❢ür ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣
t❤❡r♠✐s❝❤❡r P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✷✻✳✶✮✳

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡s ❖❜❥❡❦t✱ ③✳❇✳ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡r ❙t❛❜✱ ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ♥ä✲

✷✾❇❡♥❥❛♠✐♥ ❋r❛♥❦❧✐♥ s❡t③t❡ s✐❝❤ ❢ür ❉❡♠♦❦r❛t✐❡✱ ❇ür❣❡r❢r❡✐❤❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♠❡r✐❦❛♥✐s❝❤❡ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣✲
❦❡✐ts❜❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥✳ ❆❧s ❋r❡✐❣❡✐st ✉♥❞ ❋r❡✐♠❛✉r❡r ✇❛r ❡r ❡✐♥ ❱♦r❦ä♠♣❢❡r ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❙❦❧❛✈❡r❡✐ ✉♥❞
r❡❧✐❣✐ös❡ ■♥t♦❧❡r❛♥③✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❊r✜♥❞✉♥❣ ❞❡s ❇❧✐t③❛❜❧❡✐t❡rs ✉♥❞ s❡✐♥❡ ■♥✐t✐❛t✐✈❡ ③✉r ●rü♥❞✉♥❣ ❞❡r
❢r❡✐✇✐❧❧✐❣❡♥ ❋❡✉❡r✇❡❤r ✈❡r❜❛♥♥t❡ ❡r ❞✐❡ ❇r❛♥❞❣❡❢❛❤r ❛✉s ❞❡♥ ❙tä❞t❡♥✳ ❉❡r ❡rst❡✱ ❞❡r ③✇❡✐ ▲❛❞✉♥❣s✲
❛rt❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ✇❛r ❈❤❛r❧❡s ❞✉ ❋❛② ✭✶✼✸✸✮✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❡✐♥❡s ❣❡r✐❡❜❡♥❡♥ ●❧❛sst❛❜s ♥❛♥♥t❡ ❡r
é❧❡❝tr✐❝✐té ✈✐tr❡✉s❡ ✭●❧❛s❡❧❡❦tr✐③✐tät✮✳
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❤❡rt✱ s❝❤❧ä❣t ❞❡r ❩❡✐❣❡r ❛✉s✳ ❊♥t❢❡r♥t ♠❛♥ ❡s ✇✐❡❞❡r✱ ❞❛♥♥ ❣❡❤t ❛✉❝❤ ❞❡r ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣
✇✐❡❞❡r ❛✉❢ ♥✉❧❧ ③✉rü❝❦✳ ❉✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ❞❡♠♦♥str✐❡rt ❛✉❣❡♥❢ä❧❧✐❣✱ ❞❛ss ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲✉❢t ❤✐♥❞✉r❝❤ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✇✐r❦s❛♠ s❡✐♥ ❦ö♥♥❡♥✱
❞✳❤✳ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❘❡✐❝❤✇❡✐t❡ ✈❡r❢ü❣❡♥✳ ❋❡r♥❡r ③❡✐❣t ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❛❜❡r ❛✉❝❤✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞✐❡s❡r ❧❛♥❣r❡✐❝❤✇❡✐t✐❣❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❛❜♥✐♠♠t✳ ❲❡✐✲
t❡r❡ ❉❡t❛✐❧s s♦❧❧❡♥ ❡rst s♣ät❡r ✇❡✐t❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ♥ä❝❤st❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ s♦❧❧ ❡s
❛❜❡r ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ✉♠ ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡r ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ③✉✲
rü❝❦❜❧❡✐❜t✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❞❡r ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❣❡❢ü❤rt❡ ▼❡t❛❧❧st❛❜ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ❙t❛❜
❜❡rü❤rt ✇✐r❞✳ ❊r ❜❧❡✐❜t ❜❡st❡❤❡♥✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ❙t❛❜ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ s♦
✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t✱ ❞❛ss ❦❡✐♥❡ ✈♦♥ ✐❤♠ ❤❡rrü❤r❡♥❞❡♥ ❡♥t❢❡r♥✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❲✐r❦✉♥❣❡♥ ♠❡❤r
❢❡stst❡❧❧❜❛r s✐♥❞✳ ❉❡r ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❦❛♥♥ ✐♠ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s③❡✐tr❛✉♠ ✈♦♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❙t✉♥✲
❞❡ s❝❤❡✐♥❜❛r ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜❡♥✳ ▼✐t ❡✐♥❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥❛❝❤✇❡✐s❡♥✱
❞❛ss ✈♦♠ ❡rst❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✱
✇✐❡ ❞✉r❝❤ ❥❡❞❡s ❛♥❞❡r❡ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡ ❖❜❥❡❦t✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❇❡rü❤r✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt❡♥ ❖❜❥❡❦t s❡❧❜st ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt ✇✐r❞✳

✸✺✳✷✳ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

❆♥ ❡✐♥❡r ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ■♥❞✐❦❛t♦r❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❧❡s❡♥✱ ❞❛ss ❊❧❡❦tr✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥ ❡♥❡r❣❡t✐✲
s❝❤❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ✐st✿ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt ✇✐r❞✱ s❡t③t s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❞❡r ❩❡✐❣❡r ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✭❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✮✱ ❞❛❜❡✐ ä♥❞❡rt s❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r
❙❝❤✇❡r❡✱ ♦s③✐❧❧✐❡rt ✉♥❞ ❦♦♠♠t ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ③✉r ❘✉❤❡ ✭❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✮✳ ❊s ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ❦❡✐♥
❩✇❡✐❢❡❧ ❞❛r❛♥ ❜❡st❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U ❞❡s ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣s ❞✉r❝❤ ❞❛s ❊❧❡❦✲
tr✐s✐❡r❡♥ ③✉❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✳ ▼❛♥ ❤❛t ❡s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♥❡✉❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ③✉
t✉♥✱ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✳ ▼❛♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✐❤♥ ✐♥ ❞❡r ❜❡✇ä❤rt❡♥ ❲❡✐s❡ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❞❛③✉ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊rst❡r❡ ✇✐r❞ ❛❧s
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ q ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❧❡t③t❡r❡ ✭❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ µ✮
❛❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t t❤❡r♠✐s❝❤❡r✱
❡❧❛st✐s❝❤❡r✱ ❝❤❡♠✐s❝❤❡r ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❦♦♥③✐♣✐❡rt✱ s♦ ❤ätt❡ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r
❊♥❡r❣✐❡ U = U(S, V, n1, n2, . . . , q1, q2, . . .) ❞✐❡ ❋♦r♠

dU = T dS − p dV +
∑

µini +
∑

ϕi dqi ✭✸✺✳✶✮

♠✐t ❞❡♠ ♥❡✉❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ϕi dqi ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r i−t❡♥ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❙t♦✛s♣❡③✐❡s✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡r ❡✐♥③✐❣❡♥ ▲❛❞✉♥❣ss♣❡③✐❡s ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❉r✉❝❦ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✐st ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ●✐❜❜s❡♥❡r❣✐❡ ❣❡r❛❞❡

dG = ϕdq

♠✐t ❞❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧

ϕ =
∂G
∂q

. ✭✸✺✳✷✮

✷✶✵



✸✺✳✸✳ ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣

❉❛s ③❡♥tr❛❧❡ ❆①✐♦♠ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❤❛t ❢ür ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐❦ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❜❡✲
❞❡✉t❡♥❞❡♥ ❘❛♥❣ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦✳

❆①✐♦♠ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣
❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥
❙②st❡♠ ❧❛✉❢❡♥ ❛❧❧❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡ s♦ ❛❜✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳

❚r♦t③ ❞❡r ❣❡✇❛❧t✐❣❡♥ ❩❛❤❧ ❛♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr✐③✐tät
❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✱ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ♥❛❝❤ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡♠ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❞❡r Prü❢✉♥❣ ❤❛t s✐❝❤ ♥✐❡ ❡✐♥
❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣
♠✐t ❞❡r ▼❛ss❡ ✭✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❡r❤❛❧t❡♥✮ ✉♥❞ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✭❡r❤❛❧t❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t
✐♥✈❛r✐❛♥t✮✱ s♦ s✐♥❞ ❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ str❡♥❣❡r✿ ❙✐❡ ✐st s♦✇♦❤❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧s
❛✉❝❤ ❡r❤❛❧t❡♥✦

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ■♠♣✉❧s❡ ③✇❡✐❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛♠ ❆♥❢❛♥❣ ❛♠ ❆♥❢❛♥❣ ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r✲
❦✉♥❣ ♥✉❧❧ ✇❛r✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡ ❛♠ ❊♥❞❡ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤✱ ❤❛❜❡♥ ❛❜❡r ❡♥t❣❡✲
❣❡♥❣❡s❡t③t❡s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✳ ●❡♥❛✉s♦ ✈❡r❤ä❧t ❡s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ▲❛❞✉♥❣✿ ❲❡♥♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ③✇❡✐
❚❡✐❧s②st❡♠❡ ♠✐t ❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ qA ✉♥❞ qB s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ❜❡s✐t③t ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ● ✇❡✲
❣❡♥ ❞❡r ❆❞❞✐t✐✈✐tät✱ ❞✐❡ ❥❡❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡ ③✉❦♦♠♠t✱ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ qG = qA + qB✳
❲❡♥♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r Pr♦③❡ss st❛tt✜♥❞❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞✐❡
▲❛❞✉♥❣❡♥ q̃A ✉♥❞ q̃B ❜❡s✐t③❡♥✱ s♦ ✈❡r❧❛♥❣t ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣✿

qA + qB = qG = q̃A + q̃B ✭✸✺✳✸✮

❉❛s ❆①✐♦♠ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ✐st ✇❡✐tr❡✐❝❤❡♥❞✿ ❊❣❛❧ ❛✉s ✇✐❡✈✐❡❧ ❊✐♥③❡❧t❡✐❧❡♥ ❡✐♥ ❛❜✲
❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ Pr♦③❡ss ❜❡st❡❤t ✉♥❞ ✈ö❧❧✐❣ ❡❣❛❧✱ ♦❜ ✐♠ Pr♦③❡ss
♥❡✉❡ ❚❡✐❧❡ ❣❡♥❡r✐❡rt ♦❞❡r ✈❡r♥✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✿ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛❧❧❡r
✈♦r ❞❡♠ Pr♦③❡ss ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❚❡✐❧❡ ❜✐❧❞❡t ✉♥❞ ❥❡♥❡ ❛❧❧❡r ❚❡✐❧❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ Pr♦③❡ss✱ ❞❛♥♥ ✐st
❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❣❧❡✐❝❤✳ ❙♦ ✇❡✐t ✐st ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ä❤♥❧✐❝❤ ③✉r ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣✳ ❋ü❤rt
♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ❙✬ ❛✉s✱ ❞❛s s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t v ❜❡✇❡❣t✱ s♦ ✐st ✐♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉♠ ■♠♣✉❧s ✇❡❣❡♥ ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣
qA = q′A ✉s✇✳✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ✕ ❡❣❛❧ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ♠❛♥
s✐❡ ♠✐sst✳

▼❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❖❜❥❡❦t❡ tr❛❣❡♥ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ q = 0✱ ❞✳❤✳ s✐❡ ❜❡❣❡❣♥❡♥ ✉♥s
✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ③✉♥ä❝❤st ❛❧s ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡ ❖❜❥❡❦t❡✳ ❲✉r❞❡ ❡✐♥ ③✉✈♦r ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡s ❖❜❥❡❦t
❡❧❡❦tr✐s✐❡rt✱ s❛❣t ♠❛♥ ❛✉❝❤✱ ❞❛ss ❡s ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❣❡❧❛❞❡♥ ✐st✳ ❲❡r❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥
❛✉s ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡r ▼❛t❡r✐❡ ✒❣❡♥❡r✐❡rt✏✱ s♦ ♠✉ss ❜❡✐ ❞❡r ❊❧❡❦tr✐s✐❡r✉♥❣ st❡ts ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧
♣♦s✐t✐✈❡ ✇✐❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ ❡♥tst❡❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞❡r Pr♦③❡ss ❞❡r ✒▲❛❞✉♥❣s❡r③❡✉❣✉♥❣✏ ✐st
❧❡t③t❡♥❞❧✐❝❤ ✐♠♠❡r ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣str❡♥♥✉♥❣✳

❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ s❡✐ ❆ ❡✐♥ ③✉♥ä❝❤st ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡s ❙tü❝❦ ❋❡❧❧ ✉♥❞ ❇ ❡✐♥ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡r ●❧❛s✲
st❛❜✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ●❡s❛♠t❧❛❞✉♥❣✱ ✐st ❛♥❢❛♥❣s qA + qB = q = 0✱
✇❡✐❧ s✐❝❤ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡♥ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ qA = qB = 0 ❜❡✜♥❞❡t✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡
❜❡✐❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❣❡❜r❛❝❤t ❤❛t✱ ❤❛t ❞❡r ●❧❛sst❛❜ ✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡r tr✐❜♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

✷✶✶



❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ q̃A = +q0✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ♠✉ss ❛✉❢ ❞❡♠ ❋❡❧❧
❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ▲❛❞✉♥❣ q̃B = −q0 s❡✐♥✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❛✉❢ ❞✐❡ Pr♦❜❡ st❡❧❧❡♥✿ ❆✉❢ ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ st❡❝❦t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥
▼❡t❛❧❧❜❡❝❤❡r ❛✉❢✳ ▼❛♥ ♥✐♠♠t ❡✐♥❡♥ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ●❧❛sst❛❜ ✉♥❞ ❡✐♥ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡s ❋❡❧❧ ✉♥❞
❡❧❡❦tr✐s✐❡rt s✐❡✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ s✐❡ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❜r✐♥❣t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ st❡❝❦t ♠❛♥ ❜❡✐❞❡ ❖❜❥❡❦t❡
✐♥ ❞❡♥ ❇❡❝❤❡r✳ ❉❡r ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❜❧❡✐❜t ♥✉❧❧✱ ❞❡♥♥ ♦❜✇♦❤❧ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❊❧❡❦tr✐s✐❡r❡♥ ▲❛✲
❞✉♥❣❡♥ ❣❡tr❡♥♥t ✇✉r❞❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ✐♠ ❇❡❝❤❡r st❡❝❦❡♥❞❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❣❡tr❡♥♥t❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥
♥✉❧❧✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ●❧❛sst❛❜ ❤❡r❛✉s③✐❡❤t ✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ q0
❡♥t❢❡r♥t✱ s❝❤❧ä❣t ❞❡r ❩❡✐❣❡r ❞❡s ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲❡rt ❛✉s✱ ✇❡✐❧ ❞❛s
❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ −q0 ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt ✇✐r❞✳ ❙t❡❝❦t ♠❛♥
❞❡♥ ❙t❛❜ ✇✐❡❞❡r ③✉rü❝❦✱ ❣❡❤t ❞❡r ❆✉ss❝❤❧❛❣ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢ ♥✉❧❧ ③✉rü❝❦✳ ◆✉♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❥❛
❛✉❝❤ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❞❛s ❋❡❧❧ ❤❡r❛✉s③✐❡❤❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡ ❞❛r❛♥ ❤❛❢t❡♥❞❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
▲❛❞✉♥❣✳ ❉❛s ❢ü❤rt ✇✐❡❞❡r ③✉ ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣✳ ❉❡r ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ P✉♥❦t
✐st ♥✉♥✱ ❞❛ss ❜❡✐❞❡ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧ä❣❡ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞
♣❡r❢❡❦t ❞✉r❝❤❢ü❤rt✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ st❡❧❧t ❢❡st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧ä❣❡ ❢ür ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✇✐❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ s✐♥❞✳

❆✉s ❞✐❡s❡♠ ❘❡s✉❧t❛t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❊✐♥s✐❝❤t ③✉r ❢✉♥❦t✐♦♥❛❧❡♥
❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s P♦t❡♥t✐❛❧s ✈♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ❣❡✇✐♥♥❡♥✿ ❩✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣✱
❛✉❢ ❞❡♠ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ s✐t③t ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❡✐♥❡ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣
❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ s✐t③t✱ ❧ässt s✐❝❤ ❦❡✐♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❢❡stst❡❧❧❡♥✿ ❙✐❡ ✇❡✐s❡♥
❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧ä❣❡ ❛✉❢✳ ❉❛s ❧❡❣t ❞❡♥ ❙❝❤❧✉ss ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛✉❢ ✐❤♥❡♥
❞❡♣♦♥✐❡rt❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ ✐st✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡♠ ♣♦s✐t✐✈
❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ✉♠ dq ✈❡rä♥❞❡rt ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ♥❡❣❛t✐✈
❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ✉♠ −dq✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ dG+ ❜③✇✳ dG− ❛✉❢
❜❡✐❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡♥ ❣❧❡✐❝❤✳ ❆✉s

dG+ = ϕ(q)dq = dG− = ϕ(−q)(−dq)

❢♦❧❣t ❞❛♥♥✱ ❞❛ss ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❡ ✉♥❣❡r❛❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ✐st✱ ❞✳❤✳

ϕ(q) = −ϕ(−q) . ✭✸✺✳✹✮

❋❡r♥❡r ③❡✐❣t ❡✐♥❡ Prü❢✉♥❣✱ ❞❛ss ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❉r✉❝❦ ✉♥❞
❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ = ϕ(q) ❛❧❧❡✐♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r
▲❛❞✉♥❣ ✐st✳

✸✺✳✹✳ ❚❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥

✸✺✳✹✳✶✳ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈♦r❣❛❜❡ ❢ür ❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt

❲❡♥♥ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❜❡st❡❤t✱ s♦ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

dG = ϕAdqA + ϕBdqB

✷✶✷



✉♥❞ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ♠✉ss ♥♦❝❤ ❣❡❧t❡♥

dqA = −dqB .

❉❛ ❢ür s♣♦♥t❛♥ ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡ Pr♦③❡ss❡ dG < 0 s❡✐♥ ♠✉ss✱ ✐st ❞✐❡ ❆❜❣❛❜❡ ❡✐♥❡r ♣♦s✐t✐✈❡♥
▲❛❞✉♥❣ dqA ❛♥ ❞❛s ❚❡✐❧s②st❡♠ ❇ ♥✉r ❞❛♥♥ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ϕA ❤ö❤❡r ✐st ❛❧s
ϕB✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❛❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣

U = UAB = ϕA − ϕB ✭✸✺✳✺✮

❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ♣♦s✐t✐✈ ✐st✳ ❉✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ♣♦s✐t✐✈❡
▲❛❞✉♥❣❡♥ ♥✉r ✈♦♠ ❤ö❤❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ③✉♠ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ❛❜❣❡s❝❤♦❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥✲
♥❡♥ ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ♥✉r ✈♦♠ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ③✉♠ ❤ö❤❡r❡♥✱ ✐st ❛❧s♦ ❧❡t③t❡♥❞s
❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❣❡s❝❤✉❧❞❡t✱ ❞❡r ❦❡✐♥❡ ❊♥tr♦♣✐❡❡r♥✐❡❞r✐❣✉♥❣
❞✉❧❞❡t✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞r❡✐ ❙②st❡♠❡ ♠✐t ❞❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡♥ ϕA > ϕB > ϕC ✈♦r❧✐❡❣❡♥ ❤❛t ✉♥❞ ❡✐♥❡
♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ dq ✈♦♥ ❆ ♥❛❝❤ ❇ ♥❛❝❤ ❈ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt ✇✐r❞✱ s♦ ✇✐r❞ ✐♠ ❡rst❡♥ ❙❝❤r✐tt
❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ dGAB = UABdq ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤r✐tt ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ dGBC = UBCdq ✉♥❞ s♦♠✐t ✐♥s❣❡s❛♠t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ dGAC = dGAB + dGBC ✳ ❉❛s ✐st
❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♠✐t ❞❡r ❋❡stst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛❞❞✐❡r❡♥✿

UAC = UAB + UBC .

✸✺✳✹✳✷✳ P♦t❡♥t✐❛❧❛✉s❣❧❡✐❝❤

■♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✐st dG = 0 ✉♥❞ s♦♠✐t

ϕA = ϕB . ✭✸✺✳✻✮

❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❧❛✉❢❡♥ ❞❡♠♥❛❝❤ s♦ ❧❛♥❣❡ ❛❜✱ ❜✐s ❡✐♥ P♦t❡♥t✐❛❧❛✉s❣❧❡✐❝❤
❡rr❡✐❝❤t ✐st ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ③✇✐s❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❛✉❢ ♥✉❧❧ ❣❡❢❛❧❧❡♥ ✐st✳

■♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t s✐♥❞ ❛❧❧❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❑ör♣❡r
❛✉❢ ❣❧❡✐❝❤❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❆ ✉♥❞ ❇ s❡✐❡♥ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤ ❛✉❢❣❡❜❛✉t❡ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡✳ ❩✉ ❆♥❢❛♥❣ s❡✐ ❇ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥
✭❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ♥✉❧❧✮✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❛✉❢ ❆ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ q0 ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞✱
✇❛s ❡✐♥❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❤❡r✈♦rr✉❢t✳ ❇r✐♥❣t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡
♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❑♦♥t❛❦t✱ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ❛♥ ❞❡r ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡s ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣s ✈♦♥
❆ ✉♥❞ ❞❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡s ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣s ✈♦♥ ❇✱ ❞❛ss ❞❛ss ❡✐♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡r
Pr♦③❡ss ❛❜❧ä✉❢t✳ ❆♠ ❊♥❞❡ ✇✐r❞ ❞❡r ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❜❡✐❞❡r ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡ ❣❧❡✐❝❤ ❤♦❝❤
s❡✐♥✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ●❡rät❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❥❡✇❡✐❧s
q0/2✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✜♥❞❡t s♦✇✐❡ ❞❛ss ❜❡✐❞❡ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡
❣❧❡✐❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛❜❡♥✳ ❇❡✐❞❡ ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡r ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞✳

✷✶✸



❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ●✐❜❜s✲❊♥❡r❣✐❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ Pr♦③❡ss ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s
❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ✈♦r ❞❡♠ Pr♦③❡ss✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❆r❜❡✐t ✉♥❞✴♦❞❡r
❲är♠❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❉r✉❝❦
✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t s✐♥❞✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❙②st❡♠✐♥♥❡r❡♥ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✱ ✇✐r❞ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❛❦t
✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❲är♠❡ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❣❡❢ü❤rt✳

❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆✉❢♥❛❤♠❡ ❜③✇✳ ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❚❡✐❧s②st❡♠
❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ✇❡✐t❡♥ ●r❡♥③❡♥ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❡♥✿ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❛✉s❣❧❡✐❝❤ s❡❤r r❛s❝❤
❛❜❧❛✉❢❡♥ ❧❛ss❡♥ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❡①tr❡♠ ❧❛♥❣s❛♠✳ ❊s ✐st s♦❣❛r ♥❛❤❡③✉ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✐❤♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤
♥❛❤❡③✉ ③✉ ❜❧♦❝❦✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳ s♦ ✇❡✐t ❤✐♥❛✉s③ö❣❡r♥✱ ❞❛ss ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❇❡✲
♦❜❛❝❤t✉♥❣s③❡✐t s♦❣❛r ❦❡✐♥❡ P♦t❡♥t✐❛❧ä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✐r❞✳ ❉❛♥♥ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ■s♦❧❛t✐♦♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❣❡❧❛❞❡♥❡s ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦♥ ▲✉❢t ✉♠✲
❣❡❜❡♥ ✐st✱ s♦ ✐st ❡s ❤❡r✈♦rr❛❣❡♥❞ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡♥ ▲❛❞✉♥❣s✈❡r❧✉st ✐s♦❧✐❡rt ✉♥❞ ❦❛♥♥ s♦♠✐t ❛✉❝❤
♥✐❝❤ts ✈♦♥ s❡✐♥❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡❜❡♥✳

▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❑♦♥t❛❦t ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❑ör♣❡r♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ U 6= 0 s♦
❤❡rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss U s❡❤r r❛s❝❤ ❛✉❢ ♥✉❧❧ ❢ä❧❧t✳ ❉❛s ❣❡s❝❤✐❡❤t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥ ♠❡t❛❧✲
❧✐s❝❤❡r ❑♦♥t❛❦t ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❤ä♥❣t ✉✳❆✳ ✈♦♥ ❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❞❡s ▼❡❞✐✉♠s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛❜✳ ◆ä❤❡r❡ ❊✐♥③❡❧❤❡✐t❡♥ ③✉♠
▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉ ❞❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❆s♣❡❦t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❚❡✐❧ ✸✺✳✼✳✹ ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❚❡✐❧ s♦❧❧ ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦st❛t✐❦ ✐♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ st❡❤❡♥✳

■♥t❡r❡ss❛♥t ✐st ♥♦❝❤ ❞❡r ❋❛❧❧✱ ✇♦ s✐❝❤ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ❛✉❢ ③✇❡✐ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❡✐♥❡
❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ▲❛❞✉♥❣ qA = −qB ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡♥ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥s ❜❡✜♥❞❡t✳
❉✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧s s✐♥❞ ❞❛♥♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❧❡✐❝❤✱ ❞✳❤✳ ϕA = −ϕB✱ ✉♥❞ ❜❡✐❞❡ ■♥str✉♠❡♥t❡
③❡✐❣❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❛♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡ s✐♥❞ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❧❡✐❝❤✿
ϕA = −ϕB✳ ▲ässt ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❛❦t ❡✐♥❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤
✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ③✉✱ s♦ ❢ä❧❧t ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛✉❢ ♥✉❧❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥ s✐❝❤
❞❛❜❡✐ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉ ♥✉❧❧✳ ❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t
❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡r♥ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✇❛r✱ ✒✈❡r♣✉✛t✏ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ Pr♦③❡ss ✈♦❧❧✲
stä♥❞✐❣✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ③✳❇✳ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❧s ❲är♠❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ■♠ ❊①tr❡♠❢❛❧❧ ❦ö♥♥❡♥
❞✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ③✉ ❲är♠❡ ③❡rstr❛❤❧❡♥✳

✸✺✳✹✳✸✳ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❍❡✐③✉♥❣

■♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❍❡✐③✉♥❣✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♠ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r✱ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡
✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐❝❤t✿

dU = T dS + ϕ+ dq+ + ϕ−dq− = T dS + Udq+ = 0 . ✭✸✺✳✼✮

❇❡✐♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❯♠s❛t③ ❡✐♥❡r ♣♦s✐t✐✈❡♥ ▲❛❞✉♥❣ dq+ ❛✉❢ ❞❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ+ ♠✐t ❡✐♥❡r
♥❡❣❛t✐✈❡♥ ▲❛❞✉♥❣ dq− = −dq+ ❛✉❢ ❞❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ− ③✉r ▲❛❞✉♥❣ ♥✉❧❧ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t
❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ Udq+ ❞✉r❝❤ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✭dq+ ♥✐♠♠t ❞❛❜❡✐ ❛✉❢
♥✉❧❧ ❛❜✮ ✉♥❞ ❡r❤ö❤t ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠ TdS✳ ❉❛ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡ ♠♦♥♦t♦♥
st❡✐❣❡♥❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐st✱ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡③✉♥❛❤♠❡ ③✉❣❧❡✐❝❤

✷✶✹



❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡rs✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r✱ ❞❡r ❜❡✐❞s❡✐t✐❣ ❛♥ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣sq✉❡❧❧❡ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✐st✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✒✈❡r❜r❛✉❝❤t❡✏
♣♦s✐t✐✈❡ ❜③✇✳ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞ ♥❛❝❤❣❡❧✐❡❢❡rt✱ s♦ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r
♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ❯♠s❡t③✉♥❣
❣❡s❝❤✐❡❤t ✐♥ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❞❡r ❘❡❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r q✉❛s✐✲❧♦❦❛❧✳ ❉❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡ ❱♦r❣❛♥❣✱ ❞❛ss ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r
❛❜♥✐♠♠t ✉♥❞ ❞❛❢ür ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♣r♦❞✉③✐❡rt ✇✐r❞✱ ❛❧s♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛✲
❞✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③
❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳

✸✺✳✹✳✹✳ ❚❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥t❡

➘❤♥❧✐❝❤ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ✐s♦t❤❡r♠❡ ❲är♠❡③✉❢✉❤r ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❡✐♥❡ ❉r✉❝❦❡r❤ö❤✉♥❣ ❜❡✇✐r❦❡♥
✉♥❞ ❞❛♠✐t ❆r❜❡✐t ❣❡✇✐♥♥❡♥ ❦❛♥♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱
❞✉r❝❤ ❲är♠❡③✉❢✉❤r ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣str❡♥♥✉♥❣ ❜❡✇✐r❦❡♥✳

✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✳ ❉✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ❤❡✐ÿt P②r♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ✉♥❞
❦❛♥♥ ③✉r ❊r③❡✉❣✉♥❣ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ❲är♠❡③✉❢✉❤r ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ P②r♦✲
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙❡♥s♦r❡♥ ✜♥❞❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❜❡✐ ❇❡✇❡❣✉♥❣s♠❡❧❞❡r♥✳
▼✐t ❞✐❡s❡♠ P❤ä♥♦♠❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ✇❡❣❡♥ ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③❡s ❣❡♥❛✉s♦✇❡♥✐❣ ✇✐❡
✐♥ ❲är♠❡❦r❛❢t♠❛s❝❤✐♥❡♥ ❡✐♥❡ ❢♦rt❞❛✉❡r♥❞❡ ❜③✇✳ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❲är♠❡
✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜③✇✳ ❆r❜❡✐t ❡r③✐❡❧❡♥✳ ❉❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P❡♥❞❛♥t ③✉ ❞❡♥ ❲är♠❡❦r❛❢t✲
♠❛s❝❤✐♥❡♥✱ ✭❑❛♣✳ ✸✷✮ s✐♥❞ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●❡♥❡r❛t♦r❡♥✳ ▼✐t ✐❤♥❡♥ ❦❛♥♥
❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉s ❲är♠❡❡♥❡r❣✐❡ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❲är♠❡ ❛✉s
❡✐♥❡♠ ❘❡s❡r✈♦✐r ❆ ♠✐t ❤ö❤❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA s♦ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ❛♥ ❡✐♥ ❘❡s❡r✈♦✐r ❇
❜❡✐ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❑r❡✐s♣r♦③❡ss st❛tt✜♥❞❡t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❦❡✐♥❡
❊♥tr♦♣✐❡ ✐♠ ●❡♥❡r❛t♦r ✈❡r❜❧❡✐❜t✳ ❊✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛❢ür ✐st ❡✐♥ ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥t✳
❊s ❜❡st❡❤t ❛✉s ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❡♥❣❡♠
❑♦♥t❛❦t s✐♥❞✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs❝❤✇❡✐ÿt s✐♥❞✳ ❍ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❑♦♥t❛❦tst❡❧❧❡
❆ ❛✉❢ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❛✉❢ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r TB✱ s♦ tr✐tt ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❊♥❞❡♥ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛✉❢ ✭❚❤❡r♠♦s♣❛♥♥✉♥❣✱ ❙❡❡❜❡❝❦✲❊✛❡❦t✮ ✉♥❞ ♠❛♥ ❦❛♥♥
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡♥t♥❡❤♠❡♥✳ ❩✉❣❧❡✐❝❤ ✇✐r❞ ❲är♠❡ ✈♦♠ ❇❛❞ ♠✐t ❤ö❤❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r
③✉♠ ❇❛❞ ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r tr❛♥s♣♦rt✐❡rt✳ ❉❛ ❞✐❡ ❲är♠❡❜ä❞❡r ❛✉s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥
●rü♥❞❡♥ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✱ s✐♥❞ s✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤ ♥✉r s❝❤❧❡❝❤t ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✐s♦❧✐❡rt✳
❉❛❤❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞❡ t❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❡r
❈❛r♥♦t✬s❝❤❡ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ✉♥t❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳
■♥ ❞❡r ❘❛✉♠❢❛❤rt ✇✐r❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❢ür ❙♦♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜
❞❡s ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠s ♦♣❡r✐❡r❡♥✱ ❞✉r❝❤ t❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❡r③❡✉❣t✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥
❞✐❡ ❤ö❤❡r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ❡✐♥❡s r❛❞✐♦❛❦t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠s ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞✳

❋ü❤rt ♠❛♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❡✐♥❡♠ t❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●❡♥❡r❛t♦r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉✱ s♦
❦❛♥♥ ❲är♠❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡r❡s❡r✈♦✐r ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛♥ ❡✐♥❡s ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r tr❛♥s♣♦rt✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✳❤✳ ❡r ❛r❜❡✐t❡t ❛❧s ❲är♠❡♣✉♠♣❡ ✭P❡❧t✐❡r✲❊✛❡❦t✮✳
❙♦❧❝❤❡ P❡❧t✐❡r✲❊❧❡♠❡♥t❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✳❇✳ ③✉r ❑ü❤❧✉♥❣ ✈♦♥ Pr♦③❡ss♦r❡♥ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r♥
❡✐♥s❡t③❡♥✳ ❉✐❡ ❚❤❡r♠♦s♣❛♥♥✉♥❣ ❡✐♥❡s ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥ts ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✹✿ ●❛❧✈❛♥✐s❝❤❡ ❩❡❧❧❡✿ ❩✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ✐♥ ❲❛ss❡r ❡✐♥t❛✉❝❤❡♥❞❡♥ ❑✉♣❢❡r✲ ✉♥❞
❩✐♥❦❡❧❡❦tr♦❞❡ tr✐tt ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛✉❢✳

❚❡♠♣❡r❛t✉r TA ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❆ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❇ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✳
❑♦♥t❛❦tst❡❧❧❡ ❇ ❦❛♥♥ ③✳❇✳ ✐♥ ❲❛ss❡r ❛♠ ❚r✐♣❡❧♣✉♥❦t ❡✐♥t❛✉❝❤❡♥✳

✸✺✳✺✳ ❊❧❡❦tr♦❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥

❯♠ ❡❧❡❦tr♦❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ♠üss❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❇❡❣r✐✛❡ ✈♦r✲
❛✉s❣❡s❝❤✐❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣❤ä♥♦♠❡♥❡♥ ❣❡❤ör❡♥
✭❚❡✐❧ ✸✺✳✼✳✹✮✳ ❉❡r ❚r❛♥s♣♦rt ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❙②st❡♠❡♥ ❦❛♥♥ ❛✉❢ ③✇❡✐ ❆rt❡♥
❡r❢♦❧❣❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛tr❛♥s♣♦rt✱ ❞❛♥♥ ❤❡✐ÿt ❡r ❡❧❡❦✲
tr♦❧②t✐s❝❤✱ ♦❞❡r ♦❤♥❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛tr❛♥s♣♦rt✱ ❞❛♥♥ ❤❡✐ÿt ❡r ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤✳ ❊❧❡❦✲
tr♦❧②t✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ③✳❇✳ ✐♥ ❙ä✉r❡♥✱ ❇❛s❡♥✱ ❙❛❧③❧ös✉♥❣❡♥ ♦❞❡r
❙❛❧③s❝❤♠❡❧③❡♥✳ ❉✐❡s❡ ▲❡✐t❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❊❧❡❦tr♦❧②t❡✳ ❊❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣
✐st ▲❛❞✉♥❣✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ❛♥ ❡✐♥❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛ ❣❡❜✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❉❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt ✐♥
▼❡t❛❧❧❡♥ ❡r❢♦❧❣t ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✳ ▼❡t❛❧❧♦❜❡r✢ä❝❤❡♥
✇✐r❦❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❊❧❡❦tr♦❧②t ✇✐❡ ❡✐♥❡ s❡♠✐♣❡r♠❡❛❜❧❡ ▼❡♠❜r❛♥ ❛✉s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❢ür ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡✱
♥✐❝❤t ❛❜❡r ❢ür ❡❧❡❦tr♦❧②t✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ❞✉r❝❤❧äss✐❣ ✐st✳ ❊❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡ ▲❡✐t❡r ♠✐t ❞✐❡s❡r ❊✐✲
❣❡♥s❝❤❛❢t ❞❡r ●r❡♥③s❝❤✐❝❤t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✳

✸✺✳✺✳✶✳ ●❛❧✈❛♥✐s❝❤❡ ❩❡❧❧❡

❉✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡s❝❤✐❡❤t ✐♥ ●❛❧✈❛♥✐✲
s❝❤❡ ❩❡❧❧❡♥✱ ❇❛tt❡r✐❡♥✱ ❆❦❦✉♠✉❧❛t♦r❡♥ ♦❞❡r ❇r❡♥♥st♦❢❢③❡❧❧❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❧❛✉❢❡♥
❡❧❡❦tr♦❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❛❜✱ ❞✳❤✳ ❘❡❞✉❦t✐♦♥s✲ ♦❞❡r ❖①✐❞❛t✐♦♥s✈♦r❣ä♥❣❡✳

❍✐❡r s♦❧❧ ♥✉r ❞❛s ●r✉♥❞♣r✐♥③✐♣ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ♠ö❣❧✐❝❤st ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✿
❊✐♥❡ ❣❛❧✈❛♥✐s❝❤❡ ❩❡❧❧❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ③✇❡✐ ❝❤❡♠✐s❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼❡t❛❧❧stä✲
❜❡ ✐♥ ❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ st❡❝❦t✱ ❞❛s ❛❧s ❊❧❡❦tr♦❧②t ❢✉♥❣✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❞❛❞✉r❝❤ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥ ❑✉♣❢❡r❜❧❡❝❤ ✭❈✉✮ ✉♥❞ ❡✐♥ ❩✐♥❦❜❧❡❝❤ ✭❩♥✮ ❡✐♥❢❛❝❤ ✐♥
❲❛ss❡r st❡❝❦t ✭❆❜❜✳ ✺✹✮ ❬✶✷❪✳ ❆♥ ❥❡❞❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♦❜❡r✢ä❝❤❡♥ ✜♥❞❡t ❡✐♥❡ ❡❧❡❦✲
tr♦❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ st❛tt✱ ❞✐❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr♦❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❢ü❤rt✳ ❉❛♠✐t
❧✐❡❣t ③✇✐s❝❤❡♥ ❊❧❡❦tr♦❧②t ✭❤✐❡r ❞❛s ❲❛ss❡r✮ ✉♥❞ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ❢ür ❞❡♥ ❡❧❡❦tr♦♥✐✲
s❝❤❡♥ ▲❡✐t❡r ❈✉ ❜③✇✳ ❩♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ✈♦r✳ ❉❛ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❧②t ❞❛❢ür
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s♦r❣t✱ ❞❛ss ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐t❡♥ ♣r❛❦t✐s❝❤ ❛✉❢ ❣❧❡✐❝❤❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧ s✐♥❞✱ ❢ü❤rt ❞❛s s❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤
③✉ ❡✐♥❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s❞✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✕ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦✲
♥✐s❝❤❡♥ ▲❡✐t❡r ❛✉s ❝❤❡♠✐s❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❜❡st❡❤❡♥✳ ❱❡r❜✐♥❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡
❜❡✐❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉r❛❤t✱ s♦ ❞❛ss ❡✐♥ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt st❛tt✲
✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❩✐♥❦ ♦①✐❞✐❡rt ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r ❑✉♣❢❡r❡❧❡❦tr♦❞❡ ❡♥tst❡❤t ❞✉r❝❤ ❘❡❞✉❦t✐♦♥
❲❛ss❡rst♦✛✳

▼❡❤r❡r❡ s♦❧❝❤❡r ❣❛❧✈❛♥✐s❝❤❡♥ ❩❡❧❧❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❍✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡rs❝❤❛❧t✉♥❣ ③✉ ❡✐✲
♥❡r ❇❛tt❡r✐❡ ❦❛s❦❛❞✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❡r❣❡❜❡♥ s♦ ❡✐♥❡ ❧❡✐st✉♥❣sst❛r❦❡ ▲❛❞✉♥❣sq✉❡❧❧❡✳ ●❛❧✈❛♥✐s❝❤❡
❩❡❧❧❡♥✱ ❛♥ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥ t❡❝❤♥✐s❝❤ ♥✐❝❤t ✉♠❦❡❤r❜❛r❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❛❜❧ä✉❢t✱ ♥❡♥♥t ♠❛♥ Pr✐♠är✲
③❡❧❧❡♥✳ ❊✐♥❡ ❣❛❧✈❛♥✐s❝❤❡ ❩❡❧❧❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥
❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜✐❞✐r❡❦t✐♦♥❛❧ ✈♦♥st❛tt❡♥ ❣❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❙❡❦✉♥❞är③❡❧✲
❧❡ ❜③✇✳ ❡✐♥❡♥ ❆❦❦✉♠✉❧❛t♦r✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❡✐♥❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ st❛tt✜♥❞❡t✱ ✐st
♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥❡♠ ❞✐❡ ❑❛t❤♦❞❡ ✉♥❞ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❡✐♥❡ ❖①✐❞❛t✐♦♥ st❛tt✜♥❞❡t✱ ✐st
❞✐❡ ❆♥♦❞❡✳ ❉❛❤❡r ✇❡❝❤s❡❧♥ ❑❛t❤♦❞❡ ✉♥❞ ❆♥♦❞❡ ❞✐❡ ❙❡✐t❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♠ ▲❛❞❡✈♦r❣❛♥❣
③✉♠ ❊♥t❧❛❞❡✈♦r❣❛♥❣ ❞❡s ❆❦❦✉♠✉❧❛t♦rs ü❜❡r❣❡❤t✳

✸✺✳✺✳✷✳ ❊❧❡❦tr♦❧②s❡

▼✐t ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✺ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❆♣♣❛r❛t✉r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❧②s❡ ✈♦♥ ❲❛ss❡r ❜❡♦❜✲
❛❝❤t❡♥✱ ❞✳❤✳ s❡✐♥❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❩❡rs❡t③✉♥❣✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❝❤❡♠✐s❝❤
❣❧❡✐❝❤❡♥ ▼❡t❛❧❧ ❜❡st❡❤❡♥✳ ❆♥ ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❲❛ss❡r ✉♥❞ ❞❡r ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥
❩✉❢ü❤r✉♥❣ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥✳ ❉❛s ❛♥ ❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ❣❡✲
❜✐❧❞❡t❡ ●❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❧s ❙❛✉❡rst♦✛ ✉♥❞ ❞❛s ❛♥ ❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ❣❡❜✐❧❞❡t❡ ●❛s ❛❧s
❲❛ss❡rst♦✛ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ Pr♦❞✉❦t❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✳❇✳ ✇✐❡❞❡r ♠✐t❡✐♥✲
❛♥❞❡r r❡❛❣✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r ❞❛❜❡✐ ❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥❞❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✳❇✳ ❤❡✐③❡♥
♦❞❡r ❡✐♥❡♥ ❱❡r❜r❡♥♥✉♥❣s♠♦t♦r ❧❛✉❢❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❑✉r③✉♠✿ ❜❡✐ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❧②s❡ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✳ ❉❛ ❲❛ss❡r ❞❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ Pr♦❞✉❦t
❡✐♥❡r ❱❡r❜r❡♥♥✉♥❣ ❜③✇✳ ❖①✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❲❛ss❡rst♦✛s ✐st✱ ❛♥ ❞❡r ♥❡❣❛t✐✈ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥
❊❧❡❦tr♦❞❡ ❛❜❡r ❞❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt❡ ❱♦r❣❛♥❣ st❛tt✜♥❞❡t✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❲❛ss❡rst♦✛ ❞♦rt r❡❞✉③✐❡rt✳
❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡✱ ❛♥ ❞❡r ❘❡❞✉❦t✐♦♥ st❛tt✜♥❞❡t✱ ❤❡✐ÿt ❑❛t❤♦❞❡✳ ❉✐❡ ♣♦s✐t✐✈ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡
●❡❣❡♥❡❧❡❦tr♦❞❡✱ ❛♥ ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r ❖①✐❞❛t✐♦♥s✈♦r❣❛♥❣ ❛❜❧ä✉❢t✱ ❤❡✐ÿt ❆♥♦❞❡✳ ❉✐❡s❡ ❇❡③❡✐❝❤✲
♥✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✇✉r❞❡♥ ✈♦♥ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋❛r❛❞❛② ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ❞❡r ❛❧s ❡✐♥❡r ❞❡r
❡rst❡♥ ❞✐❡s❡♥ ✉♥❡r✇❛rt❡t❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❈❤❡♠✐❡ ✉♥❞ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ✉♥t❡rs✉❝❤✲
t❡✳ ❋❛r❛❞❛② ❡♥t❞❡❝❦t❡ ❜❡✐ ❞❡r ❆❜s❝❤❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙t♦✛❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r❡♥
▼❡♥❣❡ ❜③✇✳ ▼❛ss❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r tr❛♥s♣♦rt✐❡rt❡♥ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ③✉♥✐♠♠t✳ ❉❛s ❦❛♥♥
♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❧②s❡ ❞❡s ❲❛ss❡rs ❣✉t ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ✇♦ ❞✐❡ ❣❡❜✐❧❞❡t❡ ●❛s♠❡♥❣❡ ♠✐t ❞❡r
tr❛♥s♣♦rt✐❡rt❡♥ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ q ③✉♥✐♠♠t✱ ❞✳❤✳ ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❯♠s❛t③ ✐st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
③✉r ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡✳✸✵

➘❤♥❧✐❝❤❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♠❛❝❤t ♠❛♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ▼❡t❛❧❧stä❜❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ❙❛❧③s❝❤♠❡❧③❡ ♦❞❡r
❡✐♥❡ ✇ässr✐❣❡ ❙❛❧③❧ös✉♥❣ ❡✐♥t❛✉❝❤t ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ❤✐♥❞✉r❝❤✢✐❡ÿ❡♥

✸✵❉❛ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❱❡r❜r❡♥♥❡♥ ✈♦♥ ❲❛ss❡rst♦✛ ✉♥❞ ❙❛✉❡rst♦✛ ♥✉t③❜❛r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡✇✐♥♥❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠✉ss ❞✐❡s❡
❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ✇♦r❞❡♥ s❡✐♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❡rst ❛❜❧ä✉❢t✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡
▼✐♥❞❡sts♣❛♥♥✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ü❜❡r✇✉♥❞❡♥ ✇✐r❞✳

✷✶✼



❆♣♣❛r❛t✉r ③✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❧②✲
s❡ ✈♦♥ ❲❛ss❡r✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❲❛ss❡r ❡✐♥ ✇❡♥✐❣
❛♥sä✉❡rt✱ ✇✐r❞ ❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣✉t❡♥ ❊❧❡❦tr♦❧②✲
t❡♥✳ ❙❝❤❧✐❡ÿt ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥ ❞❛s ❲❛ss❡r ❡✐♥t❛✉✲
❝❤❡♥❞❡♥ ▼❡t❛❧❧❡❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✲
str♦♠q✉❡❧❧❡ ❛♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦✲
❞❡♥ ●❛s❜❧äs❝❤❡♥ ❛✉❢st❡✐❣❡♥ s❡❤❡♥✳ ❆♥ ❞❡r
♣♦s✐t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ✭r♦t❡s ❑❛❜❡❧✮ ❡♥tst❡❤t
❙❛✉❡rst♦✛✱ ❛♥ ❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ✭s❝❤✇❛r③❡s ❑❛✲
❜❡❧✮ ❲❛ss❡rst♦✛✳ ❉❡♥ ❲❛ss❡rst♦✛ ✐❞❡♥t✐✜✲
③✐❡rt ♠❛♥ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♥❛❧❧❣❛s♣r♦❜❡✱
❞❡♥ ❙❛✉❡rst♦✛ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆✉✤❛♠♠❡♥ ❡✐♥❡s
❣❧✐♠♠❡♥❞❡♥ ❍♦❧③s♣❛♥s✳ ❉✐❡ ●❛s❡ ❡♥tst❡❤❡♥
✐♠ H2/O2✲❱♦❧✉♠❡♥s✈❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ 2 : 1✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✺✿ ❊❧❡❦tr♦❧②s❡ ✈♦♥ ❲❛ss❡r✳

❧ässt✳ ❆♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❧ä✉❢t ✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡ ❘❡❞♦①✲❘❡❛❦t✐♦♥✸✶ ❛❜✳ ▲❡✐t❡t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙✐❧❜❡r♥✐tr❛t❧ös✉♥❣ ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❛♥ ❞❡r ❑❛t❤♦❞❡
❙✐❧❜❡r ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥✳

✸✺✳✻✳ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞❛s ❛❧t❡ ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s❡✐♥❤❡✐t ❈♦✉❧♦♠❜ ❜❡r✉❤❡♥❞❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
❙■✲❙②st❡♠ ❛❧s ♣r♦✈✐s♦r✐s❝❤❡s ❊✐♥❤❡✐t❡♥s②st❡♠ ❢ür ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳

❇❛s✐s❡✐♥❤❡✐t ❈♦✉❧♦♠❜✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ q ü❜❡r ❡✐♥❡ ❙✐❧❜❡r♥✐tr❛t❧ös✉♥❣ ❡♥t❧ä❞t✱
❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❛♥ ❞❡r ❑❛t❤♦❞❡ ❙✐❧❜❡r ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥✳ ❉✐❡ ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ❞❡s ❙✐❧❜❡rs
✐st ❞❡r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛❧s ❈♦✉❧♦♠❜ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✿

[q] = 1Coulomb = 1C .

✸✶❘❡❞✉❦t✐♦♥s✲❖①✐❞❛t✐♦♥s✲❘❡❛❦t✐♦♥

✷✶✽



❊✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐st ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥
1.118mg ❙✐❧❜❡r ❛✉s ❡✐♥❡r ❙✐❧❜❡r♥✐tr❛t❧ös✉♥❣ ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥ ✇✐r❞✳

❉✐❡ ❤✐❡r ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ❈♦✉❧♦♠❜ ✇❛r ❜✐s ✶✾✹✽ ✐♥ ●❡❜r❛✉❝❤✳ ❙✐❡ s♦❧❧
✈♦r❧ä✉✜❣ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡r ❦♦♥s✐st❡♥t❡♥ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr✐③✐täts❧❡❤r❡ ❛❦③❡♣t✐❡rt
s❡✐♥✳ ❉✐❡ ❤❡✉t❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❙■✲❊✐♥❤❡✐t ✐st ❥❡❞♦❝❤ ❞❛s ❆♠♣❡r❡✳ ❉✐❡ ●rü♥❞❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❲❛❤❧
✇✐r❞ ❛❜❡r ❡rst ✈❡rstä♥❞❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❞✐❡ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥
❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ✈❡rs❝❤❛✛t ❤❛t ✉♥❞ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥
✉♥❞ ❞❡r ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ③✉r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✉s ✈♦r❣❡st♦ÿ❡♥ ✐st ✭s✳
✒❘♦♠❛♥♦s P❤②s✐❦❦✉rs ✷ ✏✮✳

❈♦✉❧♦♠❜♠❡t❡r✳ ❉❛s ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ❞✉r❝❤ ❲ä❣✉♥❣ ❞❡r ❛♥ ❞❡r ❑❛✲
t❤♦❞❡ ❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙✐❧❜❡r♠❡♥❣❡ st❡❧❧t ③✉❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜♠❡t❡r ❞❛r✱ ❛❧s♦
❡✐♥ ▼❡ss❣❡rät ❢ür ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡♥ Pr✐♥③✐♣✐❡♥
❜❡r✉❤❡♥❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜♠❡t❡r ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❡✐❣❡ ❡✐♥❡s
❊❧❡❦tr♦♠❡t❡rs ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❡s s♦ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❈♦✉❧♦♠❜♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡
❛✉❢ ✐❤♠ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡ ▲❛❞✉♥❣ ♠❛❝❤❡♥✳ ❉❛③✉ ❜rä✉❝❤t❡ ♠❛♥ ♥✉r ❞❛s ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❜❡✲
st✐♠♠t❡♥ ❲❡rt ❣❡❧❛❞❡♥❡ ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡r✱ ❞❡ss❡♥ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❩❡✐❣❡r❛♥③❡✐❣❡ ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱ ❥❡✇❡✐❧s ü❜❡r ❡✐♥❡ ❙✐❧❜❡r♥✐tr❛t❧ös✉♥❣ ③✉ ❡♥t❧❛❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡
❛❜❣❡s❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙✐❧❜❡r♠❡♥❣❡ ❜❡st✐♠♠❡♥✳✸✷

❆♠♣❡r❡♠❡t❡r✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜♠❡t❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❯❤r ❛✉sst❛tt❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❞♦rt ❣❡✲
♠❡ss❡♥❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❜❡③✐❡❤t✱ ❤❛t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ♣r✐♠är❡s
❙tr♦♠♠❡ss❣❡rät ❜③✇✳ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳ ❙❝❤❛❧t❡t ♠❛♥ ❡✐♥ ③✇❡✐t❡s
❙tr♦♠♠❡ss❣❡rät ✐♥ ❞❡♥ ❙tr♦♠❦r❡✐s ❤✐♥❡✐♥ ✭❙❡r✐❡♥s❝❤❛❧t✉♥❣✮✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡✲
s❡s ♠✐t ❞❡♠ ❡rst❡r❡♥ ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥✱ ❞❡♥♥ s♦✇♦❤❧ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❡rst❡ ✇✐❡ ❞❛s ③✇❡✐t❡ ❆♠✲
♣❡r❡♠❡t❡r ✢✐❡ÿt ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❙tr♦♠ I✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ♣r✐♠är❡♠ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❥❡❞❡s ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡♥ Pr✐♥③✐♣✐❡♥ ❜❡r✉❤❡♥❞❡ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥
✉♥❞ ❞❛❤❡r s♦❧❧ ❛❜ ❤✐❡r ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ③✉r ❱❡r❢ü✲
❣✉♥❣ st❡❤❡♥✳

❱♦❧t✳ ❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❤❡✐ÿt ❱♦❧t✿

[U ] = 1Volt = 1V = 1 J/C .

❊✐♥ ♣r✐♠är❡s ▼❡ss♣r✐♥③✐♣ ❢ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ❡✐♥❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣sq✉❡❧❧❡ ❧ässt s✐❝❤ ♥❛❝❤
●❧✳ ✸✺✳✷ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❡t❛❜❧✐❡r❡♥✿ ▼❛♥ ❜❡❢ü❧❧t ❡✐♥❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤ ❣✉t ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥
❉❡✇❛r ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❛ss❡r♠❡♥❣❡ ❞❡r ▼❛ss❡ m ❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät cp
✉♥❞ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r ❤✐♥❡✐♥✳ ❉✐❡s❡♥ s❝❤❧✐❡ÿt ♠❛♥ ❛♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣sq✉❡❧❧❡
❛♥ ✉♥❞ ❜❡st✐♠♠t ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣sq✉❡❧❧❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ∆q✳ ❇❡✐
❞✐❡s❡♠ ❱♦r❣❛♥❣ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ U∆q ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✐♥ ❡✐♥❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡✲
ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❲❛ss❡rs ✉♠❣❡s❡t③t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ✐st✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡r ❲är♠❡③✉✲
❢✉❤r ✈♦♥ mcp∆T ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✐st ∆T ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ♠✐t ❞❡♠
❚❛✉❝❤s✐❡❞❡r ❡r✇är♠t❡♥ ❲❛ss❡rs✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ✉♥❞ ❞✐❡

✸✷❉❛s ✐st ❡✐♥ ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✉♠ ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ③✉ ❡t❛❜❧✐❡r❡♥✱ ❦❡✐♥ ♣r❛❦t✐s❝❤❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥✳

✷✶✾



❲är♠❡③✉❢✉❤r ❣❧❡✐❝❤✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❣❡♠äÿ

U =
mcp∆T

∆q
.

❱♦❧t♠❡t❡r✳ ▼✐t ❞❡♠ ❣❡r❛❞❡ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥ ▼❡ss♣r✐♥③✐♣ ✐st ❡✐♥ ♣r✐♠är❡s ❱♦❧t♠❡t❡r ❣❡❣❡✲
❜❡♥✳ ❉✉r❝❤ P❛r❛❧❧❡❧s❝❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡s ♣r✐♠är❡♥ ❱♦❧t♠❡t❡rs ✉♥❞ ❡✐♥❡s ③✇❡✐t❡♥ ③✉r
❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❡ss✉♥❣ ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❆♥③❡✐❣❡✐♥str✉♠❡♥ts ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❧❡t③t❡r❡s ❦❛❧✐❜r✐❡r❡♥
✉♥❞ s♦ ❱♦❧t♠❡t❡r r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡♥ Pr✐♥③✐♣✐❡♥ ❜❡r✉❤❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ✭❆❜❜✳ ✺✸✮ t✉♥✳ ❉✐❡s❡s ✇✐r❞ ❞❛♠✐t ③✉ ③✉ ❡✐♥❡♠
❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❱♦❧t♠❡t❡r✳ ▼❡✐st ❤❛t ♠❛♥ ❞❡♥ ❲✉♥s❝❤✱ ❱♦❧t♠❡t❡r s♦ ③✉
❜❛✉❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✐❡ ③✉ ♠❡ss❡♥❞❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤st ✇❡♥✐❣ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳
✸✺✳✼✳✸✮✳

❙♦❜❛❧❞ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥ ♣r✐♠är❡s ▼❡ss❣❡rät ❢ür ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣
❤❛t✱ ✐st ❞✐❡ ❑❛❧✐❜r✐❡r✉♥❣ ❥❡❞❡s ❛♥❞❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss❣❡räts ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ▼❡ss♣r✐♥③✐✲
♣✐❡♥ ❞❡r ●❡rät❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑❛❧✐❜r❛t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t✱ ♠✐t
❞❡r s✐❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡r✉❤❡♥ ♦❢t ❛✉❢ ❛✉s❣❡❦❧ü❣❡❧t❡♥ ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡♥
Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥✳ ❉❛r❛✉❢ s♦❧❧ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❙♣❡③✐❛❧❧❡❤r❜ü❝❤❡r ❞❛③✉
✈❡r✇✐❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇✉r✲
❞❡♥✱ s✐♥❞ ✇❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❊❧❡❣❛♥③ ❦ä✉✢✐❝❤ ❡r✇❡r❜❜❛r❡r ❈♦✉❧♦♠❜✲✱ ❆♠♣❡r❡✲
✉♥❞ ❱♦❧t♠❡t❡r ❡♥t❢❡r♥t✳ ❙✐❡ ✇✉r❞❡♥ ❤✐❡r ♥✉r ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt✱ ✉♠ ❞❛s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❱♦r❣❡❤❡♥
③✉ ❡r❧ä✉t❡r♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❆✉s❣❛♥❣s❜❛s✐s ❢ür ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❊❧❡❦tr✐③✐täts❧❡❤r❡ ❜✐❡t❡♥✳
❋ür ✇❡❧❝❤❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ❢ür ✇❡❧❝❤❡s ▼❡ss❣❡rät✱ ♠❛♥ s✐❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❦♦♥❦r❡t❡♥
▼❡ss♣r♦❜❧❡♠ ❞❛♥♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t✱ ❦❛♥♥ ✈♦♥ ✈✐❡❧❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ③✳❇✳ ✈♦♥
❞❡r ❩✇❡❝❦♠äÿ✐❣❦❡✐t✱ ❞❡r ❇❡q✉❡♠❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❡r ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♦❞❡r ❞❡♥ ❑♦s✲
t❡♥✳ ❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ❛❜ ❤✐❡r ❡✐♥❢❛❝❤ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ✉♥s ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ▼❡ss❣❡rät❡ ❢ür ❞✐❡
❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣✱ ❙tr♦♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♠ ▲❛❜♦r ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣
st❡❤❡♥✳

✸✺✳✼✳ ❑❛♣❛③✐tät

●❡♠äÿ ●❧✳ ✸✺✳✷ ✐st ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ϕ = ϕ(q) ❡✐♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❡✐♥❡ ❋✉♥❦✲
t✐♦♥ ❞❡r ❛✉❢ ✐❤♠ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ▲❛❞✉♥❣ q✳ ❲✐r ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❞✐❡ ❯♠❦❡❤r❢✉♥❦t✐♦♥ q = q(ϕ)
✐♥ ❡✐♥❡ P♦t❡♥③r❡✐❤❡ ✉♥❞ ❜❡❛❝❤t❡♥ ●❧✳ ✸✺✳✹✿

q(ϕ) = Cϕ+Dϕ3 + . . .

♠✐t ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ C,D, . . .✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❢ür ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ▲❡✐t❡r ✐♥ ▲✉❢t ♥✉r ❞❡r
❡rst❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t ✈♦♥ ♥✉❧❧ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✐st✳✸✸ ▲❛❞✉♥❣ ✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧ s✐♥❞ ❞❛♥♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
③✉❡✐♥❛♥❞❡r✿

q = Cϕ ✭✸✺✳✽✮

✸✸❱♦♥ ❙♣❡③✐❛❧❢ä❧❧❡♥ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡r ❑♦❡❢✲
✜③✐❡♥t D 6= 0 ✐st✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ③✉♥ä❝❤st ❛❜s❡❤❡♥✳

✷✷✵



❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ ❤❡✐ÿt ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑❛♣❛③✐tät✸✹ ✉♥❞ ✐st ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤
❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ●röÿ❡✳ ■❤r❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t ❤❡✐ÿt ❋❛r❛❞ ✿✸✺

[C] = 1Farad = 1F = 1C/V

✸✺✳✼✳✶✳ ▼❡t❛❧❧❦✉❣❡❧

❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣s♦❜❥❡❦t❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❑❛♣❛③✐tät s✐♥❞ ▼❡t❛❧❧❦✉✲
❣❡❧♥ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧s②♠♠❡tr✐❡ ❦❛♥♥ ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ♥✉r ✈♦♠ ❑✉❣❡❧r❛❞✐✉s
rK ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ▼❛♥ ❜r✐♥❣t ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ q ❛✉❢✱ ♠✐sst ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ❣❡❣❡♥ ❊r❞❡ ✉♥❞
❜❡r❡❝❤♥❡t ❞✐❡ ❑❛♣❛③✐tät C = q/U ✳

❲✐r ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ▼❡t❛❧❧❦✉❣❡❧✱ ❞✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡r ❞ü♥♥❡♥ ❑✉❣❡❧s❝❤❛❧❡ ❜❡st❡❤t✱ ❞✐❡ s✐❝❤
ö✛♥❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ③✳❇✳ ❡✐♥ ❑✉♣❢❡r❞r❛❤t❦♥ä✉❡❧ ♦❞❡r ▼❡t❛❧❧❦ü❣❡❧✲
❝❤❡♥ ❜❡❢ü❧❧❡♥ ❧ässt✳ ❉❛❜❡✐ st❡❧❧t s✐❝❤ ✈❡r❜❧ü✛❡♥❞❡r✇❡✐s❡ ❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss ❡s ❜❡✐ ❣❡❣❡❜❡♥❡♠
❘❛❞✐✉s rK ✈ö❧❧✐❣ ❡❣❛❧ ✐st✱ ✇♦♠✐t s✐❡ ❣❡❢ü❧❧t ✐st✳ ❊s ✐st ❡❣❛❧✱ ♦❜ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❱♦❧❧❦✉✲
❣❡❧ ❤❛♥❞❡❧t ♦❞❡r ✉♠ ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❞ü♥♥❡ ❑✉❣❡❧s❝❤❛❧❡✳ ❉❛r❛✉s ✐st ③✉ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤
❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ♥✉r ❛✉❢ ❞❡r ❑✉❣❡❧♦❜❡r✢ä❝❤❡ 4πr2K ❜❡✜♥❞❡t✳ ❏❡❣❧✐❝❤❡s ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡
♠❡t❛❧❧✐s❝❤ ❧❡✐t❡♥❞❡ ▼❛t❡r✐❛❧ s♣✐❡❧t ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳ ❉✐❡ ❑❛♣❛③✐tät ❡✐♥❡s ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦ts
✇ä❝❤st ❛❧s♦ ❡✐♥❡rs❡✐ts ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ s❡✐♥❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛♥✳ ❆♥❞❡r❡rs❡✐ts ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❡♠✲
♣✐r✐s❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑❛♣❛③✐tät ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❘❛❞✐✉s ✐st ✭❆❜❜✳ ✺✻✮✳ ❉❛s ❧❡❣t ♥❛❤❡✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❑❛♣❛③✐tät ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❑✉❣❡❧♦❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❑✉❣❡❧r❛❞✐✉s ✐st✿

C = ǫ
4πr2K
rK

= 4πǫ rK ✭✸✺✳✾✮

❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ ǫ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❉✐❡❧❡❦tr✐③✐täts❦♦♥st❛♥t❡✳ ❙✐❡
❤ä♥❣t ✈♦♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ✐♠ ❆✉ÿ❡♥r❛✉♠ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ❛❜✳ ❉❛s ✇❡✐st ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ✉♥❞ ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ✐♠ ❆✉ÿ❡♥r❛✉♠ ❤✐♥✱ ❞✐❡ ♥♦❝❤ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✐st✳

❋ür ✈❡r❞ü♥♥t❡ ●❛s❡ ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ǫ ❛❧s ❡✐♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧❦♦♥st❛♥t❡✳ ❆✉s ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

ǫ =
q

4πrKϕ
≈ 8.9 · 10−12 F/m . ✭✸✺✳✶✵✮

❉✐❡s❡♥ ❲❡rt ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❢ür ▲✉❢t ✉♥t❡r ❆t♠♦s♣❤är❡♥❞r✉❝❦ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✳ ❉❛s P♦t❡♥t✐❛❧

ϕ =
1

4πǫ

q

rK

❡✐♥❡r ♠✐t q ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❑✉❣❡❧ ✐st ✉♠❣❡❦❡❤rt ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ❑✉❣❡❧r❛❞✐✉s rK ✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥
❞❡♥ ❘❛❞✐✉s ❣röÿ❡r ✉♥❞ ❣röÿ❡r ♠❛❝❤t✱ ❣❡❤t ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ❣❡❣❡♥ ◆✉❧❧✳ ▼❛❝❤t ♠❛♥ ❞❡♥
❘❛❞✐✉s ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r✱ s♦ ✇✐r❞ ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ✳ ❉✐❡
❘❡❢❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ U = 0 ✐st ❤✐❡r ❛❧s♦ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❡✐♥❡s s❡❤r ❣r♦ÿ❡♥ ✭❣❡♥❛✉ ❣❡♥♦♠♠❡♥
✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ❡♥✮ ❑✉❣❡❧❦♦♥❞❡♥s❛t♦rs✳ ❉❡♠ ❦♦♠♠t ❞✐❡ ❊r❞❦✉❣❡❧ r❡❝❤t ♥❛❤❡✳

✸✹❆♥❛❧♦❣ ③✉r ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ✭s✳ ❑❛♣✳ ✷✽✳✸✮✳
✸✺❱♦rs✐❝❤t✦ ❉❛s ❙②♠❜♦❧ C ❢ür ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❑❛♣❛③✐tät ✉♥❞ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ C ❢ür ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t

❈♦✉❧♦♠❜✳

✷✷✶



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✻✿ ✭❛✮ ❑✉❣❡❧♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♠ ❘❛❞✐✉s rK ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ❛♥❣❡❧❡❣✲
t❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ❛✉❢❣❡❧❛❞❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❈♦✉❧♦♠❜♠❡t❡r
❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ q ❜❡st✐♠♠t✳ ❚rä❣t ♠❛♥ q ❣❡❣❡♥ rK ❛✉❢✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡✱ ❞✳❤✳ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ C ∝ rK ✳ ✭❜✮
❙❦✐③③❡ ③✉♠ ❑✉❣❡❧❦♦♥❞❡♥s❛t♦r✳

✸✺✳✼✳✷✳ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r

❊✐♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❜❡st❡❤t ❛✉s ③✇❡✐ ❧❡✐t❡♥❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥
▼❡❞✐✉♠ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❣❡♥ü❜❡rst❡❤❡♥✳

❯♥s ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ❞❡r ❤ä✉✜❣❡ ❋❛❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❛✉❢ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ▲❡✐t❡r✢ä❝❤❡ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q = +q0
❞❡♣♦♥✐❡rt ✐st ✉♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ▲❡✐t❡r✢ä❝❤❡ ❞✐❡ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ▲❛❞✉♥❣
q = −q0✳ ❉✐❡ ❑❛♣❛③✐tät ❡✐♥❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs ✐st ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ●röÿ❡✳ ❙✐❡ ✐st
❞❡✜♥✐❡rt ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡s ❇❡tr❛❣s ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ P❧❛tt❡♥ ③✉♠
❇❡tr❛❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s❞✐✛❡r❡♥③✳

❲✐❡❞❡r✉♠ ✇ä❤❧❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ③✇❡✐❡r ❦✉❣❡❧❢ör♠✐❣❡r ❧❡✐t❡♥❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡♥
❘❛❞✐❡♥ r1 ❜③✇✳ r2✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥❡✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✻❜ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ s✐❝❤ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r
❛♥❞❡r❡♥ ❜❡✜♥❞❡t✳ ❉✐❡s st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ❑✉❣❡❧❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ❞❛r✳ ❆✉❢ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ♠✐t ❘❛❞✐✉s
r1 ❜r✐♥❣❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣ q = +q0 ✉♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r2 ❞✐❡
▲❛❞✉♥❣ q = −q0.

■❝❤ ♠ö❝❤t❡ ♥✉♥ ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡s ❛✉s ③✇❡✐ ❑✉❣❡❧✢ä❝❤❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ❑✉❣❡❧❦♦♥❞❡♥s❛t♦rs ❛✉❢
❞❡♥ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞✐s❦✉t✐❡rt❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑✉❣❡❧✢ä❝❤❡ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥✳ ▲ä❣❡
❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥❡ ❑✉❣❡❧ ❛❧❧❡✐♥❡ ✈♦r✱ ❞❛♥♥ ✇är❡ ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♠ ❡rst❡♥ ▲❡✐t❡r

ϕ1 = +q0/C1 = q0/4πǫr1

✉♥❞ ✐♠ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡♥ ❋❛❧❧ ❣✐❧t

ϕ2 = −q0/C2 = −q0/4πǫr2

✷✷✷



❉✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U = U12 ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❞❡s ❑✉❣❡❧❦♦♥❞❡♥s❛t♦rs ✐st s♦ ❞❡✜✲
♥✐❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣ ❣❡r❛❞❡ dE = Udq ❜❡trä❣t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡
▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ✈♦♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ③✉r ❛♥❞❡r❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ü❜❡r❢ü❤rt✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
❘❛❞✐❡♥ ❣❡❣❡♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣❡❤❡♥ ❧ässt✱ ✇✐r❞ ❞❡ss❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ◆✉❧❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❞✐✛❡r❡♥③
✇✐r❞ U = ϕ1 ❜③✇✳ U = ϕ2✳ ▼❛♥ ❤❛t ♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧✿ ❲❡♥♥ r1 = r2✱ ❞✳❤✳
✇❡♥♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r❢❛❧❧❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❦♦♠♣❡♥✲
s✐❡r❡♥✱ ✐st U = 0✳ ❉✐❡s❡ ●r❡♥③❢ä❧❧❡ s✐♥❞ ❦♦♥s✐st❡♥t ❡r❢❛sst✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❞✐✛❡r❡♥③
❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧❡ ❞❡s ❋❛❧❧❡s ❡✐♥❡r ❡✐♥③✐❣❡♥ ❑✉❣❡❧ ✐st✱ ❛❧s♦

U = ϕ1 + ϕ2

❉❛♠✐t ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❑❛♣❛③✐tät ❣❡♠äÿ

1

C
=

U

q0
=

∣

∣

∣

∣

1

C1
− 1

C2

∣

∣

∣

∣

=
1

4πǫ

∣

∣

∣

∣

1

r1
− 1

r2

∣

∣

∣

∣

=
1

4πǫ

|r2 − r1|
r1r2

=
1

ǫ

d

4πr2

❍✐❡r ✐st d = |r2 − r1| ❞❡r ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r♣❧❛tt❡♥ ✉♥❞ r =
√
r1r2 ✐st ❞❛s ❣❡♦♠❡✲

tr✐s❝❤❡ ▼✐tt❡❧ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑✉❣❡❧r❛❞✐❡♥✳ ❉✐❡ ❑❛♣❛③✐tät ❡✐♥❡s ❑✉❣❡❧❦♦♥❞❡♥s❛t♦rs ♠✐t ❞❡r
❑✉❣❡❧♦❜❡r✢ä❝❤❡ A = 4πr2 ✐st ❛❧s♦

C =
q

U
= ǫ

A
d

✭✸✺✳✶✶✮

❲❡♥♥ ♠❛♥ r s❡❤r ❣r♦ÿ ♠❛❝❤t✱ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❚❡✐❧✢ä❝❤❡ ∆A ✈♦♥ A ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ s♦ st❡❧❧t ❞✐❡s❡s
❋❧ä❝❤❡♥stü❝❦ ∆A ❡✐♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ❞❛r✳ ●❧✳ ❲✐r❦❧✐❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦✲
r❡♥ s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ❡♥❞❧✐❝❤ ✉♥❞ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ❘❛♥❞✳ ❆♠ ❘❛♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ s✐❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r
❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧✱ ❛✉s ❞❡♠ ✇✐r ●❧✳ ✸✺✳✶✶ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ❤❛❜❡♥✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ●❧✳ ✸✺✳✶✶ ♥✉r s♦
❧❛♥❣❡ ❛❧s ❣✉t❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✱ ✇✐❡ ❞❛s ❘❛♥❞❣❡❜✐❡t
❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ❋❧ä❝❤❡♥❜❡r❡✐❝❤ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥❦♦♥✲
❞❡♥s❛t♦r ③✉ ❡✐♥❡♠ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ✈❡r❢♦r♠t✱ ❞❛♥♥ ❣✐❧t ●❧✳ ✸✺✳✶✶ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❢ür
❥❡❞❡s ❚❡✐❧stü❝❦✱ ❞❛s ❦❧❡✐♥ ❣❡♥✉❣ ✐st✱ ✉♠ ❡s ❛❧s ❋❧ä❝❤❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ❛♥③✉s❡❤❡♥✱ ✉♥❞ s♦♠✐t
❛✉❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♥❞❡♥s❛t♦r✳ ❑✉r③✉♠✿ ●❧✳ ✸✺✳✶✶ ❣✐❧t ❢ür ❑✉❣❡❧❦♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥ ❡①❛❦t
✉♥❞ ❢ür ❋❧ä❝❤❡♥✲ ✉♥❞ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣
d ≪

√
A ❡r❢ü❧❧t ✐st✳✸✻

❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✇❡✐ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❑❛♣❛③✐tät❡♥ C1 ✉♥❞ C2 ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❤❛❧t❡t✱ ❞❛♥♥
✐st ❞✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ✐❤r❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡♥ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤✳ ❉✐❡ ●❡s❛♠t❧❛❞✉♥❣ ✐st

q = q1 + q2 = C1U + C2U

❋ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t❦❛♣❛③✐tät ❣✐❧t ❞❛❤❡r✿

C = q/U = C1 + C2 ✭✸✺✳✶✷✮

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ③✇❡✐ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥ ✐♥ ❙❡r✐❡ s❝❤❛❧t❡t✱ ❛❞❞✐❡r❡♥ s✐❝❤ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡
❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥✿

✸✻❉✐❡ ❡①❛❦t❡ ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞❡♥ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ❧❛✉t❡t C = 2πεl/ ln(r2/r1)✱ ✇♦❜❡✐ l ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s
❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs ✐st✳ ❋ür ❦❧❡✐♥❡s d = r2 − r1 ≪ r ≈ r1 ≈ r2 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ●❧✳ ✸✺✳✶✶✳

✷✷✸



✭❛✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡r ❆✉❢❜❛✉ ✭❜✮ ❩✉❣❡❤ör✐❣❡s
❙❝❤❛❧t❜✐❧❞

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✼✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ Prü❢✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✺✳✶✶ ✳

✭❛✮ ❆✉❢tr❛❣✉♥❣ ✈♦♥ U ❣❡❣❡♥ d✳ ✭❜✮ ❆✉❢tr❛❣✉♥❣ ✈♦♥ 1/U ❣❡❣❡♥ 1/d✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✽✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❊✐❣❡♥❦❛♣❛③✐tät ❡✐♥❡s ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❱♦❧t♠❡t❡rs ❜❡✐ ❞❡r
▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣✳

U = U1 + U2 = q/C1 + q/C2

❋ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t❦❛♣❛③✐tät C = Q/U ❢♦❧❣t ❜❡✐ ❙❡r✐❡♥s❝❤❛❧t✉♥❣ ❞❛❤❡r

1

C
=

1

C1
+

1

C2
. ✭✸✺✳✶✸✮

✸✺✳✼✳✸✳ ❑♦rr❡❦t✉r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ▼❡ss✉♥❣❡♥✳

❇❡✐ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐st ♠❛♥❝❤♠❛❧ ❞✐❡ ❘ü❝❦✇✐r❦✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss✐♥str✉♠❡♥ts ❛✉❢ ❞❛s ▼❡ssr❡s✉❧✲
t❛t ♥✐❝❤t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞✐❡s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑♦rr❡❦t✉r ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ❉❛s
Pr♦❜❧❡♠ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❇❡❤❡❜✉♥❣ s♦❧❧ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❑❛♣❛③✐täts♠❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡♠ P❧❛tt❡♥✲
❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ q ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ❤❛t ✉♥❞ ❞❡♥ P❧❛t✲
t❡♥❛❜st❛♥❞ d ✈❡rä♥❞❡rt✱ s♦❧❧t❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ✇❡❣❡♥ ●❧✳ ✸✺✳✶✶ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ d

✷✷✹



✈❡rä♥❞❡r♥✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs ❡r❤ö❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞❡♥
P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞ ✈❡r❣röÿ❡rt✳ ▼✐sst ♠❛♥ U ✉♥❞ trä❣t ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❣❡❣❡♥ d ❛✉❢✱ ❞❛♥♥ s♦❧❧t❡
s✐❝❤ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❆❜❜✳ ✺✼❛ ③❡✐❣t ❡✐♥❡♥ P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ♠✐t ✈❡rä♥❞❡r❜❛r❡♠
P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❱♦❧t♠❡t❡r✱ ♠✐t ❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③ ♣rü❢❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡
✐♥ ❆❜❜✳ ✺✽❛ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ▼❡ssr❡s✉❧t❛t❡ ③❡✐❣❡♥ ❛❜❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ♠✐t d ♥✐❝❤t ❧✐♥❡❛r✱
s♦♥❞❡r♥ s✉❜❧✐♥❡❛r ❛♥st❡✐❣t✳

❉❡r ●r✉♥❞ ❤✐❡r❢ür ✐st ❞✐❡ ❊✐❣❡♥❦❛♣❛③✐tät ❡✐♥❡s ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❱♦❧t♠❡t❡rs✳ ❲✐❡ ✐♠
❙❝❤❛❧t❜✐❧❞ ❣❡③❡✐❣t ✭❆❜❜✳ ✺✼❜✮✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s r❡❛❧❡ ❱♦❧t♠❡t❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❊rs❛t③s❝❤❛❧t❜✐❧❞
✭❣❡♣✉♥❦t❡t ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✼❜✮ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡ r❡✐♥❡ ▼❡ss❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s
❱♦❧t♠❡t❡rs ✭♠✐t ❊✐❣❡♥❦❛♣❛③✐tät ♥✉❧❧✮ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ❢ür ❡✐♥ ❱♦❧t♠❡t❡r ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞
✉♥❞ s❡✐♥❡ ❊✐❣❡♥❦❛♣❛③✐tät ❞✉r❝❤ ❞❛s ❞❛③✉ ♣❛r❛❧❧❡❧❣❡s❝❤❛❧t❡t❡ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs②♠❜♦❧ ♠✐t ❞❡r
❑❛♣❛③✐tät CM ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡♠❛❝❤t ✇✐r❞✳ ❋ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛♠ ▼❡ss❣❡rät ❣✐❧t ❞❛❤❡r✿

q

U
= CM + C = CM + ǫ

A
d

✭✸✺✳✶✹✮

❙♦ ❧❛♥❣❡ ❞✐❡ ❑❛♣❛③✐tät CM ❞❡s ▼❡ss❣❡rät❡s ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ ❜❧❡✐❜t✱ ❣✐❧t ♥ä❤❡✲
r✉♥❣s✇❡✐s❡ U ∝ d✳ ▼✐t d → ∞ ✇✐r❞ C ❥❡❞♦❝❤ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ ✉♥❞ ♠❛♥ ❡r❤ä❧t
U = q/CM = const. ❉❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✺✽❛ s❦✐③③✐❡rt❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❱❡r❧❛✉❢ ✈♦♥ U ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥
✈♦♥ d ③❡✐❣t✱ ✇✐❡ ❞❛s ▼❡ss❣❡rät ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❛♠ P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r ✉♠ s♦ ♠❡❤r ❜❡❡✐♥✲
✢✉sst✱ ❥❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞❡ss❡♥ ❑❛♣❛③✐tät ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞ ✇✐r❞✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥
❥❡❞♦❝❤✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ❆❜❜✳ ✺✽❜ ❣❡③❡✐❣t✱ 1/U ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ 1/d ❛✉❢trä❣t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✇✐❡
♥❛❝❤ ●❧✳ ✸✺✳✶✹ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡✳ ❆✉s ❞❡♠ ❆❝❤s❡♥❛❜s❝❤♥✐tt ❦❛♥♥ CM/q ✉♥❞ ❛✉s ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣
εA/q ❡♥t♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r P❧❛tt❡♥✢ä❝❤❡ A s♦✇♦❤❧ CM ❛❧s ❛✉❝❤ q ❡r♠✐tt❡❧♥✳
❲✐r❞ ❞❡r P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞ s❡❤r ❣r♦ÿ✱ s♦ ❦♦♠♠t ♥♦❝❤ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆s♣❡❦t ✐♥s ❙♣✐❡❧✿ ❇✐s
✇✉r❞❡ ♥ä♠❧✐❝❤ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❛♥❞ ❞❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs ❦❡✐♥❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❘♦❧❧❡
s♣✐❡❧t✳ ▼✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ d ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❥❡❞♦❝❤ ✐♠♠❡r ♣r♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤❡r✳

✸✺✳✼✳✹✳ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs

❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ Eel✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❞❡r ❑❛♣❛③✐tät C ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✐st✱
✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛r❛✉❢ ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ q0 ❜❡✜♥❞❡t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡trä❣❡
dEel = Udq = qdq/C ❛✉✜♥t❡❣r✐❡rt✱ ❞✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ dq ③✉❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✿

Eel =

q0
ˆ

0

qdq/C =
1

2
q20/C =

1

2
q0U =

1

2
CU2 . ✭✸✺✳✶✺✮

❍✐❡r ✐st U = q0/C ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r✳ ❆✉s ❞❡r ❙✐❝❤t ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦✲
r✐❡ ❤❛t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs
❡r❤ö❤t✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥ ❣❡❧❛❞❡♥❡r ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ✐st ❡✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥ s❝❤✇❡r❡r ❛❧s ❡✐♥ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡r✳
❉♦❝❤ ❞✐❡s❡ ▼❛ss❡♥③✉♥❛❤♠❡ ✐st ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❤❡✉t✐❣❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥
❣❡♥❛✉s♦ ✇❡♥✐❣ ♥❛❝❤✇❡✐s❜❛r✱ ✇✐❡ s✐❡ ❡s ❢ür ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐st✳

❚r❛♥s♣♦rt♣❤ä♥♦♠❡♥❡

✷✷✺



✸✻✳ ❙tr♦♠

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✾✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ❑♥♦t❡♥✱ P❢❛❞❡♥ ✉♥❞ ❙trö♠❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠
◆❡t③✇❡r❦✳ ✭❜✮ ❑✐r❝❤❤♦✛s❝❤❡ ❑♥♦t❡♥r❡❣❡❧✿ ▼❡❤r❡r❡ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ❉rä❤t❡ s✐♥❞
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❧❡✐t❡♥❞ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ü❜❡r
❞✐❡ ❉rä❤t❡ ③✉✲ ✉♥❞ ❛❜✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❙trö♠❡ ✐st ♥✉❧❧✳

❇✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ●r✉♥❞③ü❣❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤tst❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛s
❩✐❡❧ ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✐st ❡s✱ ❡✐♥✐❣❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ◆✐❝❤t✲●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤tst❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦
③✉ ✈❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ③✉ ❦❧är❡♥❞❡♥ ❋r❛❣❡♥ s✐♥❞✱ ✇✐❡ ✉♥❞ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✉♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ❛❜❧ä✉❢t✳ ❉❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ♥❡✉❡
P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❡r ❤✐❡r ✐♥s ❙♣✐❡❧ ❦♦♠♠t✱ ✐st ❞✐❡ ❩❡✐t t✳

❉❛s ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠✱ ❞❛s ♠❛♥ ❤✐❡r③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❛✉s
❡✐♥❡♠ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠✱ ❞❛s ❛✉s ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❜❡st❡❤t✱ ❞✐❡ ü❜❡r ❡✐♥❡♥
❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ s♦❧❧❡♥ ❞❛❜❡✐ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ ♥✐❝❤t
✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t s❡✐♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ∆ϕ ♦❞❡r
❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❞✐✛❡r❡♥③ ∆T ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❙♦❜❛❧❞ ♠❛♥ ❞✐❡ ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ❜❡s❡✐t✐❣t✱ ❞✐❡ ❞❡♥
❆✉s❣❧❡✐❝❤ ❜✐s ❞❛ ❤✐♥ ✈❡r❤✐♥❞❡rt ❤❛❜❡♥✱ ❞❛♥♥ tr❡t❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣❤ä♥♦♠❡♥❡ ❛✉❢✱ ❞✐❡ ❞❛③✉
❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❆✉s❣❧❡✐❝❤s♣r♦③❡ss❡s
❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡s ❛❜✳ ❍✐❡r s♦❧❧❡♥ ❞r❡✐ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡ ❇❡✐✲
s♣✐❡❧❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✿ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✱ ❞❡r ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt
✉♥❞ ❞❡r ❙t♦✛tr❛♥s♣♦rt✳

❆❜❜✳ ✺✾❛ ③❡✐❣t ❡✐♥ ◆❡t③✇❡r❦✱ ❞❛s ❛✉s ❑♥♦t❡♥ ❜③✇✳ ❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ KI , KII , . . . ❜❡st❡❤t ✉♥❞
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♥♦t❡♥✱ ❞✐❡ t❡❝❤♥✐s❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤
❙tr❛ÿ❡♥✱ ❉rä❤t❡✱ ❊✐s❡♥❜❛❤♥s❝❤✐❡♥❡♥✱ ▲❡✐t❡r✱ ❘♦❤r❡ ✉s✇✳ r❡❛❧✐s✐❡rt s✐♥❞✳

❑♥♦t❡♥ KI s❡✐ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❆✱ ❞❛s ❣❡❧❛❞❡♥ s❡✐✱ ✉♥❞ ❑♥♦t❡♥ KII ❡✐♥
❛♥❞❡r❡s ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❇✱ ❞❛s ✉♥❣❡❧❛❞❡♥ s❡✐✳ ❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣s③✉stä♥❞❡ s✐♥❞ ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞❡r❡♥
❩❡✐❣❡rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❞r✐tt❡s ♠♦❜✐❧❡s ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❚
♥❡❤♠❡♥✱ ❞❡♥ ❚rä❣❡r✳ ▼✐t ✐❤♠ ❜❡rü❤rt ♠❛♥ ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡r ❆✳ ❉✐❡s❡s ❣✐❜t ▲❛❞✉♥❣ ❛❜✱ ✇❛s
✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛♥ ❞❡r ❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡♥ ❩❡✐❣❡rst❡❧❧✉♥❣ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥ ✐st✱ ✉♥❞ ❚ ✇✐r❞ ❛✉❢❣❡❧❛❞❡♥✱
❞❡♥♥ s❡✐♥❡ ❩❡✐❣❡rst❡❧❧✉♥❣ ♥✐♠♠t ③✉✳ ❉❛♥♥ trä❣t ♠❛♥ ❚ ü❜❡r ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞

✷✷✻



③✉ ❇ ✉♥❞ ❜❡rü❤rt ❞❛s ❞♦rt✐❣❡ ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣✳ ❆♥ ❞❡♥ ❩❡✐❣❡r♥ ✇✐r❞ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱
❞❛ss ❜❡✐ ❞❡♠ ❱♦r❣❛♥❣ ✐♥s❣❡s❛♠t ▲❛❞✉♥❣ ✈♦♥ ❆ ♥❛❝❤ ❇ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt ✇♦r❞❡♥ ✐st✳ ❊✐♥ ♠❛✲
t❡r✐❡❧❧❡s ❖❜❥❡❦t ✇✐❡ ❤✐❡r ❚✱ ♠✐t ❞❡♠ ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ ✈♦♥ ❆ ♥❛❝❤ ❇ ❣❡tr❛❣❡♥ ✇✐r❞✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❛❧s ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r✳ ■♥ ✉♥s❡r❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇är❡ ❞❛s ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❛❧s ❡✐♥ ❞✐s❦r❡t❡r
▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ❛♥③✉s❡❤❡♥✳

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧s ❞❡r ▼❛t❡r✐❡ ❦❛♥♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s✲
♣♦rt ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❲❛ss❡r ✢✐❡ÿt✱ ❞❛♥♥ ✜♥❞❡t ✐♠
❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧ ❡✐♥ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡r ❙t♦✛tr❛♥s♣♦rt st❛tt✳ ❲❡♥♥ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡r✇är♠t❡s
❲❛ss❡r ❤❛♥❞❡❧t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r ❙t♦✛tr❛♥s♣♦rt ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt ✈❡r❦♥ü♣❢t ✉♥❞
✇❡♥♥ ❞❛s ❲❛ss❡r ❡❧❡❦tr✐s✐❡rt ✐st✱ ❛❧s♦ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ✐st✱ ❞❛♥♥ ✜♥❞❡t ❛✉❝❤
❡✐♥ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt st❛tt✳

❉✐❡ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ③✉✢✐❡ÿ❡♥❞❡ ♦❞❡r ❛❜✢✐❡ÿ❡♥❞❡ ❙t♦✛✲✱ ❲är♠❡✲ ♦❞❡r ▲❛✲
❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥✱ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠ ❞❛r✳ ❲❡♥♥
♣r♦ ❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t dt ü❜❡r ❞✐❡ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡♥ dq✱ ❲är♠❡♠❡♥✲
❣❡♥ dQ ♦❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ dn ♦❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♠❡♥❣❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✷✳✻✮ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥ ③✉♠
❛♥❞❡r❡♥ ✢✐❡ÿ❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❜③✇✳ ♠❡♥❣❡♥❛rt✐❣❡ ●röÿ❡♥ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt✳ ❉✐❡ s✐❝❤ ✐♠
❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ▼❡♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✈❡r♥❛❝❤✲
❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▼❡♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❛❧❧❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥
✭♣♦s✐t✐✈✮ ♦❞❡r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✭♥❡❣❛t✐✈✮ ✇❡r❞❡♥✱ ♥✉❧❧✳

■♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ◆❡t③✇❡r❦❡♥ ❢ü❤rt ♠❛♥ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rts ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
❙tr♦♠stär❦❡

I = −dq

dt
✭✸✻✳✶✮

❡✐♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st dq ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ✉♥❞ I ❞❡r ❛✉s ❞❡♠
❑♥♦t❡♥ ❤❡r❛✉s✢✐❡ÿ❡♥❞❡ ▲❛❞✉♥❣sstr♦♠✳ ❉❡r ❙tr♦♠ I ✐st ♣♦s✐t✐✈✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❙tr♦♠ ❛✉s ❞❡♠
❑♥♦t❡♥ ❤❡r❛✉s✢✐❡ÿt ✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ✐♠ ❑♥♦t❡♥ ❛❜♥✐♠♠t✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ dq/dt ❢ür
❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ ♥❡❣❛t✐✈ ✐st✳ ❆♥❛❧♦❣ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ ❞❡♥ ❙tr♦♠ ❡✐♥❡s ❙t♦✛❡s ❈ ❞✉r❝❤

IC = −dnC

dt
,

✇♦❜❡✐ ❤✐❡r nC ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ ❞❡s ❙t♦✛❡s ❈ ✐st✳ ❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✐st

IQ = −dQ

dt
,

❞❡r ❲är♠❡str♦♠✳

❋ü❤r❡♥ N P❢❛❞❡ ♠✐t ❞❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr♦♠❜❡✐trä❣❡♥ Ii (i =
1, . . . , N) ③✉ ❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥✱ s♦ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q ✐♠ ❑♥♦t❡♥ ❞✐❡ ✐♥t❡❣r❛❧❡ ❑♦♥t✐✲
♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣

dq

dt
+

N
∑

i=1

Ii = 0 . ✭✸✻✳✷✮

■♠ ③❡✐t❧✐❝❤ st❛t✐♦♥är❡♥ ❋❛❧❧ ✐st dq
dt = 0✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ q ❜❧❡✐❜t ❞❛♥♥ ③❡✐t❧✐❝❤ ❦♦♥st❛♥t✱

✉♥❞ ❡s ❣✐❧t
N
∑

i=1

Ii = 0 , ✭✸✻✳✸✮
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❞✳❤✳ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❙trö♠❡ ✐st ♥✉❧❧✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❙tr♦♠❜✐❧❛♥③ ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡❣❧✐❝❤❡♥ ✐st✱ ♥✐♠♠t
❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ✐♠ ❑♥♦t❡♥ ❛❜ ♦❞❡r s✐❡ ♥✐♠♠t ③✉✳ ❉❡r ❑♥♦t❡♥ ❛❣✐❡rt ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❛❧s
◗✉❡❧❧❡ ✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❛❧s ❙❡♥❦❡ ❢ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣✳ ❉✐❡ ❇❡❣r✐✛❡ ✉♥❞ ●❡s❡t③❡ ❢ür ❛♥❞❡r❡
❚r❛♥s♣♦rt♣❤ä♥♦♠❡♥❡ s✐♥❞ ❛♥❛❧♦❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❡rü❜r✐❣t s✐❝❤ ❞❛❤❡r✳

❉✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❩❡✐t t1 ✉♥❞ t2 ③✉❣❡✢♦ss❡♥❡ ▲❛❞✉♥❣s♠❡♥❣❡ ∆q ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ●❧✳ ✸✻✳✶
❞✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥✿

∆q = −
t2
ˆ

t1

I(t)dt ✭✸✻✳✹✮

❆♥❛❧♦❣❡ ❇❡❣r✐✛❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ③✉✢✐❡ÿ❡♥❞❡ ❲är♠❡ ♦❞❡r ▼❛t❡r✐❡
❜✐❧❞❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❩❡✐t t1 ✉♥❞ t2 ③✉❣❡✢♦s✲
s❡♥❡ ❲är♠❡ ∆Q ❛✉s ❞❡♠ ❲är♠❡str♦♠ IQ ❣❡♠äÿ

∆Q = −
t2
ˆ

t1

IQ(t)dt ✭✸✻✳✺✮

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❉✐❡ ❉rä❤t❡ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❇❛✉❡❧❡♠❡♥t❡ ♦❞❡r ●❡rät❡ s❡✐❡♥ ✐♥
❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❞r❛❤t❡t ✭❆❜❜✳ ✺✾❜✮✳ ❋ür ❞✐❡ ③✉✲ ✉♥❞ ❛❜✢✐❡✲
ÿ❡♥❞❡♥ ❙trö♠❡ ✐♠ ❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t ❣✐❧t ✐♠ st❛t✐♦♥är❡♥ ❋❛❧❧ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❑✐r❝❤❤♦✛s❝❤❡
❑♥♦t❡♥r❡❣❡❧✱ ❞✳❤✳ ●❧✳ ✸✻✳✸✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ❉❡r ✒❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t✏ ❤❛❜❡ ❡✐♥❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät Γ = dQ/dT ✉♥❞ ❡s ✢✐❡ÿ❡
ü❜❡r ❛❧❧❡ P❢❛❞❡ ♥❡tt♦ ❡✐♥ ❲är♠❡str♦♠ IQ = −dQ/dt ③✉✳ ●❡♠äÿ ●❧✳ ✸✻✳✷ ❣✐❧t ❢ür
❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡ ❲är♠❡

dQ

dt
= Γ

dT

dt
= −IQ

❋♦❧❣❧✐❝❤ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ♠✐t ❞❡r ❘❛t❡

dT

dt
= −IQ/Γ .

❉❛s ❣❡s❝❤✐❡❤t ✉♠ s♦ s❝❤♥❡❧❧❡r✱ ❥❡ ❣röÿ❡r ❞❡r ❲är♠❡③✉✢✉ss IQ ✉♥❞ ❥❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞✐❡
❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät Γ ❞❡s ❑♥♦t❡♥s ✐st✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✸✿ ❆✉❢ ❡✐♥❡ ❦❛❧t❡ ❋❡♥st❡rs❝❤❡✐❜❡ ✢✐❡ÿ❡ ❡✐♥ ❙tr♦♠ ✈♦♥ ▲✉❢t✱ ❞❛s ❣❛s❢ör♠✐❣❡s ❲❛s✲
s❡r ❡♥t❤ä❧t✳ ❉❛s ❲❛ss❡r ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt ❞♦rt✱ ❞✳❤✳ ❡s ❣❡❤t ✐♥ ❞✐❡ ✢üss✐❣❡ P❤❛s❡ ü❜❡r✳ ❉✐❡
❋❡♥st❡rs❝❤❡✐❜❡ ✐st ❤✐❡r ❞❡r ✒❑♥♦t❡♥✏ ✉♥❞ ✇✐r❦t ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❯♠s❡t③✉♥❣ ✈♦♥ ❣❛s❢ör✲
♠✐❣❡♥ ③✉ ✢üss✐❣❡♠ ❲❛ss❡r ❛❧s ❙❡♥❦❡ ❢ür ❞❛s tr❛♥s♣♦rt✐❡rt❡ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ ❲❛ss❡r✳ ❉❡r
P❛rt✐❛❧str♦♠ ❞❡s ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ ❲❛ss❡rs ✭❞✳✐✳ ❥❡♥❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙tr♦♠❡s✱ ❞❡r s✐❝❤ s♣❡✲
③✐✜s❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❩✉str♦♠ ✈♦♥ ❲❛ss❡r ✉♥❞ ♥✐❝❤t ▲✉❢t ❜❡③✐❡❤t✮ s❡✐ I(t)✳ ❋ür ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r
❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ③✇✐s❝❤❡♥ t1 ✉♥❞ t2 ❛✉❢ ❞❡r ❋❡♥st❡rs❝❤❡✐❜❡ ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡ ❲❛ss❡r♠❡♥❣❡ m
❣✐❧t ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✸✻✳✷

m = −
t2
ˆ

t1

I(t)dt

✷✷✽



❇❡✐s♣✐❡❧ ✹✿ ❉✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❍❛❤♥ ✢✐❡ÿ❡ ❡✐♥ ❲❛ss❡rstr♦♠ I1 ✐♥ ❡✐♥❡ ❇❛❞❡✇❛♥♥❡ ✉♥❞ ü❜❡r
❡✐♥❡♥ ❆✉s✢✉ss ❡✐♥ ❙tr♦♠ I2 ❛❜✳ ❙♦ ❧❛♥❣❡ ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧ ③✉✲ ✇✐❡ ❛❜✢✐❡ÿt✱ ❜❧❡✐❜t ✭❛❜❣❡✲
s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❉✉r❝❤✢✉ss♠❡♥❣❡✮ ❦❡✐♥ ❲❛ss❡r ✐♥ ❞❡r ❲❛♥♥❡✳ ❲❡♥♥ ❥❡❞♦❝❤
♠❡❤r ③✉✲ ❛❧s ❛❜✢✐❡ÿt✱ st❡✐❣t ❞❡r ❲❛ss❡r♣❡❣❡❧✳ ❉❛♠✐t ❞✐❡ ❲❛♥♥❡ ♥✐❝❤t ü❜❡r❧ä✉❢t✱ ❣✐❜t
❡s ❡✐♥❡♥ ③✇❡✐t❡♥✱ ❤ö❤❡r ❣❡❧❡❣❡♥❡♥ ❆✉s✢✉ss✳ ❉❡r s♦r❣t ❢ür ❡✐♥❡♥ ❙tr♦♠ I3✱ s♦ ❞❛ss
I1 + I2 + I3 = 0✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❲❛ss❡r♠❡♥❣❡ ✐♥ ❞❡r ❲❛♥♥❡ ❡rr❡✐❝❤t ❞❛♠✐t ✭❤♦✛❡♥t❧✐❝❤✮
❡✐♥❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥ ❩✉st❛♥❞✳

✸✼✳ ❲✐❞❡rst❛♥❞

■♠ ✈♦r❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✉r❞❡♥ ❙trö♠❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❀ ❡s ✇✉r❞❡ ❛❜❡r ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✱ ✇❛r✉♠ s✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ●❛♥③ ❣❡♥❡r❡❧❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱
✇❡♥♥ s✐❝❤ ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ❜③✇✳ ✒❑♥♦t❡♥✏ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ◆❡t③✇❡r❦ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❡✐♥❡r ✐❤r❡r ✐♥✲
t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❙trö♠❡ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s♦ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✇❡♥♥ ❡s ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t KI ✉♥❞ KII ❡✐♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ ♦❞❡r ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❣✐❜t✳ ❉❛♥♥ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞❛s ❛✉s ❜❡✐❞❡♥
❚❡✐❧s②st❡♠❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ♥ä♠❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ✐♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✲
✇✐❝❤t✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✇❡❧❝❤❡r ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐✲
❞❡♥✱ ✇✐r❞ ♥ä♠❧✐❝❤ ❊♥❡r❣✐❡ ❢r❡✐✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❞❛③✉ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ●röÿ❡ ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❦❛♥♥ ❛❧s ❆r❜❡✐t
♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ♦❞❡r ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❖♣t✐♦♥ ❞❡r ❆❜❣❛❜❡ ✈♦♥ ♥✉t③❜r✐♥❣❡♥✲
❞❡r ❆r❜❡✐t ❜❡st❡❤t ♥✉r✱ ✇❡♥♥ ✐♥ ❞❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✭▼♦t♦r❡♥✱
❚✉r❜✐♥❡♥✱ ✉s✇✳✮ ❡✐♥❣❡❜❛✉t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❖♣t✐♦♥ ❞❡r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜❡st❡❤t ❛❜❡r ✐♠♠❡r ✉♥❞ ✐♥
❛❧❧❡♥ r❡❛❧❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✜♥❞❡t s✐❡ ❛✉❝❤ st❛tt✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❧ä✉❢t ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥
❩✉st❛♥❞ ❤ö❤❡r❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❢ ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ③✉✳ ❋ür
❜❡✐❞❡ ❖♣t✐♦♥❡♥ st❡❧❧t s✐❝❤ ❛♠ ❊♥❞❡ ❡✐♥ ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡♥ ❛❧❧❡r
❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t❡ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ✒❆♥tr✐❡❜s❦r❛❢t✏ ❢ür ❞❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s❣❧❡✐❝❤ ✐st
❞❛❤❡r ♥❛❤❡❧✐❡❣❡♥❞❡r✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ✐♥t❡♥s✐✈❡♥ ●röÿ❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❙trö♠❡ s✐♥❞ ❡✐♥❡
❋✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❉✐✛❡r❡♥③✳

❚r❛♥s♣♦rt❡ ❡r❢♦❧❣❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ s❝❤♥❡❧❧ ✉♥❞ ♠❛♥❝❤♠❛❧ s❝❤❡✐♥❜❛r ❣❛r ♥✐❝❤t✳ ❉✐❡ ▼❛✲
t❡r✐❛❧❣r❡♥③❢ä❧❧❡ s✐♥❞ ❞❡r ✐❞❡❛❧❡ ■s♦❧❛t♦r ✉♥❞ ❞❡r ✐❞❡❛❧❡ ▲❡✐t❡r✳ ❱♦r❧ä✉✜❣ ✇♦❧❧❡♥
✇✐r ✈♦♥ ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❡✐t❡r♥ ❡✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡s
♦❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❧✉✐❞ ❡①✐st✐❡rt ✉♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ■s♦❧❛t♦r ❣❛r ❦❡✐♥s✳ ❩✉ ❞❡♥
✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ■s♦❧❛t♦r❡♥ ❣❡❤ört ❞✐❡ ▲✉❢t✳ ❖❤♥❡ ✐❤r❡ ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✇ür❞❡♥ ✈✐❡✲
❧❡ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ♥✐❝❤t ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡r❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ▲✉❢t❢❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ③✉ ❤♦❝❤
✇✐r❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲✉❢t ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡ss❡r ❧❡✐t❡t✱ s❝❤❧❛❣❡♥ ❛✉❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ♠❛♥❝❤❡ ❉❡♠♦♥str❛t✐✲
♦♥s❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❢❡❤❧✳ ❙♦✇♦❤❧ ❢ür ❲är♠❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❊❧❡❦tr✐③✐tät ✐st ❱❛❦✉✉♠ ❞❡r ❜❡st❡
■s♦❧❛t♦r✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ♠ö❝❤t❡
✭❑❛♣✳ ✷✽✳✶✮✱ s♦ ♠✉ss ♠❛♥ ❞❛❢ür s♦r❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥❞❡ ❙②st❡♠ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❣✉✲
t❡♥ ❲är♠❡✐s♦❧❛t♦r ✉♠❣❡❜❡♥ ✐st✳ ❊✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ■s♦❧❛t♦r❡♥
❢ür ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦st❛t✐❦✳ ●❛s❡ ✉♥❞ ❡✈❛❦✉✐❡rt❡ ❩♦♥❡♥ s✐♥❞ s♦✇♦❤❧ ❢ür ❲är♠❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❊❧❡❦✲
tr✐③✐tät ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ❣✉t❡ ■s♦❧❛t♦r❡♥✳ ❲är❡ ▲✉❢t ♥✐❝❤t s♦ ❡✐♥ ❡①tr❡♠ ❣✉t❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r

✷✷✾



■s♦❧❛t♦r✱ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ♥✐❝❤t s♦ ❡✐♥✲
❢❛❝❤ ✈♦r❢ü❤r❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡r s✐♥❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❙t❛❜ ✉♥❞ ❩❡✐❣❡r ❛✉s ▼❡t❛❧❧✱
❛❧s♦ ❡✐♥❡♠ ▲❡✐t❡r✱ ❞❛♠✐t ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞ r❛s❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ü❜❡rtr❛❣❡♥
✇✐r❞✳ ❍❛❧t❡r✉♥❣ ❜③✇✳ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ▼❡t❛❧❧st❛❜ ✉♥❞ ❞✐❡ ❋üÿ❡ ❞❡s ●❡❤ä✉s❡s s✐♥❞
❛✉s ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✉♥❞ s♦r❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥ ▲✉❢t ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❛s
■♥str✉♠❡♥t ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t❡ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ♥✐❝❤t s♦❢♦rt ✇✐❡❞❡r ✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤t✳

■♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❤ä♥❣t ❞✐❡ ❑✐♥❡t✐❦ ❞❡s ❱♦r❣❛♥❣s ❛✉❝❤ ❞❛✈♦♥ ❛❜✱ ♦❜ ❞❛s
❋❧✐❡ÿ❡♥ ✈♦♥ ❊❧❡❦tr✐③✐tät ❛♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙t♦✛❡s ❣❡❦♥ü♣❢t ✐st ✭❡❧❡❦tr♦✲
❧②t✐s❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✮ ♦❞❡r ♥✐❝❤t ✭❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡r ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✮✳ ❋ür ❞✐❡ ❲är✲
♠❡❧❡✐t✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛♥❛❧♦❣❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♠❛❝❤❡♥✳ ■♥ ▼❡t❛❧❧❡♥ ✜♥❞❡t ❞✐❡ ▲❡✐t✉♥❣ ✐♥
❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ♦❤♥❡ ❙t♦✛tr❛♥s♣♦rt st❛tt✱ ❞✳❤✳ ▼❡t❛❧❧❡ s✐♥❞ ✐✳❆✳ s♦✇♦❤❧ ❣✉t❡ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡
▲❡✐t❡r ✉♥❞ ❛❧s ❛✉❝❤ ❣✉t❡ ❲är♠❡❧❡✐t❡r✳ ❉❛s ❆♥❛❧♦❣♦♥ ③✉r ❡❧❡❦tr♦❧②t✐s❝❤❡♥ ▲❡✐t✉♥❣ ✐st ❢ür
❞❡♥ ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt ❞✐❡ ❲är♠❡❦♦♥✈❡❦t✐♦♥✳

❉❡s ✇❡✐t❡r❡♥ ❤ä♥❣t ❞✐❡ ❑✐♥❡t✐❦ ✈♦♥ ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡s ❛❜✳
❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙tä❜❡ ✐♥ ❞✐❡ ❍❛♥❞ ♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ✐❤♥❡♥ ❡✐♥
❣❡❧❛❞❡♥❡s ❊❧❡❦tr♦♠❡t❡r ❜❡rü❤r❡♥✳ ❋ür ▼❡t❛❧❧stä❜❡ ❣❡❤t ❞❡r ❩❡✐❣❡r❛✉ss❝❤❧❛❣ ❞❡s ❊❧❡❦✲
tr♦♠❡t❡rs ✐♥ ✐♥ ❙❡❦✉♥❞❡♥s❝❤♥❡❧❧❡ ③✉rü❝❦✱ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙tü❝❦ ❚❛❢❡❧❦r❡✐❞❡ ❦❛♥♥ ❡s ▼✐♥✉t❡♥
❞❛✉❡r♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ●❧❛sst❛❜ ✐st ❞✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ s♦ ❧❛♥❣s❛♠✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥♥❡r✲
❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❚❛❣❡s ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ✇❛❤r♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞❡ ❩❛❤❧ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥
s✐♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❣✉t❡ ❲är♠❡❧❡✐t❡r ✉♥❞ ❣✉t❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❡✐t❡r✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ▼❡t❛❧❧❡✳ ●✉t❡
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ■s♦❧❛t♦r❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❙t②r♦♣❤♦r ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡ ❑✉♥stst♦✛❡✱ ●❧äs❡r ✉♥❞ ✈✐❡❧❡ ◆✐❝❤t✲
♠❡t❛❧❧❡✱ s✐♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❛✉❝❤ ❣✉t❡ ❲är♠❡✐s♦❧❛t♦r❡♥✳ ❊s ❣✐❜t ❛❜❡r ❞✉r❝❤❛✉s ❆✉s♥❛❤♠❡♥✱
❛❧s♦ ❙t♦✛❡✱ ❞✐❡ ❡①③❡❧❧❡♥t❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❡✐t❡r✱ ❛❜❡r s❡❤r s❝❤❧❡❝❤t❡ ❲är♠❡❧❡✐t❡r s✐♥❞ ✉♥❞
✉♠❣❡❦❡❤rt✳

❲är♠❡✇✐❞❡rst❛♥❞✿ ❲❡♥♥ ③✇❡✐ ❚❡✐❧s②st❡♠❡ ✭❑♥♦t❡♥✮ ❡✐♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✉♥t❡rs❝❤✐❡❞∆T =
TII − TI ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ❞❛♥♥ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt ✈♦♠ ❩✉st❛♥❞ ♠✐t
❤ö❤❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ③✉ ❞❡♠ ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❊♠♣✐r✐s❝❤❡ ❉❛t❡♥ ③✉♠
❲är♠❡str♦♠ IQ❂IQ(∆T ) ✇❡r❞❡♥ ✐✳❆✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ P♦t❡♥③r❡✐❤❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❲❡♥♥
❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❣❡♥ü❣t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ●❡s❡t③

IQ =
1

RQ
∆T .

❉✐❡ ●röÿ❡ RQ ❤❡✐ÿt ❲är♠❡✇✐❞❡rst❛♥❞✳

❊❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❲✐❞❡rst❛♥❞✿ ❲❡♥♥ ③✇❡✐ ❑♥♦t❡♥ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ U =
∆ϕ = ϕII−ϕI ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ s♦ ❧✐❡❣t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥ ◆✐❝❤t❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞ ✈♦r✱ ❞❡r
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt ❛❜❣❡❜❛✉t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✐st ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞❡s
❚r❛♥s♣♦rt♣r♦③❡ss❡s ❞❛s ❙tr❡❜❡♥ ♥❛❝❤ ♠❛①✐♠❛❧❡r ❊♥tr♦♣✐❡✳ ❍ä✉✜❣ ✜♥❞❡t ♠❛♥✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ◆ä❤❡r✉♥❣

I =
1

R
∆ϕ ✭✸✼✳✶✮

❜③✇✳ ❞❛s ❖❤♠s❝❤❡ ●❡s❡t③
U = RI ✭✸✼✳✷✮
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✵✿ ✭❛✮ ❙❝❤❛❧ts②♠❜♦❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ✭❜✮ ❍✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r✲
s❝❤❛❧t✉♥❣ ✈♦♥ ❞r❡✐ ❲✐❞❡rstä♥❞❡♥ ✭❝✮ ❊✐♥ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ✉♥❞ ❡✐✲
♥❡♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❜❡st❡❤❡♥❞❡r ❙❝❤❛❧t❦r❡✐s✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡♥ ❙②♠❜♦❧❡♥ ❢ür ❲✐✲
❞❡rst❛♥❞ ✉♥❞ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r tr✐tt ❤✐❡r ❡✐♥ ❙②♠❜♦❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥
❙❝❤❛❧t❡r ❛✉❢✳

❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s ③✇✐s❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♠ ❙tr♦♠ I ✉♥❞ ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ U = ∆ϕ ❛✉sr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡ ▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐❞❡r✲
st❛♥❞s R ❤❡✐ÿt ❖❤♠✿

[R] = 1Ohm =1Ω = 1V/A ✭✸✼✳✸✮

❉✐❡ ●röÿ❡ R ✐st ❛❧s ♣♦s✐t✐✈ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❞❡s ❙tr♦♠s ♣♦s✐t✐✈✱
✇❡♥♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥ ❤ö❤❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s ③✉ ❡✐♥❡♠
❛✉❢ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛♥❞❡r♥ ♦❞❡r ✇❡♥♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑♥♦✲
t❡♥ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛✉❢ ❤ö❤❡r❡♠✳ ❱♦r❣ä♥❣❡ ❦ö♥♥❡♥ ♥✉r ✐♥ ❞✐❡s❡r
❘✐❝❤t✉♥❣ ✒❢r❡✐✇✐❧❧✐❣✏ ❛❜❧❛✉❢❡♥✱ ✇❡✐❧ ♥✉r ❞❛♥♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉r ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣
st❡❤t ❜③✇✳ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❛♥✇❛❝❤s❡♥ ❦❛♥♥✳

❉❡r ❲✐❞❡rst❛♥❞ RQ ❜③✇✳ R ✐st ❡✐♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦✉♠ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞❡s✳ ❏❡❞❡r ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞✱ ❢ür ❞❡♥ ❞❛s ♦❤♠s❝❤❡ ●❡s❡t③ ❣✐❧t✱ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ♦❤♠s❝❤❡♥ ❲✐❞❡r✲
st❛♥❞ R ❞❛r✳ ❊✐♥ ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ✐st ❛❧s♦ ❡✐♥ ♦❤♠s❝❤❡r ❲✐❞❡rst❛♥❞✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❞✉r❝❤ ✐❤♥
✢✐❡ÿ❡♥❞❡ ❙tr♦♠ ❞❡r ❛♥ ❞❡♥ ❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t❡♥ ❛♥❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✐st✳

❲❡♥♥ ❞❡r ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙t✐r❧✐♥❣♠♦t♦r ♦❞❡r ❡✐♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦♠♦t♦r ♠✐t ✐❞❡❛❧❡♥✱
♥✐❝❤t❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ❩✉❢✉❤r❧❡✐t✉♥❣❡♥ r❡❛❧✐s✐❡rt ✐st✱ ♦❞❡r ✇❡♥♥ ❲❛ss❡r ü❜❡r ❡✐♥ ❉r✉❝❦❣❡❢ä❧❧❡
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❚✉r❜✐♥❡ ✢✐❡ÿt✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ③✉♠✐♥❞❡st ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❢r❡✐ ✇❡r❞❡♥❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s
❆r❜❡✐t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥✳ ■st ❞❛s ♥✐❝❤t ❞❡r ❋❛❧❧✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ❞✐ss✐♣✐❡rt✱ ✇❛s
♠❛♥ ♠❡✐st ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❊r✇är♠✉♥❣ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rt♣❢❛❞s ♦❞❡r ❞❡s ❊♥❞❦♥♦t❡♥s ❢❡stst❡❧❧❡♥
❦❛♥♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❇❛tt❡r✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ❦✉r③s❝❤❧✐❡ÿt✱ ❞❛♥♥ ❡r✇är♠❡♥
s✐❝❤ ❞✐❡ ❩✉❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❛tt❡r✐❡✱ ❞❡♥♥ ✐r❣❡♥❞✇♦ ♠✉ss ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❚r❛♥s♣♦rt ❢r❡✐
✇❡r❞❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❥❛ ❤✐♥✳

✷✸✶



❉❛s ❙❝❤❛❧t❦r❡✐ss②♠❜♦❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❛❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s
✭❜③✇✳ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡s✮ ❇❛✉❡❧❡♠❡♥t ✐st ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✵❛ ❣❡③❡✐❣t✳ ▼❡✐st ❧ässt ♠❛♥ ❞✐❡ ♥ä❤❡r❡
❇❡st✐♠♠✉♥❣✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ✉♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈ ③✉ s❡✐♥✱ ✐✳❆✳ ✇❡❣ ✉♥❞ s♣r✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✉r ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ♠❡❤r❡r❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ Rn ♠✐t n = 1, 2, 3, . . . , N ❤✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r s❝❤❛❧t❡t✱ ✇✐❡
✐♥ ❆❜❜✳ ✻✵❜ ❢ür ❞r❡✐ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛♥♥ st❡❤t ❥❡❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ✐♥ ✐❤♠ ♣r♦
❩❡✐t❡✐♥❤❡✐t ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉❛ ❛❧❧❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ✈♦♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙tr♦♠
I ❞✉r❝❤✢♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❞✐ss✐♣✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣

Pn = −UnI = −RnI
2 ,

✇♦❜❡✐ Un ❞✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ s❡✐♥❡♥ ❆♥s❝❤❧üss❡♥ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐st✳ ❉❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥
st❡❤t ❢ür ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣s❛❜❣❛❜❡✳ ❉✐❡ ✐♥s❣❡s❛♠t ❛❜❣❡❣❡❜❡♥❡ ▲❡✐st✉♥❣

P = −RI2 =

N
∑

n=1

Pn = −I2
N
∑

n=1

Rn

✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❞✐ss✐♣✐❡rt❡♥ ❚❡✐❧❧❡✐st✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣t

R =

N
∑

n=1

Rn .

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❙tr♦♠ ✈❡r③✇❡✐❣❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ♠❡❤r❡r❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❱❡r③✇❡✐✲
❣✉♥❣s♣✉♥❦t ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❢ü❤r❡♥✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r ●❡s❛♠tstr♦♠

I =
U

R
=

N
∑

n=1

In = U
N
∑

n=1

1

Rn
,

❞❡♥♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ U ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣s♣✉♥❦t❡♥ ✐st ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡✳ ❉❛r❛✉s
❢♦❧❣t ❢ür ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡s❝❤❛❧t❡t❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡✿

1

R
=

N
∑

n=1

1

Rn
.

✸✼✳✶✳ ▼❡ss✉♥❣ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❲✐❞❡rstä♥❞❡✳

❑❛❧✐❜r✐❡rt❡ ▼❡ss❣❡rät❡ ❢ür ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❖❤♠♠❡t❡r✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥✲
❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ③✇❡✐ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡♥ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✶✿ ❙❝❤❛❧ts❦✐③③❡ ③✉r
▼❡ss✉♥❣ ✈♦♥ ❲✐✲
❞❡rstä♥❞❡♥ ❜③✇✳
❙trö♠❡♥✳

✭❛✮ ❑❧❡✐♥❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡✿ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ✉♥❞
❞❛❤❡r ❛♠ ❤ä✉✜❣st❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡ ❜❡✲
r✉❤t ❛✉❢ ●❧✳ ✸✼✳✷✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✶ ❣❡③❡✐❣t✱ ♠✐sst ♠❛♥
❞❛③✉ ❞✐❡ ü❜❡r ❡✐♥❡♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❛❜❢❛❧❧❡♥❞❡ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❱♦❧t♠❡t❡r ✉♥❞ ❞❡♥ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥❞❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✷✿ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❲✐❞❡rst❛♥❞❡s ✈♦♥ ❚❛❢❡❧❦r❡✐❞❡✳ ❛✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣✳
❜✮ ❙❝❤❛❧ts❦✐③③❡✳

❙tr♦♠ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥
❡✐❣♥❡t s✐❝❤ ❢ür ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ ❣r♦ÿ❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡✳ ❋ür
❡①tr❡♠ ❣r♦ÿ❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ✈❡rs❛❣t s✐❡✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❙trö✲
♠❡ ❞❛♥♥ ✉♥♠❡ss❜❛r ❦❧❡✐♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

✭❜✮ ●r♦ÿ❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡✿ ❯♠ ❞❛s ▼❡ss✈❡r❢❛❤✲

r❡♥ ❢ür ❣r♦ÿ❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡t
♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✵❝ ❣❡③❡✐❣t❡ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❑♦♥❞❡♥s❛✲
t♦r ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❙❝❤❛❧t✉♥❣✳
❉❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛❜❢❛❧❧ −UR = RI ❛♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ✐st ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣
UC ❛♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r✳ ❊s ❣✐❧t ❛❧s♦✿

UC − UR = q/C +RI = q/C +Rq̇ = 0

❉✐❡s st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❞❛r✱ ❞❡r❡♥ ▲ös✉♥❣ ❜❡r❡✐ts
❜❡❦❛♥♥t ✐st ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✸✮✿

q(t) = q0 exp(−t/τ) ✭✸✼✳✹✮

❉✐❡ ❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡
τ = RC ✭✸✼✳✺✮

❞❡r ❊♥t❧❛❞✉♥❣ ❦❛♥♥ ✐♥ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❛❧t❦r❡✐s❡♥ ③✉r ❙t❡✉❡r✉♥❣ ③❡✐t❧✐❝❤❡r ❆❜❧ä✉❢❡ ❜③✇✳
❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t♠❡ss✉♥❣ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❯♠ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ✈♦♥ ❚❛❢❡❧❦r❡✐❞❡ ③✉ ♠❡ss❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦♠❡✲
t❡r ❜❡❦❛♥♥t❡r ❑❛♣❛③✐tät C ♠✐t ❡✐♥❡r ▲❛❞✉♥❣ q0 ❛✉✢❛❞❡♥ ✉♥❞ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✷❛ ❣❡③❡✐❣t✱
❡♥t❧❛❞❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❙t♦♣♣✉❤r s❝❤ät③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❩❡✐t ❛❜✱ ③✉ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛✉❢
✉♥❣❡❢ä❤r ✶✵✪ ❛❜❣❡❢❛❧❧❡♥ ✐st✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✼✳✺ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❢ür ❞❛s ❑r❡✐❞❡stü❝❦
✭❉✉r❝❤♠❡ss❡r 1 cm✱ ▲ä♥❣❡ 8 cm✮ ❡✐♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ R ✈♦♥ ❣röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣s♠äÿ✐❣ 6×1012Ω✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✸✿ ❛✮ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ❆♠♣❡r❡♠❡t❡rs ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❱♦❧t♠❡t❡r ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ▼❡ss✲
✇✐❞❡rst❛♥❞✳ ❜✮ ▼❡ss❜❡r❡✐❝❤s❡r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❢ür ❡✐♥ ❱♦❧t♠❡t❡r✳ ❝✮ ▼❡ss❜❡✲
r❡✐❝❤s❡r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❢ür ❡✐♥ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r✳

✸✼✳✷✳ ▼❡ss❜❡r❡✐❝❤s❡r✇❡✐t❡r✉♥❣

❉❡r ▼❡ss❜❡r❡✐❝❤ ❡✐♥❡s ❱♦❧t♠❡t❡rs ✐st ❜❡s❝❤rä♥❦t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ▼❛①✐♠❛❧❛✉s✲
s❝❤❧❛❣✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❛❧s ❞❡r ▼❡ss❜❡r❡✐❝❤ ③✉❧ässt✱
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✸❜ ❣❡③❡✐❣t❡ ❙❝❤❛❧ts❦✐③③❡ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✳ ▼❛♥ s❝❤❧✐❡ÿt ③✇❡✐ ✐♥ ❘❡✐❤❡
❣❡s❝❤❛❧t❡t❡ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ R1 ✉♥❞ R2 ❛♥ ✉♥❞ ♠✐sst ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✭❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛❜❢❛❧❧✮
❛♠ ▼❡ss✇✐❞❡rst❛♥❞ R1✳

▼✐t ❤♦❝❤❣❡♥❛✉ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❲✐❞❡rstä♥❞❡♥ ✭▼❡ss✇✐❞❡rstä♥❞❡♥✮ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ❡✐♥❡♠
❱♦❧t♠❡t❡r ❡✐♥ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ♠❛❝❤❡♥✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✸❛ ❣❡③❡✐❣t✱ ♠✐sst ♠❛♥ ❞❛③✉ ❞❡♥ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣s❛❜❢❛❧❧ ∆U ü❜❡r ❞❡♠ ▼❡ss✇✐❞❡rst❛♥❞ ✉♥❞ ❡✐❝❤t ❞✐❡ ❆♥③❡✐❣❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡✳
❲❡❣❡♥ ∆U = RI ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡♠ R ❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲❡✐t✉♥❣ ❣❡✢♦ss❡♥❡♥ ❙tr♦♠
I✳

❉❡r ▼❡ss❜❡r❡✐❝❤ ❡✐♥❡s ❆♠♣❡r❡♠❡t❡rs ❧ässt s✐❝❤✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✸❝ ❣❡③❡✐❣t✱ ❡r✇❡✐t❡r♥✱ ✐♥❞❡♠
♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ③✉♠ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡s❝❤❛❧t❡t❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ R2 ❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡s
❙tr♦♠s ❛♠ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r ✈♦r❜❡✐✢✐❡ÿ❡♥ ❧ässt ✉♥❞ ♥✉r ❞❡♥ ❞✉r❝❤ R1 ✢✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧str♦♠
♠✐sst✳ ❆✉s ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❲❡rt❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ●❡s❛♠t✲
str♦♠ ③✉rü❝❦s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳

✷✸✹



❚❡✐❧ ❱✳

▼❡❝❤❛♥✐❦ ✐♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠

✸✽✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✭▼✶✮

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ■♥ ❞❡r P❤②s✐❦
✇✐r❞ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡s ❱❡❦t♦rs ♦❢t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡♥❣❡r ❣❡❢❛sst❡♥ ❙✐♥♥❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❡r ❛✉❢ ❞❡♥
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ❜❡③♦❣❡♥ ✐st ✭s✳ ❑❛♣✳ ✼✳✶✮✳

✸✽✳✶✳ ❱❡❦t♦r❡♥

❱❡❦t♦r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ❞✉r❝❤ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ✒| 〉✏ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❱❡❦t♦r❡♥ ✇✐❡ |a〉 s✐♥❞
❊❧❡♠❡♥t❡ ❣❧❡✐❝❤❡r ❆rt✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡ ❆❞❞✐t✐♦♥+ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙❦❛❧❛r
α s♦ ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ |c〉 = α |a〉 + |b〉 ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥ ✉♥❞ ✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡♥ ❱❡❦t♦r ❡r❣✐❜t✳ ❉✐❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ❦♦♠♠✉t❛t✐✈✱ ❛ss♦③✐❛t✐✈ ✉♥❞
❞✐str✐❜✉t✐✈✿

|a〉+ |b〉 = |b〉+ |a〉
|a〉+ (|b〉+ |c〉) = (|a〉+ |b〉) + |c〉

α(|a〉+ |b〉) = α |a〉+ α |b〉
❉✐❡ ▼❡♥❣❡ ❛❧❧❡r ❱❡❦t♦r❡♥ ♠✐t ❞✐❡s❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❖♣❡r❛t✐♦♥❡♥ ❜✐❧❞❡t ❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❛✉♠✱
❞❡♥ ❱❡❦t♦rr❛✉♠✳

❇❛s✐s ❊✐♥ ❱❡❦t♦rr❛✉♠ ❜❡s✐t③t ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥st❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❱❡❦t♦r❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❥❡❞❡r s❡✐♥❡r
❱❡❦t♦r❡♥ ❛❧s ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥ ❙❛t③ s♦❧❝❤❡r ❱❡❦t♦r❡♥ ❜✐❧❞❡t
❞✐❡ ❇❛s✐s ❞❡s ❱❡❦t♦rr❛✉♠s✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❇❛s✐s✈❡❦t♦r❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s
❱❡❦t♦rr❛✉♠s✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ✐♥ ③✇❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✳ ●❡♥ü❣❡♥ ❣❡♥❛✉ ③✇❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥
|I〉 ✉♥❞ |II〉✱ s♦ ❞❛ss ♠❛♥ ❥❡❞❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❱❡❦t♦r |A〉 ♠✐t ❍✐❧❢❡ ③✇❡✐❡r ❙❦❛❧❛r❡ x1
✉♥❞ x2 ❞✉r❝❤

|a〉 = x1 |I〉+ x2 |II〉
❛✉s❞rü❝❦❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ▼❡♥❣❡ {|I〉 , |II〉}
❞✐❡ ▼✐♥✐♠❛❧♠❡♥❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ ❱❡❦t♦rr❛✉♠ ❛✉❢s♣❛♥♥t ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❇❛s✐s✳ ❉❡r
❱❡❦t♦rr❛✉♠ ✐st ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❉✐❡ ❙❦❛❧❛r❡ x1 ✉♥❞ x2 s✐♥❞ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡s
❱❡❦t♦rs |a〉 r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❇❛s✐s✳
❆✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ③✇❡✐ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❖❜❥❡❦✲
t❡ ❜✐❧❞❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡♥ ❘❡❝❤❡♥r❡❣❡❧♥ ❢ür ❱❡❦t♦r❡♥ ❛✉sst❛tt❡♥✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t s✐❡
s②♠❜♦❧✐s❝❤ ♠✐t

(

x1
x2

)

.

✉♥❞ ♥❡♥♥t s✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥✳
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❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ▲ös✉♥❣sr❛✉♠ ✈♦♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥
▲ös✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❉✐❡ ✉♥❛❜✲
❤ä♥❣✐❣❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❜✐❧❞❡♥ ♠✐t ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❙tr✉❦t✉r ❞❡r ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✐♥❡♥
❱❡❦t♦rr❛✉♠✳
❉❡r ❱❡❦t♦rr❛✉♠ ❞❡r ▲ös✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✐st ❢ür ❛❧❧❡ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ |1〉 = exp(γx)
✉♥❞ |2〉 = exp(−γx) ❡✐♥❡ ❇❛s✐s ❞❡s ❘❛✉♠s ❞❡r ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

y′′ − γ2y = 0 ✭✸✽✳✶✮

❏❡❞❡ ❛♥❞❡r❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣ |y〉 = y(x) ❦❛♥♥ ❛❧s ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

|y〉 = a |1〉+ b |2〉

♠✐t ③✇❡✐ ❙❦❛❧❛r❡♥ a ✉♥❞ b ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥
|1′〉 = cosh(γx) ✉♥❞ |2′〉 = sinh(γx) ✐♥ ❞✐❡s❡r ❇❛s✐s ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✿

|1′〉 = cosh(γx) =
1

2
|1〉+ 1

2
|2〉

|2′〉 = sinh(γx) =
1

2
|1〉 − 1

2
|2〉

❆✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s ❇❛s✐s ❞❡s ▲ös✉♥❣sr❛✉♠s ✈♦♥ ●❧✳ ✸✽✳✶ ❤❡r✲
❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ▲ös✉♥❣sr❛✉♠ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

y′′ + 2γy′ = 0 ✭✸✽✳✷✮

✇✐r❞ ✈♦♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ |1〉 = 1 ✉♥❞ |2〉 = exp(−2γx) ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t ✉♥❞ ❞✐❡
❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣

|y〉 = a |1〉+ b |2〉
✐st ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧ös✉♥❣❡♥✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤

y(x) = a+ b exp(−2γx) = [a exp(γx) + b exp(−γx)] exp(−γx) . ✭✸✽✳✸✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳

✸✽✳✷✳ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t

❩✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥ |a〉 ✉♥❞ |b〉 ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t

〈a|b〉 = λ

❡r❦❧ärt s❡✐♥✱ ❞❡ss❡♥ ❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r λ ✐st✳ ❊s ✐st ❦♦♠♠✉t❛t✐✈ ✉♥❞ ✐♥ ❥❡❞❡♠ s❡✐♥❡r
❜❡✐❞❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥ ❧✐♥❡❛r✳ ❋♦r❞❡rt ♠❛♥ 〈a|a〉 ≥ 0✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ ❜③✇✳ ❞✐❡
◆♦r♠

||a〉| =
√

〈a|a〉

✷✸✻



❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳ ❱❡❦t♦r❡♥ ♠✐t ❇❡tr❛❣ 1 ✇❡r❞❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✳
❉✐❡ s✐❝❤ ❛✉s

cosα =
〈a|b〉
|a| |b|

❡r❣❡❜❡♥❞❡ ❩❛❤❧ α ✇✐r❞ ❛❧s ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ |a〉 ✉♥❞ |b〉 ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ■st
cosα = 0✱ ❞❛♥♥ st❡❤❡♥ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❇❡st❡❤t ❞✐❡ ❇❛s✐s ❡✐♥❡s
❱❡❦t♦rr❛✉♠s ❛✉s ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥
❞✐❡s❡ ❛❧s ❡✐♥❡ ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧❜❛s✐s✳

✸✽✳✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥

T s❡✐ ❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♠ ❱❡❦t♦r |x〉 ❛✉s ❞❡♠ ❱❡❦t♦rr❛✉♠ ❱ ❡✐♥❡♥ ❱❡❦t♦r |y〉 ❛✉s
❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❱❡❦t♦rr❛✉♠ ❲ ③✉♦r❞♥❡t✿ T : |x〉 ∈ V 7→ |y〉 ∈ W ✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❤❛t✱ ❞❛ss ❢ür ③✇❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥ |a〉 , |b〉 ∈ X s♦✇✐❡ ❡✐♥❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❙❦❛❧❛r λ
❣✐❧t✿

T (λ |a〉+ |b〉) = λT (|a〉) + T (|b〉) , ✭✸✽✳✹✮

❞❛♥♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥ ❞✐❡
▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧s ❙tr✉❦t✉r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱❡❦t♦rrä✉♠❡ V ✉♥❞ W ✉♥❛♥❣❡t❛st❡t✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s ❊❧❡♠❡♥t❡ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rr❛✉♠s ❛✉❢❣❡❢❛sst
✇❡r❞❡♥✿ ❆✉s ❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ |f〉 = f(x) ✉♥❞ |g〉 = g(x) ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙❦❛❧❛r α ❞✉r❝❤
▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡r ❱❡❦t♦r

|h〉 = α |f〉+ |g〉

❜✐❧❞❡♥✱ ❞❡r ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ h(x) = αf(x)+g(x) r❡♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ st❡❧❧t ❡✐♥❡
❧✐♥❡❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❱❡❦t♦rr❛✉♠ ❞❡r ❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❜❛r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❛r✱ ❞✳❤✳
❡s ❣✐❧t

(α |f〉+ |g〉)p = α |f〉p + |g〉 p

✸✽✳✹✳ ❱❡❦t♦r❡♥ ✐♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠

■♥ ❞❡r P❤②s✐❦ s✐♥❞ ❱❡❦t♦r❡♥ ✐♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ✈♦♥ ❜❡s♦♥❞❡r❡r
❇❡❞❡✉t✉♥❣✳

✸✽✳✹✳✶✳ ❉✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s

❯♠ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ③✉ s♣❡③✐✜③✐❡r❡♥✱ ✐st ❡s ü❜❧✐❝❤✱
✈♦♥ ❡✐♥❡r ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧❜❛s✐s ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❛❧s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❛✉s③✉❣❡❤❡♥✱ ✐♠ ❞r❡✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❛✉s ❞r❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥

✷✸✼



❖rt❤♦♥♦r♠❛❧❜❛s✐s {|1〉 , |2〉 , |3〉}✳ ❉✐❡s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s✲❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥ ❜✐❧❞❡♥
❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s✳

❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ③✇❡✐❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥
♥✉❧❧ ✐st✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ 〈1|2〉 = 0✳ ❉❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ❡✐♥❡s ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦rs ♠✐t s✐❝❤ s❡❧❜st ✐st
❤✐♥❣❡❣❡♥ ✶✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ 〈1|1〉 = 1✳ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ 1 ✉♥❞ s✐♥❞ s♦♠✐t
❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s✳

❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ❡✐♥ P✉♥❦t P (x1, x2, x3) ✐♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡❦t♦r

|P 〉 = x1 |1〉+ x2 |2〉+ x3 |3〉 ✭✸✽✳✺✮

❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❘❡❧❛t✐✈ ③✉r ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ P✉♥❦t ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r

~x =





x1
x2
x3





❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛❧s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡r rä✉♠✲
❧✐❝❤❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ❛♥❣✐❜t✱ ✇❡r❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ü❜❡r❣❡st❡❧❧t❡♥ P❢❡✐❧ ✒~ ✏
❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤r❡❝❤♥❡t✱✸✼ ❣✐❧t ❢ür ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠
❱❡❦t♦r |P 〉 ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❱❡❦t♦r |Q〉 = y1 |1〉+ y2 |2〉+ y3 |3〉

〈P |Q〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 = ~x · ~y

❉✐❡s ❞❡✜♥✐❡rt ❞❛s ❙t❛♥❞❛r❞s❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞ s②♠❜♦❧✐s❝❤
❞✉r❝❤ ❞❛s ▼❛❧③❡✐❝❤❡♥ ✒ · ✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❲❡♥♥ ♠❡tr✐s✐❡rt❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ ❞❛♥♥ ✐st

~ℓ = ~x− ~y

❞❡r ♠❡tr✐s❝❤❡ ❉✐st❛♥③✈❡❦t♦r ✈♦♥ P✉♥❦t P ③✉ P✉♥❦t ◗✱ ❉✐❡s ✐st ❡✐♥❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❘✐❝❤✲
t✉♥❣s❜❛s✐s ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡✳ ❉✐❡ ❉✐st❛♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ P✉♥❦t❡♥
✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❇❡tr❛❣

ℓ =
√

ℓ21 + ℓ22 + ℓ23 =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2

❞✐❡s❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦rs✳ ❉❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r ❡✐♥❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡ ✐st st❡ts
❞❡r ❚rä❣❡r ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❊✐♥❤❡✐t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥ ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ✇✐❡
❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t✱ st❡ts ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s s✐♥❞✳

✸✽✳✹✳✷✳ ❉r❡❤✉♥❣❡♥

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❉r❡❤❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❡✐♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ♠ö❝❤t❡✱
♠✉ss ♠❛♥ ③✇✐s❝❤❡♥ r❡❝❤ts✲ ✉♥❞ ❧✐♥❦s❤ä♥❞✐❣❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❙✐❡

✸✼〈P |Q〉 = 〈x1 |1〉+ x2 |2〉+ x3 |3〉 |y1 |1〉+ y2 |2〉+ y3 |3〉〉 = x1y1 〈1|1〉+x1y2 〈1|2〉+ · · · = x1y1 +x2y2 +
x3y3

✷✸✽



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✹✿ ❙❦✐③③❡ ③✉r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ❇❛s✐s✇❡❝❤s❡❧s✳ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥
❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s❡♥ ✈♦♥ ❙ ✉♥❞ ❙✬ ❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡tr❛❣ ✶✳

❣❡❤❡♥ ❞✉r❝❤ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r ü❜❡r✳ ❉✐❡ ❱❡r❡✐♥❜❛r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇✉❝❤ ✐st✱ r❡❝❤ts❤ä♥✲
❞✐❣❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡ ③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✳ ■❤r❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐st ✐♥ ❆❜❜✳ ✷✽ s❦✐③③✐❡rt✳

❲❡♥♥ ❙✬ ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✐st✱ ❞❛s ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❯rs♣r✉♥❣ ✇✐❡ ❙ ❤❛t✱ ❛❜❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙
♠✐t ❞❡♠ ❲✐♥❦❡❧ ϕ ✉♠ ❞✐❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ z✲❆❝❤s❡ ✈❡r❞r❡❤t ✐st✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ s❡✐♥❡ ❛✉s ❞❡♥
❣❡❞r❡❤t❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s {|1′〉 , |2′〉 , |3′〉} ❣❡♠äÿ ❆❜❜✳ ✻✹ ③✉

|1′〉 = cosϕ |1〉+ sinϕ |2〉
|2′〉 = sinϕ |1〉 − cosϕ |2〉
|3′〉 = |3〉

❉❡r ❣❧❡✐❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡❦t♦r |P 〉 ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ P✉♥❦t ✇✐r❞ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ✉♥❞ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙✬
❞✉r❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✿

|P 〉 = x1 |1〉+ x2 |2〉+ x3 |3〉 = x′1 |1〉′ + x′2 |2〉′ + x′3 |3〉′

❉✉r❝❤ ❇✐❧❞❡♥ ❞❡s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦ts 〈1′|P 〉 = x′1 = x1 〈1′|1〉+ x2 〈1′|2〉 ❡r❤ä❧t ♠❛♥

x′1 = cosϕx1 + sinϕx2

❉❛s ❘❡s✉❧t❛t st✐♠♠t ♠✐t ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✺✳✷ ü❜❡r❡✐♥✳

❆✉s ❞❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❢ür ❞✐❡ ❖rts✲ ❜③✇✳ ■♠♣✉❧s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r
x✲❆❝❤s❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛✲
t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❉r❡❤✉♥❣ ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s✳

✸✽✳✹✳✸✳ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❜③✇✳ ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t

▼✐t {|1〉 , |2〉 , |3〉} s❡✐ ❡✐♥❡ ❣❡r❡✐❤t❡ ❇❛s✐s ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞✳❤✳ ❇❛s✐s✈❡❦t♦r❡♥ ♠✐t ❢❡st❣❡❧❡❣t❡r
❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞❡r❡♥ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✭❜③✇✳ ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t✮ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ◆✉♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥

✷✸✾



③✇❡✐ ❞❡r ❇❛s✐s✈❡❦t♦r❡♥ ✈❡rt❛✉s❝❤❡♥ ❜③✇✳ ♣❡r♠✉t✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t ❡✐♥❡ ❣❡r❡✐❤t❡ ❇❛s✐s
{|1′〉 , |2′〉 , |3′〉} ♠✐t |1′〉 = |2〉✱ |2′〉 = |1〉 ✉♥❞ |3′〉 = |3〉✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥❡ ❛♥❞❡rs ♦r✐❡♥t✐❡r✲
t❡ ❇❛s✐s✳ ❙✐❡ ✐st ③✉r ❡rst❡r❡♥ s♣✐❡❣❡❧s②♠♠❡tr✐s❝❤✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉ ✺✳✹✳✷ ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ st❡ts
✈♦♥ ❡✐♥❡r r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✳

❙❦❛❧❛r❡ ✉♥❞ Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r❡✳ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙❦❛❧❛r❡ s✐♥❞ ❡✐♥❦♦♠♣♦♥❡♥t✐❣❡ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡
s✐❝❤ ❡✐♥❡rs❡✐ts ♥✐❝❤t ä♥❞❡r♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❣❡❞r❡❤t❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ü❜❡r❣❡❤t✱ ✉♥❞
❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ st❛tt ❡✐♥❡r r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❦s❤ä♥❞✐❣❡ ❘✐❝❤✲
t✉♥❣s❜❛s✐s ③✉❣r✉♥❞❡ ❧❡❣t✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐st ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ③✇❡✐❡r ❱❡❦t♦r❡♥ ❞❛s ●❧❡✐✲
❝❤❡✱ ❡❣❛❧ ♦❜ ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ✉♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ❤❛♥❞❡❧t✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢
❡✐♥❡ ❧✐♥❦s✲ ♦❞❡r ❡✐♥❡ r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ❜❡③✐❡❤❡♥✳

◆❡❜❡♥ ❞❡♥ ❙❦❛❧❛r❡♥ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❦♦♠♣♦♥❡♥t✐❣❡ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❲❡❝❤s❡❧ ❞❡r ❍ä♥✲
❞✐❣❦❡✐t ✐❤r ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ä♥❞❡r♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲✐♥❦❡❧ s✐♥❞
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r❡ ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✳✻✳✶✮✳✸✽

P♦❧❛r❡ ✉♥❞ ❛①✐❛❧❡ ❱❡❦t♦r❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❲❡❝❤s❡❧ ❞❡r ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ä♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s✲
✈❡❦t♦r❡♥ ✐❤r ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✱ ❞✳❤✳ |1〉 → − |1〉 ✉s✇✳ ❊✐♥ ❱❡❦t♦r ✇✐❡ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥s✈❡❦t♦r |P 〉
❛✉s ●❧✳ ✸✽✳✺✱ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❲❡❝❤s❡❧ ❞❡r ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥
✐st ♥❛❝❤ ✇✐❡ ✈♦r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ P♦s✐t✐♦♥ ✐♠ ❘❛✉♠✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t ❛❜❡r✱ ❞❛ss ❞❡r
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r s❡✐♥ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ä♥❞❡rt✱ ❞✳❤✳ ~x → −~x✳ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤
s♦ ✈❡r❤❛❧t❡♥✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ♣♦❧❛r❡ ❱❡❦t♦r❡♥✳

❊✐♥ ❱❡❦t♦r |A〉✱ ❞❡r ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❲❡❝❤s❡❧ ❞❡r ❍ä♥❞✐❣❦❡✐t s❡✐♥ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ä♥❞❡rt ✉♥❞ ❞❡ss❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r ❢♦❧❣❧✐❝❤ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜t✱ ❞✳❤✳ ~A → ~A ✱ ✇✐r❞ ❛❧s ❛①✐❛❧❡r ❱❡❦t♦r
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ♥❛❝❤ ❧✐♥❦s ③❡✐❣❡♥❞❡♥ P❢❡✐❧ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳

✸✽✳✹✳✹✳ ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t

❙✐♥❞ ~a ✉♥❞ ~b ③✇❡✐ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡r r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ❣❡❣❡❜❡♥❡ ♣♦❧❛r❡ ❑♦♦r✲
❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱❡❦t♦r✲❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t

~c = ~a×~b =





aybz − azby
azbx − axbz
axby − aybx



 = −~b× ~a ✭✸✽✳✻✮

❡✐♥❡♥ ❛①✐❛❧❡♥ ❱❡❦t♦r ~c ✳ ❉❛s ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t ✐st ❛♥t✐❦♦♠♠✉t❛t✐✈✦ ❆✉s ❞❡♠ ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t
❡✐♥❡s ❛①✐❛❧❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡s ♣♦❧❛r❡♥ ❱❡❦t♦rs ❣❡❤t ❡✐♥ ♣♦❧❛r❡r ❱❡❦t♦r ❤❡r✈♦r✿

~c = ~a ×~b .

✸✽❊✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r ✐st ❙♣❛t♣r♦❞✉❦t ❞r❡✐❡r ♣♦❧❛r❡r ❱❡❦t♦r❡♥ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❉❡t❡r✲
♠✐♥❛♥t❡✳ ❉✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐ts❜❛s✐s ❣❡❜✐❧❞❡t❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡ ❤❛t ❥❡ ♥❛❝❤
❍ä♥❞✐❣❦❡✐t ❞✐❡ ❲❡rt❡ +1 ♦❞❡r −1✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡♥ ❙❦❛❧❛r ♠✐t ❞❡r ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡ ❞❡r ❘✐❝❤✲
t✉♥❣s❜❛s✐s ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r✳

✷✹✵



✸✽✳✹✳✺✳ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❢✉♥❦t✐♦♥❡♥

❊✐♥❡ ❱❡❦t♦r❢✉♥❦t✐♦♥ ✐st ❡✐♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✈❡❦t♦r✱ ❞❡ss❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ P❛r❛✲
♠❡t❡r ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ❡✐♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡r ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ❞❡✜♥✐❡rt❡r ❱❡❦t♦r

~A(t) =





A1(t)
A2(t)
A3(t)



 ,

❞❡ss❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❩❡✐t t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❱❡❦t♦r❢✉♥❦✲
t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❥❡❞❡r s❡✐♥❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✿

~̇A(t) =





Ȧ1(t)

Ȧ2(t)

Ȧ3(t)





✸✾✳ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✐♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠

■❝❤ ♠ö❝❤t❡ ❤✐❡r ③✉❡rst ❡✐♥ ❜❡❦❛♥♥t❡s ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜❡s♣r❡❝❤❡♥✱ ❞❛s ❛✉❢③❡✐❣t✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✽ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡✱ ♥✉r ♠✐t ❡✐♥❡r
❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ▼❡tr✐❦ ❦♦♠♣❛t✐❜❡❧ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡♥ ✢❛❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ❢♦r❞❡rt✳

✸✾✳✶✳ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❛❧❧❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❞✉r❝❤ c

❱♦♥ ❡✐♥❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❙✬ ❛✉s ❣❡s❡❤❡♥ ❜❡✇❡❣❡ s✐❝❤ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
u′ ♥❛❝❤ r❡❝❤ts✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛♥♥✐♠♠t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙✬ ✈♦♥ ❙ ❛✉s ❣❡s❡✲
❤❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ❜❡✇❡❣t✱ ✉♥❞ ③✇❛r ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✱ ❞❛♥♥ ❞❛r❢ ❞✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u ❞❡s ❖❜❥❡❦ts ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ♥✐❝❤t ❦❧❡✐♥❡r ❛✉s❢❛❧❧❡♥ ❛❧s u′ ❜③✇✳ v✿

u ≥ u′, v ✭✸✾✳✶✮

❯♠ ❞✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❞✐❡s❡r ❋❡stst❡❧❧✉♥❣ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦
c➨ − u➨✳ ❊r ✐st ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❇❡tr❛❣s ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t u ✈♦♥ c✳
❙❡t③t ♠❛♥ ●❧✳ ✽✳✶✻ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✿✸✾

c2 − u2 = (c2−v2)(c2−u′2)

c2(1+u′v/c2)2
✭✸✾✳✷✮

❉❡r ◆❡♥♥❡r ❞❡s r❡❝❤t❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦s ✐st st❡ts ♣♦s✐t✐✈✳ ❲❡♥♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡trä❣❡ ♠ö❣✲
❧✐❝❤ ✇är❡♥✱ ❞✐❡ ❣röÿ❡r ❛❧s c s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ✇ür❞❡ ❛✉s v, u′ > c ❢♦❧❣❡♥✱ ❞❛ss u < c✳ ❉❛s ✐st
✐♠ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉ ●❧✳ ✸✾✳✶✳ ■st ❤✐♥❣❡❣❡♥ v, u′ ≤ c✱ ❞❛♥♥ ✐st ●❧✳ ✸✾✳✶ st❡ts ❡r❢ü❧❧t✳ ❉❛
❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡ ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ✐st ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❛✉❝❤ ❦♦♥s✐st❡♥t✱ ❞❡♥♥ ❛✉❝❤ ❢ür u ❣✐❧t st❡ts
u ≤ c✳ ▼✐t ❛♥❞❡r❡♥ ❲♦rt❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠

✸✾✇❡❣❡♥ c2 − u2 = c2(1+2u′v/c2+u′2v2/c4)−(u′+v)2

(1+u′v/c2)2
= c4+u′2v2

−v2c2−u′2c2

c2(1+u′v/c2)2
= (c2−v2)(c2−u′2)

c2(1+u′v/c2)2

✷✹✶



✐♥ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❍✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡rs❝❤❛❧t✉♥❣ ✈♦♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ♥✐❡♠❛❧s ❛✉s ❞❡r ▼❡♥❣❡ ❞❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❤✐♥❛✉s❦♦♠♠❡♥✱ ❜❡✐
❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s c ✐st✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐ts❜❡s❝❤rä♥❦✉♥❣✿

❑❡✐♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣ ❡✐♥❡s ❙✐❣♥❛❧s ♦❞❡r ❖❜❥❡❦ts ❦❛♥♥ ❞✐❡
❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ c ü❜❡rst❡✐❣❡♥✳

✸✾✳✷✳ ❯❧❦s

❉❛s ✐❞❡❛❧❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❤❡✐ÿt ❯❧❦✳ ❏❡❞❡♥❢❛❧❧s ✐st ❞❛s ❞❡r ◆❛♠❡✱ ❞❡♥ ✐❝❤ ❞✐❡s❡♠
❚❡✐❧❝❤❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛❜❡✳ ❯❧❦s s♦❧❧❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ s❡✐♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✲
❜❡tr❛❣ ✈♦♥ c ❜❡✇❡❣❡♥✱ ❛❧s♦ ♠✐t ❞❡r ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✸✾✳✷ ❣❡r❛❞❡ ♥♦❝❤ ❡r❧❛✉❜t❡♥ ●r❡♥③❣❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ▼❡❤r ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ❞❛③✉ ♥✐❝❤t ③✉ s❛❣❡♥✱ ❞❡♥♥ ✇❡♥♥ s✐❡ ❡s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s
●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠s t✉♥✱ ❞❛♥♥ t✉♥ s✐❡ ❡s ✐♥ ❛❧❧❡♥✳ ❍✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✐❤r❡r ▼❛ss❡ ❤❛❜❡♥ s✐❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s
❡✐♥❡ ❡t✇❛s ❣❡✇ö❤♥✉♥❣s❜❡❞ür❢t✐❣❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✿ ❲❡❣❡♥ ●❧✳✶✶✳✶✻ ❢♦❧❣t ❛✉s |v| = c✱ ❞❛ss
p0 = |p1|✉♥❞ ❛✉s ●❧✳ ✶✶✳✶✶✱ ❞❛ss P = 0 ✉♥❞ s♦♠✐t m = 0✳ ❯❧❦s s✐♥❞ ♠❛ss❡❧♦s❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥✦

●✐❜t ❡s ❯❧❦s❄ ❉✐❡s❡ ❋r❛❣❡ ❣❡❤ört ③✉r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑❛t❡❣♦r✐❡ ✇✐❡ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ♦❜ ❡s ❡✐♥ ✐❞❡❛❧❡s
●❛s ❣✐❜t✳ ❉❛s ✐❞❡❛❧❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐st ❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❞❛s ✐❞❡❛❧❡ ●❛s ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥✲
♠❛❧ ❡✐♥❡ r❡✐♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❆❜str❛❦t✐♦♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❢ür ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❙✐❡
st❡❧❧❡♥ ❞❡♥ ❣❡r❛❞❡ ♥♦❝❤ ③✉❧äss✐❣❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❛r✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❱❡r❜♦t❡ ❣❡r❛❞❡ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t
❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✐st✳ ❉❛❤❡r ❛✉❝❤ ✐❤r❡ ❡t✇❛s ♠❡r❦✇ür❞✐❣❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛ss
✐❞❡❛❧❡ ●❛s❡ ❢ür T = 0 ✈♦❧✉♠❡♥❧♦s ✇❡r❞❡♥ ✭V = 0✮ ✉♥❞ ✐❞❡❛❧❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥
♠❛ss❡❧♦s ✭m = 0)✳ ❊s ✐st ❛❧s♦ ✈ö❧❧✐❣ ❡❣❛❧✱ ♦❜ ❡s ❡✐♥ ❯❧❦ ♦❞❡r ❡✐♥ ✐❞❡❛❧❡s ●❛s t❛tsä❝❤❧✐❝❤
❣✐❜t✳ ❲✐❝❤t✐❣ ✐st ♥✉r✱ ❞❛ss ✇❡❞❡r ❞✉r❝❤ ❞❛s ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ❞❛s ❛♥❞❡r❡ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥ ❣r✉♥❞❧❡✲
❣❡♥❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ❆①✐♦♠❡ ✈❡r❧❡t③t ✇✐r❞✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥ ●❛s✱ ❞❛s ❞❡♠ ✐❞❡❛❧❡♥
●❛s s❡❤r ♥❛❤❡ ❦♦♠♠t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛s P❤♦t♦♥❡♥❣❛s✱ ✉♥❞ ❧❛♥❣❡ ❤❛t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❣❡❣❧❛✉❜t✱ ❞❛ss
◆❡✉tr✐♥♦s✱ P❤♦t♦♥❡♥ ✉♥❞ ●❧✉♦♥❡♥ s♦❧❝❤❡ ❯❧❦s s✐♥❞✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ ♥❡✉❡st❡♥ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❊①♣❡✲
r✐♠❡♥t❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❡r ✐♥③✇✐s❝❤❡♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◆❡✉tr✐♥♦s ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❡①❦❧✉s✐✈❡♥
❈❧✉❜ ❞❛③✉❣❡❤ör❡♥✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥ ❦♦♥♥t❡ ✐♥③✇✐s❝❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ♥❛❝❤✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ♥✐❝❤t
♠❛ss❡❧♦s s✐♥❞✳

❆❜❡r ✈ö❧❧✐❣ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞❛✈♦♥✱ ♦❜ ❯❧❦s ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r r❡❛❧ ❡①✐st✐❡r❡♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱ ❞ür❢❡♥
❚❤❡♦r❡t✐❦❡r ❥❡❞❡s ③✉❧äss✐❣❡ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱ ✉♠ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✲
✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ③✉ ❞✉r❝❤❞❡♥❦❡♥✳ ❍✐❡r ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❯❧❦✲❯❤r ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ❉❛s s♦❧❧ ❡✐♥❡
❯❤r s❡✐♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♥ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ❞❛❞✉r❝❤ r❡❛❧✐s✐❡rt✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❯❧❦ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ r❡✲
❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r r✉❤❡♥❞❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧♥ ❤✐♥✲ ✉♥❞ ❤❡rr❡✢❡❦t✐❡rt ✇✐r❞ ✭●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t✦✮✳
❉✐❡ ❯❧❦✲❯❤r ✇❡r❞❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❙✬ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ❞❛s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❜❡✇❡❣❡✳ ❩✉r ❩❡✐t t = t′ = 0 ✇❡r❞❡ ❞❛s ❙✐❣♥❛❧ ❜❡✐ x = x′ = 0
❛❜❣❡s❝❤✐❝❦t✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❲❡❣ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❘✉♥❞tr✐♣ ❣❧❡✐❝❤ L′ ✐st✱ ❞❛♥♥ ❜r❛✉❝❤t ❞❛s ❙✐❣♥❛❧ ❢ür
❡✐♥❡♥ ❘✉♥❞tr✐♣ ❞✐❡ ❩❡✐t t′ = L′/c✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❢ür ❞❛s ❆♥❦✉♥❢ts❡r❡✐❣♥✐s ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
t′ = L′/c ✉♥❞ x′ = 0 ✐♥ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭●❧✳ ✽✳✷✶✮ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡s❡s
❊r❡✐❣♥✐s ✐♥ ❙ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✿

t = γ(v)t′ ✭✸✾✳✸✮

✷✹✷



❋ür ❇❡♦❜❛❝❤t❡r ✐♥ ❙ ❤❛t ❞❛s ❙✐❣♥❛❧ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❩❡✐t ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡

L = ct = cγ(v)t′ = γ(v)L′

③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❯❧❦✲❙✐❣♥❛❧❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❙ ♠✐t ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t c ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❉❡r
③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆❜st❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❊r❡✐❣♥✐ss❡♥ ✐♥ ❙ ✐st ✉♠ γ(v) ❣röÿ❡r ❛❧s ✐♥ ❙✬
✭❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮✱ ❛❜❡r ✇✉♥❞❡r♥ ✇✐r❞ s✐❝❤ ❞♦rt ♥✐❡♠❛♥❞ ❞❛rü❜❡r✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ❙✐❣♥❛❧ ❞♦rt
❡✐♥❡♥ ✉♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❋❛❦t♦r γ(v) ❧ä♥❣❡r❡♥ ❲❡❣ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t ❤❛t✳ ▲❡t③t❡r❡s ✇✐r❞ ❛✉❝❤
❛❧s ▲♦r❡♥t③❦♦♥tr❛❦t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ❡s ❛✉❝❤ ✉♠❣❡❦❡❤rt s❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss
♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ❲❡❣ ✐♥ ❙✬ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r 1/γ(v) ❦❧❡✐♥❡r ❛✉s❢ä❧❧t ❛❧s ✐♥ ❙✳ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✉♥❞
▲♦r❡♥t③❦♦♥tr❛❦t✐♦♥ s✐♥❞ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ③✇❡✐ ❙❡✐t❡♥ ❡✐♥ ✉♥❞ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ▼❡❞❛✐❧❧❡✳ ❆♥❛❧♦❣
③✉ ❞❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❧üss❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❢ür ❞❛s ✐❞❡❛❧❡ ●❛s ③✐❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ s✐♥❞
❞✐❡ ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣❡♥ ❦♦rr❡❦t✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ❢ür ❯❧❦s ❣❡③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣
❞❛✈♦♥✱ ♦❜ ❯❧❦s r❡❛❧ ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ s✐♥❞ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳

✸✾✳✸✳ ❲❛r✉♠ ✐st ❞❡r ✐s♦tr♦♣❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❘❛✉♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❄

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ③✉❣❡❧❛ss❡♥ s❡✐♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❛✉♠ ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤
s❡✐♥ ❦ö♥♥t❡✳ ❊✐♥❡ ▲✐♥✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❦ür③❡st❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s❧✐♥✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❛❧❧❡♥ ❛✉❢ ✐❤r ❧✐❡✲
❣❡♥❞❡♥ P✉♥❦t❡♥ ✐st✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ●❡♦❞ät❡✳ ■♠ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ s♦❧❧❡♥ s✐❝❤
❙ ✉♥❞ ❙✬ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ♠✐t x✲ ❜③✇✳ x′✲●❡♦❞ät❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❉❡r
❯rs♣r✉♥❣ ✈♦♥ ❙✬ ✇❡r❞❡ ✈♦♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r ●❡♦❞ät❡♥ ❣❡s❝❤♥✐tt❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❯❧❦ s✐❝❤ ❡♥t❧❛♥❣
❞✐❡s❡r ●❡♦❞ät❡♥ ❤✐♥ ✉♥❞ ③✉rü❝❦ ❜❡✇❡❣t✱ ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡r ❘✉♥❞tr✐♣ ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t
t′ ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ s♦ ✇✐r❞ ❣❡♠äÿ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ❥❡❞❡s ▼❛❧ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡
❲❡❣ L′ = t′/c ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ■s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ✐♥ ❙✬ ✇✐r❞ ❥❡❞❡r ❞✐❡s❡r
❲❡❣❡ ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ▲❛✉❢③❡✐t t′ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙
❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲❛✉❢③❡✐t

t = γ(v)t′ .

▼❛♥ ❦❛♥♥ ♥✉♥ ❧❡✐❝❤t ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ♥✉r ❢ür ❡✐♥❡♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠
❡✐♥❤❛❧t❡♥ ❧ässt✳ ▼❛♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ❞❛③✉ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❯❧❦✲❙✐❣♥❛❧ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ●❡♦❞ät❡♥
x′ = 0✱ ❞✳❤✳ ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ③✉r x′✲●❡♦❞ät❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ●❡♦❞ät❡✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ❛❧s y✲●❡♦❞ät❡
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ❣✐❧t✱ ❞❛ss ❞❛s ❙✐❣♥❛❧ ✈♦♠ ◆✉❧❧♣✉♥❦t ③✉♠ ❙♣✐❡❣❡❧ ♠✐t
❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (vt/2, L′/2) ✉♥❞ ③✉rü❝❦ ❣❡❧❛✉❢❡♥ ✐st✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❘❛✉♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤ ✐st✱
❞❛♥♥ ❣✐❧t L2 = L′2 + v2t2 ❜③✇✳ L = L′/

√

1− v2/c2 ❜③✇✳ t = γ(v)t′✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✿ ❲❡♥♥
❞❡r ❘❛✉♠ ❡✐♥❡ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ▼❡tr✐❦ ❤❛t ✭❢ür ❙♣❡③✐❛❧✐st❡♥✿ ❞❛♠✐t ✐st ❡r ✢❛❝❤✮✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡
❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❙ ✐s♦tr♦♣ ✉♥❞ ❢ür ❥❡❞❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✐♠ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❣❡♥❛✉s♦
❣r♦ÿ ✇✐❡ ✐♠ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥✳ ❆✉s ❑♦♥s✐st❡♥③❣rü♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞❛s
❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❘❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t ③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t✳

✸✾✳✹✳ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❉②♥❛♠✐❦ ✐♥ ❞r❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥

❉✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞r❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ✐st ❞❛♠✐t ❣❛♥③
❡✐♥❢❛❝❤✿ ❆❧❧❡ s❦❛❧❛r❡♥ ●röÿ❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ❩❡✐t ❜❧❡✐❜❡♥ ❙❦❛❧❛r❡✱ ❛❧❧❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞r❡✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡♥ P❢❡✐❧ ü❜❡r ❞❡♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙②♠❜♦❧✳ ❉♦rt ✇♦

✷✹✸



❞❛s Pr♦❞✉❦t ③✇❡✐❡r ❱❡❦t♦r❡♥ ❛✉❢tr✐tt✱ ♠✉ss ❡s ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ✈♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠
P❢❡✐❧ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥✐❣❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ s♦❧❧❡♥ ❞❛s ❤✐❡r ❡r❧ä✉t❡r♥✿

✶✳ ●❧✳ ✽✳✶✻ ✐st ❞✉r❝❤

~u =
~v + ~u ➫

1 + ~u ➫ · ~v/c2
③✉ ❡rs❡t③❡♥✳

✷✳ ❋ür ❞❡♥ ■♠♣✉❧s ❡r❤ä❧t ♠❛♥

~p = m~v√
1−v2/c2

✭■♠♣✉❧s✮

✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✳

E =
√

m2c4 + ~p2c2 ✭✸✾✳✹✮

❉✐❡ ▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠üss❡♥ t❡♥s♦r✐❡❧❧ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s s♦❧❧ ❡rst s♣ät❡r ♥❛❝❤❣❡✲
❤♦❧t ✇❡r❞❡♥ ✭❘♦♠❛♥♦s P❤②s✐❦❦✉rs ■■■✮✳

✹✵✳ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♠ ❘❛✉♠

✹✵✳✶✳ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♠ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠

❊✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♠ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ✐st ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❢ür ❥❡❞❡♥ P✉♥❦t
❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t t ③✇❡✐ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛♥❣✐❜t✱
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x(t) ✉♥❞ y(t) ❞❡s ❖rts✈❡❦t♦rs

~r(t) =

(

x(t)
y(t)

)

. ✭✹✵✳✶✮

❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❯rs♣r✉♥❣ ✈❡r❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ❣❡r❛❞✲
❧✐♥✐❣❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✐st ✐♥ ③✇❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤

(

x(t)
y(t)

)

=

(

vt cosα
vt sinα

)

✭✹✵✳✷✮

❣❡❣❡❜❡♥✳ ❊❧✐♠✐♥✐❡rt ♠❛♥ ❛✉s ✹✵✳✷ ❞✐❡ ❩❡✐t t✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡r❛❞❡

y = x tanα ✭✹✵✳✸✮

♠✐t ❞❡♠ ❙t❡✐❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ α✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ✉♥❞ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡♥
❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐st ❦♦♥st❛♥t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ❛✉s ●❧✳ ✹✵✳✷ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ●❧✳ ✻✳✸ ❛✉❢ ❥❡❞❡
❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛♥✇❡♥❞❡t✳ ❊s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❱❡❦t♦r

~v =

(

v1
v2

)

=

(

vx
vy

)

=

(

△x/△t
△y/∆t

)

=

(

v cosα
v sinα

)

= v

(

cosα
sinα

)

= v~e ✭✹✵✳✹✮

✷✹✹



❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❉❡r ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r ✭❘✐❝❤t✉♥❣s❡✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r✮

~e =

(

cosα
sinα

)

❣✐❜t ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ③✉r ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ❞❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ❛♥✳ ❉✐❡ ❑♦♥✲
st❛♥t❡ v =

√

v21 + v22 ✐st ❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r
x✲❆❝❤s❡ ✐st α = 0 ✉♥❞ ❡s ❣✐❧t vx = v ✉♥❞ vy = 0✳

✹✵✳✷✳ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠

❇❡✐ ❞❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦ts ✐♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ♠üss❡♥
❞r❡✐ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤✳ ❡✐♥❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ❛♥❣❡❣❡✲
❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✐st ❞❛s ③✳❇✳ ❞❡r ❱❡❦t♦r

~r(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 ✭✹✵✳✺✮

●❧✳ ✹✵✳✺ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❖rts❦✉r✈❡ ❞❡s ❖❜❥❡❦ts ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❱❡❦t♦r✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐t
♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt ✐st✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt❡♥ ❱❡❦t♦r ❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ s♦ ♠✉ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡✲
r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❥❡❞❡ ❱❡❦t♦r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉s ●❧✳ ✹✵✳✺ ❞✉r❝❤ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❥❡❞❡r ❞❡r ❞r❡✐ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t✿

~v(t) =





vx(t)
vy(t)
vz(t)



 = ~̇r(t) =
d~r

dt
=





ẋ(t)
ẏ(t)
ż(t)



 ✭✹✵✳✻✮

❆♥❛❧♦❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉✲
♥✐❣✉♥❣

~a(t) = ~̇v(t) =
d~v

dt
=





v̇x(t)
v̇y(t)
v̇z(t)



 ✭✹✵✳✼✮

◆✉r ✇❡♥♥ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤✲
❢ör♠✐❣ ✉♥❞ s♦♠✐t ♥✐❝❤t ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳

❲✐❡ ❙✐❡ s❡❤❡♥✱ ✐st ❡s ❦❡✐♥❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t✱ st❛tt ❡✐♥❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❡✐✲
♥❡ ③✇❡✐✲ ♦❞❡r ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❇✉❝❤ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r✱
✇♦ ❡s ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ❋❛❧❧ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✱ ✉♠
❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❑♦♥③❡♣t❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❡✐♥❢❛❝❤ ✉♥❞ ü❜❡rs✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❛r③✉st❡❧❧❡♥✳

✹✶✳ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❉②♥❛♠✐❦

❆✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ P❤②s✐❦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
❘❛✉♠✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❛❧❧❡ ❙❦❛❧❛r❡ ❜❡❧ässt ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ✭❞✐❡ ●rö✲

✷✹✺



ÿ❡♥ ❜❡✐ ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✇❡❝❤s❡❧♥✮ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ P❢❡✐❧ ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❛❧s
❞r❡✐❦♦♠♣♦♥❡♥t✐❣❡ ❱❡❦t♦r❡♥ s❝❤r❡✐❜t✳

✹✶✳✶✳ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡r ■♠♣✉❧s

■♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❧❛✉t❡t ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ●❧✳ ✶✺✳✼✱

~̇p =





ṗ1
ṗ2
ṗ3



 = m~v =





F1

F2

F3



 = ~F . ✭✹✶✳✶✮

❉✐❡ ❑r❛❢t

~F =

N
∑

i=1

~Fi . ✭✹✶✳✷✮

s❡t③t s✐❝❤ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧ ❛✉s ❞❡♥ ❊✐♥③❡❧❜❡✐trä❣❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ●röÿ❡♥ ❣❡❤ör❡♥ ✐✳❆✳ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❱❡❦t♦rrä✉♠❡♥ ❛♥✳ ❉❛s
tr✐✛t ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ~F ❞❡r ❑r❛❢t ✉♥❞ ~a ❞❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣
③✉✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙❦❛❧❛r m✱ ❞❡r ▼❛ss❡✮

~F = m~a

✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r❛❢t ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳

❲❡♥♥ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ~x ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ✐st✱ ♠✉ss ●❧✳ ✶✻✳✷ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ③✉♠ ❲❡❣✐♥t❡✲
❣r❛❧

∆W =

~x1
ˆ

~x0

~Fext(~x) · d~x ✭✹✶✳✸✮

❡r✇❡✐t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡r ❇❡✐tr❛❣ δW = ~Fext · d~x ③✉r ❆r❜❡✐t ✐st ♣♦s✐t✐✈✱
✇❡♥♥ ❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❲❡❣ d~x ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❛♥❣r❡✐❢❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t ~Fext ✐st✳ ❉❛♥♥ ✇✐r❞ ❆r❜❡✐t
③✉❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ✉♠ dU = δW ✳ ❉❛s ❙②♠❜♦❧ ”δ” ❜❡❞❡✉t❡t✱
❞❛ss ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡♥ ❆r❜❡✐ts❜❡✐tr❛❣ δW ❤❛♥❞❡❧t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❛s ❙②♠❜♦❧
✒d✏ ❢ür dU ♥✐❝❤t ♥✉r ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●röÿ❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥ ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❛ss s✐❡ ❛✉❝❤
❡✐♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❛rst❡❧❧t✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❆❧s ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ s❡✐ ❤✐❡r ❞❡r ✭♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡✮ ❡❧❛s✲
t✐s❝❤❡♥ ❙t♦ÿ❡s ③✇❡✐❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❆ ✉♥❞ ❇ ❣❧❡✐❝❤❡r ▼❛ss❡ m ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉❛s ❦ö♥♥❡♥
③✳❇✳ ❞❡r ❙t♦ÿ ③✇❡✐❡r ❣❧❡✐❝❤❡r ▼ü♥③❡♥ s❡✐♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ s❡✐ ❞❛s❥❡♥✐❣❡ ▲❛✲
❜♦rs②st❡♠ ❣❡✇ä❤❧t✱ ✇♦ ❞✐❡ ▼ü♥③❡ ❇ ③✉ ❆♥❢❛♥❣ r✉❤t✳ ❉♦rt ❧❛✉t❡t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✲ ✉♥❞
■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣

p2A
2m

+ 0 =
p̃2A
2m

+
p̃2B
2m

✭✹✶✳✹✮

~pA + 0 = ~̃pA + ~̃pB ✭✹✶✳✺✮

✷✹✻



◗✉❛❞r✐❡rt ♠❛♥ ●❧✳ ✹✶✳✺✱ s♦ ❢♦❧❣t ❛✉s ●❧✳ ✹✶✳✹✿

~̃pA · ~̃pB = 0 ✭✹✶✳✻✮

❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t♦ÿ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
③✉❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡ ▼ü♥③❡♥ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r s❝❤♥✐♣♣t✱ ❦❛♥♥
♠❛♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥st♦ÿ ✐♠ r❡❝❤t❡♥ ❲✐♥❦❡❧
❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r ❣❧❡✐t❡♥✳

✹✶✳✷✳ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ✉♥❞ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❑rä❢t❡ ✐♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱
❛❧s♦ ~F = 0 ❣✐❧t✱ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❡r ■♠♣✉❧s ❞❡s ❙②st❡♠s ♥✐❝❤t✱ ❞✳❤✳ ❞❡r ■♠♣✉❧s ✐st ❞❛♥♥ ❡✐♥❡
❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✳ ❆✉ÿ❡r ❞❡r ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❣✐❜t ❡s ❛❜❡r ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥ s❡✐♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛s s♦❧❧ ❤✐❡r ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t
✇❡r❞❡♥✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧ ♠✐t ❞❡♠ ❖rts✈❡❦t♦r ~r ♠✉❧t✐✲
♣❧✐③✐❡rt✱ ❞❛♥♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

~r × ~̇p = ~r × ~F ✭✹✶✳✼✮

❉❛ ■♠♣✉❧s ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞✱ ❣✐❧t

d

dt
(~r × ~p ) = ~̇r × ~p+ ~r × ~̇p = 0 + ~r × ~̇p

✉♥❞ s♦♠✐t
d

dt
(~r × ~p ) = ~r × ~F ✭✹✶✳✽✮

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❑rä❢t❡ ✐♠♠❡r r❛❞✐❛❧ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t ❛♥❣r❡✐❢❡♥✱ ✐st ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❡✐✲
t❡ ♥✉❧❧✳ ❉❛♥♥ ✐st ~r × ~p ❡✐♥❡ ③❡✐t❧✐❝❤ ✉♥✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡ ●röÿ❡✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✱
✉♥❞ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❆❞❞✐t✐✈✐tät ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s ❞❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❡✐♥❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✳
❊s ❧✐❡❣t ❞❛❤❡r ♥❛❤❡✱ ❤✐❡r❢ür ❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥❡ ●röÿ❡ ❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥✳ ▼❛♥ ♥❡♥♥t ❞✐❡s❡ ❛❞❞✐t✐✈❡
❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ❞❡♥ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s

~L = ~r × ~p ✭✹✶✳✾✮

❉❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ✐st st❡ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉ ❞❡r ✈♦♥ ~r ✉♥❞ ~p ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t❡♥ ❇❛❤♥❡❜❡♥❡✳ ❉✐❡
●röÿ❡

~T = ~r × ~F ✭✹✶✳✶✵✮

❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❉r❡❤♠♦♠❡♥t✳ ❉❛♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ●❧✳ ✹✶✳✽ ❛♥❛❧♦❣ ③✉r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥✿

d ~L

dt
= ~T ✭✹✶✳✶✶✮

❲❡♥♥ ❞❛s ❉r❡❤♠♦♠❡♥t ~T ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ❜❧❡✐❜t ❞❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡
❑r❛❢t ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t M ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡ ❘❛❞✐❛❧❦r❛❢t ✐st✱ ❞✳❤✳ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ M ✐♥ r❛❞✐❛❧❡r

✷✹✼



❘✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❦t✱ s♦ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❞❛s ❉r❡❤♠♦♠❡♥t ❜❡③ü❣❧✐❝❤ M ✉♥❞ ❞❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s
❜❡③ü❣❧✐❝❤ M ✐st ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✳ ▼✐t ❞❡♥ ❡t✇❛s ✉♥❣❧ü❝❦❧✐❝❤ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❤✐st♦r✐s❝❤
❣❡✇❛❝❤s❡♥❡♥ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ✉♥❞ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t ❢ür ❞✐❡s❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥
✇✐r❞ ♠❛♥ ✇♦❤❧ ❧❡❜❡♥ ♠üss❡♥✱ ♦❜✇♦❤❧ s✐❡ ♥✐❝❤t ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r✇❡✐s❡ ❡t✇❛s ♠✐t ❉r❡❤✉♥❣❡♥
③✉ t✉♥ ❤❛❜❡♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❋ür
❡✐♥❡ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ③❡r❧❡❣❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ❖rts✈❡❦t♦r ~r = ~r‖ + ~r⊥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡
~r‖ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ~r⊥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❛③✉✳ ❉❛ ❦❡✐♥
❉r❡❤♠♦♠❡♥t ❛♥❣r❡✐❢t✱ ❜❧❡✐❜t ❞❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❊r st❡❤t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ✈♦♥ ~r⊥ ✉♥❞
❞❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ■♠♣✉❧s ~p ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t❡♥ ❊❜❡♥❡ ✉♥❞ ❤❛t ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ L = r⊥p✳ ❲✐❡ ♠❛♥
s✐❡❤t✱ ❤ä♥❣t ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ✈♦♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❛❜✱ ❛✉❢ ❞❡♥ ♠❛♥ ✐❤♥ ❜❡③✐❡❤t✳ ■♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥
❋❛❧❧ s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t❡ äq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡r P❛r❛❧❧❡❧❡♥ ③✉r ❇❛❤♥ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ ~r⊥
❧✐❡❣❡♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❢ür ❊✐s❡♥❜❛❤♥❡r ❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❣❛♥③❡♥ ❇❛❤♥❢❛❤rt s❡✐
❞✐❡ ❇❛❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❦♦♥st❛♥t✳ ❲✐r ❢❛❤r❡♥ ❡✐♥❡ ③✉♥ä❝❤st ❣❡r❛❞❡ ❙❝❤✐❡♥❡♥str❡❝❦❡✳ ■r✲
❣❡♥❞✇♦ ❣❡❤❡ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ❑✉r✈❡ ♠✐t ❞❡♠ ❑rü♠♠✉♥❣sr❛❞✐✉s ~r⊥ ü❜❡r ✉♥❞ ✈❡r❧❛✉❢❡ ❛♥✲
s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐❡❞❡r ❣❡r❛❞❡ ❛✉s✳ ❉❛♥♥ ✐st ♥✉r ❞❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❑rü♠♠✉♥❣s♠✐tt❡❧✲
♣✉♥❦t❡s ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✳

✹✷✳ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ✲❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❉r❡❤❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❣❡❤t ♠❛♥ ✐♠ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❛♠ ❩✇❡❝❦♠ä✲
ÿ✐❣st❡♥ ✈♦♥ P♦❧❛r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛✉s ✉♥❞ ✐♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ✈♦♥ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱
✇♦❜❡✐ ♠❛♥ ❞✐❡ ❉r❡❤❛❝❤s❡ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r z✲❆❝❤s❡ ✇ä❤❧t✳

❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ϕ = ϕ(t) ✐st ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t✳ ■❤r❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❲✐♥✲
❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

ω(t) = ϕ̇(t) =
dϕ

dt
✭✹✷✳✶✮

❉✐❡ ●röÿ❡

ω̇ =
dω

dt
=

d2ϕ

dt2
= ϕ̈ ✭✹✷✳✷✮

❤❡✐ÿt❲✐♥❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❙✐❡ ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❡rst❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t✳

✹✷✳✶✳ ●❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣ ✐♥ ③✇❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ω ✉♥❞ ❞❡r ❘❛❞✐✉s r ❜❡✐ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t s✐♥❞✱
❧✐❡❣t ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦r✳ ❆✉s ●❧✳ ✹✷✳✶ ❢♦❧❣t

ϕ(t) = ωt ✭✹✷✳✸✮

✷✹✽



■♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s♦ ❣❧❡✐❝❤❡ ❲✐♥❦❡❧ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥✳ ❉❡r ❖rts✈❡❦t♦r ❢ür ❞❛s ❉✉r❝❤✲
❧❛✉❢❡♥ ❞❡r ❑r❡✐s❜❛❤♥ ✐st

~r(t) =

(

x(t)
y(t)

)

=

(

r cosϕ(t)
r sinϕ(t)

)

= r

(

cosωt
sinωt

)

✭✹✷✳✹✮

❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ❡✐♥s❡❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥ t ❡❧✐♠✐♥✐❡rt ✉♥❞ s♦ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x ✉♥❞ y ❡r❤ä❧t✳ ▼❛♥
q✉❛❞r✐❡rt ❞❛③✉ ❞✐❡ ❡rst❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉♥❞ s✉♠♠✐❡rt ❛✉❢✿✹✵

x2 + y2 = r2 cos2 ωt+ r2 sin2 ωt = r2 ✭✹✷✳✺✮

❉❛s ✐st ❞✐❡ ❑r❡✐s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✹✷✳✹ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ❑r❡✐s✲
❜❛❤♥ ✐st ♣❡r✐♦❞✐s❝❤✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t s✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ωt = 2nπ ✐st✱ ✇♦❜❡✐ n = 0, 1, 2, . . .
❞✐❡ ❩❛❤❧ ❞❡r ❯♠❧ä✉❢❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ❉❛✉❡r ❡✐♥❡r P❡r✐♦❞❡ ✐st

T = 2π/ω ✭✹✷✳✻✮

❆✉s ●❧✳ ✹✷✳✹ ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✿

~v(t) = ~̇r(t) = rω

(

− sinωt
cosωt

)

✭✹✷✳✼✮

❖❜✇♦❤❧ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❤❛♥❞❡❧t✱ ❞✳❤✳ ✉♠ ❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♠✐t
❦♦♥st❛♥t❡r ❇❛❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v = |~v| = ωt✱ ✐st ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ~v ♥✐❝❤t ❦♦♥st❛♥t✱
✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ stä♥❞✐❣ ä♥❞❡rt✳✹✶ ❉❡r ✐♥ r❛❞✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ③❡✐❣❡♥❞❡
❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r

~er =

(

cosωt
sinωt

)

✭✹✷✳✽✮

❞❡r ❖rts♣♦s✐t✐♦♥ st❡❤t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉❢ ❞❡♠ ✐♥ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ③❡✐❣❡♥❞❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✲
✈❡❦t♦r

~et =

(

− sinωt
cosωt

)

✭✹✷✳✾✮

❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳

✹✵❩✉r ◆♦t❛t✐♦♥✿ cosωt ✐st ❞✐❡ ✉♥t❡r P❤②s✐❦❡r♥ ü❜❧✐❝❤❡ s❝❤❧❛♠♣✐❣❡ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ❢ür cos(ωt) ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❢ür
cos(ω)t✳ ❲❡♥♥ ❧❡t③t❡r❡s ❣❡♠❡✐♥t ✇är❡✱ ✇ür❞❡ ❡✐♥ P❤②s✐❦❡r ❞❛s s♦ s❝❤r❡✐❜❡♥✿ t cosω✳ ■♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥
❋❛❧❧ ❦♦♠♠t ❞❛s s❝❤♦♥ ❞❡s❤❛❧❜ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ✐♥ ❋r❛❣❡✱ ✇❡✐❧ t ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❡r ❩❡✐t ❤❛t
✭③✳❇✳ ✐♥ ❙❡❦✉♥❞❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✮ ✉♥❞ ✐♠ ❆r❣✉♠❡♥t ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ♥✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡ ●röÿ❡♥ st❡❤❡♥
❞ür❢❡♥✳ ▼❛♥ ♠✉ss ❞❛❤❡r ✐♠ ❆r❣✉♠❡♥t ♠✐t ❡✐♥❡r ❑♦♥st❛♥t❡♥ ω ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥
✶✴s ❜③✇✳ s−1 ❤❛t ✭✶ ❞✉r❝❤ ❙❡❦✉♥❞❡✮✳

✹✶❉✐❡ ❡♥❣❧✐s❝❤❡ ❙♣r❛❝❤❡ ✐st ❤✐❡r ✐♠ ❱♦rt❡✐❧✿ ▼✐t ✒s♣❡❡❞✏ ✐st ❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❣❡♠❡✐♥t
❜③✇✳ ❞✐❡ ❇❛❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✱ ♠✐t ✒✈❡❧♦❝✐t②✏ ❞✐❡ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡ ●röÿ❡ ~v✳ ❙♦✇♦❤❧ ❜❡✐ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣✲
❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❇❛❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
❜③✇✳ ✒s♣❡❡❞✏ ❦♦♥st❛♥t✱ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ✒✈❡❧♦❝✐t②✏ ♥✉r ❜❡✐ ❡rst❡r❡r✳

✷✹✾



❉❛ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣ ♥✐❝❤t ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ✐st✱ ③ä❤❧t s✐❡ ✕✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r
❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣✕ ③✉r ❑❧❛ss❡ ❞❡r ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡
❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

~a(t) = ~̇v(t) = −rω2

(

cosωt
sinωt

)

✭✹✷✳✶✵✮

✐st ③✉♠ ❩❡♥tr✉♠ ❤✐♥ ❣❡r✐❝❤t❡t ✭❩❡♥tr✐♣❡t❛❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✮✳ ■❤r ❇❡tr❛❣ ✐st

a = |~a| = rω2 =
v2

r
. ✭✹✷✳✶✶✮

♠

✹✷✳✷✳ ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣ ✐♥ ❞r❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥

❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣

x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = z

③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭r, ϕ, z✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x, y, z)
❡✐♥❡s P✉♥❦t❡s ~r ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❘❛❞✐✉s r✱ ❦♦♥st❛♥t❡s z ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤
✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ϕ = ϕ(t) ✿

~v(t) =
d

dt
~r(t) = rϕ̇





− sinϕ(t)
cosϕ(t)

0



 = ~ω (t)× ~r(t) ✭✹✷✳✶✷✮

❜③✇✳ ✉♥t❡r ❆✉s❧❛ss✉♥❣ ❞❡s ❩❡✐t❛r❣✉♠❡♥ts

~v = ~ω × ~r . ✭✹✷✳✶✸✮

❉❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✈❡❦t♦r st❡❤t ③✉ ❥❡❞❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ♥♦r♠❛❧ ③✉r ❊❜❡♥❡✱ ❞✐❡ ✈♦♠ ❖rts✲
✈❡❦t♦r ~r(t) ✉♥❞ ✈♦♠ ❱❡❦t♦r ~ω = ω~ea ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t ✇✐r❞✳ ❉❡r
Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r ω ✐st ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❉✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❛①✐❛❧❡♥ ❱❡❦t♦rs ~ω (t)
✐st ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❉r❡❤❛❝❤s❡✳ ❙✐❡ ✐st r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❊✐♥✲
❤❡✐ts✈❡❦t♦r ~ea s♣❡③✐✜③✐❡rt✳ ■♥ ❞❡♠ ✈♦♥ ✉♥s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❋❛❧❧✱ ✇♦ ~ea ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r
z✲❆❝❤s❡ ❧✐❡❣t✱ ❣✐❧t s♣❡③✐❡❧❧

~ω =





0
0
ω



 . ✭✹✷✳✶✹✮

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣ ✐st ~v = ~ω ×
~r ✉♥❞ s♦♠✐t ❣✐❧t ❢ür ❞❡♥ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ❡✐♥❡s ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t❡s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ▼✐tt❡❧♣✉♥❦ts
❞❡r ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣✿ ~L = mr2 ~ω ✳ ▼✐t ❡✐♥❡♠ ❉r❡❤s❝❤❡♠❡❧ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❍❛♥t❡❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥
q✉❛❧✐t❛t✐✈ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❆❜st❛♥❞s ❞❡r ❍❛♥t❡❧ ❛✉❢ ❞✐❡
❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉s✇✐r❦❡♥✳

✷✺✵



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✺✿ ❙❦✐③③❡ ③✉r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❉r❡❤✉♥❣✳ ❉❡r ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ❞❡r ❉r❡❤✉♥❣
❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ ❚❡✐❧ ❞❡r ❆❝❤s❡ ✐st ❣❡str✐❝❤❡❧t ❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❡r ❉r❡❤s✐♥♥ ✐st ♣♦✲
s✐t✐✈✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❉r❡❤✉♥❣ r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ❇❧✐❝❦r✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r ~ea ❣❡❣❡♥ ❞❡♥
❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ❡r❢♦❧❣t ✭❘❡❝❤t❡✲❍❛♥❞✲❘❡❣❡❧✮✳

✹✷✳✸✳ Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r❡ ✉♥❞ ♣♦❧❛r❡ ❱❡❦t♦r❡♥

❖✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❤ä♥❣t ❡s ✈♦♥ ❞❡r ❇❧✐❝❦r✐❝❤t✉♥❣ ❛❜✱ ♦❜ ♠❛♥ s❛❣❡♥ ✇ür❞❡✱ ❞❛ss ❡t✇❛s ❧✐♥❦s
❤❡r✉♠ ❞r❡❤t✱ ❛❧s♦ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥✱ ♦❞❡r r❡❝❤ts ❤❡r✉♠ ✭❆❜❜✳ ✻✺✮✳ ❯♠ ❞❡♥ ❉r❡❤✲
s✐♥♥ ❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❉r❡❤✲
❛❝❤s❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r ~ea ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥✳ ❊r ❧❡❣t
s♦③✉s❛❣❡♥ ❞✐❡ ❇❧✐❝❦r✐❝❤t✉♥❣ ❢❡st✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙♣✐t③❡ ❞❡s ❱❡❦t♦rs ~ea s❝❤❛✉t ✉♥❞ ❞✐❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❉r❡❤✉♥❣ ✉♠ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ dϕ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ✈❡r❧ä✉❢t✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞
s✐❡ ♣♦s✐t✐✈ ❣❡③ä❤❧t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛✉❝❤ ❛♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❍❛♥❞
♠❡r❦❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❉❛✉♠❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❆❝❤s❡♥✈❡❦t♦rs ③❡✐❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❡❦rü♠♠t❡
❍❛♥❞ ❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ ❛♥❣✐❜t ✭❆❜❜✳ ✻✺ ✮✳

❇❡✐ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞r❡❤t s✐❝❤ ❞❡r ❞✐❡ ❇❧✐❝❦r✐❝❤t✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡ ❱❡❦t♦r ~ea ✉♠
✉♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❦❡❤rt s✐❝❤ ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❞❡s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❲✐♥❦❡❧s dϕ ✉♠✳ ❉❛s ✐st ❡t✲
✇❛s ◆❡✉❡s✱ ❞❡♥♥ ✇✐r ❤❛❜❡♥ ♠✐t dϕ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❡✐♥❦♦♠♣♦♥❡♥t✐❣❡ ●röÿ❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡r
■♥✈❡rs✐♦♥ s♦ ✈❡r❤ä❧t ✇✐❡ ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs ✉♥❞ ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ä♥❞❡rt✳ ❆♥✲
❞❡r❡rs❡✐ts ❜❧❡✐❜t dϕ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❉r❡❤✉♥❣ ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ✕ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③
③✉r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs✳ ❊✐♥❡ ●röÿ❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❲❡✐s❡ ✈❡r❤ä❧t✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t
♠❛♥ ❛❧s Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r✳✹✷

❉❛ s✐❝❤ ❙❦❛❧❛r❡ ✉♠ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❡✐♥❡♥ ❚❡✉❢❡❧ s❝❤❡r❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ♣♦❧❛r❡♥ ❱❡❦✲
t♦r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙❦❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡r❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❡r s❡✐♥❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ❛❧s ♣♦❧❛r❡r ❱❡❦t♦r
ä♥❞❡rt✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❱❡❦t♦r ❥❡❞♦❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ✇✐❡ ❞❛s

✹✷Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r❡ ❤❛❜❡♥ ❛❧s♦ ❡✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥ ✇❛s ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙❦❛❧❛r ✉♥❞ ❡✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥ ✇❛s ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❱❡❦t♦r✱
❛❜❡r s✐❡ s✐♥❞ ✇❡❞❡r ❞❛s ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ❞❛s ❛♥❞❡r❡✳

✷✺✶



❚❛❜❡❧❧❡ ✽✿ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ●röÿ❡♥ ✉♥t❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥❞ ❉r❡❤✉♥❣ ✭dt ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❞❡r ❩❡✐t✱ dϕ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s✱ ~v ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ~ω ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t✮✳

❙❦❛❧❛r ❱❡❦t♦r❡♥ Ps❡✉❞♦✈❡❦t♦r
Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r ♣♦❧❛r❡r ❱❡❦t♦r

❇❡✐s♣✐❡❧ dt dϕ ~v ~ω

■♥✈❛r✐❛♥③ ❜❡✐ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❥❛ ♥❡✐♥ ♥❡✐♥ ❥❛
❱❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐ ■♥✈❡rs✐♦♥ dt −→ dt dϕ −→ −dϕ ~v −→ −~v ~ω −→ ~ω

■♥✈❛r✐❛♥③ ❜❡✐ ❉r❡❤✉♥❣ ❥❛ ❥❛ ♥❡✐♥ ♥❡✐♥

❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

~ω =
dϕ

dt
~ea , ✭✹✷✳✶✺✮

❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ③✇❛r ❡✐♥❡ ❞r❡✐❦♦♠♣♦♥❡♥t✐❣❡ ●röÿ❡✳ ❙✐❡ ❡r❢ü❧❧t ❛✉❝❤ ❞✐❡
❆①✐♦♠❡ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs✳ ❇❡✐ ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✈❡r❤ä❧t s✐❡ s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ❛♥❞❡rs ❛❧s ❞✐❡ ❜✐s❧❛♥❣
❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ✭♣♦❧❛r❡♥✮ ❱❡❦t♦r❡♥✳

✹✷✳✹✳ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ●röÿ❡♥ ✉♥t❡r ❉r❡❤✉♥❣ ✉♥❞ ■♥✈❡rs✐♦♥

❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ✉♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❣❡❞r❡❤t❡ ❜③✇✳ ✐♥✈❡rt✐❡rt❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ❜❡③✐❡❤t✳ ❆❧s
❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡ ❙❦❛❧❛r❡ ❜③✇✳ s❦❛❧❛r❡ ●röÿ❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ s♦❧❝❤❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✇❡❞❡r ✉♥t❡r
❉r❡❤✉♥❣ ♥♦❝❤ ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ä♥❞❡r♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❤✐❡r❢ür s✐♥❞ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✇✐❡ ❞❛s ❩❡✐t❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ dt✱ ❞✐❡ ▼❛ss❡ m ♦❞❡r ●röÿ❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥ ✇✐❡
❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ Ekin = p2/2m = ~p · ~p/2m✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❡✐♥❡r ❙❛❝❤❡ ♠✐t ❞❡r ❱♦rs✐❧❜❡ ✒Ps❡✉❞♦✏ ✈❡rs✐❡❤t✱ ❞❛♥♥ ♠❡✐♥t
♠❛♥✱ ❞❛ss s✐❡ ♥✉r s♦ ❛✉ss✐❡❤t✱ ❛❧s s❡✐ s✐❡ ❞❛s ❇❡③❡✐❝❤♥❡t❡✱ ❡s ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐st✳ Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r❡
s✐♥❞ ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡ ❙❦❛❧❛r❡ ✉♥❞ Ps❡✉❞♦✈❡❦t♦r❡♥ ❦❡✐♥❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ✐♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥❡✳
❱❡❦t♦r❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❛❧s ●röÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❘❛✉♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐❤r ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✇❡❝❤s❡❧♥
✭❑❛♣✳ ✼✳✶✮✳ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✉♥t❡r ❡✐♥❡r ❉r❡❤✉♥❣ ✇✐❡ ❙❦❛❧❛r❡ ✈❡r❤❛❧t❡♥ ✭❛❧s♦
❡✐♥❦♦♠♣♦♥❡♥t✐❣ ❞❛rst❡❧❧❜❛r s✐♥❞✮✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ s✐❝❤ ❛❜❡r ❛❧s ❱❡❦t♦r ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥
❣❡❜❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✭●❧✳ ✹✷✳✶✺✮✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r ω = dϕ/dt ✉♥❞
❞❡♠ ♣♦❧❛r❡♥ ❱❡❦t♦r ~ea ❞❡r ❇❧✐❝❦r✐❝❤t✉♥❣ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✱ ✐st ❡✐♥ ❛①✐❛❧❡r ❱❡❦t♦r ❜③✇✳
❡✐♥ Ps❡✉❞♦✈❡❦t♦r✳ ❊✐♥❡ Ü❜❡rs✐❝❤t ü❜❡r ❞❛s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞✐❡s❡r ●röÿ❡♥ ❜❡✐
❉r❡❤✉♥❣ ♦❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❣✐❜t ❚❛❜❡❧❧❡ ✽✳

❊s ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss s♦✇♦❤❧ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❛s ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t
③✇❡✐❡r ♣♦❧❛r❡r ❜③✇✳ ❛①✐❛❧❡r ❱❡❦t♦r❡♥ ●röÿ❡♥ ❡♥tst❡❤❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥t❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ s✐♥❞✿
✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦ts ✐st ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r ✉♥❞ ✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡s ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦ts ❡✐♥
❛①✐❛❧❡r ❱❡❦t♦r✳ ❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ❜③✇✳ ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t ❡✐♥❡s ♣♦❧❛r❡♥
❱❡❦t♦rs ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❛①✐❛❧❡♥ ❱❡❦t♦r✱ s♦ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥ Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r ❜③✇✳ ❡✐♥ ♣♦❧❛r❡r ❱❡❦t♦r✳

✷✺✷



✹✷✳✺✳ ❉✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ✲❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

❲❡♥♥ ❡✐♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥❡ ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣ ✉♠ ❞✐❡ ❆❝❤s❡ a ❛✉s❢ü❤rt✱ s♦ ❜❡✇❡❣t ❡s s✐❝❤
✐♥ ❞❡r ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ dt ✈♦♥ s❡✐♥❡♠ ♠♦♠❡♥t❛♥❡♥ P✉♥❦t ~r ✉♠ d~r = d ~ϕ ×~r ③✉♠ P✉♥❦t ~r+d~r
✇❡✐t❡r✳ ❙❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❞❛❤❡r

~v = ~̇r =
d~r

dt
=

d ~ϕ

dt
× ~r = ~ω × ~r ✭✹✷✳✶✻✮

❉❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡tr❛❣ v = |~ω × ~r| st❡❧❧t ❞✐❡ ❇❛❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❛r✱ ❞✳✐✳ ❞✐❡
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉❢ ❞❡r ❑r❡✐s❜❛❤♥✳ ❉❡r ❛①✐❛❧❡ ❱❡❦t♦r

~ω =
d ~ϕ

dt
=

dϕ

dt
~ea ✭✹✷✳✶✼✮

✐st ❞❡r ❱❡❦t♦r ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❙❡✐♥❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ✐st ❞❡r ❱❡❦t♦r
❞❡r ❲✐♥❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

˙ ~ω=
d2 ~ϕ

dt2
✭✹✷✳✶✽✮

✹✸✳ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❚rä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡ ✐♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥
P❤②s✐❦

❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ ❡r❧ä✉t❡rt ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❚rä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡✳ ■❤♥❡♥ ✐st ❣❡♠❡✐♥s❛♠✱ ❞❛ss ✐♥
✐❤r❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❛❧❧❡✐♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉✐❡s❡ ●❡♠❡✐♥s❛♠❦❡✐t ✇❡✐st ❛✉❢ ❡✐♥❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❚rä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡♥ ❤✐♥✳ ❋ür ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥
✇✉r❞❡ ❞✐❡s❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ✈♦♥ ❚rä❣❤❡✐ts✲ ✉♥❞ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦rä❢t❡♥ ③✉♠ ❙❝❤❧üss❡❧ ❢ür ❞✐❡
❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥st❤❡♦r✐❡✱ ❞❡r ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ s♦❧❧ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♥✉r ❞❡♥ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❚❡✐❧✱ ❞✳❤✳ ❞❡♥ ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥
▲✐♠❡s ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ♥❛❝❤❣❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

✹✸✳✶✳ ❉❛s ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❣❡s❡t③

❏♦❤❛♥♥❡s ❑❡♣❧❡r st❡❧❧t❡ ❞r❡✐ ❜❡rü❤♠t❡ ●❡s❡t③❡ ü❜❡r ❞✐❡ P❧❛♥❡t❡♥❜❛❤♥❡♥ ❛✉❢✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t
s✐❝❤ ✉♠ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ●❡s❡t③❡✱ ❞✳❤✳ ✉♠ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡r
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ✈♦♥ ❚②❝❤♦ ❇r❛❤❡ ❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡♥✿

✶✳ ❉✐❡ P❧❛♥❡t❡♥❜❛❤♥❡♥ s✐♥❞ ❊❧❧✐♣s❡♥✳

✷✳ ❉✐❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s❧✐♥✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙♦♥♥❡ ✉♥❞ P❧❛♥❡t
ü❜❡rstr❡✐❝❤t ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡♥✳

✸✳ ❉✐❡ ◗✉❛❞r❛t❡ ❞❡r ❯♠❧❛✉❢s③❡✐t❡♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ✇✐❡
❞✐❡ ❑✉❜❡♥ ❞❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❍❛❧❜❛❝❤s❡♥✳

✷✺✸



❯♠ ❞❛r❛✉s ❞❛s ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ ❛❜③✉❧❡✐t❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡r P❧❛✲
♥❡t ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡r ❛❧s ❡✐♥③✐❣❡r ❍✐♠♠❡❧s❦ör♣❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❑r❡✐s❜❛❤♥ ✉♠ ❡✐♥❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤
s❝❤✇❡r❡ ❙♦♥♥❡ ❧ä✉❢t✳ ❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ❣✐❜t ❡s s♦ ❡t✇❛s ♥✐❝❤t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❦♦♠♠t
❡s ♥✐❝❤t ❞❛r❛✉❢ ❛♥✱ ♦❜ ❡s ❞✐❡ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ❣❡♠❛❝❤t❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ✐♥ ❞❡r ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t ❣✐❜t✱
s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡♥ ❑❡♣❧❡r❣❡s❡t③❡♥ ♥✐❝❤t ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✿ ❉❡r ❑r❡✐s ✐st
❡✐♥ ❙♦♥❞❡r❢❛❧❧ ❞❡r ❊❧❧✐♣s❡ ✉♥❞ ✇✐❡ ❣r♦ÿ ♦❞❡r s❝❤✇❡r P❧❛♥❡t ✉♥❞ ❙♦♥♥❡ s✐♥❞✱ ❞❛rü❜❡r s❡t✲
③❡♥ ❞✐❡ ❑❡♣❧❡r❣❡s❡t③❡ ♥✐❝❤ts ✈♦r❛✉s✳ ❲✐r s❡t③❡♥ ❞❛❤❡r ❡✐♥ ❊♥❡r❣✐❡♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r
❊♥❡r❣✐❡ Ekin ∝ v2 ✉♥❞ ❡✐♥❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥✱ ❞✐❡ ❢ür ❑r❡✐s❡ ♥✉r ✈♦♥ ❞❡ss❡♥ ❘❛❞✐✲
✉s r ❛❧s ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♠ P❛r❛♠❡t❡r ❛❜❤ä♥❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✳❤✳ Epot = Epot(r)✳ ❆✉s ❞❡♠
③✇❡✐t❡♥ ❑❡♣❧❡r❣❡s❡t③ ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ω ❜③✇✳ ❞✐❡ ❇❛❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t v = rω ❦♦♥st❛♥t ✐st✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ✈♦♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡♥
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ Epot ✐st ❞✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ E0✱ ❞✳❤✳

E0 − Epot(r) = Ekin ∝ v2

◆❛❝❤ ❑❡♣❧❡rs ❞r✐tt❡♠ ●❡s❡t③ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ◗✉❛❞r❛t❡ ❞❡r ❯♠❧❛✉❢s③❡✐t❡♥ T = 2π/ω
✇✐❡ ❞✐❡ ❑✉❜❡♥ ❞❡r ❘❛❞✐❡♥✳ ❍✐❡r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss r3ω2 ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✐st ❜③✇✳ v2 ∝ r2ω2 ∝
1/r✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t

Epot(r) = E0 −
ks
r

♠✐t ❡✐♥❡♠ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❢❛❦t♦r ks✱ ❞❡r ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✈♦♥ r ❛❜❤ä♥❣t✳ ❉❛ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r
❲❛❤❧ ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐❡ ❋r❡✐❤❡✐t ❡✐♥❡r ❑♦♥st❛♥t❡♥ ❤❛t✱ ✇ä❤❧❡♥ ✇✐r s✐❡ s♦✱ ❞❛ss
Epot(r → ∞) = 0 ✉♥❞ s♦♠✐t

Epot(r) = −ks
r

✭✹✸✳✶✮

■♥❞❡♠ ♠❛♥ ●❧✳ ✹✸✳✶ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✶✺✳✸ ✐♥ r❛❞✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞✐✛❡r❡♥③✐❡rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛s
◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❣❡s❡t③

F (r) = −dEpot(r)

dr
= −ks

r2
✭✹✸✳✷✮

❉✐❡ ❙♦♥♥❡ ③✐❡❤t ❛❧s♦ ❞❡♥ P❧❛♥❡t❡♥ ❛♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r ♠✐t ❡✐♥❡r ✐♥ r❛❞✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❦❡♥✲
❞❡♥ ❆♥③✐❡❤✉♥❣s❦r❛❢t F ♠✐t ❡✐♥❡♠ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❆❜st❛♥❞s❣❡s❡t③✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡s ❲❡❝❤s❡❧✲
✇✐r❦✉♥❣s♣r✐♥③✐♣s ✭❛❝t✐♦❂r❡❛❝t✐♦✱ ❑❛♣✳ ✶✺✳✷✮ ü❜t ❞❡r P❧❛♥❡t ✉♠❣❡❦❡❤rt ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡
❆♥③✐❡❤✉♥❣s❦r❛❢t ❛✉❢ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ❛✉s✳ ❊s ✐st ♥❛❤❡❧✐❡❣❡♥❞✱ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t ❢ür
❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡s ❛✉s ▼♦♥❞ ✉♥❞ ❊r❞❡ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠s ❡✐♥③✉❢♦r❞❡r♥✳ ◆❡✇t♦♥s ❣❡✲
♥✐❛❧❡ ■❞❡❡ ✇❛r✱ ❞✐❡s❡♥ ●❡❞❛♥❦❡♥ ♥♦❝❤ r❛❞✐❦❛❧❡r ✇❡✐t❡r③✉s♣✐♥♥❡♥ ✉♥❞ s♦ ❞❛s ✒●❡s❡t③ ❞❡s
❍✐♠♠❡❧s✏ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊r❞❡ ③✉ ❤♦❧❡♥✳ ❊r ♣♦st✉❧✐❡rt❡✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t ♥✉r ❞❡r ▼♦♥❞✱ s♦♥❞❡r♥ ❛❧❧❡
❑ör♣❡r ❣❡♠äÿ ❞❡♠s❡❧❜❡♥ ●❡s❡t③ ✈♦♥ ❞❡r ❊r❞❡ ❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❥❛ ❞❛ss s♦❣❛r ❥❡❞❡r ❑ör✲
♣❡r A ❥❡❞❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❑ör♣❡r B ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✹✸✳✷ ❛♥③✐❡❤t✳ ❲❡♥♥ A ❞❡♥ ❑ör♣❡r
B ❛♥③✐❡❤t ✉♥❞ B ❣❡♠äÿ ❞❡♠ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s♣r✐♥③✐♣ A✱ ❞❛♥♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢✲
t❡♥ ❞❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ❑ör♣❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡r ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡♥ ❆♥③✐❡❤✉♥❣ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✐♥
s②♠♠❡tr✐s❝❤❡r ❲❡✐s❡ ✐♥ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ks ❡✐♥❣❡❤❡♥✳ ❉❛s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ●❡s❡t③ ❞❡r ❋♦r♠

F (r) = −G
sAsB
r2

✭✹✸✳✸✮
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♠✐t ks = GsAsB ❣❡❧❡✐st❡t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ●röÿ❡♥ sA ✉♥❞ sB ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❆♥③✐❡❤✉♥❣ r❡❧❡✈❛♥t❡♥
❙t♦✛♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥ ✉♥❞G ❡✐♥❡ st♦✛✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ✉♥❞ ♥♦❝❤ ❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r❡ ❑♦♥st❛♥t❡
✐st✳ ❉✐❡ ❙t♦✛♣❛r❛♠❡t❡r sA ✉♥❞ sB ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❞✐❡ s❝❤✇❡r❡ ▼❛ss❡ ✈♦♥ A ❜③✇✳
B✳

❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❆♥③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❊r❞❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❑ör♣❡r ❆ ❞❡r ▼❛ss❡
mA✳ ❊r ❜❡✜♥❞❡ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ r = r0 + h ✈♦♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❞❡r ❊r❞❡✱ ✇♦❜❡✐
h ≪ r0 s❡✐♥❡ ❍ö❤❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡r ❘❡❢❡r❡♥③✢ä❝❤❡ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ r0 ✈♦♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❞❡r
❊r❞❡ s❡✐✳ ❙❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❘❡❢❡r❡♥③✢ä❝❤❡ ✐st

Epot(h) = − ks
(r0 + h)

≈ −ks
r0

(1− h/r0) = Epot(0) +
ks
r20

h

♠✐t Epot(0) = −ks/r0✳ ❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ●❧✳ ✶✷✳✸✺ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss

g = g(r0) =

(

sA
mA

)

GsB
r20

✭✹✸✳✹✮

❉✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ r0 ③❡✐❣t ❛♥✱ ❞❛ss g ♠✐t ❞❡♠ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♠ ❊r❞♠✐tt❡❧♣✉♥❦t ✈❛r✐✐❡rt✳

✹✸✳✷✳ ❆❧❧❡ ❑ör♣❡r ❢❛❧❧❡♥ ❣❧❡✐❝❤ s❝❤♥❡❧❧

❲✐r ❤❛tt❡♥ ❣❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❡s ❞❡♥❦❜❛r ✇är❡✱ ❞❛ss g ∝ (sA/ma) ❡✐♥❡ st♦✛❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●röÿ❡
✐st✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ü❜❡r♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✳
❉❛③✉ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❧♦❦❛❧ (r0 ❦♦♥st❛♥t✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③✉♠ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧ ❛✉s❢ü❤r❡♥ ✭❞❛s ❙②st❡♠
B ✐st ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❊r❞❡ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❜❧❡✐❜❡♥❞❡♠ sB✮✳ ❯♠ g ❜❡✐♠ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱
❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ♥✉r ❞✐❡ ❞✉r❝❤❢❛❧❧❡♥❡ ❍ö❤❡ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ③✉ ♠❡ss❡♥✳ ❍❡✉t❡ st❡❤❡♥ ✉♥s
❯❤r❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❤✐❡r ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❦✉r③❡♥ ❩❡✐t❡♥ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉
❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ g ✐♥ ❲✐❡♥ ❞✉r❝❤ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣✉t❡ ▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥
❜❡st✐♠♠t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ g ≈ 9.8m/s2✳✹✸

❲❡♥♥ ❡s ❜❡✐ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ Ü❜❡r♣rü❢✉♥❣ ❞❡s ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧s ❣❡❧✐♥❣t✱ ❛❧❧❡ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦✲
t♦r❡♥ ❜✐s ❛✉❢ ❞✐❡ ❣r❛✈✐t❛t✐✈❡ ❆♥③✐❡❤✉♥❣ s♦ ✇❡✐t ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❞❛s ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐s
♥✐❝❤t ♠❡❤r ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✱ ❞❛♥♥ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❑ör♣❡r ❣❧❡✐❝❤ s❝❤♥❡❧❧ ❢❛❧❧❡♥ ✕ ❡❣❛❧ ❛✉s
✇❛s s✐❡ ❜❡st❡❤❡♥ ♦❞❡r ✇✐❡ s✐❡ ❛✉❢❣❡❜❛✉t s✐♥❞✿ ●❧✳ ✶✹✳✻ ✐st ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ▼❛ss❡✦ ❉❛r✲
❛✉s ❢♦❧❣t ❞❛s ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡ ❘❡s✉❧t❛t✱ ❞❛ss g ü❜❡r❤❛✉♣t ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❞❡s ❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❑ör♣❡rs A ❛❜❤ä♥❣t✳ ❉❛s ❣❡❤t ♥✉r✱ ✇❡♥♥ sA ∝ mA✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ s❝❤✇❡r❡ ▼❛ss❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ▼❛ss❡ ✐st✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❑ör♣❡r ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❛✉❢ ❞❡♠
▼♦♥❞ ❜③✇✳ ❛♥❞❡r❡♥ P❧❛♥❡t❡♥ ❢❛❧❧❡♥ ❧ässt✱ ❤ä❧t ♠❛♥ sA ❢❡st ✉♥❞ ✈❛r✐✐❡rt sB✳ ❉❛❜❡✐ ❡r✇❡✐st
s✐❝❤✱ ❞❛ss sB ∝ mB✳ ❉✉r❝❤ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❲❛❤❧ ❞❡s ♥♦❝❤ ❢r❡✐❡♥ P❛r❛♠❡t❡rs G ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❢❛❦t♦r ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ▼❛ss❡ ✉♥❞ ❞❡r s❝❤✇❡r❡♥ ▼❛ss❡ ❣❧❡✐❝❤ ✶ s❡t③❡♥
✉♥❞ ❡r❤ä❧t s♦ ❞❛s ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ ✐♥ s❡✐♥❡r ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡♥ ❋♦r♠✿

~F = −G
mAmB

r2
~er ✭✹✸✳✺✮

✹✸❋ür ❆❜s❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❣❡♥ü❣t ❡s ♦❢t✱ ♠✐t g = 10m/s2 ③✉ r❡❝❤♥❡♥✳ ❉❛s ✐st ♥✉r ✉♠ ✷✪ ✇❡♥✐❣❡r ❣❡♥❛✉✳

✷✺✺



❉✐❡ ❑r❛❢t ~F ✇✐r❦t ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❛ss❡ mA ✐♥ r❛❞✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s r❛❞✐❛❧❡♥
❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦rs ~er ③✉r ❛♥③✐❡❤❡♥❞❡♥ ▼❛ss❡ ❤✐♥✳ ❉✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ G ✇✉r❞❡
✈♦♥ ❈❛✈❡♥❞✐s❤ ✉♥❞ s♣ät❡r ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ♣rä③✐s❡r ✈♦♥ ❊öt✈ös ❜❡st✐♠♠t✳✹✹ ■❤r ❲❡rt ✐st

G ≈ 6.7× 10−11m3kg−1s−2. ✭✹✸✳✻✮

❋ür ❞❡♥ ❙❝❤✇❡r❡♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ❞❡r ▼❛ss❡ mB✱ ❞❡r ❛♥❞❡r❡ ❑ör♣❡r ✐♠ ❆❜st❛♥❞
r0 ❣r❛✈✐t❛t✐✈ ❛♥③✐❡❤t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

g =
GmB

r2E
. ✭✹✸✳✼✮

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ■♥ ●❧✳ ✹✸✳✼ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡ mB = 4
3πr

3
EρE ❞❡r ❊r❞❡ ❞✉r❝❤ ✐❤r ❱♦❧✉♠❡♥

4
3πr

3
E ✉♥❞ ✐❤r❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❉✐❝❤t❡ ρE ❛✉s❞rü❝❦❡♥✱ ✇♦❜❡✐ rE ≈ 6× 106m ❞❡r ❊r❞r❛❞✐✉s

✐st✳ ❆♥ ❞❡r ❊r❞♦❜❡r✢ä❝❤❡ ✐st

g = G
mB

r2E
=

4π

3
GρErE ≈ 10m/s2 .

❢♦❧❣t ρE ≈ 6 t/m3 ✭❩✉♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤✿ ❉✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❉✐❝❤t❡ ✈♦♥ ❊✐s❡♥ ❜❡trä❣t ❝❛✳
8 t/m3✮✳

✹✸✳✸✳ ❚rä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡

❙❡✐ B ✐r❣❡♥❞❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ❞❛s ♥✐❝❤t ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ s❡✐♥ ♠✉ss✳
◆❛❝❤ ◆❡✇t♦♥ r✉❢❡♥ ❞♦rt ❛✉❢ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ❞❡r ▼❛ss❡m ❡✐♥✇✐r❦❡♥❞❡ ❑rä❢t❡ ~FB ❡✐♥❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s ~FB = d~pB/dt ❤❡r✈♦r✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ❡✐♥❡
❦♦♥st❛♥t❡ ▼❛ss❡ m ✈♦r❛✉ss❡t③t✱ ❣✐❧t✿

m
d2~xB

dt2
= ~FB ✭✹✸✳✽✮

●❧✳ ✹✸✳✽ ✐st ❜❡✐ ◆❡✇t♦♥ ❛❧s ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ●❡s❡t③ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❤♦❝❤❣❡st❡❧❧t❡
■♥❞❡① B ❞❛r❛♥ ❡r✐♥♥❡r♥ s♦❧❧✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛❧❧❡ ❆♥❣❛❜❡♥ ❞❛❜❡✐ ③✉♥ä❝❤st ❛✉❢ ❡✐♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡s
❇❡③✉❣ss②st❡♠ B ❜❡③✐❡❤❡♥✳

❋ür ❥❡❞❡s ❛♥❞❡r❡ s✐❝❤ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ③✉ B ❜❡✇❡❣❡♥❞❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ A ❢♦❧❣t
❥❡❞♦❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❛❞❞✐t✐♦♥s❣❡s❡t③✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣
✐♥ A ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ✇✐❡ ✐♥ B ✐st✳ ❉❛♠✐t s✐♥❞ ❞✐❡ ❑rä❢t❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞✐❡s❡r ❚r❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥✱ ❛❜❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡✇❡❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥✳

❙❡✐ ♥✉♥ A ❛❜❡r ❡✐♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ❞❛s st❛tt❞❡ss❡♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉ B ♠✐t ❞❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣
~a ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ✐st✳✹✺ ❉❛♥♥ ❣✐❧t ❞♦rt ❞❛s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ●❡s❡t③

m
d2~xA

dt2
= ~FA ✭✹✸✳✾✮

✹✹❉✐❡s❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❇❛♥❞ ✒❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ✷✏ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✳
✹✺❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✐st ❞❛♥♥ B ♠✐t −~a r❡❧❛t✐✈ ③✉ A ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳

✷✺✻



❆✉s ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

d2~xB

dt2
=

d2~xA

dt2
+ ~a

❢♦❧❣t ♥✉♥ ❛❜❡r✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ❑rä❢t❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡s ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡s❡t③ ❣❡❧t❡♥ ♠✉ss✿

~FB = ~FA +m~a ✭✹✸✳✶✵✮

❉✐❡ ❑rä❢t❡ ❢ür ③✇❡✐ r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤✳
❙♦ ✇❡✐t ❣✐❧t ❞❛s ●❡s❛❣t❡ ❣❡♥❡r❡❧❧✳

▼✐t ❞❡♠ ❡rst❡♥ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●❡s❡t③✱ ❞❡♠ ❚rä❣❤❡✐ts❣❡s❡t③✱ ③❡✐❝❤♥❡t ◆❡✇t♦♥ ❡✐♥❡
❑❧❛ss❡ ✈♦♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ S ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉s✱ ❞❛ss s✐❝❤ ✐♥ ✐❤♥❡♥ ❡✐♥ ❑ör♣❡r✱ ❞❡r ♠✐t ❦❡✐✲
♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❑ör♣❡r ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t✱ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣ ❜❡✇❡❣t✳ ❉✐❡s ❞❡✜♥✐❡rt
❞✐❡ ❑❧❛ss❡ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡ ✳ ■♥ ✐❤♥❡♥ ✐st ❞✐❡ ❑r❛❢t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥
❑ör♣❡r✱ ❞❡r ❛♥ ❦❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ t❡✐❧♥✐♠♠t✱ ♥✉❧❧✳ ■♥ ❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥✱
❞✐❡ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡♥ ♠✐t ~a ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ❜❡✇❡❣❡♥✱ ✇✐r❦t ❡✐♥❡ ③✉sät③❧✐✲
❝❤❡ ❑r❛❢t m~a✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❚rä❣❤❡✐ts❦r❛❢t ♥❡♥♥t✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠
❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❡✐♥ ❛♥s♦♥st❡♥ ❛♥ ❦❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ t❡✐❧♥❡❤♠❡♥❞❡r ❑ör♣❡r ✉♥t❡r ❞❡♠
❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❚rä❣❤❡✐ts❦r❛❢t✳ ❉✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❞✐❡s❡r ❑r❛❢t ✐st ✕ s❛❧♦♣♣ ❣❡s❛❣t ✕ ❡✐♥❡ ❣r❛✈✐t❛t✐✈❡
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥ ❞❡s ❑♦s♠♦s✳

✹✸✳✹✳ ❚rä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡ ❜❡✐ ❉r❡❤❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥

❇ ✉♥❞ ❇✬ s❡✐❡♥ ③✇❡✐ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ♠✐t ❞❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s❡♥ {|1〉 , |2〉 , |3〉} ❜③✇✳ {|1′〉 , |2′〉 , |3′〉}
✉♥❞ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ~A ❜③✇✳ ~A′ ❢ür ❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ |A〉 ❜❡✲
③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s✲❖rt❤♦♥♦♠❛❧❜❛s❡♥✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥
{

~ex′ , ~ey′ , ~ez′
}

❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ✈♦♥ ❇✬ r❡❧❛t✐✈ ③✉r
❘✐❝❤t✉♥❣s❜❛s✐s ✈♦♥ ❇ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❊s ✐st ❛❧s♦✿

|A〉 = A1 |1〉+A2 |2〉+A3 |3〉 =
3

∑

i=1

Ai |i〉 ✭✹✸✳✶✶✮

|A〉 = A′
1 |1′〉+A′

2 |2′〉+A′
3 |3′〉 =

3
∑

i=1

A′
i |i′〉

✉♥❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❢ür ❞✐❡ x′✲ ❜③✇✳ 1′✲❆❝❤s❡

|x〉′ = ex′,1 |1〉+ ex′,2 |2〉+ ex′,3 |3〉 =
3

∑

j=1

ex′,j |j〉

❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣

|A〉 =
3

∑

i=1

A′
i

3
∑

j=1

ex′,j |j〉+
3

∑

i=1

A′
i

3
∑

j=1

ey′,j |j〉+
3

∑

i=1

A′
i

3
∑

j=1

ez′,j(t) |j〉 ✭✹✸✳✶✷✮

✷✺✼



✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ●❧✳ ✹✸✳✶✶ ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥✿

~A = A′
1~ex′ +A′

2~ey′ +A′
3~ez′ ✭✹✸✳✶✸✮

◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞ ✉♥❞ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡
❆❝❤s❡♥ ✈♦♥ ❇✬ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❥❡♥❡♥ ✈♦♥ ❇ ③❡✐t❧✐❝❤ ä♥❞❡r♥✳ ❉❛♥♥ ❣✐❧t ❢ür ●❧✳ ✹✸✳✶✸ ❛❧s♦ ❡①♣❧✐③✐t
❤✐♥❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥

~A(t) = A′
1(t)~ex′(t) +A′

2(t)~ey′(t) +A′
3(t)~ez′(t) ✭✹✸✳✶✹✮

❉✐❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦rs ~A(t) ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ✐✳❆✳ ③✇❡✐ ❯rs❛❝❤❡♥✿ ❡rst❡♥s
❦❛♥♥ s✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦rs ~A′ ❜❡r✉❤❡♥ ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s ❦❛♥♥
s✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ❇✬ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❇ ❤❡rrü❤r❡♥✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r Pr♦✲
❞✉❦tr❡❣❡❧ ❞rü❝❦t s✐❝❤ ❞❛s ❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t❛❜❧❡✐t✉♥❣ ✭✉♥❞ ❞❛♠✐t ❢ür ❞✐❡ ❘❛t❡✮ ❞❡r ●röÿ❡ ~A(t)
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✐♥ ③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡♥ ❛✉s✿

~̇A = Ȧ′
1~ex′ + Ȧ′

2~ey′ + Ȧ′
3~ez′

+A′
1~̇ex′ +A′

2~̇e+A′
3~ez′

❋ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞✐❡ ❞r❡✐ ❇❡✐trä❣❡

~̈A = Ä′
1~ex′ + Ä′

2~ey′ + Ä′
3~ez′

+2Ȧ′
1~̇ex′ + 2Ȧ′

2~̇ey′ + 2Ȧ′
3~̇ez′

+A′
1~̈ex′ +A′

2~̈ey′ +A′
3~̈ez′

❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ s✐❝❤ ❞❛s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❇✬ ♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥
❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ~ω r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❇ ❞r❡❤t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ◆✉❧❧♣✉♥❦t❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❇❡③✉❣s✲
s②st❡♠❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥ ♠ö❣❡♥✱ s♦ ❣✐❧t ●❧✳ ✹✷✳✶✻✿

~̇ex′ = ~ω × ~ex′

~̈ex′ = ~ω × (~ω × ~ex′)

❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡s ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t

~̇A = ~̇A′ + ~ω × ~A′

✉♥❞

~̈A = ~̈A′ + 2 ~ω × ~̇A′ + ~ω × ( ~ω × ~A′)

■st ~A s♣❡③✐❡❧❧ ❞❡r ❖rts✈❡❦t♦r ~r✱ s♦ ✐st

~̇r = ~̇r ′ + ~ω × ~r ′

❋ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❣✐❧t✿

✷✺✽



~̈r = ~̈r ′ + 2 ~ω × ~v ′ + ~ω × ( ~ω × ~r ′) ✭✹✸✳✶✺✮

♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ~̇v ′(t) = ~̇r ′ ✐♠ ❙②st❡♠ B′✳ ❉❡r ❧❡t③t❡ ❇❡✐tr❛❣ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥
❙❡✐t❡ ✐st ❞✐❡ ✐♠ ❙②st❡♠ ❇ ❦♦♥st❛t✐❡rt❡ ❩❡♥tr✐♣❡t❛❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✭s✳ ❑❛♣✳ ❱✮✳

❲❡♥♥ ✐♥ ❇✬ ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ m ✐♠ P✉♥❦t ~r ′ r✉❤t✱ ❞❛♥♥ ❢ü❤rt ❞✐❡s❡ ▼❛ss❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❇ ❡✐♥❡
❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉s✳ ◆❡✇t♦♥ ✇ür❞❡ ❢♦r❞❡r♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ✐♥
❇ ✇✐r❦❡♥❞❡ ✉♥❞ ❛♥ m ❛♥❣r❡✐❢❡♥❞❡ ❑r❛❢t ③✉st❛♥❞❡ ❦♦♠♠t✳ ❆❜❡r ✇❛r✉♠ s♦❧❧t❡ s✐❡ ✐♥ ❇ ❛✉❢✲
tr❡t❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ s✐❡ ✐♥ ❇✬ ♥✐❝❤t ✇✐r❦s❛♠ ✐st❄ ❉❛ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥
r❡❧❛t✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞ ✉♥❞ ❡✐♥ ❜❧♦ÿ❡s ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣s❛rt❡❢❛❦t ❞❡r ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✱ s✐♥❞
s✐❡ ❦❡✐♥❡ P❤②s✐❦✳ ❲❡♥♥ ❙✐❡ s✐❝❤ ❡✐♥❡ ✒❡✐♥s❛♠❡✏ P✉♥❦t♠❛ss❡ ✐♠ ❧❡❡r❡♥ ❲❡❧t❛❧❧ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱
❞❛♥♥ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡♥ ●r✉♥❞ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❑rä❢t❡ ❛✉❢tr❡t❡♥ s♦❧❧t❡♥✱ ♥✉r ✇❡✐❧
❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ✉♠ ❞✐❡ ▼❛ss❡ r♦t✐❡r❡♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t ❜③✇✳ ✇❡✐❧ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛s ❖❜❥❡❦t ✈♦♥
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❤❡r ❛✉s ❛♥s❝❤❛✉t✳

❆❜❡r ❞❛s ❲❡❧t❛❧❧ ✐st ❡❜❡♥ ♥✐❝❤t ❧❡❡r✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❋✐①st❡r♥❡ s✐♥❞ ✜①❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✈♦r❣❡❣❡✲
❜❡♥✳ ❉✐❡ ❦♦s♠✐s❝❤❡ ▼❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❧❡❣t ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❡✐♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡s ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❇
❢❡st✱ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♠ ❞✐❡ ▼❛ss❡ m ❡✐♥❡ ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉s❢ü❤rt✳ ❋ür ❡✐♥❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦♦♥✲
st❛♥t❡ G✱ ❞✐❡ ✉♥❣❧❡✐❝❤ ♥✉❧❧ ✐st✱ tr❡t❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❉r❡❤✉♥❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❑rä❢t❡ ❛✉❢✱
❞✐❡ ❛❧s ❚rä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ♥❛✲
tür❧✐❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❞❡r ❋✐①st❡r♥❡ ❞r❡❤t✱ tr❡t❡♥ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❚rä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡ ❛✉❢✳
❉✐❡s❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✐st ❞❛s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ✐♠ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❙✐♥♥✱ ✉♥❞ ✐♥ ✐❤♠ ❣✐❧t
❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣ ❦♦♠♠t ❞❛♥♥ ♥❛❝❤ ◆❡✇t♦♥
❞✉r❝❤ ❞✉r❝❤ ❩❡♥tr✐♣❡t❛❧❦r❛❢t ~F = m ~ω × ( ~ω × ~r) ③✉st❛♥❞❡✳

■♠ ♠✐tr♦t✐❡r❡♥❞❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❇✬ ✐st ❞✐❡s❡ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❞❡s ♠✐tr♦t✐❡r❡♥❞❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ r✉❤t✱ ♠✉ss ❞♦rt ♥❛❝❤ ◆❡✇t♦♥ ❡✐♥❡ ✐♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡r
❘✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❦❡♥❞❡ ❑r❛❢t ✇✐r❦❡♥✳ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ❩❡♥tr✐❢✉❣❛❧❦r❛❢t

~FZ = −m ~ω × ( ~ω × ~r) .

❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ tr✐tt ❞♦rt ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❈♦r✐♦❧✐s❦r❛❢t

~FC = −2m ~ω × ~v

❛✉❢✳ ❉✐❡ ❈♦r✐♦❧✐s❦r❛❢t ✐st st❡ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❉r❡❤❛❝❤s❡ ✉♥❞ ③✉r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❣❡r✐❝❤✲
t❡t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❩❡♥tr✐❢✉❣❛❧❦r❛❢t st❡ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❉r❡❤❛❝❤s❡ ❣❡r✐❝❤t❡t ✐st ✉♥❞ ✈♦♥
✐❤r ✇❡❣ ✇❡✐st✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ✈♦rst❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛ss❡ m ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❇✬ r✉❤t
✉♥❞ ❞❡r ❑♦s♠♦s r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❇ ✐♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ r♦t✐❡rt✱ ✇ür❞❡♥ ✇❡❣❡♥ ❞❡r
❘❡❧❛t✐✈✐tät ❞❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❣❡♥❛✉ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ❚rä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡ ❛✉❢tr❡t❡♥ ✭▼❛❝❤s❝❤❡s
Pr✐♥③✐♣✮✳ ❉❛s ❆✉❢tr❡t❡♥ ❞❡r ▼❛ss❡ ✐♥ ❞❡♥ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈❡r✇❡✐st
❣❡♠äÿ ❞✐❡s❡♠ ●❡❞❛♥❦❡♥❣❛♥❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ❣r❛✈✐t❛t✐✈❡♥ ❯rs♣r✉♥❣ ❞❡r ❚rä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡✳

✹✸✳✺✳ ❉❛s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣

❲✐r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ P✉♥❦t♠❛ss❡m ✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❑rä❢t❡ ❡✐♥♠❛❧ ❢ür ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇♦
s✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦r❛❢t F = mg ✉♥t❡r❧✐❡❣t ✉♥❞ ③✉♠ ③✇❡✐t❡♥ ❢ür

✷✺✾



❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇♦ ♠❛♥ ✐❤r❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ◆✐❝❤t✲■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ❞❛s r❡❧❛t✐✈
③✉ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ♠✐t a = g ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ✇✐r❞✱ ❛❜❡r ✇♦ ❦❡✐♥❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✇✐r❦t✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❦❡✐♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❲✐r❦✉♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳
❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙✐t✉❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ äq✉✐✈❛❧❡♥t ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥
❙②st❡♠❡♥ ❣❡♥❛✉ ❣❧❡✐❝❤ ❛❜❧❛✉❢❡♥✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❣❡s❡t③❡
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❆♥❛❧②s❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢r❡✐❡r ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡r ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❛♥❛❧②s✐❡r❡♥✳ ■♥ ❞❡♥
❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❙✐❡ ♠❡❤r ❞❛rü❜❡r ❡r❢❛❤r❡♥✳

❉✐❡ ✐♥ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❚rä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡ s✐♥❞ ❡✐♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡s
❋❛❦t✉♠✳ ❲❛r✉♠ ❣✐❜t ❡s s✐❡❄ ❆✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ③✉r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✲
r❡✐ts ✈❡r♠✉t❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ s❡❤r ❡♥❣ ♠✐t ❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥✳ ❙✐❡ ❡r✇❡✐s❡♥ s✐❝❤
❧❡t③t❡♥❞❧✐❝❤ ❛❧s ❡✐♥ ❣r❛✈✐t❛t✐✈❡r ❇❡✐tr❛❣ ❞❡r ❦♦s♠✐s❝❤❡♥ ▼❛ss❡♥✳ ❉✐❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐✲
tätst❤❡♦r✐❡ ❢ü❤rt ✉♥s ③✉ ❡✐♥❡r ❑♦s♠♦❧♦❣✐❡✱ ❞✳❤✳ ③✉ ❡✐♥❡♠ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡s
❑♦s♠♦s ✉♥❞ ③✉ ❡✐♥❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✐♦♥ ❞❡r ✒❙❝❤ö♣❢✉♥❣s❣❡s❝❤✐❝❤t❡✏✳

✹✸✳✻✳ ❙②♠♠❡tr✐❡♥

■s♦tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ❞❡s ❘❛✉♠❡s s♦r❣❡♥ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❉r❡❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥✲
❣❡♥ ❙②♠♠❡tr✐❡tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ③✇❡✐ ❙②st❡♠❡ ♣❤②s✐❦❛✲
❧✐s❝❤ ❞❡❝❦✉♥❣s❣❧❡✐❝❤ ❜③✇✳ äq✉✐✈❛❧❡♥t ❜③✇✳ s②♠♠❡tr✐s❝❤ s✐♥❞✱ ✇❡♥♥ s✐❡ s✐❝❤ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❉r❡❤✉♥❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳

◆❡❜❡♥ ❞✐❡s❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙②♠♠❡tr✐❡♥ ❣✐❜t ❡s ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ ❛♥❞❡r❡r ❙②♠♠❡tr✐❡♥✱ ❞✐❡ ❢ür
❞✐❡ P❤②s✐❦ ✈♦♥ ❣r♦ÿ❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣ s✐♥❞✳ ❆♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♥✉r ❛✉❢ ❞❛s ❇❡✐s♣✐❡❧
❞❡r ❙♣✐❡❣❡❧s②♠♠❡tr✐❡ ❦✉r③ ❡✐♥❣❡❤❡♥✿ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❙②st❡♠❡✱ ❞✐❡ ❧ä♥❣❡♥✲
✉♥❞ ✇✐♥❦❡❧tr❡✉ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❞❛✈♦♥ ❞✉r❝❤ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✉♥❞
❉r❡❤✉♥❣❡♥ ③✉r ❉❡❝❦✉♥❣ ❜r✐♥❣❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❛❧❧❡✳ ❉✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ③✉r ❉❡❝❦✉♥❣ ❜r✐♥❣❡♥✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❢ür s♣✐❡❣❡❧s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❦❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❆❜❧ä✉❢❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r
❱♦r❣ä♥❣❡ ❢❡stst❡❧❧❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞✐❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ s②♠♠❡tr✐s❝❤✳

✹✹✳ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✭▼✹✮

❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ t❡✐❧❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞✐❡
❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ✐❤r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❧✐♥✐❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ▲✐♥✐❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❛❧❧❡ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥ ❜✐s ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ s✐❝❤ ✐♥ ❥❡❞❡♠ P✉♥❦t ❧♦❦❛❧ r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣
s❝❤♥❡✐❞❡♥✳ ❍✐❡r ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ❡✐♥✐❣❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✱ ❞❡♥♥
❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛♥❛❧♦❣ ✭s✐❡ s✐♥❞
s♦❣❛r ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❤❡r③✉❧❡✐t❡♥✮✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ❇✐s ❤✐❡r
❤✐♥ tr❛t❡♥ ♥✉r ❧✐♥❡❛r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛✲
r❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐st ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
✉♥❞ ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ■♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❡❤t ♠❛♥ ♠❡✐st ✈♦♥ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✻ ❣❡③❡✐❣t❡

✷✻✵



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✻✿ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥

r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❛✉s✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡♥ ❞r❡✐ ✇❡s❡♥t✲
❧✐❝❤❡♥ ❇❡③✉❣s❡❧❡♠❡♥t❡♥ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✿

✶✳ ❋ür ❞❛s ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❛❧s y✲❆❝❤s❡ ❣❡✲
✇ä❤❧t✳ ❉❡r ◆✉❧❧♣✉♥❦t ✇✐r❞ s♦ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss ❡r ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡r ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡
y✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❛❞✐❛❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡ r ✐st✳

✷✳ ❊✐♥❡ ③✉r ②✲❘✐❝❤t✉♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ❛❧s ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ x✲❆❝❤s❡ ❣❡✇ä❤❧t
✉♥❞ ✐st ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ x✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❆③✐♠✉t✇✐♥❦❡❧ φ✳

✸✳ ❉✐❡ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ z✲❆❝❤s❡ ✇✐r❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ✈♦♥ ❞❡r x✲ ✉♥❞ y✲❆❝❤s❡ ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t❡♥
❍♦r✐③♦♥t❛❧✲ ❜③✇✳ ➘q✉❛t♦r✐❛❧❡❜❡♥❡ ❣❡✇ä❤❧t✳ ❙✐❡ ✐st ❞✐❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❇❡③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣
❢ür ❞✐❡ z✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉♥❞ ❞❡♥ P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ φ✳

✹✳ ❉✐❡ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡♥r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss s✐❡ r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣ s✐♥❞
✉♥❞ ❛❧❧❡ ❲✐♥❦❡❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ♣♦s✐t✐✈✳

❆✉s ✷✽ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❯♠r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (r, ϑ, φ) ❡✐♥❡s P✉♥❦t❡s P
③✉ s❡✐♥❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (x, y, z) ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

x(r, ϑ, φ) = r sinϑ cosφ ✭✹✹✳✶✮

y(r, ϑ, φ) = r sinϑ sinφ ✭✹✹✳✷✮

z(r, ϑ, φ) = r cosϑ ✭✹✹✳✸✮

❋ür ❑r❡✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ s❡t③t ♠❛♥ ϑ = 90◦✉♥❞ ❡r❤ä❧t ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥

x = r cosφ ✭✹✹✳✹✮

y = r sinφ ✭✹✹✳✺✮

❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠s ❙✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙✬ ❛✉s❣❡❤t✱ ❞❛s ✉♠
❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ϕ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ ❣❡❞r❡❤t ✐st✱ ❞❛♥♥ ✐st ❤✐❡r φ′ = φ− ϕ ❡✐♥③✉s❡t③❡♥✱ ❞✳❤✳

x′ = r cosφ′ = r cos(φ− ϕ) = r [cosφ cosϕ+ sinφ sinϕ] = cosϕx+ sinϕy✭✹✹✳✻✮

y′ = r sinφ′ = r sin(φ− ϕ) = r [sinφ cosϕ− cosφ sinϕ] = cosϕy − sinϕx✭✹✹✳✼✮

✷✻✶



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✼✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡s ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t dr rdϕ ✐♥ ♣♦❧❛r❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡✲
r❡❝❤♥✉♥❣ ❡✐♥❡r ❑r❡✐s✢ä❝❤❡✳

❉✐❡s ✐st ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ●❧♥✳ ✺✳✷ ✉♥❞ ✺✳✸ ❜❡❦❛♥♥t❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
③✇✐s❝❤❡♥ ❣❡❞r❡❤t❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡♥✳

▲ä♥❣❡ ✭▲✐♥✐❡♥✐♥t❡❣r❛❧✮✳ ❆✉s ❞❡♥ ●❧♥✳ ✹✹✳✶✲✹✹✳✸ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❞✉r❝❤
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡

dx =
∂x

dr
dr +

∂x

dϑ
dϑ+

∂x

dφ
dφ = sinϑ cosφ dr + r cosϑ cosφdϑ− r sinϑ sinφdφ .

❋❧ä❝❤❡ ✭❋❧ä❝❤❡♥✐♥t❡❣r❛❧✮✳ ❯♠ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ❑r❡✐s❡s ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s rK ③✉ ❜❡r❡❝❤✲
♥❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ P♦❧❛r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (r, ϕ) ♠✐t ❞❡♠ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻✼❝ s❦✐③③✐❡rt❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥
❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t dA = d2r = dr rdϕ ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✿

A =

rK
ˆ

0

2π
ˆ

0

dr rdϕ =

2π
ˆ

0

dϕ

rK
ˆ

0

rdr = 2π
1

2
r2K = πr2K

❱♦❧✉♠❡♥ ✭❱♦❧✉♠❡♥✐♥t❡❣r❛❧✮✳ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡ s✐♥❞ s♦❧❝❤❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥
s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❧✐♥✐❡♥ r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣ s❝❤♥❡✐❞❡♥✳ ❩✉ ❞❡♥ ❞r❡✐ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡♥ ❣❡❤ört ❞❛s ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♠✐t ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡♥ ❑♦♦r✲
❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙②st❡♠❡ ♠✐t ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❞✐❡ ❦r✉♠♠❧✐♥✐✲
❣❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ■♥ ❚❛❜✳ ✶✵ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡♥✲ ✉♥❞ ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❢ür ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥
❞r❡✐ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳

❊s ✐st ❛❧s♦ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡✿✹✻

❉❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❛✉❢ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❲❡✐s❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✿

V =

ˆ

dV =

˚

d3r =

˚

dx dy dz =

˚

̺d̺ dϕ dz =

˚

r2dr sinϑdϑ dϕ . ✭✹✹✳✽✮

✹✻❩✉r ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡ ✐❝❤ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞✐❡ ●❧②♣❤❡ ρ ❢ür ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ●❧②♣❤❡ ̺ ❢ür ❞✐❡
❘❛❞✐❛❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❡✐♥❡s ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s✳ ❇❡✐❞❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ✒r❤♦✏
❛✉s❣❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡♥ ❇✉❝❤st❛❜❡♥✱ ✉♥❞ ♠❛♥ ♠✉ss ❜❡✐ ♠ü♥❞❧✐❝❤❡r ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ❞❛❤❡r ❛✉s
❞❡♠ ❑♦♥t❡①t ❡rs❝❤❧✐❡ÿ❡♥✱ ✇❛s ❣❡♠❡✐♥t ✐st✳
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❚❛❜❡❧❧❡ ✾✿ ▲ä♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t ❢ür ❞✐❡ ❞r❡✐ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛✲
❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ▲ä♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t

❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✳ (x, y, z) dx dy dz dx dy dz

❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✳ (̺, ϕ, z) d̺ ̺dϕ dz ̺d̺ dϕ dz

❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✳ (r, ϑ, ϕ) dr r sinϑdϕ rdϑ r2 sinϑdrdϑ dϕ

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✵✿ ▲ä♥❣❡♥✲ ✉♥❞ ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❢ür ❞✐❡ ❞r❡✐ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥s②st❡♠❡

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ▲ä♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t❡

❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✳ dx dy dz dy dz dx dz dx dy

❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✳ d̺ ̺dϕ dz ̺ dϕ dz d̺ dz ̺d̺ dϕ

❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✳ dr r sinϑdϕ rdϑ r2 sinϑdϑ dϕ rdrdϑ r sinϑ dr dϕ

❇❡✐ ❞❡r ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❉r❡✐❢❛❝❤✐♥t❡❣r❛❧❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛✲
t❡♥s②st❡♠❡ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❣r❡♥③❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❱♦❧✉♠❡♥ ✈♦♥ ❘♦t❛t✐♦♥s❦ör♣❡r♥✳ ▼❛♥❝❤♠❛❧ ✐st ❞✐❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ❑ör✲
♣❡rs ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜❡❦❛♥♥t✳ ❉❛♥♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ❉r❡✐❢❛❝❤✐♥t❡❣r❛❧ ❛✉❢
❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ■♥t❡❣r❛❧ ③✉rü❝❦❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ✐st ③✳❇✳ ❢ür r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡
❑ör♣❡r ❞❡r ❋❛❧❧✳ ❍✐❡r ✐st ❡s ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t✱ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ③✉ ✇ä❤❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ z✲
❆❝❤s❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡❛❝❤s❡ ③✉ ❧❡❣❡♥✳ ❉❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❦❛♥♥ ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈♦♥ s❝❤❡✐❜❡♥❢ör♠✐❣❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t❡♥ πy2(z)dz ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✿

V =

˚

̺d̺ dϕ dz =

zf
ˆ

zi

dz

y(z)
ˆ

0

̺d̺

2π
ˆ

0

dϕ = π

zf
ˆ

zi

y2(z)dz ✭✹✹✳✾✮

❍✐❡r❜❡✐ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t y(z) ❞❡♥ ❘❛❞✐✉s ❞❡s s❝❤❡✐❜❡♥❢ör♠✐❣❡♥ ❊❧❡♠❡♥ts ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡
z✱ zi ✐st ❞✐❡ ③✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s ❆♥❢❛♥❣s♣✉♥❦ts ❞❡s ❑ör♣❡rs ✉♥❞ zf ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ s❡✐♥❡s
❊♥❞♣✉♥❦ts✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s rK ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ y2 = r2K − z2✱
zi = −rK ✉♥❞ zf = rK ✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✹✹✳✾ ❢ür
❞❛s ❑✉❣❡❧✈♦❧✉♠❡♥✿ V = 4

3πr
3
K ✳

▼❛ss❡✳ ●❧✳ ✶✽✳✶ ❜❧❡✐❜t ❛✉❝❤ ✐♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡r ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ dm ✉♥❞
❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ dV r✐❝❤t✐❣✱ ❞✳❤✳ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ♠✐tt❡❧s

dm = ρ dV ✭✹✹✳✶✵✮

✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t ❛✉❢ ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t ✉♠r❡❝❤♥❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ❞❛s ■♥t❡✲
❣r❛❧ ü❜❡r ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ✐♥ ❡✐♥ ■♥t❡❣r❛❧ ü❜❡r ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❦♦♥✈❡rt✐❡r❡♥✿

m =

ˆ

m

dm =

ˆ

V

ρdV =

˚

ρd3r .

✷✻✸



✹✺✳ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs

❋♦r♠✱ ▲ä♥❣❡✱ ❋❧ä❝❤❡ ✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥ ❣❡❤ör❡♥ ③✉ ❞❡♥ ♣r✐♠är❡♥ ●röÿ❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡♥ ♠❛✲
❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✇✐r❞ ✐✳❆✳ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❑♦♦r✲
❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❚❡❝❤♥✐❦❡♥ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ s❡✐ ❛✉❢ ▲❡❤r❜ü❝❤❡r
❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❍✐❡r s♦❧❧ ♥✉r ❛✉❢ ❡✐♥✐❣❡ ❦♦♥③❡♣t✐♦♥❡❧❧❡♥ ■❞❡❡♥ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❤✐♥t❡r s♦❧❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ st❡❝❦❡♥✳

❋♦r♠✳ ❯♠ ❞✐❡ ❋♦r♠ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ♠üss❡♥ ✇✐r s❛❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❛s
③✉♠ ❑ör♣❡r ❣❡❤ört✱ ❛❧s♦ ✐♥♥❡♥ ✐st✱ ✉♥❞ ✇❛s ❛✉ÿ❡♥✱ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ❞❛③✉ ❣❡❤ört✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡①♣❧✐③✐t❡ ❆♥❣❛❜❡ ✈♦♥ P✉♥❦t❡♠❡♥❣❡♥ t✉♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ st❡❧❧t ❞✐❡ P✉♥❦t❡♠❡♥❣❡

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
≤ 1

❡✐♥ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ♠✐t ❞❡♥ ❍❛❧❜❛❝❤s❡♥ a, b, c ❞❛r ✭❆❜❜✳ ✻✽❛✮✳

❊✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❆♥❣❛❜❡ ✐st ❞❡r ❘❛♥❞ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳ ❋ür ❡✐♥❡ ▲✐♥✐❡ ✐st ❞✐❡ ❇❡r❛♥✲
❞✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❢ür ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑✉r✈❡ ✉♥❞ ❢ür ❡✐♥
❱♦❧✉♠❡♥ ❣❡s❝❤✐❡❤t ❞✐❡s ❞✉r❝❤ ❆♥❣❛❜❡ s❡✐♥❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✱ ❛❧s♦ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❛❧❧❡ ❑♦♦r❞✐♥❛✲
t❡♥♣✉♥❦t❡ ❛♥❣✐❜t✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉ s❡✐♥❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❣❡❤ör❡♥✳ ❋ür ❞❛s ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ✐st ❞❡r ❘❛♥❞
❞✉r❝❤

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤♥✐tt ❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡
❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❧❡❣t✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤♥✐tt ♠✐t z = 0✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❑✉r✈❡✱ ❤✐❡r
❞✐❡ ❞✉r❝❤

x2

a2
+

y2

b2
= 1 ✭✹✺✳✶✮

❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❊❧❧✐♣s❡✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❢ür a = b ③✉ ❡✐♥❡♠ ❑r❡✐s✳

▲✐♥✐❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❛r❛♠❡t❡r❞❛rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡❜❡♥✱ ✇✐❡ ❞❛s
❜❡✐ ❞❡r ❞✉r❝❤ ●❧✳ ✹✵✳✺ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❖rts❦✉r✈❡ ✐♠ ❘❛✉♠ ❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡✳ ❋ür ❋❧ä❝❤❡♥
❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❛r❛♠❡t❡r❞❛rst❡❧❧✉♥❣❡♥✳

❲✐r ❦ö♥♥❡♥ ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ✐♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ s♣❡③✐✜③✐❡r❡♥✱ ✐♥❞❡♠
✇✐r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ F ♠✐t F (x, y, z) = 0 ❡✐♥❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❢❡st❧❡❣❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ❊❧❧✐♣s♦✐❞s ✇är❡ ❞❛s ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡
❋✉♥❦t✐♦♥

F (x, y, z) =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c➨
− 1

❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ③✇❡✐t❡ s♦❧❝❤❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ G(x, y, z) = 0♠✐t ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥
G ❛✉❢st❡❧❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ s♦ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❡✐♥❡ ❙❝❤♥✐tt♠❡♥❣❡ ❤❛❜❡♥✱ ✇✐r❞
❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑✉r✈❡ ✐♠ ❘❛✉♠ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

✷✻✹



▲ä♥❣❡ ✭▲✐♥✐❡♥✐♥t❡❣r❛❧✮✳ ❊✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ♠✐sst ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❡✐♥ ▲✐♥❡❛❧ ❛♥❧❡❣t✳ ◆✉♥ s✐♥❞
▲✐♥❡❛❧❡ ♦❢t st❛rr❡ ❣❡r❛❞❡ ▼❛ÿstä❜❡✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❡✐♥❡r ❣❡r❛❞❡♥ ❙tr❡❝❦❡
♠❡ss❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ ♠❛❝❤t ❞❛s ❦❡✐♥❡ Pr♦❜❧❡♠❡✳ ❆❜❡r ✇❛s s♦❧❧ ♠❛♥ t✉♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡s ♠✐t
❡✐♥❡r ❣❡✇✉♥❞❡♥❡♥ ❙tr❛ÿ❡ ♦❞❡r ❡✐♥❡r ❣❡❦rü♠♠t❡♥ ❑✉r✈❡ ✐♠ ❘❛✉♠ ③✉ t✉♥ ❤❛t❄ ❉❛ ❜❧❡✐❜t
♥✐❝❤ts ❛♥❞❡r❡s ü❜r✐❣✱ ❛❧s ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ l ✐♥ ❦❧❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡♥❛❜s❝❤♥✐tt❡ ③✉ ③❡r❧❡❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥
❞✉r❝❤ ❦❧❡✐♥❡ ▲✐♥❡❛❧❡ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ●❡s❛♠tstr❡❝❦❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱
✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲ä♥❣❡♥♠❡ss✉♥❣❡♥ ❛✉❢❛❞❞✐❡rt✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ♠✐t ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧
❦❧❡✐♥❡♥ ▲ä♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥t❡♥ dl t✉t✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❞✐❡s ❞✉r❝❤ ❞❛s ❜❡st✐♠♠t❡ ■♥t❡❣r❛❧

l =

Ê

A

dl ✭✹✺✳✷✮

❣❡❧❡✐st❡t✳ ▼❛♥ ✐♥t❡❣r✐❡rt ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡❧❡♠❡♥t❡ dl ✈♦♠ ❆♥❢❛♥❣s♣✉♥❦t ❆ ❜✐s ③✉♠ ❊♥❞♣✉♥❦t
❊✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ ❊s s❡✐❡♥ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ P (x, y) ❞❡r ❑✉r✈❡ y = coshx ✐♥ ❞❡r ①✲②✲❊❜❡♥❡ ❣❡❣❡✲
❜❡♥✳ ❲✐❡ ❧❛♥❣ ✐st ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ✈♦♠ ❆♥❢❛♥❣s♣✉♥❦t A = (0, 1) ③✉♠ P✉♥❦t E =
(ln 2, 11

4)❄ ■♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ✐st ❞❛s ▲ä♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥t ❞✉r❝❤ dl =
√

dx2 + dy2

❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥ ❞❡r ❑✉r✈❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ dy = sinhx dx ✉♥❞ ♠✐t
dl =

√

1 + sinh2 x dx ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿✹✼

l =

(1,1)
ˆ

(0.0)

dl =

ln 2
ˆ

0

√

1 + sinh2 x dx =

ln 2
ˆ

0

coshx dx = sinh(ln 2) = 3/4

❋❧ä❝❤❡ ✭❋❧ä❝❤❡♥✐♥t❡❣r❛❧✮✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ❢ür ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❡❧❡♠❡♥t❡
❘❡❝❤t❡❝❦✱ ❉r❡✐❡❝❦ ✉♥❞ ❑r❡✐s ❜❡r❡❝❤♥❡t ♦❞❡r ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✈♦♥ ◗✉❛❞❡r ✉♥❞ ❑✉❣❡❧✱ s♦❧❧ ❤✐❡r
❛❧s ❜❡❦❛♥♥t ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t s❡✐♥✳ ❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❜③✇✳ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡r
❖❜❥❡❦t❡ ❢ü❤rt ♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ●r✉♥❞❡❧❡♠❡♥t❡ ③✉rü❝❦ ✉♥❞ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ♠✐t ❞❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥
❞❡r ■♥t❡❣r❛❧r❡❝❤♥✉♥❣✳

❋ür ❦❛rt❡s✐s❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ③❡r❧❡❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t❡
dA = dxdy ✉♥❞ s❝❤r❡✐❜t ❢ür ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ s②♠❜♦❧✐s❝❤

A =

ˆ

dA =

¨

dxdy . ✭✹✺✳✸✮

❉❛s ❉♦♣♣❡❧✐♥t❡❣r❛❧ ✒
˜

” st❡❤t s②♠❜♦❧✐s❝❤ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ③✇❡✐ ❙✉♠♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ✐♥✜♥✐✲
t❡s✐♠❛❧❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ③✉ ❜✐❧❞❡♥ s✐♥❞✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ✐♥ y✲❘✐❝❤t✉♥❣✱ ✇♦ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t❡
dxdy ③✉ ❙tr❡✐❢❡♥ ❛✉✜♥t❡❣r✐❡rt ✇✐r❞✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❢❡st❡ ❇r❡✐t❡ dx ❤❛❜❡♥ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✐♥t❡✲
❣r✐❡r❡♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ❛❧❧❡r ❙tr❡✐❢❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❘✐❝❤t✉♥❣✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❋❧ä❝❤❡ ✉♥t❡r ❡✐♥❡r ❑✉r✈❡✳ ❊s s❡✐ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ A ✉♥t❡r ❡✐♥❡r ❑✉r✈❡ y = f(x)
✈♦♥ x = a ❜✐s x = b ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✭❆❜❜✳ ✻✽❜✮✳

✹✼❇❡✐ ❞❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✇✉r❞❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✿ coshx = (ex + e−x)/2 s♦✇✐❡ cosh2 x− sinh2 x = 1✳

✷✻✺



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✽✿ ✭❛✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ♠✐t a = 7, b = 5 ✉♥❞ c = 4✳ ✭❜✮ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ ✉♥✲
t❡r ❡✐♥❡r ❑✉r✈❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ✭❝✮ ❉✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡s ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t
dr rdϕ ✐♥ ♣♦❧❛r❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❡✐♥❡r ❑r❡✐s✢ä❝❤❡✳

A =

¨

d2r =

¨

dxdy =

b
ˆ

a

dx

f(x)
ˆ

0

dy =

b
ˆ

a

f(x)dx ✭✹✺✳✹✮

❍✐❡r ✐st d2r ❞✐❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ❢ür ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t✱ ❞❛s ❛✉s ③✇❡✐ ▲ä♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥✲
t❡♥ ❜❡st❡❤t✳ ■♠ ❋❛❧❧❡ ❡✐♥❡s ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ❣✐❧t d2r = dxdy✳ ■♠ ❧❡t③t❡♥
❆✉s❞r✉❝❦ ✈♦♥ ●❧✳ ✹✺✳✹ ✇✐r❞ ❞❛s ❉♦♣♣❡❧✐♥t❡❣r❛❧ ❛✉❢ ❡✐♥ ❊✐♥❢❛❝❤✐♥t❡❣r❛❧ ③✉rü❝❦❣❡❢ü❤rt✱
❢ür ❞❛s ❞✐❡ ▲ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞✳

❱♦❧✉♠❡♥ ✭❱♦❧✉♠❡♥✐♥t❡❣r❛❧✮ ❇❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❢ür
❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ❣❡❧❡r♥t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❛♥❛❧♦❣ ❛♥✿ ▼❛♥ s✉♠♠✐❡rt ü❜❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❱♦❧✉♠❡♥✲
❡❧❡♠❡♥t❡ ❛✉❢✳

V =

ˆ

dV =

˚

d3r =

˚

dx dy dz . ✭✹✺✳✺✮

▼✐t d3r ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✇✐r ✇✐❡❞❡r✉♠ ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t ✐♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥✳

✹✻✳ ❉r❡❤✉♥❣ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡r ❑ör♣❡r

✹✻✳✶✳ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠✿ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ✉♥❞ ❊✐❣❡♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s

❊✐♥ ❛✉s n ▼❛ss❡♥ mi ♠✐t i = 1, . . . , n ❜❡st❡❤❡♥❞❡s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❝❤❛r❛❦t❡r✐✲
s✐❡rt ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥✿ ◆❡❜❡♥ ❞❡r ▼❛ss❡m =

∑

mi ✉♥❞ ❞❡♠ ■♠♣✉❧s
~pS =

∑

~pi ❞❡s ❙②st❡♠s ❣❡❤ört ❛✉❝❤ ❞❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ❞❛③✉✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ✈♦♠ ❉r❡✲
❤✐♠♣✉❧s ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s s♣r❡❝❤❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡ ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t✿ ❉❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s
✐st✱ ✇✐❡ ❛✉s ❑❛♣✳ ✹✶✳✷ ❜❡❦❛♥♥t✱ ✈♦♥ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡s ❇❡③✉❣s♣✉♥❦ts ❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❩✉r ❉❡✜♥✐t✐✲
♦♥ ❞❡s ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❡s ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❣❡❤ört ❛❧s♦ ✐♠♠❡r ❞✐❡ ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ❞❡s ❇❡③✉❣s♣✉♥❦ts
❤✐♥③✉✳ ❉✐❡s❡r s♣❡③✐❡❧❧❡ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ✐st ❞❡r ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ~rS ✳ ■♠ ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥

✷✻✻



●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❡s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❛✉s ❞❡♠ ▼❛s✲
s❡♥♠♦♠❡♥t

∑

mi~ri✿

~rS =
1

m

n
∑

i=1

mi~ri ✭✹✻✳✶✮

❊✐♥ ❘✉❤❡s②st❡♠✱ ❞❡ss❡♥ ◆✉❧❧♣✉♥❦t ✐♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ✈❡r❛♥❦❡rt ✐st✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s
❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✹✻✳✶ ❜✐❧❞❡t✱ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ~p =

∑

~pi = 0✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st ❞❛s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠ ❡✐♥ ❙♣❡✲
③✐❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ❘✉❤❡s②st❡♠s ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❡✐♥ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ✭❑❛♣✳ ✶✶✳✺✮✳✹✽ ▼✐t ❞✐❡s❡♠
❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ✐st ❞❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s

~LS =
n
∑

i=1

(~ri − ~rS)× (~pi − ~pS) =
n
∑

i=1

~ri × (~pi − ~pS) ✭✹✻✳✷✮

❡✐♥❞❡✉t✐❣ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❛❧s ❊✐❣❡♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s ❞❡s ❙②st❡♠s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊✐♥❡ ●❛❧❛①✐❡ ❦❛♥♥
③✳❇✳ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛❧s ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❛✉❢❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡
P♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧❡r ❙t❡r♥❡ ✉♥❞ ✐❤r❡ ■♠♣✉❧s❡ ❦❡♥♥t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ●❧✳ ✹✻✳✷ ❞❡r ❊✐❣❡♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s
❞❡r ●❛❧❛①✐❡✳ ❱❡r❛♥❦❡rt ♠❛♥ ❞❡♥ ◆✉❧❧♣✉♥❦t ❡✐♥❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ✐♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t✱ s♦ ✐st
~rS = ~pS = 0 ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐st

~LS =
n
∑

i=1

~ri × ~pi .

❉❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠s ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❊✐❣❡♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s✳

✹✻✳✷✳ ❘♦t❛t✐♦♥s❡♥❡r❣✐❡

❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s st❛rr❡♥ ❑ör♣❡rs✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❛❧❧❡ ❙②st❡♠❜❡st❛♥❞t❡✐❧❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❉r❡❤❜❡✇❡❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ~ω r♦t✐❡r❡♥✳ ❊✐♥ s♦❧❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧s②st❡♠ ✇✐r❞ ❛❧s st❛rr❡r ❑ör♣❡r ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r✱ ❞❡r ✇✐r❦❧✐❝❤ st❛rr ✇är❡✱ ❞✳❤✳ ❜❡✐ ❞❡♠ s✐❝❤ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❆❜stä♥❞❡
s❡✐♥❡r ❇❡st❛♥❞t❡✐❧❡ ✉♥t❡r ❦❡✐♥❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ä♥❞❡r♥✱ ✇är❡ ❡s ❡①❛❦t✱ ❛❜❡r r❡❛❧❡ ❑ör♣❡r
s✐♥❞ ♥✐❡ ✇✐r❦❧✐❝❤ st❛rr ✉♥❞ ❞✐❡ ■❞❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡s st❛rr❡♥ ❑ör♣❡rs ✐st ♦❢t
✒❝✉♠ ❣r❛♥♦ s❛❧✐s✏ ③✉ ♥❡❤♠❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡s ❡✐♥s❡t③❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ ♠✉ss ♠❛♥ ✐♠♠❡r ③✉❡rst
❛❜✇ä❣❡♥✱ ♦❜ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ③✉ ❧ös❡♥❞❡ Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡ ❛❞äq✉❛t❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
✐st✳

❉❛s ▼♦❞❡❧❧ s♦❧❧t❡ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞❡s❤❛❧❜ ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ ❡r♥st ♥❡❤♠❡♥✱ ✇❡✐❧ ❡s ♥ä♠❧✐❝❤ ❣❡✇✐s✲
s❡r♠❛ÿ❡♥ ✒❍❛r❞❝♦r❡ ◆✐❝❤t✲❘❡❧❛t✐✈✐st✐❦✏ ✐st✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❱♦r❞❡r❢r♦♥t ❡✐♥❡s
st❛rr❡♥ ❑ör♣❡rs ❜❡✇❡❣t✱ ✇ür❞❡ s✐❝❤ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t❡♥ ❙t❛rr❤❡✐t ③✉❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥❡
❘ü❝❦❢r♦♥t ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✇är❡ ❡✐♥❡ ❙✐❣♥❛❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞✐❡ ❣röÿ❡r ❛❧s
❞✐❡ ❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ ✇är❡✳ ❉❛ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❧❧❡r ❙②st❡♠t❡✐❧❡ ❦♦♥st❛♥t
✐st✱ ✇ür❞❡ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ~v = ~ω × ~r ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♥ ❘❛❞✐✉s ~r ✐r❣❡♥❞✇❛♥♥ ❞✐❡
❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡ c ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥✳ ❋❡r♥❡r ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❊✐❣❡♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s ✉♥❞ ❞❡♠

✹✽❉❛s ❘✉❤❡s②st❡♠ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✶✶✳✺ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠ ✇❛r ❞❡r ◆✉❧❧♣✉♥❦t
❞❡s ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠s ❞❛❜❡✐ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❢❡st❣❡❧❡❣t✳

✷✻✼



❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❇❡❣r✐✛❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❡①♣❧✐③✐t ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✇❛s ✐♥
❞✐❡s❡r ❋♦r♠ ♠✐t ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✉♥✈❡r❡✐♥❜❛r ✐st✳✹✾

❉❡♥♥♦❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢ ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞ ✈✐❡❧❡ r❡❛❧❡ ❙②st❡♠❡ ❛♥✇❡♥❞❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊r❞❡ ❢ür ❣❡✇✐ss❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❛❧s
st❛rr❡♥ ❑ör♣❡r ❛✉✛❛ss❡♥ ✕ ✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❞❡r ❇ä✉♠❡✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ✐❤r ✇❛❝❤s❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❇❧ätt❡r✱
✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❞❡r ❖③❡❛♥❡ ✉♥❞ s♦❣❛r ✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❞❡r ▲✉❢t ✉♥s❡r❡s ❍örs❛❛❧r❛✉♠s✱ ❞❡♥♥ r❡❧❛t✐✈ ③✉r
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥❦❧❛ss❡ ✈♦♥ 1000 km/h✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❞♦❜❡r✢ä❝❤❡
❛✉❢ ✉♥s❡r❡♠ ❇r❡✐t❡♥❣r❛❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ✐❤r❡♠ ♠♦♠❡♥t❛♥❡♥ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠ ❜❡✇❡❣t✱ s✐♥❞
❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❞❡r ❇ä✉♠❡✱ ❇❧ätt❡r✱ ●❡✇äss❡r ♦❞❡r ❞❡r ❡r❞♥❛❤❡♥ ▲✉❢t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❍♦♥✐❣❣❧❛s ♦❞❡r ❡✐♥❡ ❑❛✛❡❡t❛ss❡ ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ s❝❤♥❡❧❧ ❞r❡❤t✱ ✇✐r❞ s✐❝❤ ❛✉❝❤
❞❡r ❞❛r✐♥ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ ❍♦♥✐❣ ❜③✇✳ ❑❛✛❡❡ ③✉❧❡t③t ♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
❞r❡❤❡♥ ✇✐❡ ❞❛s ●❧❛s ♦❞❡r ❞✐❡ ❚❛ss❡ ✉♥❞ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ●❛♥③❡ ❞❛♥♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛❧s ❡✐♥❡♥
st❛rr❡♥ ❑ör♣❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ♦❜✇♦❤❧ ❛♠ ❍♦♥✐❣ ✉♥❞ ❛♠ ❑❛✛❡❡ ♥✐❝❤ts ✇✐r❦❧✐❝❤ st❛rr ✐st✳

❘♦t❛t✐♦♥s❡♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❚rä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡s ❘✉❤❡s②st❡♠s r♦t✐❡r❡ ❡✐♥ st❛r✲
r❡r ❑ör♣❡r ♠✐t ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ~ω ✉♠ ❡✐♥❡ ❆❝❤s❡ a✳ ❊✐♥ ▼❛ss❡♥❡❧❡✲
♠❡♥t dm ✐♠ ❆❜st❛♥❞ ̺a ✈♦♥ ❞❡r ❆❝❤s❡ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❛❧s♦ ♠✐t ❡✐♥❡r ❇❛❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
v = ̺aω ✉♥❞ trä❣t ♠✐t dErot =

1
2 dmv2 = 1

2(̺
2
adm)ω2 ③✉r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❘♦✲

t❛t✐♦♥s❜❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡✐✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡s❡ s♣❡③✐❡❧❧ ❛✉❢ ❞✐❡ ❘♦t❛t✐♦♥ ❜❡③♦❣❡♥❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❘♦t❛t✐♦♥s❡♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t s✐❡ ❢ür ❞❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡
❇❡✐trä❣❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❛ss❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❛✉❢s✉♠♠✐❡rt ❜③✇✳ ❛✉✜♥t❡❣r✐❡rt✿

Erot =
1

2
Θaω

2 ✭✹✻✳✸✮

❉✐❡ ●röÿ❡

Θa =

ˆ

V

̺2adm ✭✹✻✳✹✮

♥❡♥♥t ♠❛♥ ❚rä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❆❝❤s❡ a✳ ❉✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❞❛s
❱♦❧✉♠❡♥ V ❞❡s ❑ör♣❡rs✳

❊s s❡✐ b ❡✐♥❡ ③✉ a ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❆❝❤s❡✱ d =
∣

∣

∣

~d
∣

∣

∣
❞❡r ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❆❝❤s❡♥ ✉♥❞ ~d ❞❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

③✉ ❞❡♥ ❆❝❤s❡♥ st❡❤❡♥❞❡ ❆❜st❛♥❞s✈❡❦t♦r✳ ❲❡❣❡♥ ~̺b = ~d✲~̺a ❣✐❧t

Θb = Θa +md2 − 2~d ·
ˆ

V

~̺adm . ✭✹✻✳✺✮

❉❡r ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ~rS ✐st ✇✐❝❤t✐❣ ❢ür ❞✐❡ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ tr❛♥s❧❛t♦r✐s❝❤❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r
❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❘♦t❛t✐♦♥s❡♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ③✇❡✐ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❜③✇✳ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡
❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts

✹✾■♥ ❞❡r ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ s✐♥❞ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ✉♥❞ ❊✐❣❡♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s ③✉♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s✲
t❡♥s♦r ✈❡r❦♥ü♣❢t✳

✷✻✽



~rS =
1

m

ˆ

V

~rdm ✭✹✻✳✻✮

❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❖rts✈❡❦t♦r ~r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t ❛✉❢ ❞❡r ❆❝❤s❡ a ❛✉s ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✉♥❞
✐❤♥ ✐♥ ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ~r‖ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❆❝❤s❡ ✉♥❞ ✐♥ ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ~̺a ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r

❆❝❤s❡ ③❡r❧❡❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ~r = ~r‖ + ~̺a✳ ❉❛♥♥ ❣✐❧t ~d · ~rS = 1
m
~d ·
´

V ~̺adm ✉♥❞ s♦♠✐t

Θb = Θa +md2 − 2m~d · ~rS . ✭✹✻✳✼✮

❉❛s ❚rä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t ✐st ❛♠ ❦❧❡✐♥st❡♥✱ ✇❡♥♥ ~d · ~rS = d rS ✳ ❉❛s ✐st ❞❡r ❋❛❧❧✱ ✇❡♥♥ b
❡✐♥❡ ❆❝❤s❡ ✐st✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❣❡❤t✳ ❉✐❡s❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❘♦t❛t✐♦♥s❡♥❡r❣✐❡ ✐♠
❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠ ✐st ❡✐♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U ❡✐♥❡s ❛❜✲
❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s✳✺✵

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❚rä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❚rä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t ΘS ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❡✐♥❡r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❣❡❤❡♥❞❡♥ ❆❝❤s❡ ❦❡♥♥t✱ s♦ ❦❛♥♥ ❡s ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ●❧✳ ✹✻✳✺
❢ür ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❆❝❤s❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ❣❡♥ü❣t ❞❛❤❡r✱ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❑ör✲
♣❡r ❞❛s ❚rä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t ΘS ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❆✉s ❙②♠♠❡tr✐❡✲
❣rü♥❞❡♥ ❜✐❡t❡t ❡s s✐❝❤ ❛♥✱ ❞✐❡s❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❩②❧✐♥❞❡r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ (̺, ϕ, z) ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✱
✇♦❜❡✐ ❞✐❡ z✲❆❝❤s❡ ✐♥ ❞✐❡ ❉r❡❤❛❝❤s❡ ❣❡❧❡❣t ✇✐r❞ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❘❛❞✐❛❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ̺ = ̺S
✐st✳ ❋ür ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❑ör♣❡r ✐st ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ρ ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❢♦❧❣t

ΘS =

ˆ

V

̺2dm = ρ

˚

V

̺3d̺dϕdz . ✭✹✻✳✽✮

❋ür ❡✐♥❡♥ ❑r❡✐s③②❧✐♥❞❡r ✈♦♠ ❘❛❞✐✉s r ❞❡r ❉✐❝❦❡ ∆r ≪ r✱ ❡✐♥❡r ❍ö❤❡ h ✉♥❞ ❞❡r ▼❛ss❡
m = 2πr∆rhρ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐r❡❦t✿

ΘS ≈ 2πr3∆rhρ = mr2 . ✭✹✻✳✾✮

❋ür ❡✐♥❡♥ ❩②❧✐♥❞❡r ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❙❝❤❡✐❜❡ ♠✉ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡r ❑r❡✐s③②❧✐♥❞❡r
✈♦♥ 0 ❜✐s r ❛✉✜♥t❡❣r✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t

ΘS =
1

2
πr4hρ =

1

2
mr2 . ✭✹✻✳✶✵✮

❋ür ❡✐♥❡ ❍❛❧❜❦✉❣❡❧ ♠✐t ❘❛❞✐✉s r ✐♥t❡❣r✐❡rt ♠❛♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥ ❞❡r ❉✐❝❦❡ dz ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❘❛❞✐✉s√
r2 − z2 ✈♦♥ z = 0 ❜✐s z = r ❛✉❢ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t

ΘS =
1

2
ρ

r
ˆ

0

π(r2 − z2)2dz =
1

2
ρπ

[

r5 − 2

3
r5 +

1

5
r5
]

=
1

5
mr2 . ✭✹✻✳✶✶✮

❉❛s ❚rä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t ❡✐♥❡r ❱♦❧❧❦✉❣❡❧ ✐st ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❣r♦ÿ ✉♥❞ s♦♠✐t ✐st ΘS = 2
5mr2✳

✺✵ ❯♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ❡✐♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉ ❞❡ss❡♥ ▼❛ss❡✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ■♠♣✉❧s❡ ✐st ✐♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠
❜❡❦❛♥♥t❧✐❝❤ ◆✉❧❧✳

✷✻✾



❚❡✐❧ ❱■✳

❆♥❤❛♥❣

❆✳ ◆❡✇t♦♥s ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❩❡✐t

❉✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✐st ❛✉❢ ❞❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❛✉❢❣❡❜❛✉t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐t ✒❛❜s♦❧✉t✏ ✐st✳
❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❡ ✈♦♥ ❦❡✐♥❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ❛❜❤ä♥❣t✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❦❛♥♥ ◆❡✇✲
t♦♥s ❛❜s♦❧✉t❡ ❩❡✐t ❞❛❤✐♥ ❣❡❞❡✉t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛✉❢ ❯❤r❡♥ ❛♥❣❡③❡✐❣t❡ ❩❡✐t ♥✐❝❤t ✈♦♥
❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✉♠stä♥❞❡♥ ❞❡r ❯❤r❡♥ ❛❜❤ä♥❣t✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss s✐❡ ♥✐❝❤t ❞❛✈♦♥ ❛❜❤ä♥❣t✱ ♦❜ ❞✐❡
❯❤r ❜❡✇❡❣t ✇✐r❞ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❉✐❡s❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❜❡st✐❝❤t ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❞✉r❝❤ ✐❤r❡ ❊✐♥✲
❢❛❝❤❤❡✐t✳ ❙✐❡ ✐st ❛✉❝❤ ③✉❧äss✐❣✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ❡r❢ü❧❧t ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞❛s ❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣✳
❋ü❤rt ❡s ③✉r r✐❝❤t✐❣❡♥ ◆❛t✉r❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥
❞❡r ③✉❧äss✐❣❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ❛✉s❣❡❤t❄ ■st ❞❛s ❊✐♥❢❛❝❤st❡ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞❛s ❘✐❝❤t✐❣❡❄

Ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞❡r✇❡✐s❡ s❝❤❡✐♥t ❞❛s ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ♠❡✐st❡♥s ❞❡r ❋❛❧❧ ③✉ s❡✐♥✳ ❉❛s
❧✐❡❣t ❛❜❡r ♦❢t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛❢ür ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t✱ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❢❡st✲
③✉❧❡❣❡♥✱ s♦ ❧❛♥❣❡ s✐❡ ♥✐❝❤t ❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇♦r❞❡♥ ✐st✳ ❲❛r✉♠ s♦❧❧ ♠❛♥ s✐❝❤ ♠✐t s❝❤✇✐❡r✐❣❡r❡♥
❚❤❡♦r✐❡♥ ❤❡r✉♠♣❧❛❣❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❣❧❡✐❝❤ r✐❝❤t✐❣ s✐♥❞✱
❞✳❤✳ ✇❡♥♥ ❞✐❡ s❝❤✇✐❡r✐❣❡r❡ ❚❤❡♦r✐❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❧❡✐st❡t ❛❧s ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡✳ ❲❡♥♥ ♠❡❤r❡r❡
❚❤❡♦r✐❡♥ ❞✐❡ ❋❛❦t❡♥ ❡r❦❧är❡♥✱ s♦❧❧t❡ ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❆✉✛❛ss✉♥❣ ✈♦♥ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❍❡rt③ ❜③✇✳
❊r♥st ▼❛❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡♥❦ö❦♦♥♦♠✐s❝❤st❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❛❧s ❞✐❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❛t✐s❝❤❡
❚❤❡♦r✐❡ ❜③✇✳ ❛❧s ❞❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❛✉s✇ä❤❧❡♥✳

❉✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❩❡✐t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❚❡st
✉♥t❡r✇❡r❢❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❚❛s❝❤❡♥✉❤r ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ❣❧❡✐❝❤✲
❢ör♠✐❣ ✈♦♥ ❇ ♥❛❝❤ ❈ ✉♥❞ ✇✐❡❞❡r ③✉rü❝❦ tr❛♥s♣♦rt✐❡r❡♥✳ ❉❛♥♥ s♦❧❧t❡ ♥❛❝❤ ◆❡✇t♦♥ ❞✐❡ ❛✉❢
❞❡r ♠✐t ❚❛s❝❤❡♥✉❤r ❛♥❣❡③❡✐❣t❡ ❉❛✉❡r τ(v) ❢ür ❞✐❡ ❘✉♥❞r❡✐s❡ ❡①❛❦t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❉❛✉❡r τ(0)
s❡✐♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❘ü❝❦❦❡❤r ❢ür ❞✐❡ ❘❡✐s❡ ❛✉❢ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❙t❛♥❞✉❤r ✐♥ ❇ ❛❜❧✐❡st✳

▼✐t ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ ③✉r ❩❡✐t ✈♦♥ ◆❡✇t♦♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❛♥❞❡♥✱
❡r❣❛❜ s✐❝❤ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t t❛tsä❝❤❧✐❝❤✱ ❞❛ss τ(v) = τ(0) ✉♥❞ ❞❛❜❡✐
❜❧✐❡❜ ❡s ❛✉❝❤ ❢ür ♠❡❤r ❛❧s ③✇❡✐ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt❡✳ ❋ür ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❦♦♠♠t
♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ❛❧s♦ ♠✐t K = 0 ❜③✇✳ γ(v) = 1 ❜❡q✉❡♠ ❛✉s✳ ❉❛s ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❞✐❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦
❡r❤❡❜❧✐❝❤✿ ❉✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❩❡✐t ♠❛❝❤t s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❯❤r❡♥ s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤✳ ❉❡♥♥ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❩❡✐t ♥✐❝❤t ✈♦♠
❇❡✇❡❣✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❛❜❤ä♥❣t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❡ ❥❡❞❡r③❡✐t ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❜❡✇❡❣t❡♥ ❯❤r ❛❜❧❡s❡♥✳
❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ ●❧✳ ✽✳✾ K = 0✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❞✐❡ s❡❤r ✈✐❡❧
❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ❋♦r♠❡❧

u = v + u′ ✭❆✳✶✮

❢ür ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡✐♥ ❆❞❞✐t✐♦♥s❣❡s❡t③ ❢ür ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t✳

❙♦ ❧❛♥❣❡ ❞✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❩❡✐t ♥✐❝❤t ❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇❛r✱ ✇❛r ❡s ❛✉❝❤ ✈❡r♥ü♥❢t✐❣✱
✈♦♥ ✐❤r ❛✉s③✉❣❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✇❛r ❞✐❡ ö❦♦♥♦♠✐s❝❤st❡ ❞❡r ❞❡♥❦❜❛r❡♥
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❚❤❡♦r✐❡♥ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ③✉♠ ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥
❚❤❡♦r✐❡ st❡❤❡♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ✉♥✈❡r❜✉♥❞❡♥ ♥❡❜❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❞ ❤❛❜❡♥ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡
❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ▼❡tr✐❦✳

❉✐❡ ❋❛❧s✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❩❡✐t ❤❛t ③✇❡✐ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥✿

✶✳ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✱ s♦♥❞❡r♥ ③✉r ❘❛✉♠③❡✐t ✈❡r❡✐✲
♥✐❣t✳ ❉✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ✐st ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❡rst❡ ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ③✇❡✐❡r ❚❤❡♦r✐❡♥✱
❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ✭❤♦♠♦❣❡♥✱ ✐s♦tr♦♣✮ ✉♥❞ ❞❡r ❩❡✐t ✭❤♦♠♦❣❡♥✮ ③✉ ❡✐♥❡r ❣❡✲
♠❡✐♥s❛♠❡♥ ✭❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣✮ ❚❤❡♦r✐❡ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❙tr✉❦t✉r❦♦♥st❛♥t❡ ✭c✮✳

✷✳ ▼✐t ✐❤r ✐st ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡tt❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❢❛❧s✐✜③✐❡rt✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❛✉❢
❡❜❡♥ ❞✐❡s❡r ❍②♣♦t❤❡s❡ ❜❡r✉❤t✳

❇✳ Pr♦❜❧❡♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r❣❛❧❛❦t✐s❝❤❡♥ ❍❛♥❞❡❧s ✉♥❞ ❞❡r❡♥
❦ü♥❢t✐❣❡ ▲ös✉♥❣

■♥ ❙t❛r ❚r❡❦ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❑❛r❡♠♠❛ ❛❧s ❞✐❡ ♠ä❝❤t✐❣st❡♥ ❍ä♥❞❧❡r ❞❡r ●❛❧❛①✐s✳ ❯♠ ✐r❞✐s❝❤❡
❊❧❡❢❛♥t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❩♦♦s ❞✐✈❡rs❡r P❧❛♥❡t❡♥ ✈❡r❦❛✉❢❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣❡♥ s✐❡ ❞✐❡ ❉❛t❡♥
❞✐❡s❡s ❣röÿt❡♥ ❧❛♥❞❧❡❜❡♥❞❡♥ ❙ä✉❣❡t✐❡rs✳ ❉✐❡ ✈♦♥ t❡rr❛♥✐s❝❤❡♥ ❇✐♦❧♦❣❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❉❛t❡♥
❦ö♥♥t❡♥ s✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡♠ t❡rr❛♥✐s❝❤❡♥ ❚✐❡r❤❛♥❞❡❧s✲❑❛t❛❧♦❣ ❡♥t♥❡❤♠❡♥✿

✶ ❊❧❡❢❛♥t ▼❛ss❡ m = 4 t = 4000 kg

❡r✇❛rt❡t❡ ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r τ = 80 a ≈ 2.5 · 109 s
▲ä♥❣❡ ℓ = 10m

❍ö❤❡ h = 3m

❆✉❢ ❑❛r❡♠♠❛ ✇✐r❞ ♠❛♥ s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ✈❡r③✇❡✐❢❡❧t ❢r❛❣❡♥✱ ✇❛s ♠❛♥ ♠✐t ❞✐❡s❡♥ ❆♥❣❛❜❡♥ ❛♥✲
❢❛♥❣❡♥ s♦❧❧✱ ❞❡♥♥ ❛✉❢ ❑❛r❡♠♠❛ ✐st ❞❛s ❣❡s❡t③❧✐❝❤ ✈♦r❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ▲ä♥❣❡♥♠❛ÿ ❞❛s ▼✐♣s✱
❞✐❡ ▼❛ss❡ ✇✐r❞ ✐♥ ◗✉❛rt ❣❡♠❡ss❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❩❡✐t ❑❛r❛❛❛r✳ ❲✐❡✈✐❡❧ ▼✐♣s s✐♥❞ 1m✱ ✇✐❡✲
✈✐❡❧ ◗✉❛rt s✐♥❞ 1 kg ✉♥❞ ✇✐❡✈✐❡❧ ❑❛r❛❛❛r s✐♥❞ 1 s❄ Pr❛❦t✐s❝❤❡r✇❡✐s❡ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞❡r
❘❡❣✐❡r✉♥❣ss✐t③ ❞❡r ✒❱❡r❡✐♥t❡♥ ❋ö❞❡r❛t✐♦♥ ❞❡r P❧❛♥❡t❡♥✏ ✐♥ P❛r✐s✱ ✇♦ ❛✉❝❤ ❞❛s ✒❇✉r❡❛✉①
■♥t❡r♣❧❛♥❡t❛✐r❡ ❞❡s P♦✐❞s ❡t ▼❡s✉r❡s✏ ❡✐♥❣❡r✐❝❤t❡t ✐st✳ ❉❛s ♠✉ss s✐❝❤ ♥✉♥ ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ♠✐t
❞❡♠ ✒❇ür♦ ❢ür ❊✐❝❤♠❛ÿ❡ ❛✉❢ ❑❛r❡♠♠❛✏ ü❜❡r ❞✐❡ ❯♠r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▼❛ÿ❡ ✈❡rstä♥❞✐❣❡♥✳

❉❛③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥ ❞✐❡ ❑❛r❡♠♠❛ ❞❛s ❩❡✐t♠❛ÿ ❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ♠✐t ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥
❈äs✐✉♠✲■s♦t♦♣ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ❑❛r❛❛r✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ❯♠r❡❝❤♥✉♥❣ ❙❡❦✉♥❞❡✴❑❛r❛❛❛r ❜❡✲
❦❛♥♥t✳ ❇❡✐❞❡ ❇ür♦s ✇❡r❞❡♥ s✐♥♥✈♦❧❧❡r✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❘❛✉♠✴❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡ c ✐♥ ✐❤r❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t ❤❛❜❡♥✳ ❙♦❜❛❧❞ s✐❡ ❞✐❡s❡♥ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❞❡♠
❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❇ür♦ ❜❡❦❛♥♥t❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ▼✐♣s ✐♥ ▼❡t❡r ✉♠r❡❝❤♥❡♥✳

▼✐t ❞❡♠ ❯r❦✐❧♦❣r❛♠♠ ✐♥ P❛r✐s ✐st ❞❛s ❡✐♥❡ s❝❤✇✐❡r✐❣❡r❡ ❙❛❝❤❡✳ ❉❛ ♠✉ss ♠❛♥ ❡♥t✇❡❞❡r
❡✐♥❡ ❑♦♣✐❡ ❞❡s ❯r❦✐❧♦❣r❛♠♠s ③✉♠ ❑❛r❡♠♠❛✲P❧❛♥❡t❡♥ tr❛♥s♣♦rt✐❡r❡♥✱ ✇❛s ✇❡❣❡♥ ❞❡r
❧❛♥❣❡♥ ❘❡✐s❡③❡✐t ❡❤❡r ✐♥❛❦③❡♣t❛❜❡❧ ✐st✱ ♦❞❡r ❛❜❡r ❡✐♥ ♥❡✉❡s ✐♥t❡r❣❛❧❛❦t✐s❝❤❡s ▼❛ÿs②st❡♠
❞❡✜♥✐❡r❡♥✳ ❉❡r③❡✐t ✐st ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❚❛t ❜❡✐ ❞❡r P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✲❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❇✉♥❞❡s❛♥st❛❧t
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✾✿ ❙✐❧✐③✐✉♠✲❑✉❣❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❑✐❧♦❣r❛♠♠✲❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❆✈♦❣❛❞r♦♣r♦❥❡❦t✱
P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✲❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❇✉♥❞❡s❛♥st❛❧t ✐♥ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✮✳ ❉✐❡ ❋r❛❣❡✱ ♦❜
s✐❝❤ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❇❛s✐s ❢ür ❡✐♥ ❦ü♥❢t✐❣❡s ✐♥t❡r❣❛❧❛❦t✐s❝❤❡s ❍❛♥❞❡❧s❛❜❦♦♠♠❡♥
❧❡❣❡♥ ❧ässt✱ ❦♦♥♥t❡ ❛✉❢ ❞❡r ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ●é♥ér❛❧❡ ❞❡s P♦✐❞s ❡t
▼❡s✉r❡s ✭P❛r✐s✳ ✷✵✶✹✮ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❡♥ts❝❤✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

✐♥ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❆✈♦❣❛❞r♦✲Pr♦❥❡❦ts ❜❡str❡❜t✱ ❡✐♥ ✐♥t❡r❣❛❧❛❦t✐s❝❤ ✈❡r✲
✇❡♥❞❜❛r❡s ❊✐♥❤❡✐ts✲❑✐❧♦❣r❛♠♠ ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥
❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❙✐❧✐③✐✉♠❛t♦♠❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧ ✭❆❜❜✳ ✻✾✮✳

◆❛❝❤❞❡♠ ♥✉♥ ❞❛s ❊✐♥❤❡✐t❡♥♣r♦❜❧❡♠ ❣❡❧öst ✐st✱ ✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❞❡r ❙♣❡③✐❡❧✲
❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ♥✉♥ ❛✉❢ ✐♥t❡r❣❛❧❛❦t✐s❝❤❡♥ ❩♦♦✲❇✉s✐♥❡ss ❛♥✳ ❆✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ s❡✐ ❡✐♥
❊❧❡❢❛♥t ✐♠ ❩♦♦✱ ❞❡r ✈♦♥ ❞❡♥ ▼❛ÿ❡♥ ❤❡r ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❞❡s ❚✐❡r❤❛♥❞❡❧s❦❛t❛❧♦❣s ❡♥ts♣r✐❝❤t✳
❋❡r♥❡r s♦❧❧ ❞✐❡ ❊r❞❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ v = (

√
8/3)c ❛✉❢ ❑❛r❡♠♠❛ ③✉r❛s❡♥✱

✉♥❞ ③✇❛r ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❋✉ÿ✲❑♦♣❢✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❊❧❡❢❛♥t❡♥✳ ❈❛♣t❛✐♥ ❙♣♦❝❦✱ ❞❡r ❛✉❢ ❱✉❧✲
❦❛♥✐❡♥ P❤②s✐❦ st✉❞✐❡rt ❤❛t✱ ❦♦♠♠t ❞❛♥♥ ③✉ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❝❤❧üss❡♥ ✈♦♠ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❞❡s
❑❛r❡♠♠❛✲P❧❛♥❡t❡♥ ❛✉s✿

❉❛ s❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❑❛r❡♠♠❛ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✐r❞✱ ❡r❣❡❜❡♥
✐❤r❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✕ ✈♦♥ ❙❝❤✇❛♥③s♣✐t③❡ ③✉ ❘üss❡❧❡♥❞❡ ✕ ❛✉❝❤ ❢ür s✐❡ ❡✐♥❡♥ 10m ❧❛♥❣❡♥
❊❧❡❢❛♥t❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❆♥❣❛❜❡♥ r❡❝❤♥❡t ❡r ❡rst ❡✐♥♠❛❧ ❞❡♥ γ✲❋❛❦t♦r ❛✉s✿

γ =
1

√

1− (8/9)
= 3

❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ♥✐❡❞❧✐❝❤❡ ❍ö❤❡ ✈♦♥ ℓ′ =✶m ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ✈♦♠ ❑❛r❡♠♠❛♣❧❛♥❡t❡♥ ❛✉s
♣r♦❣♥♦st✐③✐❡rt❡ ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❡✐♥❡s ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ❧❡❜❡♥❞❡♥ ❊❧❡❢❛♥t❡♥ τ ′ = γτ = 240a✳✺✶ ■♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ▲ä♥❣❡♥ ✉♥❞ ❩❡✐t❡♥ ❤❛t ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞✐❡ ❛✉ÿ❡r❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞❛ss
s✐❡ ❡✐♥❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡r ▲♦r❡♥t③tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐st✳ ❉❡s❤❛❧❜ ❤❛t ❞❡r ❊❧❡❢❛♥t ✐♠ ✐r❞✐s❝❤❡♥
❩♦♦ ❛✉❝❤ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❑❛r❡♠♠❛ ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ ✈♦♥ 4 t✳

❲❡♥♥ ❞❡r ❊❧❡❢❛♥t ✈❡r❦❛✉❢t ✉♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❩♦♦ ❛✉❢ ❞❡♠ ❑❛r❡♠♠❛✲P❧❛♥❡t❡♥ ✈❡r❜r❛❝❤t ✐st✳
❉❛♥♥ ❤❛t ❡r ✐♠ ❞♦rt✐❣❡♥ ❩♦♦ ❡①❛❦t ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❉❛t❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ✐r❞✐s❝❤❡♥ ❚✐❡r❤❛♥❞❡❧s✲

✺✶❇❡✇❡❣✉♥❣ ✇✐r❦t s✐❝❤ ❢ür ❊❧❡❢❛♥t❡♥ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ✇✐❡ ❡✐♥❡ ❋r✐s❝❤❤❛❧t❡❢♦❧✐❡ ❛✉s✳ ❉❛rü❜❡r s♦❧❧t❡ ❞✐❡
▲❡❜❡♥s♠✐tt❡❧✐♥❞✉str✐❡ ❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤❞❡♥❦❡♥ ✳✳✳

✷✼✷



❑❛t❛❧♦❣ st❡❤❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❑❛r❡♠♠❛ s✐❡❤t ❡✐♥ ❊❧❡❢❛♥t ✐♠ ❑❛r❡♠♠❛✲❩♦♦ ❡①❛❦t ❣❡♥❛✉s♦
❛✉s✱ ✇✐❡ ❞✐❡s❡r ❊❧❡❢❛♥t ❢ür ❡✐♥❡♥ ❊r❞❡♥❜❡✇♦❤♥❡r ✐♠ ✐r❞✐s❝❤❡♥ ❩♦♦ ❛✉s❣❡s❡❤❡♥ ❤❛t✳ ❆❜❡r
✇❡♥♥ ❞✐❡ ❊r❞❡♥❜❡✇♦❤♥❡r ♥✉♥ ✈♦♥ ❞❡r ❊r❞❡ ❛✉s ❞❡♥ ❊❧❡❢❛♥t❡♥ ❛✉❢ ❑❛r❡♠♠❛ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱
❧❡❜t ❞❡r ❢ür s✐❡ τ = 240 Jahre ✉♥❞ ✐st ♥✉r ℓ = 1m ❤♦❝❤✿ ❆✉❝❤ ❊❧❡❢❛♥t❡♥ s✐♥❞ r❡❧❛t✐✈✦

❈✳ ❉❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥

❉❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥ ❣❡❤ört ③✉ ❞❡♥ ❡t✇❛s s❝❤✇✐❡r✐❣❡r❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ❞❡r ❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡✲
❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✳ ❊s ❧ässt s✐❝❤ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ♥✐❝❤t ❛✉✢ös❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❡rst ✐♠
❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ❞❛❜❡✐ ❞❡♥ ❣❡r❛❞❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t✲
s②st❡♠s ✭❑❛♣✳ ✹✻✳✶✮ ❜r❛✉❝❤t✳

❲❛s ✐st ❞❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥❄ ❉✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❞✐❡ ❙②♥❝❤r♦✲
♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡r ❯❤r❡♥ s♣✐❡❧t ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✳ ✽✳✻ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥❡ ❩❡✐t❞✐❧❛✲
t❛t✐♦♥✳ ❆❜❡r ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ✐st ✉♥❞ ❜❧❡✐❜t ♥✉♥ ❡✐♥♠❛❧ s②♠♠❡tr✐s❝❤✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❡s ✈♦♥ ❞❡r
❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❛✉❝❤ ❡r✇❛rt❡♥ s♦❧❧t❡✳ ❉❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤ ♥✐❝❤t s❛❣❡♥✱ ✇❡❧✲
❝❤❡ ❯❤r ❡✐♥❡ ❞✐❧❛t✐❡rt❡ ❩❡✐t ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥ ❜r✐♥❣t ❞❡♥ ❊✐♥✇❛♥❞✱
❞❡♥ ♠❛♥ s❝❤♦♥ ❢rü❤ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❡r❤♦❜❡♥ ❤❛t✱ ❛✉❢ ❞❡♥ P✉♥❦t✿

❩✇❡✐ ❩✇✐❧❧✐♥❣❡ ❉ ✉♥❞ ❊ ♠ö❣❡♥ s✐❝❤ ③✉r ❩❡✐t t = t′ = 0 ❛♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt x = x′ = 0
❜❡✜♥❞❡♥✳ ❉❛s s❡✐ ❞❛s ❊r❡✐❣♥✐s ❆✳ ◆✉♥ ❜❡✇❡❣❡ s✐❝❤ ❊ ✈♦♥ ❉ ✇❡❣ ✉♥❞ ❦❡❤rt ✇✐❡❞❡r ③✉ ❉
③✉rü❝❦✳ ❆✉s ❞❡r ❙✐❝❤t ✈♦♥ ❉ s♦❧❧t❡ ❡r ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❥ü♥❣❡r s❡✐♥ ❛❧s ❉✳ ❆✉s
❞❡r ❙✐❝❤t ✈♦♥ ❊✱ s♦ ✇✐r❞ ♥✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t✐❡rt✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❉ ✇❡❣❜❡✇❡❣t ✉♥❞ ❦❡❤rt ✇✐❡❞❡r
③✉ ❊ ③✉rü❝❦❦❡❤rt✳ ❆❧s♦ ♠üsst❡ ❉ ❞❡r ❥ü♥❣❡r❡ s❡✐♥✳ ❉❛ ❛❜❡r ❛❜❡r ♦❜❥❡❦t✐✈ ❢❡st❣❡st❡❧❧t
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡r ❥ü♥❣❡r ✐st✱ ❧✐❡❣t ❡✐♥ P❛r❛❞♦①♦♥ ✈♦r✳ ❊♥t❤ä❧t ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡
❡✐♥❡♥ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤✱ ❞❡r s✐❡ ❞✐sq✉❛❧✐✜③✐❡rt❄

❩✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❛✉❢ ❑♦♥s✐st❡♥③ ♣rü❢❡♥✳ ▼❛♥ ❤❛t ❡✐♥ ❙t❛rt❡r❡✐❣✲
♥✐s✱ ❡✐♥ ❯♠❦❡❤r❡r❡✐❣♥✐s ✉♥❞ ❡✐♥ ❆♥❦✉♥❢ts❡r❡✐❣♥✐s✳ ❉❡r ❩✇✐❧❧✐♥❣ ❊ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♠
❍✐♥✇❡❣ ③✉♠ ❯♠❦❡❤r♣✉♥❦t ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✉♥❞ r✉❤t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥
❘✉❤❡s②st❡♠ ❙✬✳ ❆✉❢ ❞❡♠ ❘ü❝❦✇❡❣ ❜❡✇❡❣t ❡r s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t −v ✉♥❞ r✉❤t
✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❙✑✳ ❉❛s ❙t❛rt❡r❡✐❣♥✐s ✜♥❞❡t ❢ür ❜❡✐❞❡ ❩✇✐❧❧✐♥❣❡
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✐❤r❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❘✉❤❡s②st❡♠s ❙ ❜③✇✳ ❙✬ ❛♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt st❛tt✳ ❉❛s ❯♠❦❡❤r❡r✲
❡✐❣♥✐s ✜♥❞❡t ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ✉♥❞ ❙✑ ❛♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt st❛tt✳ ▲❡❣t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ℓ ❞❡s
❯♠❦❡❤r❡r❡✐❣♥✐ss❡s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❙ ❢❡st ✉♥❞ ❡r♠✐tt❡❧t ❞❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❯♠❦❡❤r ❞♦rt ❛✉❢
❡✐♥❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙ r✉❤❡♥❞❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt❡♥ ❯❤r✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱
❡❣❛❧ ♦❜ ♠❛♥ ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❙✱❙✬ ♦❞❡r ❙✑ ❛✉s❢ü❤rt✿ ❉❡r ❩✇✐❧❧✐♥❣ ❊ ✐st st❡ts ❞❡r ❥ü♥❣❡r❡✳
❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥❛❝❤r❡❝❤♥❡♥ ♦❞❡r ❡s ❛✉❝❤ ❧❛ss❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥❢❛❝❤ s♦ s❡✐♥ ♠✉ss✿
❉✐❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✇✉r❞❡ s♦ ❦♦♥str✉✐❡rt✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❍✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡rs❝❤❛❧t✉♥❣
✈♦♥ ▲♦r❡♥t③tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❦♦♥s✐st❡♥t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r❣❡❜❡♥✳

❉❛♠✐t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ♥✐❝❤t ❛✉s ❞❡r ❲❡❧t s❝❤❛✛❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ③✉♠ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡✲
s❡t③t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐s ❦♦♠♠t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛ss ❉ st❡ts ❞❡r ❥ü♥❣❡r❡ ✐st✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❆❜❧❛✉❢ ❛✉s
❞❡r ❙✐❝❤t ✈♦♥ ❊ ❛♥❛❧②s✐❡rt✿ ❉ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ③✉♥ä❝❤st ♠✐t −v r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❙✬✱ ❞✳❤✳ s❡✐♥ ❘✉❤❡✲
s②st❡♠ ✐st ❙✑✳ ❆♠ ❯♠❦❡❤r♣✉♥❦t ✐♥ ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ℓ′ = −ℓ ✇❡❝❤s❡❧t ❡r ✐♥s ❘✉❤❡s②st❡♠

✷✼✸



❙ ✉♥❞ ❦❡❤rt ❞❛♠✐t ③✉ ❩✇✐❧❧✐♥❣ ❊ ③✉rü❝❦✳ ❉❛ ❛✉❝❤ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥ r❡❧❛t✐✈ s✐♥❞✱ ❣✐❜t ❡s
✈♦♠ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❦❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✉♥❞ ♠❛♥ ❡r❤ä❧t ❡✐♥❡♥ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤✳

▼❡✐st ✇✐r❞ ✇✐r❞ ❞❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥ ❥❡❞♦❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❲❡✐s❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✿

❉ ✉♥❞ ❊ s✐♥❞ ❩✇✐❧❧✐♥❣s❜är❡♥✳ ❊✐♥❡s ❚❛❣❡s ✈❡r❧ässt ❊ ❞✐❡ ❍ö❤❧❡✱ ✉♠ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❢❡r♥❡♥ ❙t❡r♥
③✉ r❡✐s❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❦❡❤rt ❊ ③✉ ❉ ✐♥ ❞✐❡ ❍ö❤❧❡ ③✉rü❝❦✳

❉❛ s♦✇♦❤❧ ❉ ❛❧s ❛✉❝❤ ❊ ❜✐♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❯❤r❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇❡r ❥ü♥❣❡r ❣❡❜❧✐❡❜❡♥
✐st ❜③✇✳ ❜❡✐ ✇❡♠ ❞✐❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✉❢tr✐tt✱ ♦❜❥❡❦t✐✈ ❡♥ts❝❤❡✐❞❜❛r✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ❤♦❝❤ ❣❡♥✉❣ ✐st✱ ✐st ❞❡r ❆❧t❡rs✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ s♦ ❣r♦ÿ✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡r ❇❡❢✉♥❞ ③✇❡✐❢❡❧s❢r❡✐
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❙♦ ✇✐❡ ❞❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥ ❤✐❡r ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✐st ✭✒✈❡r❧ässt ✳✳✳ ❞✐❡ ❍ö❤❧❡✱ ✳✳✳ ❦❡❤rt ✳✳✳
③✉rü❝❦✮✱ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❉ ✐♠♣❧✐③✐t ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❡r ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❣❛♥③❡♥ ❱♦r❣❛♥❣s st❡ts
✐♥ ❡✐♥ ✉♥❞ ❞❡♠s❡❧❜❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ✈❡r❜❧✐❡❜❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ❞❡s P❛r❛❞♦①♦♥s s❝❤❡✐♥t
❞❛♥♥ s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤✿ ❞❡r ❜❡✇❡❣t❡ ❇är ❊ ✇✐r❞ ❞❡r ❥ü♥❣❡r❡ s❡✐♥✱ ❞❡♥♥ ❡r ❤❛t ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s
❱♦r❣❛♥❣s ❞❛s ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ❣❡✇❡❝❤s❡❧t✳ ❉✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❢ür ❉ ✉♥❞ ❊ s❝❤❡✐♥t ❛❧s♦ ♥✐❝❤t
s②♠♠❡tr✐s❝❤ ③✉ s❡✐♥✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❛❜❡r ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❱♦r❣❛♥❣ ♥✐❝❤t ✒♥❡✉tr❛❧✏ ❢♦r♠✉❧✐❡rt
✇✉r❞❡✳ ❉❛❤❡r s♦❧❧ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ✒♥❡✉tr❛❧✏ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❢♦❧❣❡♥✿

❉ ✉♥❞ ❊ s✐♥❞ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡ ❩✇✐❧❧✐♥❣s❜är❡♥✱ ❞✐❡ ♠✉tt❡rs❡❡❧❡♥❛❧❧❡✐♥ ✐♠ ❧❡❡r❡♥ ❲❡❧t❛❧❧ ❧❡❜❡♥✳
❊✐♥❡s ❚❛❣❡s ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ❉✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❊ ✈♦♥ ✐❤♠ ✇❡❣❜❡✇❡❣t ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❲❡✐❧❡ ③✉ ✐❤♠
③✉rü❝❦❦♦♠♠t✳ ❆♥ ❞✐❡s❡♠ ❚❛❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ❊✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❉ ✈♦♥ ✐❤♠ ✇❡❣❜❡✇❡❣t ✉♥❞ ③✉ ✐❤♠
♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❲❡✐❧❡ ✇✐❡❞❡r ③✉rü❝❦❦❡❤rt✳

❲❡r ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉s❣❡❢ü❤rt ❤❛t✱ ❜③✇✳ ✇❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠
✈❡r❜❧✐❡❜❡♥ ✐st ✉♥❞ ✇❡r ♥✐❝❤t✱ ❦❛♥♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ♥✐❝❤t ❡♥ts❝❤✐❡✲
❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡♥♥ ❛✉❝❤ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✐st ❡✐♥ r❡❧❛t✐✈❡r ❇❡❣r✐✛ ✉♥❞ ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥
❇❡③✉❣ss②st❡♠✳ ❉❛♠✐t ✐st ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✈♦♥ ✈♦r♥❤❡r❡✐♥ ❦❧❛r✱ ✇❡r ✉♠❦❡❤rt ✉♥❞ ✇❡r
✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❣❛♥③❡♥ ❱♦r❣❛♥❣s ✐♥ ❡✐♥ ✉♥❞ ❞❡♠s❡❧❜❡♥ ●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠ ✈❡r❜❧❡✐❜t✳ ❉✐❡ ③❡♥tr❛❧❡
❋r❛❣❡ ✐st ❛❧s♦✱ ✇❡❧❝❤❡ ❯❤r ✇✐r❦❧✐❝❤ ❛❧s r✉❤❡♥❞ ❛♥③✉s❡❤❡♥ ✐st✳ ❋ür ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❇är❡♥ ❦❛♥♥
♠❛♥ ③✇❡✐ ❡①tr❡♠❡ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t❡ ❡✐♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡ r✐❝❤t✐❣ ③✉ s❡✐♥ s❝❤❡✐♥❡♥✿

✶✳ ❉✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡r ✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❩✇✐❧❧✐♥❣❡ ✐st ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤ ✈ö❧❧✐❣ s②♠♠❡tr✐s❝❤✳ ❊✐♥❡
❛❜s♦❧✉t❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❣✐❜t ❡s ♥✐❝❤t✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ♠üss❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❚r❡✛❡♥ ❜❡✐❞❡
❜✐♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❯❤r❡♥ ❞❛ss❡❧❜❡ ❛♥③❡✐❣❡♥✳

✷✳ ❊✐♥ ❩✇✐❧❧✐♥❣ ✐st ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤ r✉❤❡♥❞❡✳ ❉❡r ❛♥❞❡r❡ ❩✇✐❧❧✐♥❣ ✇✉r❞❡ ❞❛❤❡r ❞❡✜♥✐t✐✈
❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✱ ❛❧s♦ ❣❡❤t ❜❡✐ ❧❡t③t❡r❡♠ ❞✐❡ ❯❤r ❧❛♥❣s❛♠❡r✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ s♣ät❡r❡♥ ❚r❡✛❡♥
st❡❧❧t ♠❛♥ ❛✉❢ ✐❤r❡♥ ❯❤r❡♥ ❡✐♥❡ ❩❡✐t❞✐✛❡r❡♥③ ❢❡st✳

❲✐❡ ❛✉❝❤ ✐♠♠❡r ♠❛♥ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞r❡❤t ♦❞❡r ✇❡♥❞❡t✱ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✐❝❤t ❦❧är❡♥✳

❲✐❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣❛r❛❞♦①♦♥ ❛✉✢ös❡♥❄ ◆✉♥ s♦❧❧ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙❡✐t❡
❞❡s P❛r❛❞♦①♦♥s ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ③✉♥ä❝❤st r✉❤❡♥❞❡ ❯❤r s✐❝❤ ③✉ ✐r❣❡♥❞❡✐✲
♥❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ s❡t③t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❛s ♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
❡✐♥❣❡tr❡t❡♥ ✐st✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❣❡ä♥❞❡rt ❤❛t✳ ❉✐❡ ❯❤r❡♥ s♦❧❧❡♥ ♥✉♥ ❡✐♥ ❛❜❣❡✲
s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❜✐❧❞❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t s❡✐♥✳ ▼❛♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t
❞❛s ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❘✉❤❡s②st❡♠✱ ❞❛s ❞✐❡ ❯❤r❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ❜❡✈♦r ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❡✐♥s❡t③t✳
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◆❛❝❤ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈❡r❧ä✉❢t ❞❛♥♥ ❛✉❢ ❛❧❧❡♥ ❛♥ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ ✉♥❞
s♦♠✐t ❜❡✇❡❣t❡♥ ❯❤r❡♥ ❡✐♥❡ ❩❡✐t✱ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❩❡✐t ❞✐❧❛t✐❡rt ✐st✱ ❞✐❡ ✐♠ ❘✉❤❡s②st❡♠
❛❜❧ä✉❢t✳

❆✉❢ ❞❛s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❩✇✐❧❧✐♥❣s❜är❡♥ ✐♠ ❧❡❡r❡♥ ❲❡❧t❛❧❧ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✱ ✈❡r❤ä❧t ❡s s✐❝❤
❛❧s♦ s♦✿ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡ ✐❞❡♥t✐s❝❤ s✐♥❞ ✉♥❞ s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣
❛❜st♦ÿ❡♥✱ ❧ä✉❢t ❞✐❡ ▲❡❜❡♥s③❡✐t ❢ür ❜❡✐❞❡ ❇är❡♥ ❣❡♥❛✉ ❣❧❡✐❝❤ ❛❜✳ ❉❛s ✐st ✈♦♥ ❞❡r ❙②♠♠❡✲
tr✐❡ ❤❡r s❝❤♦♥ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✳ ❉✐❡s❡ ❩❡✐t ✐st ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❡✐♥❡r ❞r✐tt❡♥ ❯❤r ❞✐❧❛t✐❡rt✱ ❞✐❡ ✐♠
❘✉❤❡s②st❡♠ ❛❜❧ä✉❢t✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❇är ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ✈❡r❜❧❡✐❜t✱ s❡✐♥ ❩✇✐❧❧✐♥❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❢❡r♥❡♥
❙t❡r♥ ✢✐❡❣t ✉♥❞ ③✉rü❝❦❦❡❤rt✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r ❡rst❡r❡ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ▼❛ss❡ ❞❡r ❊r❞❡ ♥❛✲
❤❡③✉ ✐♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ✈❡r❜❧✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡r ❘ü❝❦❦❡❤r ❞❡s ❩✇✐❧❧✐♥❣s ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞❡r ä❧t❡r❡
❇är✳

❙♦ ✇❡✐t ✐st ❞❛s ❩✇✐❧❧✐♥❣s♣r♦❜❧❡♠ ♥✉♥ ❢ür ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❛✉❢❣❡❦❧ärt✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡♥
❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ♠✉ss ♠❛♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❘♦t❛t✐♦♥s❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❞❡♥♥ ❛✉❝❤
❉r❡❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ r❡❧❛t✐✈✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ❊r♥st ▼❛❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ❤❛t ❬✶✵❪✿

✒❇❧❡✐❜t ♠❛♥ ❛❜❡r ❛✉❢ ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡♥✱ s♦ ✇❡✐ÿ ♠❛♥ ❜❧♦ÿ ✈♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❘ä✉♠❡♥
✉♥❞ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥✳ ❘❡❧❛t✐✈ s✐♥❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ✐♠ ❲❡❧ts②st❡♠✱ ✈♦♥ ❞❡♠ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ✉♥❞
✉♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❞❡s ❲❡❧tr❛✉♠s ❛❜❣❡s❡❤❡♥✱ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ♣t♦❧❡♠ä✐s❝❤❡♥
✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡r ❦♦♣❡r♥✐❦❛♥✐s❝❤❡♥ ❆✉✛❛ss✉♥❣✳ ❇❡✐❞❡ ❆✉✛❛ss✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❣❧❡✐❝❤ r✐❝❤t✐❣✳✏

❆✉s r❡✐♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❤❡r ♥✐❝❤t s❛❣❡♥✱ ♦❜ ❇är ❆✱ ❇är ❇ ♦❞❡r ❜❡✐❞❡
❇är❡♥ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ✇är❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ s✐❝❤ ✉♠❡✐♥❛♥❞❡r ❞r❡❤❡♥ ✇ür❞❡♥✳ ❘❡✐♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛❤❡r ♥✐❝❤t ❦❧är❡♥✱ ✇✐❡ ❡s s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✈❡r❤ä❧t✳ ❉❡♥♥ ✇❡♥♥ ❡s ✐♠
❲❡❧tr❛✉♠ ♥✉r ❡✐♥❡ ❙♦♥♥❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❊r❞❡ ❣ä❜❡✱ ✇✐❡ s♦❧❧t❡ ♠❛♥ ❞❡♥♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ♦❜
s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❞❡ ✉♠ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ❞r❡❤t ♦❞❡r ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ✉♠ ❞✐❡ ❊r❞❡❄ ❲❡♥♥ ❡s ♥✉r ❞❡♥ ▼♦♥❞✱
❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊r❞❡ ❛❜❡r ❦❡✐♥❡ P❧❛♥❡t❡♥ ❣ä❜❡✱ ❞❛♥♥ ✇är❡ ♣t♦❧❡♠ä✐s❝❤❡ ❲❡❧t❜✐❧❞
s♦❣❛r ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣❡r ❛❧s ❞❛s ❦♦♣❡r♥✐❦❛♥✐s❝❤❡✳ ❆♥❞❡r❡rs❡✐ts✱ ♦❜ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❯❤r ❛✉❢
❞❡r ❊r❞❡ ♦❞❡r ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❧❛♥❣s❛♠❡r t✐❝❦t✱ ✐st ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ♠❡ss❜❛r❡r ❊✛❡❦t✱ ❞❡r s✐❝❤
③✳❇✳ ❞❛r✐♥ ä✉ÿ❡r♥ ✇ür❞❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ r❛❞✐♦❛❦t✐✈❡♥ ❩❡r❢❛❧❧s③❡✐t❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ✉♥❞ ❞❡r ❙♦♥♥❡
♥✐❝❤t ❡①❛❦t ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❇❡③✐❡❤t ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ♠✐t ❡✐♥✱ s♦ ❣✐❜t ❡s ❢ür ❡✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❡✐♥
s♣❡③✐❡❧❧❡s ❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡s ❘✉❤❡s②st❡♠✳ ❉❛s ✐st ❥❡♥❡s✱ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡♠ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡ ❊✐❣❡♥✲
❞r❡❤✐♠♣✉❧s ♥✉❧❧ ✐st✿ ❞❛s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠✳ ❉✐❡ ❩❡✐t ♠✉ss ❛❧s♦ ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②s✲
t❡♠ ❛❧s ❘❡❢❡r❡♥③ ❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠ ✐st ❡✐♥ s♣❡③✐❡❧❧❡s ❘✉❤❡s②st❡♠
✭❑❛♣✳ ✶✶✳✺✮ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❊✐❣❡♥③❡✐t✳ ●❡❣❡♥ü❜❡r ❞✐❡s❡r ❊✐❣❡♥③❡✐t ✐st ❞✐❡ ❩❡✐t ❛✉❢
❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❯❤r❡♥ ❞✐❧❛t✐❡rt✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❑♦s♠♦s ❛❧s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s
❙②st❡♠ ❇❡③✉❣ ♥❡❤♠❡♥ ❦ö♥♥t❡✱ s♦ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ s❛❣❡♥✿

❉❛s ❣❡♥❡r✐s❝❤❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❞❡r ❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✐st ❞❛s
❇❛r②③❡♥tr✉♠ ❞❡s ❑♦s♠♦s✳

■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ✐st ❞❛s ♥✐❝❤t ❜r❛✉❝❤❜❛r✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥ ❞❛s ❇❛r②③❡♥tr✉♠ ❞❡s ❑♦s♠♦s ♥✐❝❤t ❦❡♥♥t✳
❲❡♥♥ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥ ❚❡✐❧s②st❡♠ ❞❡s ❑♦s♠♦s ♠✐t ❞❡♠ ❘❡st ❞❡r ❲❡❧t ♥✐❝❤t ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦t✱ ❞❛♥♥
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡s ❛❧s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❩❡✐t♠❛ÿ ❛✉❢ s❡✐♥ ❇❛r②③❡♥✲
tr✉♠ ❜❡③✐❡❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ♥✐❝❤t ❡①❛❦t✱ ❛❜❡r ❞♦❝❤ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡
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❛❧s ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛♥♥ ❞❡✜♥✐❡rt s❡✐♥ ❇❛r②③❡♥tr✉♠ ✐♥ ❣✉t❡r
◆ä❤❡r✉♥❣ ❞❛s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥③❡✐t ❛❜❧ä✉❢t✳

❉✐❡s❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r t❡♠♣s ❛t♦♠✐q✉❡ ❜❛r②♠❡tr✐q✉❡ ❡✐♥❣❡✢♦ss❡♥✳
❉✐❡s ✐st ❡✐♥❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❆t♦♠③❡✐ts❦❛❧❛✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❛s ❇❛r②③❡♥tr✉♠ ✉♥s❡r❡s ❙♦♥♥❡♥✲
s②st❡♠s ❜❡③✐❡❤t✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡ ❩❡✐t ✐st s♦③✉s❛❣❡♥ ✉♥s❡r❡ ❜❡st❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥
❞✐❡ ✉♥❡rr❡✐❝❤❜❛r❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❆t♦♠③❡✐ts❦❛❧❛✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❛s ❇❛r②③❡♥tr✉♠ ❞❡s ❑♦s♠♦s ❜❡✲
③✐❡❤❡♥ ♠üsst❡✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ❇är ✐♠ ❇❛r②③❡♥tr✉♠ ❞❡s ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠s ✈❡r❜❧✐❡❜❡ ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❡r
❩✇✐❧❧✐♥❣s❜är ❢ür ❡✐♥✐❣❡ ❩❡✐t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ P❧❛♥❡t❡♥ ✉♥s❡r❡s ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠s ❜❡❣✐❜t✱
s♦ ✐st ❞❡r ❡rst❡r❡ st❡ts ❞❡r ä❧t❡r❡✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❩✇✐❧❧✐♥❣❡ ✇✐❡❞❡r ✐♠ ❇❛r②③❡♥tr✉♠ ③✉s❛♠♠❡♥✲
❦♦♠♠❡♥✳

❆♥❞❡rs ❛❧s ③✉ ◆❡✇t♦♥s ❩❡✐t❡♥ ✈❡r❢ü❣t ♠❛♥ ❤❡✉t❡ ü❜❡r ❯❤r❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ s♦ ❤♦❤❡♥ ❩❡✐t❛✉✢ö✲
s✉♥❣ ❤❛❜❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♥❛❝❤✇❡✐s❡♥ ❦❛♥♥✳ ✶✾✼✶ ✇✉r❞❡♥ ✐♠ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥
❍❛❢❡❧❡✲❑❡❛t✐♥❣✲❊①♣❡r✐♠❡♥t ❋❧✉❣③❡✉❣❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❘✉♥❞r❡✐s❡ ❣❡s❝❤✐❝❦t✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❆t♦♠✉❤r ❛♥
❇♦r❞ ❤❛tt❡♥✳ ❉✐❡ ❘❡✐s❡③❡✐t ❞✐❡s❡r ❇♦r❞✉❤r ✇✉r❞❡ ♠✐t ❞❡r ❘❡✐s❡③❡✐t ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❆t♦♠✉❤r
✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ ③✉rü❝❦❣❡❜❧✐❡❜❡♥ ✇❛r✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❯❤r❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ③❡✐❣t❡ s✐❝❤ ③✇❡✐❢❡❧s❢r❡✐✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡✐s❡③❡✐t❡♥ ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤
❛✉s❢❛❧❧❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❇♦❞❡♥ st❛t✐♦♥✐❡rt❡ ❯❤r ✇❛r ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ✜①✐❡rt ✉♥❞ ❜❧✐❡❜
q✉❛s✐ ✐♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠✳ ❆✉s ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ●❧✳ ✽✳✷✼
❜③✇✳ ❛✉s

c =
∆t(ℓ)

√

∆t′2(0)−∆t2(ℓ)
|v| ✭❈✳✶✮

❞✐❡ ❘❛✉♠✲✴❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡ c ❜❡st✐♠♠❡♥ ♦❞❡r✱ ❥❡ ♥❛❝❤❞❡♠ ✇✐❡ ♠❛♥ ❡s s❡❤❡♥ ✇✐❧❧✱ ❞✐❡ ❊✐♥✲
❤❡✐t ▼❡t❡r ❛❜❧❡✐t❡♥✳ ❉✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐st ♥✐❝❤t ❣❛♥③ s♦ ❡✐♥❢❛❝❤ ✇✐❡ ❤✐❡r
✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡✐❧ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✳

❉✳ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❋❡❞❡r♥

❊s s❡✐ ❤✐❡r ♥✉r ❦✉r③ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ❋❡❞❡r ✭s✳ ❑❛♣✳ ✶✷✳✹✳✶✮ ❛♥❣❡r✐ss❡♥✱
✇✐❡ ♠❛♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡✱ ❛❧s♦ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✱ ✐♥
❞✐❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❡✐♥❜❛✉❡♥ ❦❛♥♥✳ ■❤r❡ ▼❛ss❡ m(x) s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ▼❛ss❡ m0 =
m(x = 0) ❞❡r ❡♥ts♣❛♥♥t❡♥ ❋❡❞❡r ✉♥❞ ❞❡r ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ③✉s❛♠♠❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐♠ ❙♣❛♥♥❡♥
❞❡r ❋❡❞❡r ✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢tr✐tt✿

m(x) = m0 +
1

2c2
kx2 ✭❉✳✶✮

❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❋❡❞❡r ✐st ❞❡♠♥❛❝❤

U(x) = m0c
2 +

1

2
kx2 ✭❉✳✷✮

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❋❡❞❡r s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ■♠♣✉❧s p ❜❡✇❡❣t✱ ✐st ✐❤r❡
●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤

E(p, x) =
√

p2c2 + U2(x) =
√

p2c2 +m2
0c

4 +m0c2kx2 + k2x4/4 ✭❉✳✸✮

✷✼✻



❣❡❣❡❜❡♥✳ ■♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❚❡r♠ ✉♥t❡r ❞❡r ❲✉r③❡❧ ✈❡r✲
♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥

√
1 + x ≈ 1+x/2 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✐♥ ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r

◆ä❤❡r✉♥❣

E(p, x) ≈ m0c
2 +

1

2m0
p2 +

1

2
kx2 .

■♥ ❞❡r ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✉♠sät③❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
❋♦r♠❡♥ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐trä❣❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉❛ ❡s ❞❛❜❡✐ ♥✉r
✉♠ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡❤t✱ ✐❣♥♦r✐❡rt ♠❛♥ ❞❛♥♥ ♦❢t ❞❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐tr❛❣
m0c

2✳

❊✳ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❖❜✇♦❤❧ ❞✐❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢ür ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥ ✭✉♥❞ ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r ❤✐❡r ❛✉❝❤ s♦ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇✐r❞✮✱ s♣✐❡❧t s✐❡ ♠❡✐st ❡rst ✐♠
❑♦♥t❡①t ✈♦♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳ ❉❛s ✐st ❞❡r ●r✉♥❞✱ ✇❛r✉♠ s✐❡
❤✐❡r ✉♥t❡r ❞❛s ❚❤❡♠❛ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r ❡✐♥❣❡♦r❞♥❡t ✇✉r❞❡✳

▼✐t f s❡✐ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ∈ L ❡✐♥❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥s♠❡♥❣❡
L ❡✐♥❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡rt f(x) ③✉♦r❞♥❡t✿ f : x 7→ f(x) ✉♥❞ g s❡✐ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡r
❱❛r✐❛❜❧❡♥ s ∈ M ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s♠❡♥❣❡ M ❡✐♥❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡rt g(s) ③✉♦r❞♥❡t✿
g : s 7→ g(s)✳

❩✉♥ä❝❤st ❜❡st❡❤t ✇❡❞❡r ❡✐♥❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ✉♥❞ s ♥♦❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ f ✉♥❞ g✳ ◆✉♥ ❢ü❤r❡♥ ✇✐r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣

s = s(x) =
df(x)

dx

❡✐♥❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x ✉♥❞ s ❡✐♥✳ ❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛✲
t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡s❛❣t✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ s ❛✉s ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥s♠❡♥❣❡
M ❡r❤ä❧t✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳ ❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❑♦♦r❞✐♥❛✲
t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐❥❡❦t✐✈ ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ❢ür ❥❡❞❡♥ ❲❡rt s ❞❡r ❲❡rt x = x(s)
❡✐♥❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f ✇✐r❞ ❞✐❡ ③✉ x ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡
❱❛r✐❛❜❧❡ s ❡t❛❜❧✐❡rt✳

■♠♠❡r ♥♦❝❤ ✐st ❢ür g(s) ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ▼✐t ✐❤r ❧ässt s✐❝❤ ❞✉r❝❤

y = y(s) =
dg(s)

ds

❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ③✉ s ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ y ❡t❛❜❧✐❡r❡♥✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❇❡❧✐❡❜✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥
g ✐st ❦❧❛r✱ ❞❛ss ✐✳❆✳ y 6= x✳ ◆✉r ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❣❛♥③ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ g(s) ✇ä❤❧t✱ ✇❡r❞❡♥
x ✉♥❞ s ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s❡✐♥✳

❉✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❛ss x ✉♥❞ s ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s❡✐♥ s♦❧❧❡♥✱ ❧ä✉❢t
❛❧s♦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❤✐♥❛✉s✱ ❞❛ss ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❡✐♥❡ ❣❛♥③ s♣❡③✐❡❧❧❡ ✭❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡✮ ❋✉♥❦✲
t✐♦♥ g ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇✐r❞✳ ❊✐♥❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ T : f 7→ g✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ●r❛♣❤❡♥ f ❞❡♥
●r❛♣❤❡♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ g ③✉♦r❞♥❡t✱ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥r❛✉♠

✷✼✼



❞❛r✳ ■♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❛❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧s ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❙✐❡ ❣❡❤ört ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❋♦✉r✐❡r✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ▲❛♣❧❛❝❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
③✉ ❞❡♥ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥r❛✉♠✱ ❞✐❡ ✐♥ s❡❤r ✈✐❡❧❡♥ ●❡❜✐❡✲
t❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ❡✐♥❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✜♥❞❡♥✳

❲❡♥♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ f(x) ✉♥❞ g(s) ❞✐❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

f(x) + g(s) = xs ✭❊✳✶✮

❜❡st❡❤t✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ s✐❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ s ✐st ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉ x ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt ✐st ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ x ❜❡③ü❣❧✐❝❤
g ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉ s✱ ❞✳❤✳ ❡s ❜❡st❡❤t ❞✐❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣✿

s = s(x) =
df(x)

dx
✭❊✳✷✮

x = x(s) =
dg(s)

ds
✭❊✳✸✮

❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❡✐♥s❡❤❡♥✿ ❙❡✐ s ③✳❇✳ ❞✐❡ ③✉ x ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛♥♥
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✈♦♥ ●❧✳ ❊✳✶ ♥❛❝❤ x✿

df(x)

dx
+

dg(s(x))

dx
= 1s+ x

ds

dx

s+
dg

ds

ds

dx
= s+ x

ds

dx

x =
dg

ds

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ✉♠❣❡❦❡❤rt ❛✉❝❤ x ❞✐❡ ③✉ s ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐st✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss
x ✉♥❞ s ❡✐♥ P❛❛r ✈♦♥ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ✇❡♥♥ f ✉♥❞ g ❡✐♥
P❛❛r ✈♦♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ▲❡❣❡♥❞r❡✲tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt s✐♥❞✱ ❞✳❤✳ ✐♥ ❞❡r ❞✉r❝❤
●❧✳ ❊✳✶ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥✳
❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ ❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ s❡✐ H(p) = p2/2m ❜❡tr❛❝❤t❡t✳✺✷ ❉✐❡ ③✉ p ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ v
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s v = v(p) = dH/dp = p/m ✉♥❞ ✐♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ✐st ❞✐❡ ❯♠❦❡❤rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
p(v) = mv✳ ❙❡t③t ♠❛♥ s✐❡ ✐♥ H ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ L(v) = H(p(v)) = mv2/2✳
▼❛♥ ❦❛♥♥ ❧❡✐❝❤t ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ssH(p) ✉♥❞ L(v) ❣❡r❛❞❡ ③✇❡✐ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡
▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡ s✐♥❞✱ ❞❡♥♥ ❡s ❣✐❧t

H(p) + L(v) =
p2

2m
+

m

2
v2 = pv

■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ✐st p = p(v) = dL/dv = mv ❛✉❝❤ ❞✐❡ ③✉ v ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ U(S, V ) ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡H(S, p) s✐♥❞ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ V ✉♥❞ ❉r✉❝❦ p ✭s✳ ❑❛♣✳ ✷✼✳✷✮✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡
❊♥tr♦♣✐❡ ✐st ✈♦♥ ❞❡r ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❜❡tr♦✛❡♥✳

✺✷◗✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ st❡❧❧❡♥ ❡✐♥❡ ❆✉s♥❛❤♠❡ ❞❛r✳ ❉✐❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡ ❡✐♥❡r q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥
❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st s❡❧❜st ❡✐♥❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✭❛❜❡r ❞❡r ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✮✳
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❋✳ ❍❛♠✐❧t♦♥✲ ✉♥❞ ▲❛❣r❛♥❣❡❢✉♥❦t✐♦♥

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❞❡♥ ❋❡❞❡r✲❖s③✐❧❧❛t♦r ❞❡♥ ■♠♣✉❧s p ❛❧s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❆✉❢st❡❧❧✉♥❣
❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✇ä❤❧t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❛r❛✉s ✉♥❞ ❛✉s ❞❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡
❡r❣❡❜❡♥❞❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡

H(p, x) = Ekin(p) + Epot(x) =
1

2

p2

m
+

1

2
kx2 ✭❋✳✶✮

❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ■♠♣✉❧s p ✉♥❞ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x✳ ❊✐♥❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r ■♠♣✉❧s ❞✐❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❆♥t❡✐❧s ❞❡r
❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐st✱ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥✳

❉✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❩✉stä♥❞❡✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r st❛t✐♦♥är❡♥ ✭❦♦♥st❛♥t❡♥✮ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ E0 ❞✉r❝❤✲
❧❛✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❩✉stä♥❞❡✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r ③✉r
❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣

H(p, x) = E0 , ✭❋✳✷✮

❞✳❤✳ ❞✐❡ ❩✉stä♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥ ✐♠ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❊❧❧✐♣s❡ ✭❆❜❜✳ ✹✽❝✮✱ ❞✳❤✳ ❛✉❢ ❡✐♥❡r
❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❑✉r✈❡✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ✇✐r❞✳

❊✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ✐st ❞✉r❝❤ ❞❛s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

dH = ∂Ekin + ∂Epot =

(

∂H

∂p

)

x

dp+

(

∂H

∂x

)

p

dx ✭❋✳✸✮

❣❡❣❡❜❡♥✳ ❊s ✐st ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ∂Ekin =
(

∂H
∂p

)

x
dp ✉♥❞ ∂Epot =

(

∂H
∂x

)

p
dx✱ ✇❡❧✲

❝❤❡ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❜③✇✳ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥
❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥

v =

(

∂H

∂p

)

x

✭❋✳✹✮

F = −
(

∂H

∂x

)

p

✭❋✳✺✮

st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❛r✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❩✉✲
st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ❋✳✹ ❜③✇✳ ❋✳✺ ❛❧s ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❡①t❡♥✲
s✐✈❡♥ ●röÿ❡ ♥❛❝❤ ❡①t❡♥s✐✈❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉✐❡ ③✉♠ ■♠♣✉❧s p ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❩✉st❛♥❞s✲
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐st ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v✳ ❉✐❡ ③✉r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ x ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡
✐st ❞✐❡ ❛♥ ❞❡r ▼❛ss❡ ❛♥❣r❡✐❢❡♥❞❡ ✉♥❞ s✐❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣❡♥❞❡ ❑r❛❢t F ✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ●❧✳
❋✳✶ ❛✉s❣❡❤t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

v = p/m ✭❋✳✻✮

F = FHooke = −kx ✭❋✳✼✮

●❧✳ ❋✳✻ ✉♥❞ ❋✳✼ st❡❧❧❡♥ ❡✐♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ p, x, v ✉♥❞
F ❤❡r✳ ❙♦❧❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ■♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❛❧❧

✷✼✾



❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❜❡s♦♥❞❡rs ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✿ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❡✐♥✲
❢❛❝❤ ♥✉r ❞❡♠ ■♠♣✉❧s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ❋❡❞❡r❦r❛❢t FHook ✭❡✐♥❡ ❦♦♥✲
s❡r✈❛t✐✈❡ ❑r❛❢t✦✮ ♥✉r ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣✳ ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡♥ ❡①t❡♥✲
s✐✈❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉❢ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✉♠③✉r❡❝❤♥❡♥✳ ❲❡❣❡♥ v = ẋ ✉♥❞ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ F = ṗ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ●❧✳ ❋✳✹ ✉♥❞ ●❧✳ ❋✳✺ ❞✐❡ ❍❛♠✐❧t♦♥s❝❤❡♥
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✿

ẋ =
∂H

∂p
✭❋✳✽✮

ṗ = − ∂H

∂x
✭❋✳✾✮

❉✐❡s❡ ❣❡❧t❡♥ ✈✐❡❧ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❛❧s ❢ür ❞❛s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡s ❋❡❞❡r✲❖s③✐❧❧❛t♦rs✱ ❢ür ❞❛s ✇✐r s✐❡ ❤✐❡r
❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ❤❛❜❡♥✳ ❋ür ❡✐♥ ❢r❡✐❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐st ❞✐❡ ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ❜❡✐✲
s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ H(p) =

√

m2c4 + c2p2✳ ❉✐❡ ③✉♠ ■♠♣✉❧s ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✈❛r✐❛❜❧❡
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ❋✳✽ ③✉✿

v = ẋ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

√

m2c4 + c2p2 =
pc2

√

m2c4 + c2p2
=

pc2

H(p)
✭❋✳✶✵✮

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❧s♦ ❧❡✐❝❤t ❛✉s✲
r❡❝❤♥❡♥✱ ❞❡♥♥ s✐❡ ✐st ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s✳ ■♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❜❡r ✐✳❆✳ ❧❡✐❝❤t❡r ❜❡st✐♠♠❡♥ ❛❧s ❞❡♥ ■♠♣✉❧s✳ ❉❛❤❡r ✇är❡ ❡s
❣ü♥st✐❣❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ L(v) ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉s③✉❣❡❤❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡
❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡r ■♠♣✉❧s ✐st✳ ❉✐❡s❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ L(v) ✐st ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡ ❞❡r
❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❤❡✐ÿt ▲❛❣r❛♥❣❡❢✉♥❦t✐♦♥✳ ●❡♠äÿ ●❧✳ ❊✳✶ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ▲❛✲
❣r❛♥❣❡❢✉♥❦t✐♦♥ ❣❡♠äÿ

L(v) = p(v) v −H(p(v))

❙❡t③t ♠❛♥ ❤✐❡r ❞✐❡ ❛✉s ●❧✳ ❋✳✶✵ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❯♠❦❡❤r❢✉♥❦t✐♦♥ p(v) = mv/
√

1− v2/c2 ❡✐♥✱
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡❢✉♥❦t✐♦♥

L(v) = −mc2
√

1− v2/c2

❡✐♥❡s ❢r❡✐❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥s✳ ❱♦♥ ❞❡r ▲❛❣r❛♥❣❡❢✉♥❦t✐♦♥ L(v) ❤❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t ✐st ❞❡r ❦❛♥♦♥✐s❝❤❡
■♠♣✉❧s

p =
dL
dv

✭❋✳✶✶✮

❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✉r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♦r❞✐♥❛t❡ v✳

■♠ ♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ v ≪ c ❡r❤ä❧t ♠❛♥

L(v) ≈ 1

2
mv➨−mc2 .

❉❛ ✐♥ ❛❧❧❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ♥✉r ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❡✐♥❣❡❤❡♥✱ ✐st ❡✐♥ ❦♦♥st❛♥t❡s U ✉♥❡r✲
❤❡❜❧✐❝❤✳ ❋❛❧❧s ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ♥✐❝❤t ❦♦♥st❛♥t ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥❡♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✐✲
tr❛❣ Epot(x) ❡♥t❤ä❧t ✭s✳ ❑❛♣✳ ❉✮✱ ❣❡✇✐♥♥t ♠❛♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣
✭✦✮ ♠✐t v = ẋ ≪ c ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉s

✷✽✵



L(ẋ, x) ≈ Ekin(ẋ)− Epot(x) . ✭❋✳✶✷✮

❊s ✐st ❛❧s♦ ♥✐❝❤t s❝❤✇❡r✱ ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡❢✉♥❦t✐♦♥ ❛♥③✉❣❡❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥
❆✉s❞rü❝❦❡ ❢ür ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞✱ ❞❡♥♥ ✐♥ ❞❡r ♥✐❝❤t✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✐st s✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❛✉s ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡r
❊♥❡r❣✐❡✳

▲✐t❡r❛t✉r

❬✶❪ ❘✳❑✳P✳ ❩✐❛✱ ❊✳❋✳ ❘❡❞✐s❤ ✉♥❞ ❙✳❘✳ ▼❝❑❛②✿ ▼❛❦✐♥❣ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠✱
❛r❳✐✈✿✵✽✵✻✳✶✶✹✼✈✷

❬✷❪ ❤tt♣✿✴✴❜♦♦❦s✳❣♦♦❣❧❡✳❛t✴❜♦♦❦s❄✐❞❂♠❤▲❱❍❘✺◗❆◗❦❈

❬✸❪ ●❛❧✐❧❡♦✱ ●❛❧✐❧❡✐✿ ✧❉✐❛❧♦❣ ü❜❡r ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤st❡♥ ❲❡❧ts②st❡♠❡✱ ❞❛s Pt♦❧❡✲
♠ä✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❞❛s ❑♦♣❡r♥✐❦❛♥✐s❝❤❡✏✱ ❤✐❡r ♥✉r ❛✉s③✉❣s✇❡✐s❡ ✉♥❞ r❡❞✐❣✐❡rt ✇✐❡❞❡r❣❡❣❡✲
❜❡♥✳

❬✹❪ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❤②s✐❝s✳✉♠❞✳❡❞✉✴♣❡r❣✴❛❜♣✴❚PPr♦❜s✴Pr♦❜❧❡♠s✴❖P✴❖P✹✷✳❤t♠

❬✺❪ ❍❛♥s ❏♦❛❝❤✐♠ ❙❝❤❧✐❝❤t✐♥❣✿ ✒❙♦♥♥❡♥t❛❧❡r ✕ ❆❜❜✐❧❞❡r ❞❡r ❙♦♥♥❡✳✏ ■♥✿ Pr❛①✐s ❞❡r ◆❛✲
t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✲ P❤②s✐❦✳ ✹✸✴✹✱ ◆r✳ ✶✾✳

❬✻❪ ❋r❛♥❦ ❈❧♦s❡✿ ✒◆❡✉tr✐♥♦✏✱ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✷✵✶✵✳ ❙✳ ✷✵✛ ✉♥❞ ✶✻✵

❬✼❪ ❲✳■✳ ▲❡♥✐♥✱ ✒❉✐❡ ❑r✐s❡ ❞❡r ♠♦❞❡r♥❡♥ P❤②s✐❦✏ ✐♥ ✒▼❛t❡r✐❛❧✐s♠✉s ✉♥❞ ❊♠♣✐r✐♦❦r✐t✐✲
③✐s♠✉s✏ ✭✶✾✵✾✮✳

❬✽❪ ▲✳ ❇♦❧t③♠❛♥♥✿ ✒Ü❜❡r ❡✐♥❡ ❚❤❡s❡ ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡rs✏ ✭✶✾✵✺✮✳

❬✾❪ ❘♦❣❡r P❡♥r♦s❡✿ ✒❚❤❡ ❘♦❛❞ t♦ ❘❡❛❧✐t②✏ ✭✷✵✵✹✮

❬✶✵❪ ❊✳ ▼❛❝❤✿ ✒❉✐❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✐♥ ✐❤r❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣✏ ✭✶✽✽✸✮

❬✶✶❪ ❈❧❡♠❡♥s ❙❝❤❛❡❢❡r✱ ▼❛① Päs❧❡r✿ ✒❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ P❤②s✐❦✏✱ ✶✳ ❇❛♥❞
✭✶✾✼✵✮

❬✶✷❪ ❯✳ ❍❡❧♠✐❝❤✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✉✲❤❡❧♠✐❝❤✳❞❡✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧

✷✽✶



■♥❞❡①

ä✉ÿ❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ✾✾

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ✸✶
❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✹✷
❆❜❡rr❛t✐♦♥✱ s♣❤är✐s❝❤❡✱ ✺✻
❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠✱ ✾✷
❆❜❦❧✐♥❣❦♦♥st❛♥t❡✱ ✶✷✽
❆❜❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧✱ ✷✹
❆❝❤s❡✱ ♦♣t✐s❝❤❡✱ ✸✹
❆❞❤äs✐♦♥✱ ✶✺✷✱ ✶✺✺
❆❞✐❛❜❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✶✾✸
❆❣❣r❡❣❛t③✉stä♥❞❡✱ ✶✹✷
❆❦❦✉♠✉❧❛t♦r✱ ✷✶✼
❆♠♣❡r❡♠❡t❡r✱ ✷✶✾
❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✶✷✺
❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣✱ ✽✹
❆♥♦❞❡✱ ✷✶✼
❆♥s❛t③✱ ✼✺
❛♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡r ●r❡♥③❢❛❧❧✱ ✶✷✾
❆♣❡rt✉r❜❧❡♥❞❡✱ ✺✺
❆r❜❡✐t✱ ✶✸✽
❆st✐❣♠❛t✐s♠✉s✱ ✺✻
❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t✱ ✶✻
❆t♦♠✉❤r✱ ✻✺
❆✉❢tr✐❡❜✱ ✶✹✸
❆③✐♠✉t✇✐♥❦❡❧✱ ✶✻

❇❛❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ✷✺✸
❇❛s✐s✱ ✷✸✺
❇❛tt❡r✐❡✱ ✷✶✻
❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣sstär❦❡✱ ✶✵
❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✱ ✼✷✱ ✽✺
❇❡✇❡❣✉♥❣✱ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡✱ ✼✷
❇❡✇❡❣✉♥❣✱ ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣❡✱ ✻✼
❇❡✇❡❣✉♥❣✱ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡✱ ✻✼
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❍❛♠✐❧t♦♥s❝❤❡✱ ✷✽✵
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡✱ ✶✸✻
❇❡③✉❣ss②st❡♠✱ ✺✾
❇✐❧❞✱ ✸✶
❇✐❧❞✱ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s✱ ✸✶
❇✐❧❞✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡✱ ✶✺✶

❇✐❧❞✇❡✐t❡✱ ✹✶
❇❧✐♥❞❧❡✐st✉♥❣✱ ✶✸✷
❇♦❣❡♥♠❛ÿ✱ ✾
❇r❡❝❤❦r❛❢t✱ ✹✻
❇r❡❝❤✉♥❣✱ ✷✺
❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③✱ ❙♥❡❧❧✐✉s✬s❝❤❡s✱ ✷✾
❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①✱ ✷✻
❇r❡❝❤③❛❤❧✱ ✷✻
❇r❡♥♥st♦✛❡✱ ✷✵✵
❇r❡♥♥st♦✛③❡❧❧❡✱ ✷✶✻
❇r✉❝❤✱ ✶✺✺

❈❛♥❞❡❧❛✱ ✶✵
❈❡❧s✐✉s✱ ✶✽✸
❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡✱ ✷✵✵
❈❧❛✉s✐✉s✲❈❧❛♣❡②r♦♥✲●❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✷✵✼
❈♦r✐♦❧✐s❦r❛❢t✱ ✷✺✾
❈♦✉❧♦♠❜ ✭❊✐♥❤❡✐t✮✱ ✷✶✽
❈♦✉❧♦♠❜♠❡t❡r✱ ✷✶✾

❉ä♠♣❢✉♥❣✱ ✶✷✾
❉❛✉❡r✱ ✻✹
❉❡❤♥✉♥❣✱ ✶✹✺
❉✐❝❤t❡✱ s♣❡③✐✜s❝❤❡✱ ✶✹✸
❉✐❡❧❡❦tr✐③✐täts❦♦♥st❛♥t❡✱ ✷✷✶
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✱ t♦t❛❧❡s✱ ✶✺✽
❉✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✷✸✺
❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ✶✶✸
❉r❡❤✐♠♣✉❧s✱ ✷✹✼
❉r❡❤✐♠♣✉❧s ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s✱ ✷✻✻
❉r❡❤♠♦♠❡♥t✱ ✷✹✼
❉r❡❤s✐♥♥✱ ✷✹
❉r✉❝❦✱ ✶✹✼✱ ✶✼✻
❉r✉❝❦❛✉s❣❧❡✐❝❤✱ ✶✹✽

❊✐❣❡♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s✱ ✷✻✼
❊✐❣❡♥s❝❤✇✐♥❣✉♥❣✱ ✶✸✸
❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✱ ✷✹
❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r✱ ✷✸✼
❊✐♥st❡✐♥✱ ❆❧❜❡rt✱ ✼✷✱ ✼✽
❊✐♥st❡✐♥s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ✻✻
❊❧❛st✐③✐tät✱ ✶✹✹

✷✽✷



❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧✱ ✶✹✺
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✱ ✷✶✸
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧✱ ✷✶✵
❊❧❡❦tr✐③✐tät✱ ✷✵✽
❊❧❡❦tr♦❞❡✱ ✷✶✻
❊❧❡❦tr♦❧②s❡✱ ✷✶✼
❊❧❡❦tr♦❧②t✱ ✷✶✻
❊❧❡❦tr♦s❦♦♣✱ ✷✵✾
❊❧❡❦tr♦st❛t✐❦✱ ✷✶✹
❊♥❡r❣✐❡✱ ✾✻
❊♥❡r❣✐❡✱ ❝❤❡♠✐s❝❤❡✱ ✶✾✾
❊♥❡r❣✐❡✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡✱ ✷✶✵
❊♥❡r❣✐❡✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ ✶✵✽
❊♥❡r❣✐❡✱ t❤❡r♠✐s❝❤❡✱ ✶✻✼✱ ✶✼✺
❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡✱ ❝❤❡♠✐s❝❤❡✱ ✷✵✵
❊♥t❤❛❧♣✐❡✱ ✶✺✶
❊♥t❤❛❧♣✐❡✱ ❢r❡✐❡✱ ✶✾✾
❊♥tr♦♣✐❡✱ ✶✻✽
❊r❡✐❣♥✐s✱ ✻✺
❊r❡✐❣♥✐s✐♥t❡r✈❛❧❧✱ ✼✾
❊r❤❛❧t✉♥❣s❛✉ss❛❣❡✱ ✾✶
❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✱ ✾✶
❊①♣❛♥s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t✱ ❏♦✉❧❡s❝❤❡r✱ ✶✽✽

❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡✱ ✶✶✵
❋❡❞❡r❦r❛❢t✱ ❍♦♦❦❡s❝❤❡✱ ✷✽✵
❋❧ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡✱ ✷✹
❋❧üss✐❣❦❡✐t✱ ✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ✶✺✵
❋❧✉✐❞✱ ✶✹✷✱ ✶✺✷
❋❧✉✐❞✱ ✐❞❡❛❧❡s✱ ✶✹✻
❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞✱ ✶✻✵
❋r❡q✉❡♥③✱ ✶✷✺
❋✉♥❦t✐♦♥✱ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡✱ ✻✹

●❛✐♥✱ ✶✸✵
●❛❧✐❧❡✐❦❧❛ss❡♥✱ ✼✷
●❛❧✐❧❡✐s②st❡♠❡✱ ✼✷
●❛s✱ ✐❞❡❛❧❡s✱ ✷✵✸
●❛s❦♦♥st❛♥t❡✱ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ✷✵✷
●❡❣❡♥st❛♥❞s✇❡✐t❡✱ ✹✶
●❡♥❡r❛t♦r✱ t❤❡r♠♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r✱ ✷✶✺
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ✻✻
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ♠✐tt❧❡r❡✱ ✻✼
●❡s❡t③✱ ❆✈♦❣❛❞r♦s❝❤❡s✱ ✷✵✶

●❡s❡t③✱ ❍♦♦❦❡s❝❤❡s✱ ✶✶✵
●❡s❡t③✱ ❖❤♠s❝❤❡s✱ ✷✸✵
●✐❜❜s✲❊♥❡r❣✐❡✱ ✶✾✾
❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✱ ✽✺
❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❑r❡✐s❜❡✇❡❣✉♥❣✱ ✷✹✽
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✱ t❤❡r♠✐s❝❤❡s✱ ✶✼✽
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✱ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s✱ ✶✼✵✱

✶✽✹
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤tst❡♠♣❡r❛t✉r✱ ✶✼✾
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✱ ✶✹✹
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✱ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r✱ ✶✸✾
●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❦❡✐t✱ ✻✼
●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣✱ ✶✺✼
●❧❡✐tr❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t✱ ✶✺✼
●röÿ❡✱ ❡①t❡♥s✐✈❡✱ ✶✻✶
●röÿ❡✱ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡✱ ✼
●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❣❡s❡t③✱ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡s✱ ✷✺✹
●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡✱ ✷✺✻
●r❡♥③❢❛❧❧✱ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡r✱ ✶✵✻
●r❡♥③❢❛❧❧✱ q✉❛s✐st❛t✐s❝❤❡r✱ ✶✼✺
●r❡♥③❢❛❧❧✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r✱ ✶✵✻
●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡✱ ✶✺✷

❍❛♠✐❧t♦♥❢✉♥❦t✐♦♥✱ ✷✼✾
❤❡✐ÿ✱ ✶✼✽
❍❡✐③✇❡rt✱ ✷✵✵
❍♦♠♦❣❡♥✐tät✱ ✺✽
❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r✱ ✶✹✾
❍②♣♦t❤❡s❡✱ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡✱ ✺
❍②♣♦t❤❡s❡♥✱ ✷

✐❞❡❛❧❡r ■s♦❧❛t♦r✱ ✷✷✾
✐❞❡❛❧❡r ▲❡✐t❡r✱ ✷✷✾
■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡✱ ✾✽✱ ✶✵✵
■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠❡✱ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡✱ ✷✺✼
✐♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ✾✾
■♥✈❛r✐❛♥t❡✱ ✼✻
■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐tät✱ ✶✻✽
■s♦❧❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡✱ ✷✶✹
■s♦tr♦♣✐❡✱ ✺✾

❏♦✉❧❡✱ ✾✻

❑ör♣❡r✱ st❛rr❡r✱ ✷✻✼
❦❛❧t✱ ✶✼✽

✷✽✸



❑❛♣❛③✐tät✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡✱ ✷✷✶
❑❛t❤♦❞❡✱ ✷✶✼
❑❡❧✈✐♥✱ ✶✽✸
❑✐❧♦❣r❛♠♠✱ ✾✺
❑✐♥❡♠❛t✐❦✱ ✺✽
❑✐♥❡t✐❦✱ ✽✸
❑✐♥❡t✐❦✱ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✱ ✶✶✹
❑✐♥❡t✐❦✱ ♥✉❧❧t❡r ❖r❞♥✉♥❣✱ ✶✶✹
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ✶✵✷
❑♦❤äs✐♦♥✱ ✶✺✺
❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥✱ ✶✸
❑♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tät✱ ✶✹✾
❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧✱ ✶✺✵
❑♦♥❦❛✈s♣✐❡❣❡❧✱ ✹✸
❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✶✶✻
❑♦♥t✐♥✉✉♠✱ ✶✹✶
❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠♦❞❡❧❧✱ ✶✹✷
❑♦♥✈❡①s♣✐❡❣❡❧✱ ✹✸
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠✱ ✺✾
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠✱ r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣✱ ✻✶
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡❦t♦r✱ ✷✸✺
❑r❛❢t✱ ✶✸✺
❑r❛❢t✱ ❡①t❡r♥❡✱ ✶✸✺
❑r❛❢t✱ ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ✶✸✺
❑r❡✐s❢r❡q✉❡♥③✱ ✶✷✺
❑r❡✐s♣r♦③❡ss✱ ✶✹✾✱ ✶✻✶✱ ✶✾✺
❑r❡✐s♣r♦③❡ss✱ ❈❛r♥♦ts❝❤❡r✱ ✶✽✷
❑r✐❡❝❤❢❛❧❧✱ ✶✷✽
❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ✻✵

▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t✱ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡✱ ✼
▲❛❜♦rs②st❡♠✱ ✶✵✸
▲❛❞✉♥❣✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡✱ ✷✶✵
▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣✱ ✷✶✶
▲❛❞✉♥❣strä❣❡r✱ ✷✷✼
▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✱ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r✱ ✷✷✻
▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✱ ❡❧❡❦tr♦❧②t✐s❝❤❡r✱ ✷✶✻
▲❛❞✉♥❣str❛♥s♣♦rt✱ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡r✱ ✷✶✻
▲❛❞✉♥❣str❡♥♥✉♥❣✱ ✷✶✶
▲❛❣r❛♥❣❡❢✉♥❦t✐♦♥✱ ✷✽✵
▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✷✼✽
▲❡✐st✉♥❣✱ ✶✶✻
▲✐❝❤t✢✉ss✱ ✶✵
▲✐❝❤tstär❦❡✱ ✶✵

▲✐♥❡❛❧✱ ✽
▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✷✸✺
▲✐♥s❡✱ ✹✺
▲✐♥s❡✱ s♣❤är✐s❝❤❡✱ ✹✺
▲✐♥s❡♥♠❛❝❤❡r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✹✻
▲♦r❡♥t③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ✼✽
▲♦r❡♥t③❦♦♥tr❛❦t✐♦♥✱ ✷✹✸
▲✉♣❡✱ ✺✹

▼❛ss❡✱ ✾✺
▼❛ss❡✱ ♠♦❧❛r❡✱ ✷✵✷
▼❛ss❡✱ s❝❤✇❡r❡✱ ✷✺✺
▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t✱ ✶✵✹✱ ✶✵✺
▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣✱ ✶✵✼
▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③✱ ✷✵✵
▼❛ss❡♥♠♦♠❡♥t✱ ✷✻✼
▼❛ss❡♥♣✉♥❦t✱ ✶✹✶
▼❛t❡r✐❡✱ ✾✽
▼❛t❡r✐❡✱ ✐s♦tr♦♣❡✱ ✶✹✷
▼❛t❡r✐❡✱ ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡✱ ✶✹✷
▼❡❞✐❛♥✱ ✶✾
▼❡ss❡♥✱ ✶✼
▼❡ss✐♥str✉♠❡♥t✱ ✶✼
▼❡ss✉♥❣✱ ✶✼
▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t✱ ✷✵
▼❡ss✇❡rt✱ ✷✵
▼❡t❡r✱ ✼✱ ✼✾
▼✐❦r♦s❦♦♣✱ ✺✺
▼♦❧✱ ✷✵✷
▼♦❧♠❛ss❡✱ ✷✵✷
▼♦❧✇är♠❡✱ ✷✵✷
▼♦♠❡♥t❛♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ✽✹

◆❡✇t♦♥✱ ✶✸✻
◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✹✵
◆✐❝❤t❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✉st❛♥❞✱ ✶✸✾
♥✐❝❤tr❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ◆ä❤❡r✉♥❣✱ ✶✵✻
♥♦r♠❛❧✱ ✶✺
◆♦r♠❛❧❞r✉❝❦✱ ✶✽✸

❖❜❥❡❦t✐✈✱ ✺✹
♦✛❡♥❡s ❙②st❡♠✱ ✾✷
❖❤♠✱ ✷✸✶
❖❤♠♠❡t❡r✱ ✷✸✷
❖❦✉❧❛r✱ ✺✹
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♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ✶✺
❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐tät✱ ✷✸✼
❖rt❤♦♥♦r♠❛❧❜❛s✐s✱ ✷✸✼
❖s③✐❧❧❛t♦r✱ ✶✷✹
❖s③✐❧❧❛t♦r✱ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r✱ ✶✷✻
❖s③✐❧❧❛t♦r✱ ✐❞❡❛❧❡r ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡r✱ ✶✷✹
❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✱ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡✱ ✶✸✷

P❛r❛❧❧❡❧s❝❤❛❧t✉♥❣✱ ✷✷✵
♣❛r❛①✐❛❧✱ ✹✼
P❛rs❡❝✱ ✶✼
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣✱ ✶✺✽
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❡✱ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ✷✼✾
P❛s❝❛❧✱ ✶✹✼
P❡♥❞❡❧✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s✱ ✶✷✻
P❡r✐♦❞❡✱ ✶✷✺
P❡r✐♦❞❡♥❞❛✉❡r✱ ✶✷✺
P❤❛s❡✱ ✶✷✺✱ ✶✹✷
P❤❛s❡♥ü❜❡r❣❛♥❣✱ ✷✵✺
P❤❛s❡♥r❛✉♠❞✐❛❣r❛♠♠✱ ✶✻✶
♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ✶✹✹
P❧❛tt❡✱ ♣❧❛♥♣❛r❛❧❧❡❧❡✱ ✷✻
P♦✐ss♦♥③❛❤❧✱ ✶✹✺
P♦t❡♥t✐❛❧✱ ✶✺✾
P♦t❡♥t✐❛❧✱ ❝❤❡♠✐s❝❤❡s✱ ✷✵✸
P♦t❡♥t✐❛❧❛✉s❣❧❡✐❝❤✱ ✷✶✸
P♦t❡♥③r❡✐❤❡✱ ✶✵✾
Prä♣❛r❛t✐♦♥✱ ✶✸
Pr✐♠är③❡❧❧❡✱ ✷✶✼
Pr✐♥③✐♣✱ ❆r❝❤✐♠❡❞✐s❝❤❡s✱ ✶✹✸
Pr✐s♠❛✱ ✷✻
Pr♦③❡ss✱ ❛❞✐❛❜❛t✐s❝❤❡r✱ ✶✼✹
Ps❡✉❞♦s❦❛❧❛r✱ ✷✺✶
P✉♥❦t✱ ❦r✐t✐s❝❤❡r✱ ✷✵✺
P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✱ ✶✹✶
P②r♦❡❧❡❦tr✐③✐tät✱ ✷✶✺

❘❛✉♠✱ ❧✐♥❡❛r❡r✱ ✷✸✺
❘❛✉♠✲❩❡✐t✲❉✐❛❣r❛♠♠✱ ✻✼
❘❛✉♠✴❩❡✐t✲❑♦♥st❛♥t❡✱ ✼✼
❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧✱ ✾
❘❡❛❦t✐♦♥✱ ❡♥❞♦t❤❡r♠❡✱ ✶✵✹
❘❡❛❦t✐♦♥✱ ❡①♦t❤❡r♠❡✱ ✶✵✹
r❡❝❤ts❤ä♥❞✐❣✱ ✻✶

r❡❡❧❧✱ ✹✽
❘❡✢❡①✐♦♥✱ ✷✸
❘❡✢❡①✐♦♥s❣❡s❡t③✱ ✷✹
❘❡✐❜✉♥❣s❡❧❡❦tr✐③✐tät✱ ✷✵✽
❘❡✐❜✉♥❣s❣❡s❡t③✱ ❙t♦❦❡ss❝❤❡s✱ ✶✺✽
❘❡✐❜✉♥❣s❦r❛❢t✱ ✶✸✺
r❡❧❛t✐✈✱ ✺✾✱ ✻✻
❘❡❧❛t✐✈✐täts♣r✐♥③✐♣✱ ✼✶
❘❡s♦♥❛♥③❢❛❧❧✱ ✶✸✶
❘♦t❛t✐♦♥s❡♥❡r❣✐❡✱ ✷✻✽
❘✉❤❡s②st❡♠✱ ✾✾

❙❝❤❛tt❡♥✱ ✸✸
❙❝❤❡r♠♦❞✉❧✱ ✶✹✻
❙❝❤❡r✉♥❣✱ ✶✹✻
❙❝❤♠❡❧③❡♥t❤❛❧♣✐❡✱ s♣❡③✐✜s❝❤❡✱ ✷✵✺
❙❝❤♠❡❧③❦✉r✈❡✱ ✷✵✼
❙❝❤♠❡❧③t❡♠♣❡r❛t✉r✱ ✷✵✼
❙❝❤✇❡❜✉♥❣✱ ✶✸✸
❙❝❤✇❡r❡♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✶✶✷
❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t✱ ✷✻✻
❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts②st❡♠✱ ✷✻✼
❙❝❤✇✐♥❣❢❛❧❧✱ ✶✷✾
❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✱ ✶✷✹
❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✱ st❛t✐♦♥är❡✱ ✶✸✵
❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ✶✷✼
❙❡❦✉♥❞är③❡❧❧❡✱ ✷✶✼
❙❡❦✉♥❞❡✱ ✻✺
❙❡r✐❡♥s❝❤❛❧t✉♥❣✱ ✷✶✾
❙■✲❙②st❡♠✱ ✽
❙❦❛❧❛r❡✱ ✻✽✱ ✷✺✷
❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t✱ ✷✸✻
❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✱ ✼✷
❙♣✐❡❣❡❧✱ ✸✺
❙♣✐❡❣❡❧❜✐❧❞✱ ✸✻
❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✱ ✷✵
❙t❛♥❞❛r❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ✶✽✺
❙t❛♥❞❛r❞♠❡ss✇❡rt✱ ✷✵
st❛t✐♦♥är✱ ✶✹✸
❙t❡r❛❞✱ ✾
st✐❣♠❛t✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ✸✸
❙t♦ÿ✱ ✽✾
❙t♦ÿ✱ ❡❧❛st✐s❝❤❡r✱ ✶✵✸
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